Premettiamo 2 varianti del criterio del confornto asintotico di uso frequente
negli esercizi di studio del carattere delle serie. Le chiameremo osservazione a)
e osservazione b).

Osservazione a) Siano a,, e b, sono successioni reali tali che, definitivamente
inn,a, >0eb, >0. Selim, ., 3> =l€Re Z:f% b,, converge allora anche
. =

+oo
n=0 an converge.
an

(L’osservazione a) ¢ vera perche, se lim, 4o 3> =1 € R, alloral > 0 e
limy, oo 1 4+1— 3= =1>0. Per il teorema della permanenza del segno esiste
an

v € N tale che pe? ognin > v sihal+1l— 3= > 0, cioc definitivamente in

n si ha FDn=9n o Giccome b, > 0 definitivamente in n abbiamo anche

1+ Db, — a, > 0 definitivamente in n, ciod a, < (14 1)b, definitivamente in
n. Poiche Y% b, converge anche 1% (1 4 1)b,, converge e quindi Y% a,,
converge per il criterio del confronto.)

Osservazione b) Siano a, e b, sono successioni reali tali che, definitivamente
inn,a, >0eb, >0. Selim, ‘g—n =leRe Z:i% an, diverge allora anche
S22 b, converge. (Siccome by, e a termini definitivamente positivi, se 310 by,
non divergesse, allora dovrebbe convergere, ma allora per 1’osservazione a) anche

—+o0
»—0 Gn convergebbe)

Esercizio 1 Determinare il carattere della serie:
o0
Z In(1 4 n?e™")
n=0

. . . _ . . In(14+n2e™ "
Soluzione) Siccome lim, ;. n?e~™ = 0 abbiamo lim, | % =

1. Siccome In(1 + n%e™) > 0 e n%e™™ > 0 per ogni n, per il criterio del
confronto asintotico la serie Y > jIn(1 + n%e™™) converge se e soltanto se la

n

. o0 _ . . 2,—n . o0 _
serie > ° 'n?e™" converge. Siccome lim,_ ;o 25— =0, la serie >_ > jn?e™"
T =

n
converge per l'osservazione a) e dunque la serie proposta converge.

Esercizio 2 Determinare il carattere della serie:

o0

Z n?+5n —3n® +1
n41n®(y/n) 4+ n3sin(n)

n=2
Soluzione) Siccome

n2+5n73n3+1
n4 In?(y/n)+n3 sin(n)
1 o
n1n?(n)

lim

n—-+oo

12

e siccome la serie armonica generalizzata > - L converge, la serie pro-

n=0 nln?(n)

posta converge assoluamente per 'osservazione a).



Esercizio 3 Determinare il carattere della serie:

> n!
n=1 nfﬂ
Soluzione) Siccome 2 >0 e
e 1
: n+ 1)
i (T =<t

La serie converge per il criterio del rapporto.

Esercizio 4 Determinare il carattere della serie:

o0

nl+n
Zl nn
n—=
Soluzione) Siccome 22 > 0 e
(nDlntl (A y ndtd
. (n+ 1)+ D) . (n+ 1) +D (n+1)!
lim B e lim ol ’ n
n—-4oo — n—-4oo —= 1 + -
oy n n!

La serie converge per il criterio del rapporto.

Esercizio 5 Determinare il carattere della serie:
n

Z (2n)!

n=1

Soluzione) Siccome (2”—;), >0e

n+1)"+! n
lim W _(nt 1 n+1
n—-+oo (2”—:), n (2n+2)(2n—1)

La serie converge per il criterio del rapporto.

Esercizio 6 Determinare il carattere della serie:

oo

yo on(n)
n |
= 27 +nl
Soluzione) Siccome e;,}i(:!) >0e
et in(n41 n
) W((nj_l))' In(n +1) n! L+ %7
lim n =€ : : 'rLJ.rl
n—-4oo € ln(n) ln(n) (n + 1)' 1 + AL

27 4n! (n+1)!

la serie converge per il criterio del rapporto.

1 1

=Z.1=><1
e e
e-0=0<1

=e-1-0-1=0<1



Esercizio 7 Determinare il carattere della serie:

ad 1
E eln(n) — 1
n=1

1
. . . 1 _ . . el(n) —1
Soluzione) Siccome lim,, 4 Wy = 0 abbiamo hmnéﬁwv = 1.
Quindi
1
. ehn(n) — 1
lim ———— =1
n—-+4oo

In(n)

. —1_ . . . S 1 .
In(r — N —
Siccome e™™ — 1 > 0 e la serie armonica generalizzata )~ () diverge, la

serie proposta diverge per l'osservazione b).
Esercizio 8 Determinare il carattere della serie:
(oo}

sin(n? + 1
3 ( )

2
n 1
n=2

Soluzione) Siccome

lim —— =1
n—-+4oo —_
n

. . . . oo 1
e siccome la serie armonica generalizzata ) ", —>

converge assolutamente per I’osservazione a).

converge, la serie proposta

Esercizio 9 Determinare il carattere della serie:
i In?(n)
2
n=1 n

Soluzione) Siccome 1“2# >0

In?(n
. Tn2
lim —5— =0
n—-4o0o 372

e siccome la serie armonica generalizzata ZZO 1 ns% converge, la serie proposta

converge per 'osservazione a).

Esercizio 10 Determinare il carattere della serie:

0o
nlo

Z Vn

n=0 €



. . 10
Soluzione) Siccome 2= >0
e

10

nf ni2 612111(71)
lim 45— = lim — = lim ——=—= lim el2imm=vin _ g=o0 _
n—+o0o — n—-+0o0o e\/ﬁ n—-+oo e\/ﬁ n—-+00
n

o 1

e siccome la serie armonica generalizzata )~ -

converge per l'osservazione a).

converge, la serie proposta

Esercizio 11 Determinare il carattere della serie:
e’} 1 2n—+3
3 2
n’sin(—) —n
> (nsin(y) - )
n=1

Soluzione) Usando il polinomio di Taylor di grado 3 centrato in 0 di sin(z)
abbiamo

11 1
sm(g) = + 303 + O(E) per n — 4o0.
Quindi
lim n? sin(l) —n?= lim n®— — +o(n) —n?= 1
n—-+o0o n n—-+oo 3' 6

(si noti che usando il polinomio di Taylor di grado 1 di sin(z) si sarebbe trovato
n®sin(+)—n? = o(n) che non da alcuna informazione sul limite). Per il teorema
della permanenza del segno n® sin(%) —n? < 0 definitivamente in n. e quindi
1 ) . n2>2n+3

anche (n3 sin( < 0 definitivamente in n. Quindi la convergenza di

. 2n+3 | .
> (n3 sin(1) — n2) € equivalente alla sua convergenza assoluta.

n

Siccome
2n+3
lim ”\/ n3sin(—) — n? =
n—-+4oo n

2 3

1 1 1 1
lim |n®sin(=) —n2| ™y/|ndsin(=) —n?| = — 1= <1

m \n bln(n) n \/n bln(n) n %6 36

la serie converge assolutamente per il criterio del radice n-esima.

Esercizio 12 Determinare il carattere della serie:
oo
Z cos(n)
n=0

Soluzione) La serie non converge perche la successione cos(n) non tende a
0. Infatti se lim,_, 4o cos(n) = 0 allora anche lim,_ o cos(n + 1) = 0, ma
cos(n + 1) = cos(n) cos(1) — sin(n) sin(1) e allora

~cos(1) cos(n+1)

lim si = 1l 3 =0.
n->too sin(n) n > Foo cos(n) sin(1) sin(1)
Questo implicherebbe lim,, o, cos?(n) + sin®(n) = 0 che & assurdo perche

cos?(n) +sin®(n) = 1 (in modo analogo si puo vedere che la successione oscilla).



Rimane da vedere se la serie diverge o ¢ irregolare cioe oscilla. Osserviamo che
cos(n) = Re(e'), quindi

n n n 1(n+1)
ny __ in | _ 1—e
g cos(n) = E Re(e'™) = Re ( g e > = Re (1 — )
k=0 k=0 k=0

(nell’'ultima uguaglianza abbiamo usato I’identita 12"t >oreo 2%). Siccome

11—z
Re 1— ei(nfrl) - 1— ei(nfrl) - ‘1| 4 |6i(77j+1)| _ 9 |
1—e¢ 1—et |1 — € |1 — €

(nella terza disuguaglianza abbiamo usato la disuguaglianza triangolare per nu-
meri complessi).
Ne segue che la successione delle somme parziali

Z cos(n)
k=0

¢ limitata e siccome sappiamo gia che la serie )"~ cos(n) non converge, ne
deduciamo che essa oscilla.

Esercizio 13 Determinare il carattere della serie:

Soluzione) Siccome lim,, 4 % =—-1#0laserie > 1}7{5 non con-

verge. Siccome, per lo stesso limite 1%77 < 0, definitivamente in n la serie

proposta diverge a —oo.

Esercizio 14 Determinare il carattere della serie:

i cos(n) (arctan(\/ﬁ) - I)

n=0 2
Soluzione) Abbiamo
nio;)cos(mr) (arctan(\/ﬁ) - g) = nio;)(—l)" (arctan(\/ﬁ) _ %) _
- i(_l)n <— arctan(\/ﬁ) 4 g)
n=0

e la serie proposta converge per il criterio di Leibniz. Infatti — arctan(y/n)+75 >
0, lim,_, 4o —arctan(y/n) + & = 0 e —arctan(y/n) + 5 ¢ monotona decres-
cente perche le funzioni radice quadrata e arcotangente sono monotone crescenti,

quindi anche la loro composizione lo e.



Esercizio 15 Determinare il carattere della serie:
T
Z arctan(n) — 5

s

Soluzione) Siccome la serie ) 7 5 — arctan(n) & a termini positivi essa
converge o diverge a +00. Siccome

) (3 —arctanx)/ B *x%ﬂ B
mglfoo (%)/ o _?12 =1,

per il teorema di De I’Hopital

. 5 —arctanz
lim =—ea—— =1,
r——+0o0 =
xT
quindi anche

. 5 — arctann
lim =—a——=

n—-+o0o =

n

Siccome la serie armonica diverge, la serie

o0

Z g — arctan(n)

n=0

diverge a 400 per il teorema del confronto asintotico (o per 1'osservazione a)).
La serie ), arctan(n) — 5 diverge quindi a —co.

Esercizio 16 Determinare il carattere della serie:
o0
T
> arctan(In(n)) — 5
n=1

. . . I —arctanx
Soluzione) Siccome lim,_, ;o 2—5—— = 1, anche

x

% —arctan (In(x))
1
In(z)

lim =1.
n—-+o0o

Poiche la serie armonica generalizzata Y - ﬁ diverge (vedi esercizio 36), la

serie a termini positivi ZTOLOZO 5 — arctanz diverge per il teorema del confronto
. . 5 . . fo'e) T .
asintotico (o per I'osservazione b)). La serie ) ", arctan(In(n)) — 5 diverge

quindi a —o0.
Esercizio 17 Determinare il carattere della serie:
= Ln° +3nt 4+ 502 + 11
—nb —Tnd —2n+1

(=1

n=1



Soluzione) Abbiamo

= LS+ 3nt 4+ 5n? 4+ 11 Nt n° +3nt +5n% + 11
Z(_l) nh — 9 1 :_Z(_l) 6 519 1
= —Tn° —2n+ = +n® + Tn® + 2n —

. 5 4 2 . . . R .
e la serie > o7 | (—1)rn3nd5ntll converge per il criterio di Leibniz. Infatti

+nS+TnS42n—1
5 4 2 5 4 2
n’+3n"+5m“+11 Tpt : : n°+3n~+5n“+11
ersaant > 0 definitivamente in n, lim, 4 Bt o

5 - 4 2 B .. N . .
nog3n 45n 411 & definitivamente monotona perche un rapporto tra due polinomi
+nb+Tn5+2n—1

_ p(x)

(Se p(x) e q(z) sono polinomi tali f(z) := )
f(z) di % ¢ ancora un rapporto di polinomi. Se M & il massimo dell’insieme

finito costituito dagli zeri di ¢(x) e f/(z) allora % & monotona su (M, +00).

= 0 e infine

non e costante, allora la derivata

Ne segue che anche M ¢ monotona sui naturali maggiori di M ).

Esercizio 18 Determinare il carattere della serie:

i(—l)" (;2; + :L)

n=2

Soluzione)

g(_l)n(; ) Zln i 1)”(2).

Siccome la serie armonica generalizzata > -, ﬁ diverge a +oo e la serie

oo o(—=1)" (%) converge per il criterio di Leibniz, la serie proposta diverge a

+0o0o (confronta con esercizio 39).

Esercizio 19 Determinare il carattere della serie:

i 3~ In(n)
n=1
Soluzione)
= 3~ In(n) _ = In(3~ () _ = —In(n) In(3) ln n_h‘(S)) _ —In(3

Siccome In(3) > 1 la serie proposta & una serie armonica generalizzata conver-
gente.

Esercizio 20 Determinare il carattere della serie:

0o 1 In(n)
> ()
n=1



Soluzione)

00 In(n) 00 0o oo
1 _ In((1/2)™)) _ In(n)In(1/2) _ In(n™(/2)y _
S (5) B S = S

n=1 n=1

i nln(1/2) — i n- 1n(2).
n=1 n=1

Siccome In(2) < 1 la serie proposta ¢ una serie armonica generalizzata divergente
a +00.

Esercizio 21 Determinare il carattere della serie:

2
i n2 n” In(n)
n?+3

n=2

Soluzione I)

2 2\ In(n)
S n2 n®In(n) 0 3 n
v - 1- 2 .
Z <n2 + 3) nz:; ( n? + 3)

n=2
2

n
. . 3 _ _3 .
Siccome lim,,, 4 (1 — m) = e~ abbiamo

3 n
lim e2-(1- —e2_¢3>0.
n—-+oo n?+3

2

n
Per la permanenza del segno e~2 > (1 — %Jrg) definitivamente in n. Di

conseguenza
5 n? In(n)
—oz\In(n) o

Siccome la serie proposta & a termini positivi e la serie armonica generalizzata
e} 2 . . . .

> meo N~ ° converge, la serie proposta converge per il criterio del confronto.

(Si noti che, sebbene in questo caso sia vero che

((1 - 7123+3>nz>1n(n)

D) =1
TLZ
cio non segue dall’identita lim, 4 (1 — n%rg) = e 3. Se, in generale,
(@)
g(x) — +oo e f(z) — a allora non é( s)empre vero che % — 1. Ad
. g(z
esempio se f(z) = a + ;5 allora % —e.)



Soluzione IT)

2 2
oo 3 n o 3 "
Z ln(n)ln((l—m) ) . Z 111((1—m) )
e = n .
n=2 n=2
n2
Siccome lim,,—, 4 o In (1 — n2i+3) = —3 < —2, usando come prima il teorema
2

della permanenza del segno, abbiamo che In (1 - ﬁ) < —2 definitivamente

in n e quindi nln(liﬁ) < n~2 definitivamente in n. Siccome la serie pro-
posta & a termini positivi e la serie armonica generalizzata ) .. n~2 converge,
la serie proposta converge per il criterio del confronto.

(Anche in questo caso sarebbe stato sbagliato dedurre che

n((1-29)")

nll}:lkloo n_3 - 1’
n2
solo per il fatto che lim,,_, 1 In (1 — n%ﬁ) = —3. Se, in generale, g(x) — a

9(@)
e f(z) — 4oo allora non & sempre vero che % — 1. Ad esempio se

2))9(®)
g(z) =a+ m allora % —e.)

Esercizio 22 Determinare il carattere della serie:
i cos(n?) +n?
n3

n=1

Soluzione)

L cos(n?) =1

oo cos(n?) . p s N
> ==+~ converge assolutamente per il criterio del confronto perche

n=1 n3

2
COSTE;L )‘ <

%. Siccome > "7, % diverge a +00, la serie proposta diverge a +oo.

Esercizio 23 Determinare il carattere della serie:

i cos(n?) +n?

In?(n™* + sin(n))

n=2



cos(n?)4n? 0e

Soluz10ne) Siccome m

_cos(n®)4n® __n?to(»?)
lim ) gy P Tele)
n—-4oo m n—-4oo m
n?+o(n?) n2+0(n?)
In(nn?)+In(1+0(1)))> n2(n"2)+o(In2(nn?
R
n?In(n) FEATYe
Ty Tl _ | Lto()
n2(nn 1+o0(1 . povr ey e g -
n21In(n) FEA e
1
lim m.1+0(1) 1121
nre oy o)

e siccome Y,

a).

1 : ) :
w2InZ(n) converge, la serie proposta converge per I'osservazione

Esercizio 24 Determinare il carattere della serie:

Z nln(2” 4+ n")In(n)

n=2
. . n—++/n n++/n .
Soluzione) Abbiamo TG 0e TR ) < 2— h’fg(n). Sic-
come 2, #2(71)’ la serie proposta converge per il criterio del confronto.

Esercizio 25 Determinare il carattere della serie:

> (%

Soluzione) Usando il polinomio di Taylor di grado 3 centrato in 0 di sin(z)
otteniamo

) 13n2—13n2 sin(%)

111 1
Sm(n> T 33 +0(n3)pern — +oo.

Di conseguenza

1 13 25
lim 13n% — 13n°sin(—) = — > —.
Jim 3n 3n sm(n) 5~ 1o
Ne segue che 13n? — 13n3sin(1) = 13 > 25 definitivamente in n. Allora anche

1 13n%—13n®sin(1) 1 28 1 2
- < N — —
() ) =)

X ) 13n%—13n> sin(L)

definitivamente in n. Siccome (% > 0 e la serie armonica

25
generalizzata (%) ** converge, la serie proposta converge per il criterio del con-
fronto.

10



Esercizio 26 Determinare il carattere della serie:

3n+1

£

n=1

Soluzione)  Siccome lim, ;o 22t = 2 < 2 abbiamo 22+t < 2 definitiva-

mente in n. Quindi anche

3n41 2
LY (L) _1
Vvn vn) o n
3n+41
. . . 2 . . .
definitivamente in n. Siccome ﬁ > 0 e la serie armonica diverge, la

serie proposta diverge a +oo per il criterio del confronto.

Esercizio 27 Determinare il carattere della serie:

3n+1
5 ()
2
n=1 n
Soluzione) Siccome
In(n"+1) In(n™)-(140(1)) 1
L T - . In(n)
s L G =5 (Lt o(1) =0
ns ns
abbiamo 0 < hl(y;# < -4 < 1 definitivamente in n. Siccome % > % ne
ns
deduciamo
3n+1 3
In(n™ 4+ 1)\ 2» 1?2 1
T2 <\—=z = 12
n ns nio

3n+1
.. . . 1o (In(n"+1D)\ 2n . ..
definitivamente in n. Poiche (%) > 0 per n > 1 e la serie arminica

generalizzata —5 converge, la serie proposta converge per il criterio del con-
n 10

fronto.

Esercizio 28 Determinare il carattere della serie:

3n+1
io: <1n(nn+1)> 2n
—
n=1 n4
Soluzione) Siccome 1 > m® 1)~ 1 definitivamente in n e dntl o 2,
n4 n4

abbiamo anche
3n+1

In(n™ + 1)\ 12 1
ni ~ n? - nl/?

definitivamente in n. Siccome la serie armonica generalizzata E L diverge
n=1 nl/2 )
la serie proposta dlverge a +00 per il criterio del confronto.

11



Esercizio 29 Determinare il carattere della serie:
sin(n)

Z n1n?(n)

n=2

Soluzione) La serie proposta converge assolutamente. Infatti
1

sin(n)
~ nln®(n)

nin®(n)

e, siccome la serie armonica generalizzata ZZOZQ m converge, allora anche

sin(n) ‘ converge per il criterio del confronto.

nln?(n)

la serie Y7,

Esercizio 30 Determinare il carattere della serie:

o In (cos (%)) arcsin ( . >
n3 n3+5

Z In(n)

n=2

Soluzione) Usando il polinomio di Taylor di grado 2 centrato in 0 di cos(z)
e i polinomi di Taylor di grado 1 centrati in 0 di In(x) e arcsin(x) otteniamo:

1 1 1 1
nfcos|— :_W+O 273 per n — +00

ns3
. 1 L 1 N
arcsin = o| —=—— ] per n — +oo.
ns +5) nl/3+45 nys)
1
n'/34+5 — 1 abbiamo anche nl%% = ﬁ +o0 (nllﬁ)

Inoltre, siccome lim,—, o 7
/3

per n — +o0o. Ne segue che !
5+ ()
+ per n — +00

. 1
arcesm | — | = —5 —
( s nl/3 nl/3

e quindi
1

)> arcsin (1
ns +5

In(cos|— =——+o0
ns
Con queste informazioni e facile studiare ’ordine di infinitesimo della successione

)=5+(3)
— | per n — +00.
n

che genera la serie. Abbiamo

111(005(%)) arcsin( ll >
n3 45
= lim T

In(n)
1 B — _—
ntee nln(n)

1
_2711}1(71) +o <nln(n)> _ 1

lim
ntee nln(n)
Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico (oppure l'osservazione b))

alla serie a termini positivi

In (cos (i)) arcsin [ —
n n3+5

Z B In(n)

12

8
//~

ol




ln(cos( %) ) arcsin 11
n3 n3+5

Siccome Y, #(n) diverge, anche la serie Y -, — Tn(n)

diverge a 400 e la serie proposta diverge a —oo.

Esercizio 31 Determinare il carattere della serie:

= 10v"

Soluzione) Siccome

, ove . 10vF 1
lim " = lim =,
n—-+oo jn n—-+oo 5 5

la serie proposta converge per il criterio della radice ennesima.

Esercizio 32 Determinare il carattere della serie:

>, cos(n)
In(n)

n=2

Soluzione)

. cos(n) B = (—=1)"
In(n) Z In(n)

n=2 n=2

e la serie converge per il criterio di Leibniz.

Esercizio 33 Determinare il carattere della serie:

00 1 arctan(n)
> (i)
n=2

ns In(n)

Soluzione) Poiche arctan(n) < 7/2 < 2 abbiamo

( 1 ) arctan(n) < 1 ) 2 1
1 > 1 R :
n3 In(n) n3 In(n) n3 In*(n)

arctan(n)
Siccome ( - > > 0 e la serie

n3 In(n)

(oo}

1
Z n3 In%(n)

n=1

diverge (vedi esercizio 36), la serie proposta diverge a +o00.

Esercizio 34 Determinare il carattere della serie:

i(l(m>arctan(n)

31
n—2 ns3 in

13



31
20"

31

Soluzione) Siccome lim,,_, 4 arctann = 7/2 > si ha arctan(n) > 55

definitivamente in n. Ne segue che

( 1 >arctan(n) ( 1 > 3 1
T2 <\|—=—= = a1
n3 In(n) n3 In(n) nso

arctan(n)
defintivamente in n. Siccome < - ) > 0 per n > 2 e siccome la serie

n3 In(n)

ol

armonica generalizzata y ., —L- converge, allora la serie proposta converge per
n 30

il criterio del confronto.

Esercizio 35 Determinare il carattere della serie:

Soluzione) Siccome

. 1
—n3)In(n—In(n)) _
1
n

[N

lim " 0
n—-+oo

wino|

—— < -1 definitivamente in n. Siccome
(n3 —n3)In(n—In(n)) n3

si ha

I tan(n) s S 31
1m arctan(n) = — —
n—+oo 2 20

si ha arctan(n) > 3% defintivamente in n. Ne segue che

31

1 arctan(n) 1\ 20 1
< —_— =
((ng —n§)ln(n—ln(n))> <n§> ni

arctan(n)
definitivamente in n. Siccome ( I ) > 0 e la serie ar-
(n8—n3)In(n—In(n))

. . oo 1 .
monica generalizzata converge, allora la serie proposta converge per

n=2 3L
. . . n30
il criterio del confronto.

Esercizio 36 Determinare i valori dei parametri reali « e § per i quali la

seguente serie converge:
o0

1
Z nP In%(n)

n=2

Soluzione) Dalla teoria sappiamo che

1) 322, -1 converge se 3 > 1 e diverge se § < 1

n=2 n

2) Yo, #"‘(n) converge se « > 1 e diverge se a < 1.
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Se § > 1 e a & un qualsiasi numero reale la serie proposta ¢ convergente.
Infatti esiste 8’ tale che 8 > ' > 1 e, per 1), > 7, ﬁ converge. Siccome
1

. . e e . . nbB 4 .
le serie proposte sono tutte a valori positivi e lim,_, 1o 2™ = 0, la serie

n

oo 1 , .

Do 7P Te gy converge per Iosservazione a).

Se § <1 e a & un qualsiasi numero reale la serie proposta e divergente.
o 1

Infatti esiste B tale che § < 3" < 1 e, per 1), > 7, —5 diverge. Siccome

1
. . e e . . ’ .
le serie proposte sono tutte a valori positivi e lim,,_, oo —2% = 0, la serie
nB In%(n)

LS 1 . s .
Do 77y diverge per l'osservazione b).

11 caso rimanente in cui § = 1 e « & un qualsiasi numero reale & trattato in 2).

Esercizio 37 Determinare il carattere della serie:

In(In(n))

o] 1 142 M)
> (3)

n=2

In(In(n))

M ORE 1, si potrebbe essere portati a

Soluzione) Siccome lim, oo 1 + 2

In(In(n))

. (,i)pr2 In(n) . . .

credere che lim,, ., ~*—5—— =1 e che, quindi, la serie proposta diverga.
+ T ) )

Entrambe queste sffermazioni sono errate. Infatti

In(In(n))

1+2
1\ 'FFmemT g 1 1 1
ﬁ - E : 2lxl(ln(n)) - E : 62 In(n) In(In(n))

n In(n) In(n)

1 1 1

1
ﬁ ’ e2In(In(n)) = ﬁ ’ (eln(ln(n)))Q - nan(n)

Qunidi la serie proposta converge.

(Osserviamo che se lim,,_, 4 f(n) = a # 0 allora, come visto nell’esercizio 21,
1\f(n)

non possiamo concludere che lim,,_, 4 ("T =1+#0. Tuttavia ) (%)f(n)

converge se a > 1 e diverge se a < 1. Per vederlo, nel caso a > 1 si puo

confrontare con la serie Y °_ % dove a > b > 1. Per vederlo, nel caso a < 1 si

pud confrontare con la serie Y % dove a < b< 1))

Esercizio 38 a) Determinare i valori del parametro reale « per i quali la
seguente serie converge:

+oo
n=0

Soluzione) Cerchiamo di applicare il criterio del confronto asintotico, con-
frontando con le serie armoniche generalizzate .- —5. Usando il polinomio

di Taylor di grado 2 di In(1 + x) otteniamo

(1 + g)"ln(n) _ enln(n) In(14+2) —
n

15



(557 ro(th) L et el po(nim)

n 2n

ealn(n)Jro(l) per n — +0o0.

Allora
. (1 + %)nln(n) . ealn(n)+o(1)
nl{r-&l:loo n—lﬁ - nl{r-&l:loo e*/@ In(n) o
lim e (at+B)+o(1)
n—-+0o0

Se a = —[3 il precedente limite ¢ 1. Siccome la serie

I nln(n)

S (1+2)

n
n=0

& a termini positivi, per il criterio del confronto asintotico essa converge se e

soltanto se " | —L- converge, ciot se e soltanto se v < —1.

Esercizio 38 b Determinare il valori del parametro reale o per i quali la

seguente serie converge:
0o nlIn(n)
> (A
n+m

n=2

Soluzione) Cerchiamo di applicare il criterio del confronto asintotico, con-
frontando con le serie armoniche generalizzate Y n% Dobbiamo quindi val-
utare il limite

nln(n)
( ) en In(n) ln( ni” )
nll»IJIrloo L{ - nll»IJIrloo e_ﬁ In(n) -
lim " In(n) ln( Ziz )Jrﬁ In(n) _ lim " In(n) 1n(1+ e )Jrﬁ In(n)
n—-+o0o n——+oo ’

Usando il polinomio di Taylor di grado 2 di In(1 + «) centrato in 0, abbiamo
a—T7 a—-m (a—m)? 1
In (1 = -
n( +n+7r> n+m 2(n+w>2+°<(n+w>2>

lim nln(n)In (1 + H) + Bln(n) =

n—-+o0o

Rlm nin(n) (Z;: h 2(&;7;))22 o ( (n+m)? )) 0

lim (. —m)nin(n) (o — 7)%nln(n ) ( nln(n) + Bln(n

Quindi

n—-+oo n-+mT 2(n+7r)2 )
. (a—=7+B)nIn(n) +7B8In(n) (a—7)2nIn(n) nln(n) \
A n+m C 2(ntm)? +O<(n+77)2>
lim (a =7+ B)nln(n) + 78 1ln(n) +o(l).
n—-+oo n—+m
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Tale limite e 0 se B =7 —a, e toose f>m—aedeée —0se < m—a.
nda \n In(n)
(s22)

Ne segue che lim,, 4o =1 se e soltanto se f = m — a. Siccome la

g
n

serie proposta € definitivamente a termini positivi, per il criterio del confronto
asintotico, essa converge se e soltanto se > - converge, cioe se e soltanto
se ™ —a > 1, cioe

1
n=0 nrT-a

a<m—1

Esercizio 38 ¢ Determinare i valori del parametro reale o per i quali la

seguente serie converge:
a arctan(n)
Z <n3 In(n )

Soluzione) Cerchiamo di applicare il criterio del confronto asintotico, con-

frontando con le serie armoniche generalizzate Y o —i——.

Siccome lim,,_, o arctan(n) = 7/2 & ragionevole aspettarsi che le successioni

1 a arctan(n) B 1
n% ln(n) o ne arctan(n) 2 In® arctan(n) (TL)

1
n% In'? (n)
abbiano lo stesso ordine di infinitesimo. Tuttavia, come gia sottolineato, potrebbe
non esser vero, quindi dobbiamo verificarlo calcolando il limite del loro rapporto

« arctan(n)
1 1
p) -
lim n3 ]n(n) _ lim n® arctan(n)% In® arctan(n) (n) _
n—+00 ﬁ n—-+00 ﬁ
n 3 In 2 (n) n 3 In 2 (n)
. 2a (@ _ o _
lim n® (2 arctan(n)) In® ( arctan(n))(n) —
n—-—+oo
2 (m ™
lim eT(gfarctan(n)) In(n) ea(ifarctan(n)) In(In(n))
n—-+o0o ’

Come ben noto, applicando il teorema di De L’Hopital si ottiene

us

5 — arctan(z

lim 22—~ T (z) =1
x——+00 >

T ¢ () 1+ 1
— —arctan(n) = —4+o| — | .
2 n

e di conseguenza

n

Quindi il nostro limite diventa

lim e%’(%—arctan(n)) ln(n)ea(%—arctan(n)) In(In(n)) _
n—-+oo
lim eTa(ln(n)+ (ln(n)))ea(wﬂ’(w)) = lim e°Weo® =1,
n—-+oo n—-4o00
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Siccome la serie proposta € a termini positivi essa converge se e solo se la serie
armonica generalizzata
o0
>
am an
“ns Inz (n)

converge e quest’ultima converge se e soltanto se a > %

(vedi esercizio 36).
Esercizio 39 Determinare il carattere della serie:

= ()1
>t

n=1

Dopo aver osservato che

D"\ . . . e 1 o
e che (ﬁ + 4 n) ) ¢ una successione a valori positivi, discutere il risultato

ottenuto in relazione al criterio di Leibniz.
Dopo aver osservato che

(=D" 41
+ 1
n1—1>r—ir-1<>o (=~ =1
NG

e che

n

o0

> =

n=1 \/ﬁ
converge per il criterio di Leibniz, discutere il risultato ottenuto in relazione al
criterio del confronto asintotico.

. . . —1)"™ . . . . . .
Soluzione) Siccome la serie Y - | % converge per il criterio di Leibniz e
la serie armonica diverge, la serie

— (=" 1
Lt

NE

(-D" -1
_|_ —

n=1

diverge.
11 criterio di Leibniz dice che se {a,} € tale che

1. a, > 0 definitivamente in n
2. aps1 < a, definitivamente in n
3. hmn_,_,_oo Ay = 0

allora la serie Z:i%(—l)"an & convergente.
. —1)" N oy .
La successione {a,} = {(ﬁ + %)} & positiva e lim,_, 4 a, = 0 ma
non ¢ definitivamente monotona, quindi non possiamo usare il criterio di Leibniz

per concludere che 3% (—1)™ (% + #) converge (infatti abbiamo appena
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dimostrato che diverge!). Il fatto che la serie 32,79 (—1)" (ﬁ + (le)n) diverga
mostra che I'ipotesi di monotonia (a,+; < a, definitivamente in n) non pud
essere rimossa nel criterio di Leibniz.

Il criterio del confronto asintotico dice che se {a,} e {b,} sono successioni
tali che

1. a, > 0e b, > 0 definitivamente in n

an

2. hmnHjLOO dn

allora 327 a,, converge (diverge) se e soltanto se 1% b,, converge (diverge).

(=n" -
NG } sono tali che

Le successioni {% +1te={

(=" 1
_|_ =
. vn no_
Jim  — e =1
7

(="

n" ="
ma non ¢ vero che NG + >0e NG > 0 definitivamente in n.

Quindi non pos51amo usare il criterio de confronto asintotico per concludere

:z (\}) + 5 converge se e soltanto se Z:Oi (7\/15

abbiamo visto che :Oci (\1} + = dlverge mentre Z+°° ( \/ﬁ) converge per il

che

converge (infatti

criterio di Leibniz).

11 fatto che le serie /> (7\} +1 e Y C 17)1 abbiano caratteri diversi

dimostra che l'ipotesi di positivita (an >0 e b, > 0 definitivamente in n) non
puo essere rimossa nel criterio del confronto asintotico.
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