Richiami di teoria sugli o-piccolo
Definizione Sia X C R, sia g punto di accumulazione per X, siano f : X —
R e g: X — R funzioni. Si dice che g & un o-piccolo di f per x che tende a xg
e si scrive
9(x) = o(f(x)) per v — xo

se esiste una funzione h : X \ zo — R tale che
a f(z) = h(x) - g(z) per ogni z € X \ xo

b limy_4, h(x) = 0.

Proprieta

L o(f) +o(f) = o(f),
cioe se k1 (x) = o(f(x)) e ka(z) = o(f(z)) per x — xq allora kq (z)+ke(z) =

o(f(z)) per x — x¢ .

2. g-o(f) =olg-f),
cioe se k(z) = o(f(x)) per x — x allora g(x) - k(z) = o(g(z) - f(z)) per
T — .

3. o(o(f)) = o(f),
cioe se ki(z) = o(f(z)) e ka(z) = o(h(z)) per x — x¢ allora ko(z) =

o(f(x)) per x — xg .

4. o(f +o(f)) = o(f),
cioe se ki(z) = o(f(z)) e ka(x) = o(f(x) + k1(x)) per & — z¢ allora
ka(z) = o(f(x)) per x — xo.

5. Se g(z) # 0 per ogni xz # xg e limy_, 4, % = lallora f(x) = g(z)+o(g(x))
per x — xo.

6. Se lim,_,4, g(x) = a (ad esempio se g(x) ¢ la funzione costante uguale ad
a) con 0 # a € R allora o(g(z) - f(x)) = o(f(x)) per z — zg .

7. Sia ¢ : Y — X e sia yp un punto di accumulazione per Y C R, sia inoltre
limy .y, ¢(y) = zo. Sia f(xg) = 0 oppure zo non appartenga a ¢(Y’). Se
f(z) = o(g(x)) per & — xo allora f(¢(y)) = o(g(d(y))) per y — yo.

Nota sulla proprieta 7:
Se f(z) = o(g(x)) per x — xq esiste h : X \ 2o — R tale che f(z) = h(z) - g(x)
per ogni x € X \ zg e limy,_,,, h(x) = 0.

Se f(zo) = 0 costruisco h : X — R ponendo h(z,) = 0 e h(z) = h(z)
se r # xg. Per costruzione E(cb(y)) = h(y) per ogni y € Y, inoltre siccome
limg 4, E(w) = E(xo) = 0 possiamo applicare il teorema sul limite della compo-
sizione di due funzioni e ottenere lim, ., h(e(y)) = limg_, 4, h(z) = 0. Quindi
f(@(y)) = olg(o(y)))-

Se xg non appartiene a ¢(Y) basta considerare la funzione h(¢(y)). Analoga-
mente a prima f(¢(y)) - h(p(y)) = g(P(y)) e siccome xy non appartiene a
¢(Y) possiamo applicare il teorema sul limite della composizione e ottenere

limy .y, h(6(y)) = 0. Quindi, anche in questo caso, F($(y)) = o(g(6(y)).
Osservazione *:



Se T, (¢) ¢ il polinomio di Taylor di grado n centrato in t¢ della funzione f(t)

allora f(t) — T (t) = o((t — to)™) per t — to. Inoltre f(tg) — T (to) = 0.
Quindi, per la precedente nota, data una qualsiasi funzione ¢(z) la cui im-

magine sia contenuta nel dominio di f e tale che lim,_,,, ¢(x) = g, abbiamo

che f(¢(x)) — Tn(o(x)) = o((¢p(z) —to)") per x — xg, cioe
f(o(x)) = To(o(z)) + o((d(x) — to)") per @ — .

Approssimazioni con formula di Taylor e resto di Peano di alcune
funzioni elementari:

x? " UL gk
T __ L L ny __ L n
e —1+x+2+ +n!+o(x)— k!+0(a?)perx—>0
k=0
) 3 1,5 n1,2n+1 o2
sin(z) =« g-l-g-l- +(—)2n+1!+($ ) =
n 22k
.I‘2 .I‘4 N 2n o1
cos(x)—l—j—kﬂ—k--—l—(—l)ﬁ—i— (") =
Zn: 22" 2n+1
(=1)* o5 +o(a™ ) per x — 0
P 2k!
2 (ES n
In(1+ z) x—?—i—?—k- (—1)" 1= +o(z") =
S o) per a0
k=1
1 1 3 3:5:-7---2n—-3
v 1 =1 r— ——x? = 2 _1"_1 n ny _
Tesligrs g apt T ol
1 . 3:5-7---2k—3
1+ 3% + kz:i?(—l)k*1 ok zF 4 o(z™) per z — 0.

Formula di Taylor con resto di Peano e calcolo dei limiti: Il tipico caso
di applicazione della formula di Taylor con resto di Peano & quello in cui si vuole
calcolare

lim —f(z),

A% g(a)
dove 29 € R e limy_,z, f(x) = limy_y, g(z) = 0. In questo caso, se m ¢ il
minimo naturale tale che il polinomio di Taylor di grado m centrato in x( di
f(z) non & nullo si ha

f(z) =alz —x0)™ + o((x — x9)™) per x — xq

dove a & un numero reale non nullo.
Analogamente, se n ¢ il minimo naturale tale che il polinomio di Taylor di grado
n centrato in zg di g(z) non ¢ nullo si ha

g(x) = Bz — x0)™ + o((x — 20)") per x — x



dove 8 & un numero reale non nullo.

Quindi
LS ale— a0 ol —w0)™)
a—az0 g(z)  e=wo Bz —x0)" +o((z —20)")

(x—20)™ a+o(l) o . (z—x0)"

z—zo (x —x0)" B+o0(l) [ z—z0 (x— o)™
(Nella seconda uguaglianza abbiamo usato la proprieta 2 degli o-piccolo e nella
terza la proposizione sul calcolo dei limiti). L’ultimo limite ¢ infine facilmente
calcolabile.

Esercizio 1 Calcolare:

sin(z) _ 2 _
lim & cos(z) +z° —x

z—0F sin3 (.’L‘)

Suggerimento: calcolare il polinomio di Taylor di grado 3 centrato in 0 di e¥*(*)

usando i polinomi di Taylor di e e sin(zx).

Soluzione) Calcoliamo innanzitutto il polinomio di Taylor di grado 3 centrato
in 0 della funzione e¥™(*)
Siccome il polinomio di Taylor grado 3 centrato in 0 di e ¢ 1+ x + %? + %?
si ha
2 23
e’J:1+x+§+§+o(x3)perx—>0. (1)

Siccome lim,_,q sin(z) = 0 abbiamo anche

(sin(z))?  (sin(x))?
T : 30

eS®) = 1 4 sin(x) + +o((sin(z))?) per  — 0. (2)

Inoltre il polinomio di Taylor grado 3 centrato in 0 di sin(z) ¢ x — ?,}—T, quindi
23
sin(z) =z — 37 +o(z®) per z — 0 (3)

e sostituendo nella precedente equazione (2) otteniamo:

z? (x— % +0(a®)?  (z— % +o(a*)?
e ('”):1—1—33—54—0(303)4— 3!2! + 3!3!
23
o((z — a7 + o(2*))?) per x — 0. (4)

Svolgiamo ora i calcoli sul termine a destra dell’ultima equazione (4). Abbiamo

x3 ajﬁ 21‘4 xS
(z — o +o(z?)? =2 + 315 + o(x*)o(z?) — ar + 2zo(z?) — 250(353) =
6 2t 1
P+ o ola®) = S 20(0Y) — 20 = 2 o) per v 0 (5)



(Nella prima uguaglianza della (5) abbiamo solo svolto il quadrato,
nella seconda abbiamo usato che fo(g) = o(fg) e che o(f)o(g) = o(fo(g)) =

o(o(fg)) = o(fg),
Nella terza abbiamo usato =@ = o(z”) se a > B e o(f) + o(f) = o(f)).
Inoltre abbiamo

373 .’IJ2
(0= 5 +0(@®)? = (a(1 = 5 +0(a?))* =

(1—§+0( )3 =23 + o(2®) per x — 0 (6)
(Nell’ultima uguaglianza (6) abbiamo usato che, se
flx) _
a—ao g(z)
allora
f(x) = g(x) + o(g(x)) per x — w0
[nel nostro caso xg = 0, f(x) = 23(1— %2 +o(2%))? e g(z) = 2?], alternativamente

avremmo potuto svolgere il cubo (1 — 3— +o(2?))3).
Infine dalla (6), ricordando che o(f 4 o(f)) = o(f), otteniamo anche
a? 3113 3 3 3
of(w— 57 + o)) = ola® + o(a™) = o(a®) per z — 0 (7)
Sostituendo le espressioni trovate in (5), (6) e (7) nell’equazione (4) otteni-

amo:
2> 22 +o(x?) 23+ o(x?)

bm(z)_ _ s 3y
1+z ar 5 + 30 +o(z”) =
2 3 3 2
1+x+%+@+%+ou3):1+x+%+o(z3)+o(x3)+o(az3)= (®)

2
1+x+%+0($3)perx—>0

(Nella terza uguaglianza di (8) abbiamo usato che se lim,_,,, g(x) esiste ed &
un numero reale non nullo, allora go(f) = o(f) per x — xg, nel nostro caso il
ruolo di g é giocato dalle funzioni costanti % e %)

Per 'unicita del polinomio di Taylor, se f & derivabile n volte in xg, esiste
un unico polinomio p(z) di grado minore o uguale a n tale che f(x) = p(x) +
o((z — x0)™) per © — 1z e tale polinomio & il polinomio di Taylor di grado n
centrato in zq della funzione f(x).

Nel nostro caso f(x) = e5"(*) ¢ derivabile infinite volte su tutto R, quindi per
I'equazione (8) il polinomio di Taylor di grado 3 centrato in 0 di f(x) = es*(®)
e Ts(x) = 1+x+§.

Possiamo adesso occuparci del calcolo del limite.

Siccome il polinomio di Taylor di grado 3 di cos(x) centrato in 0 & 1 — 7”2—2

abbiamo )
cos(z) =1— % + o(z3) per x — 0. (9)



. . 3
Infine, siccome lim,,_.q Smw(z) = 1, abbiamo anche lim,,_,q % = 1. Dunque,

analogamente a prima (vedi commenti all’equazione (6)),

sin(x)® = 2® 4 o(2®) per x — 0 (10)
In conclusione in(e) )

lim & —c.osg(x)—l—x -z _ (1)

z—0+ sin®(x)
i I+z+2 +o@%) —1+% —o(a) +22—2 . 222 +o(2?)

1m = m ————~ =
z—0+ x3 + o(x3) e—0t 23 4+ o(a?)
22 2+ o(x)

om0t 23 1+ o(1)

(Nell’ultima uguaglianza abbiamo usato o(fg) = fo(g) e nella precedente o( )+

o(f) =o(f)). Siccome
lim 2+ olz) o) _
a—0+ 14+o0(1)
.
lim — = +o0,
z—0t T

per la proposizione sul calcolo dei limiti si ha

o esin(@) cos(x) + 22 —x 22 . 2+o0(2)
lim —3 = lim — lim ———= =+00-2 = +o0.
xz—0t Sin (.T) z—0+ ° z—0+ 1+ 0(1)
Analogamente
sin(z) _ 2 _ 2 2
lim ¢ c.osg(x) T T lim T lim L(x) =—00:2=—00.
z—0- sin”(z) 2—0- 23 2—0- 1+ o(1)

Siccome i limiti destro e sinistro esistono ma sono diversi, il limite

i st — cos(x) + 22 —

z—0 sin®(z)

non esiste.

Esercizio 2 Calcolare:

o (3Y _ aind
lim sin(x?) — sin®(x)
z—0% xln(cos(x?))

Soluzione) Basta cercare i polinomi di Taylor non nulli di grado minimo
centrati in 0 di numeratore e denominatore. Per quanto riguarda il numeratore,

siccome 5

sin(x) = x — % +o(z*) per x — 0
(usando l'osservazione *) abbiamo
sin(z®) = 2 — x—g + o(z'?) 0 12
= a0 per x — 0. (12)



Inoltre

x3 ?
sin®(z) = (z — a7 +o(zh)? =2 (1 — 37 +o(2?))* =
x2 z? z?
(1= 3% — oa®) + 057 — o) = (1 = 5 + o(a?)) =
z3 — %5 + o(2”) per x — 0 (13)

(nella seconda uguaglianza abbiama usato la proprieta 2 degli o-piccolo, nella
terza abbiamo usato il limite notevole (1 + f(x))® — 1 = af(x) + o(f(x)) per
x — xg se limg_,,, f(x) = 0, nella quarta le proprieta 1,4 e 6 degli o-piccolo,
nella quinta ancora la proprieta 2 degli o-piccolo).

In conclusione, sostituendo i termini ottenuti in (12) e (13) nell’espressione del
numeratore otteniamo

5

x x x

sin(z?) —sin®(z) = 23 — == +o(2!?) — 23 + = — 0(2%) = == + o(z®) per x — 0.

(14)

(nell’ultima uguaglianza abbiamo usato le proprieta 1 e 3 degli o-piccolo oltre
alle identita 2% = o(2%) e 212 = o(z°) per x — 0).

Consideriamo ora il denominatore: usando ripetutamente 1’osservazione * otte-

niamo

5
3! 2 2

24
zIn(cos(z?)) =z - In(1 — -5t o(z*)) = (15)
z? x? x5
- ((—7 +o(a")) + 0(—5 +o(z)) = -5t o(z®) per z — 0.

(la prima uguaglianza ¢é stata ottenuta applicando l'osservazione * con f(t) =
cos(t), to = 0 e ¢(z) = 22, per la seconda & stata applicata la stessa osservazione
con f(t) =In(l+1t),tp=0e ¢(x) = —”2—4 + o(x%), nella terza uguaglianza sono
state usate le proprieta 1,2,4 e 6 degli o-piccolo).

Usando le equazioni (14) e (15) il limite proposto diventa:

o (3Y 3
lim sin(z?) — sin®(z) R e C N
z—0% x1n(cos(z?)) 2—0% —Z 4 o(z5)

- (16)

@ 5+o0(1) o gto(l)
z—0t x° —% + 0(1) z—0F —% + 0(1)

Nella seconda uguaglianza abbiamo usato la proprieta 2 degli o-piccoli e nelle
ultime due la proposizione sul calcolo dei limiti.

Esercizio 3 Calcolare il polinomio di Taylor di grado 6 centrato in 0 di

f(#) = m(5(e" + )

e dedurre le prime sei derivate in 0 di f(x).
Calcolare:

. f(z) — cos(x) + esin(zy)
lim -
T—0 arctan(sin(z%))




Soluzione) La funzione 2 5(e”+e~7) & nota come coseno iperbolico e si denota
con cosh(z). Abbiamo

2 3 4 5 6

_ x x x x 0
= +x+7+3 +7+§+E+0( ) per x —
e quindi, per 'osservazione *,
2 3 4 5 6
717z+—7x—+x—fx—+x—+o( 6) per x — 0.

2 31 41 51 6!
Sommando membro a membro e dividendo per 2 otteniamo

£L'2 1'4 6

6
cosh()f1+?+ﬁ+a+o( ) per x — 0. (17)

Siccome

2 .’IJ4 6

X
:%5%7—’—7—’—5—’—0( ) 0,

usando il polinomio di Taylor di grado 3 centrato in 0 di In(1 + z) otteniamo

x2 4 6 (ﬁ + z* + 8 + 0(x6))2
In(cosh(z)) = (T + 77 + 57 +o(a") - F—"—F n

2?2 | ozt | a® 6))3 2 4 46
oIy oy
(5 + % 36! (%)) +o ((5; +£+a+o( DY per z — 0. (18)

Svolgendo i calcoli e usando le proprieta degli o-piccoli abbiamo:

.’EQ :U4 ;UG 9 4 2 x4
Z o4 = 492._ .
(2+@+@ﬂ(» Tt 2m+d)
4 IG
+ —+

x
R o(z%) per  — 0,

+ o+ =4 0(29)) = T + o(x®) per x — 0,

o((%+ 2+ T+ o)) = o(2®) per w — 0.
Percio

4 6
2 4 6 x x 6
x x x T + 4 +o(2®)

5 + (19)

6
4 6 2 4 6
Eoe) 8 e

Siccome la funzione f(z) = In(3(e®+e~")) & composizione di funzioni derivabili
infinite volte nel loro dominio essa e derivabile infinite volte in 0 e quindi am-
mette polinomio di Taylor di grado qualsisi centrato in 0. Dunque il polinomio
di Taylor di grado 6 centrato in 0 di f(x) esiste. Per I'unicita del polinomio
di Taylor esso & 'unico polinomio Tg(x) di grado minore o uguale a 6 tale che
f(z) = Ts(x) + o(2®) per z — x¢. Dall’equazione (19) deduciamo allora

22zt S

L e TR



Siccome il k—esimo coefficiente del polinomio di Taylor di f(z) centrato in zq &

()
fTW otteniamo anche:

F)y=0, f20) =1, fA0) =0, fD0) =2, fP(0)=0, f©(0) = 16.

Rimane da calcolare il limite. Come al solito, basta trovare i polinomi di Tay-
lor non nulli di grado minimo di numeratore e denominatore. Usando i limiti
notevoli otteniamo

2
cos(z) =1— % +o(z?) per x — 0

sin(37) — 1 4 gj x (L -1 2+ x 2 Ly =
e = L sin(g) +o(sin(5)) = 14 57 +o(5) +olg; +ol57))

1+%+0(x)perx—>0.

Siccome i coefficienti dei termini di grado 1 dei polinomi di Taylor centrati in
0 di f(z) e cos(x) sono nulli mentre quello del polinomio di Taylor di es»(31)
€ non nullo, il polinomio di Taylor di grado 1 centrato in 0 del numeratore e
non nullo. Ai fini del calcolo del limite, basta quindi determinare il polinomio
di Taylor di grado 1 centrto in 0 del numeratore. Abbiamo

f(x) — cos(x) + 31 = (20)

.’L‘2 1'4 .’EG 2

r_ T . T 6y 14T (2 < _*
5 1o T PO T g —ol@) 14 o Folw) = 5 Folw) per = 0.

Per quanto riguarda il denominatore, usando i limiti notevoli,
arctan(sin(x%)) = sin(2%) + o(sin(2°)) = (21)
2% + 0(2%) + o(2% + o(2%)) = 2° + o(2%) per z — 0.

In conclusione,

i J@ zcos@) e g o)
z—0+ arctan(sin(z%)) a—0+ 28 + o(xf)
1
z g3 t+o(1)
fm Loz toM L
e T DR Y
Analogamente

o 08 —cos(a) 4D g o)
z—0- arctan(sin(z%)) x—0- 28 + o(x5)

lim = M——oo i——oo

a—0- 26 14o0(1) 24

Siccome i limiti destro e sinistro sono diversi il limite proposto non esiste.



Esercizio 4 Calcolare il polinomio di Taylor di grado 5 centrato in 0 di

f(x) =In(cos(z)V 1+ z*)

e dedurre le prime 5 derivate di f(x) in 0.
Calcolare:

f(x) —cos(z) + 1 — Fat

=0 sin?(z)(cos(z) — 1)

Soluzione) Usando il polinomio di Taylor di grado 2 centrato in 0 di /1 + =z,
otteniamo

VITE =148 4% L owh) =14 % 4 o) pera 0
T2 T 2 P '
Quindi
2 4 4
In(cos(z)v/1+ z%) =In((1 — % + % +o(z”) - (1+ 5 Fo(”) = (22)
2 13 4
In(1 — % + 4‘? +o(z®)) =
22 13z% (- + 32 4+ o(2%))?
(2 B oy - EE A
2 4! 2
2 .4
(_L + 13z + 0($5))3 CE2 13 . $4
2 4!3 +O((—3 + i + 0($5))4) —
2 13t o L
_%4_ ; _%4_0(;55):—%+%+o(x5)perx—>0.

Siccome f(x) & derivabile infinite volte in 0, per I'unicita del polinomio di Taylor,
dall’equazione (22) deduciamo che il polinomio di Taylor di grado 5 centrato in

0 della funzione f(x) &

x? 5t

T5(£C) = —? + E
Ne segue:
F0) =0, fP0)=-1, f0) =0, f*0) =10, f*(0) =0.

Per il calcolo del limite osserviamo che il poilinomio di Taylor di grado 4 centrato
in 0 del numeratore ¢ non nullo. Infatti

11 2 4 2 4 11
f(:r)—cos(;v)—i—l—ﬁx"‘ = —%4—%4—0(%5)—1+%—%+0((E5)—ﬁ$4 =
1
——a* 4+ o(z*) per x — 0. (23)



Anche il polinomio di Taylor di grado 4 centrato in 0 del denominatore none
nullo. piu precisamente

sin?(z)(cos(z) — 1) = (z + o(x))? - (—%xg + o(2?%)) = —%x‘l + o(z*) per x — 0.
(24)
Quindi
flx) —cos(x)+1—Fat  —Fatto) | —H4o(l) 1
e=0  sin(z)(cos(z) —1)  a—0 —izt+o(zt) «—0 —L40(1) 6

Esercizio 5 Calcolare il limite per z — 400 di

1. 5%(sin(r %) — 7~

1 2 3

. 1 z+2z+5
2 ertt —sin(e7) - e
. 1

tan( =13 )7sin(zlﬁ)

3. 22cos(3x1) — x(z — 1)e®

Soluzione 1)  Siccome lim, o 7~ % = 0, usando il polinomio di Taylor di
grado 2 centrato in 0 della funzione seno, otteniamo

sin(n™%) = 77" + o((7%)?) per x — oo.
Sostituendo questa espressione nel limite proposto otteniamo

li T Ty _ 7% = [ T —z\2\ _
w_l)r_{loo5 (sin(m™®) =7~ 7) x—l>r-ir-loo5 o((m™*))

. 5w i 5 )
ot = () ) =0

L'ultima uguaglianza & vera perche 5 < 72, quindi lim,_, ;o (%)z =0edi

conseguenza lim, | o o((ﬁ)z) =0.

Osservazione: si noti che non sarebbe stato sufficiente usare il polinomio
di Taylor di grado 1 centrato in 0 della funzione seno. Infatti con lo sviluppo al
primo ordine avremmo ottenuto

sin(7=%) =77 % + o(n™%) per x — ¢
e quindi

57(sin(n ") — 1 %) =57 o(n ) = o (é;) =0 ((i)w) per © — +oc.
(25)

Siccome 5 > m, si ha lim, 4 (2)* = +o0o. Quindi 'equazione (25) non ci da
informazioni sul valore del limite

5 T
I T (gin(nT) — 7T — i B
1_1)111005 (sin(m™®) =1~ 7) Lim o ((ﬂ_) )

(ad esempio ogni funzione costante ¢ un o piccolo di (%)w)

10



Soluzione 2) La strategia ¢ quella di usare i polinomi di Taylor di e?, sinx e
tan(z) e ridurre la funzione di cui vogliamo calcolare il limite nella forma

e — sin(zhy) - TEE _f@rolf@)
tg(+1) — sin(+37) 9(z) +o(g(x))

dove f e g sono due rapporti di polinomi non identicamente nulli.
Siccome limzHJFOO%H = 0, usando i polinomi di Taylor di grado 3 centrati in
0 di e” e sin(z), otteniamo:

1 1 1 1 1
z+1 = |
e +x+1+2(x+1)2+3!(a:+1)3+0<(x—|—1)3> per r — +00

(1 1 1 1
Sm<x+1> T+l 3!(m+1)3+0<(33—|—1)3> per e = 4od

Sostituendo nell’espressione del numeratore otteniamo

] 1 ?+2x+ 3
z+1 — g7 — — 2
¢ s (a:—l—l) (x+1)2 (26)
R SRS B 1 a2 +2x+3
2 +1)2  3z+1)°  “\(@+ 1) x+1)2

1 1
3(x+1)3 +O(($—|—1)3) per x — +00.

. . . . . . 1 . 1
Passiamo ad analizzare il denominatore. Siccome limg— 4o 575 = 0elimg— oo 77 =

0, usando i polinomi di Taylor di grado 2 centrati in 0 delle funzioni tangente e
seno rispettivamente, otteniamo

1 1 1
t =
an(m+3) x+3+0<(x+3)2> per & = 409,

_ 1 1 1
Sln<x+1) _x+1+0((z+1)2) per = e

Quindi
tan(ar—l%i’))_““@il) - xis“’((“l:a)?)‘xiﬁ(’((xil)?) -
(m+1)(2a?+3)+0<(gc—i3)2>+0<(x+11)2> (27)

-2 < 1
D@+  ‘\ErD@+3)

(nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la proprietad 6 degli o-piccoli, cioe sic-
come

) per x — +00.

1
@+3)?
1

(z+1)(z+3)

N
(z+1)2
1
(z4+1)(z+3)

lim
r— 400
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si ha o( (1421)2) = 0((m+1)1(x+3)) = o( (14}3)2) per & — +o0). Usando le uguaglianze
(26) e (27) nel calcolo del limite proposto, otteniamo

1 i 1 z?2x+2 1 1
lim ez+l — Sln(m) - W — Iim 3(9:+1)3 +o0 ((I+1)3) _
pobeetan(gg) — sin() r=t e T olEmeET)
TETsy L +o(1 —1
lim ( Jrll)d . 3+0( ) —0-— =0
2=t ey 2T o(1) 6

Osservazione: in questo caso per determinare il limite sarebbe stato sufficiente
usare nell’analisi del numeratore i polinomi di Taylor di grado due delle funzioni
seno e esponenziale. Con la stessa analisi del denominatore avremmo trovato

L : 22422+ 32
e —sin(Ey) - e o( )
lim i 7 = hm - —
z—+00 tan(m) - bln(m) (I+1)(w+3) + 0( (w+1)(w+3))
o TmEs) GIDGETD 1
lim (z+1)(z+3) — lim ( +1)1( +3) o(1) _
vt ety T olemeE) T e 2t o)

1-0=0.

Al contrario non sarebbe stato sufficiente usare i polinomi di Taylor di grado 1
di seno e tangente nell’analisi del denominatore. Infatti avremmo ottenuto

1 :02+2:v+%
a:+1) (z+1)2
) — sin(

eFT — sin(

im
e>too  tan(—i

x+3 x+1)

lim sy @y -
T — 00 1

1 1 1
(z+3) ~ (=+D) + O((x+3)) - O((m+1))

1 1
57 T (@)

lim =
o —2 Ty _ 1
7=+ ey +oGre) — olG)
1 1
lim 2EtD? +o( (z+1)3)
T—+00 O(ﬁ)
L’ultima uguaglianza e vera perche (m+33(2m+1) = O((min) e 0(@41_3)) —

o(ﬁ) per x — 4o00. Si noti anche che nell’ultimo passaggio non si sono
perse informazioni sulla funzione a denominatore. Infatti non solo ogni fun-
zione della forma (x+3§(2x+1) + 0((;_3)) - 0((w_1~_1)) per x — 400 & un o(ﬁ)

. . N 1 .
per x — +00, ma anche ogni funzione che ¢ un o(m) per x — +00 puo essere

scritta nella forma (z+33(2$+1) + 0((Ii3)) —o( (x}H)) per  — +oo (in generale
se g =o(f) per x — xg e h = o(f) per x — x, allora posso scrivere h come la
somma di g e di un o(f) per  — xg, pill precisamente h = g + (h — g)).

Infine I'espressione

1 1
+ o(Gi75)
i 3EHD° @+1)3

Tr——400

1
dlez=y)
non consente di determinare il limite iniziale (se I’ o(ﬁ) fosse la funzione

a(x+1)3 con 0 # a € R il limite sarebbe § ).
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Soluzione 3) Ponendo y = 1 (ciot y = 1), siccome lim,_ 4o = = 0, il limite
diventa

cos(3 -1
(2 Y)Y Lo
Y
Equivalentemente la funzione h(z) = 22cos(3z~ ) —z(z—1)e® ' & composizione

coslBu) 4 islev ey = g(z) = L.

lim
y—0 Yy

delle funzioni f(y) =

Yy

Siccome lim,_, 4 o % = 0, applicando il teorema sul limite della composizione di
.. . . 3 _ .

due funzioni, otteniamo che, se limy — O%(zy) + yy—;ey esiste, allora

- cos(3 -1
lim 2%cos(3z™1) — z(x — 1)e” ' = lim (2 y) +Y e
r—+00 y—0 Yy Yy
Usando i polinomi di Taylor di grado 2 centrati in 0 delle funzioni a numeratore
otteniamo

2 2
3 -1 1-9% +o(®)+(y— 1)1 +y+ % +o(y?
lim 008(2 v) + Y 5 eV = lim 2 o(y”) + (y - ) YT 3 o(y?)) _
y—0 Yy Y y—0 Y
2 3 2
o L 0F Fo) y P+ Foy®) —1 -y — 5 —oly?) _
y—0 y2
—4 2 2 2
iy ) iy (a4 0(1)) = —4
y—0 Y y—0 y

Esercizio 6 Sia:

f@) = { xg(sino(l/x)) zz iig

E vero che il polinomio di Taylor di grado due di f(z) centrato in 0 & il
polinomio nullo?

Soluzione) 1l polinomio p(z) = 0 & il polinomio di Taylor di grado 2 centrato
in 0 di f(z) se e soltanto se f(x) & derivabile 2 volte in 0 e f(0) = f'(0) =
f7(0) = 0. Per I'unicita del polinomio di Taylor, p(z) & il polinomio di Taylor
di grado 2 centrato in 0 di f(z) se e soltanto se f(z) & derivabile 2 volte in 0 e
f(z) = p(x) + o(z?) per z — 0. Nel nostro caso

. z) — p(x . 23(sin(1/x . .
t FEL L — g T — i ain ) =0

(Pultima uguaglianza & vera perche per z # 0 si ha
—lz| < z(sin(1/x)) < ||

e, siccome lim,_,g —|z| = lim,_|z| = 0, allora per il teorema dei carabinieri
lim,_,¢ z(sin(1/x)) = 0).

Tuttavia non € vero che il polinomio nullo ¢ il polinomio di Taylor di grado 2
centrato in 0 di f(z) perche f(x) non & derivabile 2 volte in 0. La funzione fun-
zione f(x) & derivabile in 0, infatti calcolando il limite del rapporto incrementale
otteniamo

23(sin(1/2)) —
f, SRS = i a1 ) =
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lim z(sin(1/z)) - limx=0-0=0.
z—0 z—0

Dunque f/(0) = 0. Fuori da 0 la funzione f & derivabile infinite volte e per
calcolare la derivata prima di f in un qualsiasi x # 0, possiamo usare le regole
di derivazione. Otteniamo

Flla) =1 BIZ(Sin(l/x))Of x(cos(1/x)) ii zig .

Mostriamo ora che f non ¢ derivabile due volte in 0 facendo vedere che il limite
del rapporto incrementale in 0 della funzione f’ non esiste. Abbiamo

iy 5% (sin(1/2)) — (cos(1/x)) - 0

= 9112% 3z(sin(1/x)) — cos(1/x).

Posto g(z) = 3x(sin(1/z)) — cos(1/z), per mostrare che lim,_,o g(z) non esiste
basta trovare due successioni {ay,} e {b,} tali che lim, o @y, = lim,,— o0 by, =
0 e limp—jo0 g(an) # limp—joo g(bn). Possiamo prendere {a,} = {7} e
{bp} = {ﬂ_ﬁ} Abbiamo

1
lim g(an) = lim 3—(sin(27n)) —cos(2rn) = lim 1=1

n—-o0o n—-+00 ™n n—-+00

. . 1 . .
nkr-s{loo g(by) = ”EIEOO 3m(sm(7r + 2mn) — cos(m + 2mn) = nkr-s{loo 1=1.

Quindi il limite del rapporto incrementale in 0 di f’ non esiste e f non derivabile
due volte in 0.

Esercizio 7 Calcolare /e con errore inferiore a 1/1000.

Soluzione) Approssimiamo la funzione e* con il suo polinomio di Taylor di
gardo n centrato in 0 e stimamo ’errore commesso usando la formula del resto
di Lagrange. Abbiamo

k=0
L’espressione di Lagrange per il resto nel nostro caso e:
xn+1

n—+1!

R, (z) = e*

dove £ appartiene all’intervallo aperto avente 0 e z come estremi. Se vogliamo
approssimare /e = e'/2 con errore inferiore a 1/1000 basterd porre z = 1/2
nelle precedenti formule e scegliere n in modo che |R,,(z)| < 1/1000. Se z = 1/2
siha & <1/2eef <el/? <32 < 2. Quindi

2 1

|Rn(1/2)] < (n+ 1)1 2n+1 = (n_|_1)!.2n'

14



k
Gia per n = 4 otteniamo |R,(1/2)| < 1/1920. Quindi Ei:o (122!) approssima
Ve con errore inferiore a 1/1000. Esplicitando il calcolo otteniamo il valore
approssimato

+1 1+1 1
4! 16

: = 1,6484375.
3! 8 ’

1+ +

1 11
2 2 4
Osserviamo che siccome l'errore commesso ¢ inferiore a 1/1000 le prime due
cifre dopo la virgola sono sicuramente corrette e la terza puo variare al piu per
un unita (controllando con la calcolatrice si trova che anche la terza cifra dopo

la virgola & corretta).

15



