Calcolo 11

Esame del 19/01/2018

Cognome.......................... Nome.....ooooovvinnn,

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 5 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Si risolva il problema di Cauchy

/

1
Yy = —Zy+y2tlnt

y(1) = 1/2.

2. Si determini la soluzione generale dell’equazione

22y —xy — 3y = 0.

3. Data la due forma differenziale su R3

.’E1—2 T2

= Hx—T:l“deQ VAN dl’g — m dxl A de}'Q

w dxy A drs +

T3
|z = 2e:?

eil cubo C = {z e R3 : |z;| < 1}, si calcoli

4. Si calcoli il volume della regione (intersezione tra una sfera e un cilindro)

Q={(z,y,2)eR?® : 2> +y* +22 < 1,2* —z +y* <0}

5. Sia |f(z)] < (1+]z]3) ! per ogni z € R. Si mostri che la trasformata di Fourier f & ovunque
derivabile con derivata uniformemente continua.

6. Si calcoli la trasformata di Fourier di f(z) = e~ per a > 0.




Soluzione

1. Questo & un esempio di equazione di Bernoulli. Cerchiamo soluzioni della forma y = v®.

1
o’ = — + ot nt

e scegliamo a = —1 (assumendo y # 0) ottenendo l'equazione lineare

v = Zv—tint
t
v(l) =2

che ha soluzione

t ¢
u(t) = 2ehi ¥ds _ | el 395 51 sds = t—tf Insds =t +t> —t*Int.
1 1

Quindi,
y(t) = (t+t* —t*Int)~*

2. Cerchiamo soluzioni della forma y(z) = z". Deve essere
rr—1)—r—-3=0
ovvero r € {—1,3}. Poiche l’equazione ¢ lineare la soluzione generale &

y(z) = ax™' + ba®

J WZJ dw
oC C

-2
dw = lZ Ou; ch 61|31 dxr1 A dxg A dxs

per a,be R.

3. Per il teorema di Stokes

d’altro canto, per ogni x # 2eq,

|z = 2e[?

— 2412 = — 2¢1)?
- lZ |z — 2e1|” — 3(z — 2e1); ] dxi A dxg A dxs = 0.

Dungque l'integrale ¢ nullo (si tratta del flusso attraverso una superficie chiusa del campo
elettrico o gravitazionale di una carica o massa esterna ad essa).

4. Usiamo le coordiante

x = pcosb
y = psinf
2=z
In tali coordiante Q = {§ € [-F, 5], p < cos ;2> < 1 — p?}. Dunque, per simmetria,
cos 0 A/ 1—p2 cos 0
J dxdydz—2j d@J dppf dz=2f dGJ dp pr/1 — p?
3 3

(cos 0)?
J d@f duvl—u—f 1—\bm 6])
z Jo 5

=——éjzsin30d0—2—7r—§.
373, 379



5. Poiche |zf(x)] < (1 + |z|®)7!|x| ¢ integrabile si ha
f(k) :J ize™ f(z)dx.
R
Per verificare la continuita scriviamo, per ogni |k — k'| = 6 < 1,

ikz _ ik'z

e dz.

P00 - 5wl < | @

r L+ [f

Per Lagrange

. S
elkl _ ezk T

< min{2, |z|d}.
Possiamo quindi scrivere

1 51 oe
(k) — f'(K)] < J ods + 25f édx + 2f L e — 25+ 266" + 26
—1 1

§—1 1‘2

che mostra la uniforme continuita di f.

6. Si noti che

f(@) = —2azf(2)

F(0) =1 o

Poiche il problema di Cauchy ha un unica soluzione (1) determina f unicamente. Pren-
dendo la trasformata di Fourier dell’equazione si ha

ik f(k) = —i2af' (k).

D’altro canto

% 0 5 2
£(0) =J e gy — [J e_”2_ay2dxdy] = [QWJ. pe P dp] =/7/a.
R R2

0

Ne seque che g(k) = \/1% f(k) soddisfa il problema di Cauchy

§) = —5-0(h)
9(0) =1

che ¢ lo stesso di (1) con a sostituito da 1/4a. Dunque la soluzione & g(k) = e~* /42 Ne

segue
f(k) = «/ﬂ/ae_zz/‘m.



