
Calcolo II
Esame del 19/01/2018

Cognome........................... Nome...........................
Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 5 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Si risolva il problema di Cauchy

y1 “ ´
1

t
y ` y2t ln t

yp1q “ 1{2.

2. Si determini la soluzione generale dell’equazione

x2y2 ´ xy1 ´ 3y “ 0.

3. Data la due forma differenziale su R3

ω “
x1 ´ 2

}x´ 2e1}
3
dx2 ^ dx3 ´

x2

}x´ 2e1}
3
dx1 ^ dx3 `

x3

}x´ 2e1}
3
dx1 ^ dx2

e il cubo C “ tx P R3 : |xi| ď 1u, si calcoli

ż

BC

ω.

4. Si calcoli il volume della regione (intersezione tra una sfera e un cilindro)

Ω “ tpx, y, zq P R3 : x2 ` y2 ` z2 ď 1, x2 ´ x` y2 ď 0u.

5. Sia |fpxq| ď p1`|x|3q´1 per ogni x P R. Si mostri che la trasformata di Fourier f̂ è ovunque
derivabile con derivata uniformemente continua.

6. Si calcoli la trasformata di Fourier di fpxq “ e´ax
2

, per a ą 0.



Soluzione
1. Questo è un esempio di equazione di Bernoulli. Cerchiamo soluzioni della forma y “ vα.

αv1 “ ´
1

t
v ` v1`αt ln t

e scegliamo α “ ´1 (assumendo y ‰ 0) ottenendo l’equazione lineare

v1 “
1

t
v ´ t ln t

vp1q “ 2

che ha soluzione

vptq “ 2e
şt
1

1
sds ´

ż t

1

e
şt
s

1
s1
ds1s ln sds “ t´ t

ż t

1

ln sds “ t` t2 ´ t2 ln t.

Quindi,
yptq “ pt` t2 ´ t2 ln tq´1.

2. Cerchiamo soluzioni della forma ypxq “ xr. Deve essere

rpr ´ 1q ´ r ´ 3 “ 0

ovvero r P t´1, 3u. Poichè l’equazione è lineare la soluzione generale è

ypxq “ ax´1 ` bx3

per a, b P R.

3. Per il teorema di Stokes
ż

BC

ω “

ż

C

dω

d’altro canto, per ogni x ‰ 2e1,

dω “

«

3
ÿ

i“1

Bxi
px´ 2e1qi

}x´ 2e1}
3

ff

dx1 ^ dx2 ^ dx3

“

«

3
ÿ

i“1

}x´ 2e1}
2 ´ 3px´ 2e1q

2
i

}x´ 2e1}
5

ff

dx1 ^ dx2 ^ dx3 “ 0.

Dunque l’integrale è nullo (si tratta del flusso attraverso una superficie chiusa del campo
elettrico o gravitazionale di una carica o massa esterna ad essa).

4. Usiamo le coordiante

x “ ρ cos θ

y “ ρ sin θ

z “ z

In tali coordiante Ω “ tθ P r´π
2 ,

π
2 s, ρ ď cos θ; z2 ď 1´ ρ2u. Dunque, per simmetria,

ż

Ω

dxdydz “ 2

ż π
2

´π2

dθ

ż cos θ

0

dρ ρ

ż

?
1´ρ2

0

dz “ 2

ż π
2

´π2

dθ

ż cos θ

0

dρ ρ
a

1´ ρ2

“

ż π
2

´π2

dθ

ż pcos θq2

0

du
?

1´ u “

ż π
2

´π2

dθ
2

3

`

1´ | sin3 θ|
˘

“
2π

3
´

4

3

ż π
2

0

sin3 θdθ “
2π

3
´

8

9
.

2



5. Poichè |xfpxq| ď p1` |x|3q´1|x| è integrabile si ha

f̂ 1pkq “

ż

R
ixeikxfpxqdx.

Per verificare la continuità scriviamo, per ogni |k ´ k1| “ δ ă 1,

|f̂ 1pkq ´ f̂ 1pk1q| ď

ż

R

|x|

1` |x|3

ˇ

ˇ

ˇ
eikx ´ eik

1x
ˇ

ˇ

ˇ
dx.

Per Lagrange
ˇ

ˇ

ˇ
eikx ´ eik

1x
ˇ

ˇ

ˇ
ď mint2, |x|δu.

Possiamo quindi scrivere

|f̂ 1pkq ´ f̂ 1pk1q| ď

ż 1

´1

δds` 2δ

ż δ´1

1

1

x
dx` 2

ż 8

δ´1

1

x2
dx “ 2δ ` 2δ ln δ´1 ` 2δ

che mostra la uniforme continuità di f̂ .

6. Si noti che

f 1pxq “ ´2axfpxq

fp0q “ 1
(1)

Poichè il problema di Cauchy ha un unica soluzione (1) determina f unicamente. Pren-
dendo la trasformata di Fourier dell’equazione si ha

ikf̂pkq “ ´i2af̂ 1pkq.

D’altro canto

f̂p0q “

ż

R
e´ax

2

dx “

„
ż

R2

e´ax
2
´ay2dxdy


1
2

“

„

2π

ż 8

0

ρe´aρ
2

dρ


1
2

“
a

π{a.

Ne seque che gpkq “ 1?
π{a

f̂pkq soddisfa il problema di Cauchy

g1pkq “ ´
1

2a
gpkq

gp0q “ 1

che è lo stesso di (1) con a sostituito da 1{4a. Dunque la soluzione è gpkq “ e´x
2
{4a. Ne

segue

f̂pkq “
a

π{ae´x
2
{4a.
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