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Esercizio 1 Siano X e Y v.a. correlate (Cov(X,Y) # 0) e sia y = g(z) 'equazione della retta di
regressione di Y rispetto a X:

~ Cov(X,Y)

g(z) = Nar(X) (m — IE)(X)) +E®Y).

Indichiamo con % la funzione inversa di g: ¥(y) = g~ !(y). Si noti che v & lineare, quindi '’equazione
x = ¢(y) definisce una retta. E vero (sempre, qualche volta, mai) che ¢ ¢ la retta di regressione di X
rispetto a Y'?

Esercizio 2 Siano X e Y due v.a. indipendenti, X,Y ~ Po()). Siano «, 8 costanti reali.

a) Calcolare! la covarianza tra X e Z%% = o X + BY. Stabilire il tipo di dipendenza tra X e 2%/
al variare di a, 8 € R.

b) Disegnare la retta di regressione di X e Z%#.

Esercizio 3 Un dado viene lanciato due volte. Sia X il risultato del primo lancio e Y il massimo risultato
ottenuto nei due lanci.

a) Calcolare? la distribuzione congiunta e le distribuzioni marginali di X e Y.
b) Calcolare Cov(X,Y’). Che tipo di dipendenza c’¢ tra X e Y?
c) Disegnare la retta di regressione di X e Y.

d) Stimare il numero di volte in cui occorre lanciare un dado affinché con probabilitd minore di 0.2
la media aritmetica dei risultati disti da 3.5 (cioe dal valore atteso) per piu di 0.1.

Esercizio 4

a) Siano X e Y due v.a. bernoulliane di parametro p e p rispettivamente. Dimostrare che X e YV
sono indipendenti se e solo se Cov(X,Y) = 0. Generalizzare tale proprieta per X e Y v.a. che possono

assumere solo due valori: Ex = {x1,22} ¢ EFy = {y1,y2}, con &1 # 3 e y1 # y2. [Sugg.: Per la seconda
X—x _ Y-y
eV =Y
T2 —x] Yy2—Y1

parte, si puo tenere conto delle v.a. ausiliarie U =

b) Siano X eY due v.a. avaloriin Ex = {-2,1} e Ey = {—1,0, 2} rispettivamente, con distribuzione
congiunta descritta tramite la seguente tabella:

X=-2|X=1

_ 1 1 1
V=-1 5 6 3
_ 1 5 1
Y = s iz 3
1 1 1
Y = s i3 5

1 2
3 3 1

Mostrare che Cov(X,Y) = 0 e che X e Y non sono indipendenti. Dedurre che, in generale, covarianza
nulla non implica indipendenza.

ISugg.: non utilizzare la distribuzione congiunta di X e Z®8; piuttosto, si consideri che Z*8 =a X +3Y ...

2Si ricorda che
- _n(n+1) - 2_n(n+1)(2n+1) - 3 n(n+1) 2
Dok=rEE S s M, ST = ()
k=1 k=1 k=1




Soluzioni

1) Posto y = g(z), risolvendo rispetto a = (il che si puo fare perché Cov(X,Y’) # 0) si ottiene:

x = M(y —IE(Y)) +IE(X),

e quindi ¥(y) = ngl(rig?(}),) (y — IE(Y)) + IE(X). Ora, l'equazione della retta di regressione di X rispetto

aY e
B COV(X7Y)(

Var(Y)
Allora x = 9 (y) ¢ la retta di regressione richiesta se e solo se

Var(X)  Cov(X,Y)

Cov(X,Y) Var(Y)

|Cov(X,Y) | = /Var(X) Var(Y).

Quindi * = ¥(y) = g~ (y) & 'equazione della retta di regressione richiesta se e solo se vale il caso limite
della disuguaglianza di Cauchy-Schwartz?.

- IE(Y)) +IE(X).

che equivale a

2) a) Usando le proprieta tipiche della covarianza, si ha
Cov(X, Z*P) = Cov(X,a X + fY) = aCov(X, X) + 3Cov(X,Y) = aVar(X)
perché X e Y sono indipendenti, quindi non correlate: Cov(X,Y) = 0. Ora, basta ricordare che la
varianza di una Po(A) & A(> 0):

se a > 0 allora c’e dipendenza positiva
Cov(X, Z%P) = a X quindi: se a < 0 allora c’¢ dipendenza negativa
se a = 0 allora c’¢ dipendenza nulla

Si noti, in particolare, che il tipo di dipendenza non dipende da (. Inoltre, se o = 0 allora Z%# = Z0# =
BY, quindi X e Z%” non sono solo incorrelate ma anche indipendenti.

b) L’equazione della retta di regressione sul piano (z, z) &
_ Cov(X, Z°P)
- Var(X)

Poiché Cov(X, Z%") = a ), [E(X) = A = E(Y) e [E(Z*F) = olE(X) + BE(Y) = (a + B), la retta di
regressione qui diviene z = ax + B A.

(x - IE(X)) FE(Z0).

3) a) Siano X e Z rispettivamente il risultato del primo e del secondo lancio. AlloraY = X A Z e
pxy(@,y) =P(X =2Y=y)=PX=2,XNZ=y)=PX =z,2NZ=y).
Se (z,y) ¢ {1,...,6}2, ovviamente px y(z,y) = 0. Studiamo quindi il comportamento di pxy per
(z,y) € {1,...,6}2 Si ha,
pxy(@y) =P(X =zcANZ=yZ<2)+P(X =z,2AZ =y 2> 1)
=PX=zoc=y,Z<2)+PX=2,Z=y,Z>zx)
0 sex >y
= P(XZI,ZSJC) sex =1y
PX=x,Z=y) sex<y

3| Cov(X,Y) | < 4/ Var(X) Var(Y), si veda I'esercizio 3 b) del Tutorato V.



Ricordando che X e Z rappresentano il risultato di due tiri (indipendenti) di un dado, possiamo scrivere
per (z,y) € {1,...,6}2,

0 sex >y

pxy(T,y) =14 & ser=y

6% sexr <y

Calcoliamo le distribuzioni marginali di X e Y: per z,y € {1,...,6},

6 T 61z 6-z 6 1
m):ZvaY(x’y):@Jr > e e e e 6
y=1 y=z+1
6 —
_ _ 1 y y—1 y 2y—1
*;Z?XX(%ZJ)*;@JF@* 62 +6727 PR

b) Per calcolare la covarianza tra X e Y occorrono E[X], IE[Y]

6 6
1 6-7 7
E[X]:prx(f) Zx*ZE'T:?
r=1 r=
o 5. oy—1 1 o 1r. 6-7-13 6-77 161
B _ -1 ) e .
=D (W) =) v —67[2211 —Zy] 67[2- | = 35 (AT
y=1 y=1 y=1 y=1
e
6 6
Zwypxy zy) =YY wypxy(z,y)
z,y=1 rz=1y=1
6 6 . 6 1 1S5 6 z
S NI D DI [ SRR NS SN NS S o
r=1 y=x r=1 y=z+1 =1 y=1 y=1
6 6 6 6
1 x(x+1) 1 2 —x+42 1 3 9
LY TS Ly et LS Y Y]
r=1 x=1 r=1 r=1 r=1
1 6-7\2 6-7-13 6-7 154
= SRR 42 —]:—_1 11
2-62[ 2) 6 * 2 (= 17.11)
Quindi:

35
Cov(X,Y)=E[XY] - EX]E]Y] =
e la dipendenza tra le due variabili e positiva: all’aumentare dell’una ci si aspetta un aumento anche
dell’altra.
c) L’equazione della retta di regressione é:

_ Cov(X,Y) (a: 3
~ Var(X)
Occorre quindi calcolare Var(X) = IE[X?] — [E?[X]

6
X2] :ZJUQPX(JC) ZZJCQ- ! =
=1

4Nel seguito, useremo le uguaglianze:

= nn = n\n n n(n + 2
;k: (2+1)’ ;k2: (+1)(2 +1) ZkB ( )
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da cui segue che

o= - ()

Quindi, la retta di regressione ha equazione

1Ty,
Y73 36
d)_ Denotiamo con X; il risultato dell’i—esimo lancio e X,, = %Z?:l X;. Allora 3.5 = E[X,] e
Var(X,,) = +Var(X1), dove Var(X;) = 32. La disuguaglianza di Chebycev assicura che

_ Var(X,) Var(X;)
P(|X,, — 3. < —/—X" 100 — )
(| 3.5/ >0.1) < 012 00 n
Perché si abbia P(|X,, — 3.5| > 0.1) < 0.2 ¢ sufficiente che
100. YarXy) 9
n

da cui segue che n > 2000 - Var(X;) = 5833, 3: bastera scegliere n = 5834.
4) a) Ovviamente, indipendenza implica covarianza nulla. Supponiamo ora che Cov(X,Y) = 0:
0=Cov(X,Y)=EXY)-EX)EY)=PX=1,Y=1)-P(X=1)PY =1),
cioe P(X =1,Y =1)=P(X =1)P(Y =1). Allora
P(X=0,Y=1)= ( =1 P( lefl) PY=1)-PX=1)PY =1)

) —
1)(1 ) —P(X = 0)P(Y = 1),
P(X=0,Y =0) = ( —0) - P( _oy_1) P(X = 0) — P(X = 0)P(Y = 1)
~0) (1 ) —P(X = 0)P(Y = 0),
P(X =1,Y =0) = ( —1) - ( —1,Y=1)=P(X=1)-P(X =1)P(Y = 1)
— P(X )( P(Y = 1)) =P(X = 1)P(Y =0),

da cui segue che X e Y sono indipendenti.
Supponiamo ora che X e Y possano assumere solo due valori x1 # x5 € y1 7 yo rispettivamente e che
Cov(X,Y) = 0. Consideriamo le v.a.
X—x Y —-un

U=— e V= .
T2 — 1 Y2 — 1

U e V sono bernoulliane di parametri, rispettivamente, p = px(z2) e p = py (y2). Inoltre,
Af—-xl },—-yl 1

’ — Cov(X,Y) =0,
T2 —T1 y2—y1) ($2—$1)(y2—y1) ( )

Cov(U,V) = Cov(

quindi, per a), U e V sono indipendenti. Infine, poiché
X=z+@-z)U e Y=yi+(@-—y)V

segue che anche X e Y sono indipendenti.

b) Si ha:
EX)= ) xpx(x):—2~1+1'g=0
3 3
rxEEx
V)= Y upr(e) =15 422 =0
3 3
yeEEy
1 1 1 1

E(XY) = —2. - 1.2 4. —49.
(XY) Z ZIZIPX,Y(!RZ/) 6 6 T2 =0

r€Ex yeEFby
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da cui segue che Cov(X,Y) = 0. Inoltre, ad esempio, P(X = =2,V = —1) = # § =P(X = -2)P(Y =
—1), dunque X e Y non sono indipendenti. Abbiamo quindi trovato un controesempio alla (evidentemente
falsa, in generale) implicazione

covarianza nulla = indipendenza.
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