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Esercizio 1.

a) Sia Z una v.a. discreta su Ez C RY e ¢ : R? — R™. Posto W = (Z), dimostrare

che
pww)= > pz(2)

zeyp = ({w})
per ogni z € Y(Ey).

b) Siano X e Y due v.a. su Ex e Ey rispettivamente, con densita congiunta pxy e
marginali px e py. Dimostrare che la densita discreta della somma X 4+ Y e

pxiv(€) = Y pxy(@&—x)= > pxy(€ -y

zeEx yeEy

per ogni £ € Ex + By = {zr +y;2 € Ex,y € E,}. In particolare, se X e Y sono
indipendenti,

pxiv(€) = > px@py(€—2)= > px(E—y)py(y)

z€Ex yeEBy
(ovvero, px,y () ¢ dato dal prodotto di convoluzione tra px e py).
Esercizio 2.

Una moneta, con p = probabilita che esca testa, viene lanciata N volte, dove N & una
v.a. con distribuzione

Sia S il numero di teste osservate.
a) Calcolare la probabilita di non aver osservato teste.
b) Calcolare la distribuzione di S.
c) Calcolare la distribuzione congiunta di S e N.

d) Calcolare la distribuzione condizionale py|g di N dato S e verificare che, per ogni
k > 0 fissato, Y, pn|s(n, | k) = 1.

e) Calcolare la probabilita di aver lanciato la moneta un numero pari di volte noto che

non sono state osservate teste.
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Esercizio 3.

Siano X e Y v.a. indipendenti t.c.

—1  con probabilita %

¥ 0 con probabilita % v — { 1  con probabilita %
1 con probabilita % 0 con probabilita %
2 con probabilita %

a) Disegnare la funzione di ripartizione di X e di Y.

b) Posto Z = X2, dire quali valori puo assumere Z. Verificare che Z & una v.a.,
calcolare la distribuzione e disegnare la funzione di ripartizione di Z.

c) Posto W = Z 4+ Y, dire quali valori puo assumere W. Verificare che W & una v.a.,
calcolare la distribuzione e disegnare la funzione di ripartizione di W.

Esercizio 4.

Due giocatori (z e y) ed il banco (z) lanciano un dado ciascuno. Un giocatore vince
se ottiene un risultato non inferiore a quello dell’altro giocatore e superiore al risultato
del banco, altrimenti vince il banco. Si dica se gli eventi {x vince} e {y vince} sono
indipendenti’.

Risolvere I’esercizio usando le v.a. X = risultato del giocatore x, ¥ = risultato del
giocatore y, Z = risultato del banco z

1Per la risoluzione di questo esercizio, potrebbe essere utile ricordare che

. n(n+1) " _n(n?—1) ~ 5 nn+1)(2n+1)
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Soluzioni

1) a) Per w € R™,

pw(w) =B(W = w) = P(¥(2) = w) = P(Z € ¥~ ({w}))
, cloe w ¢ Y(Ey),
# 0, cioe w € P(Ez).

b) Si ha:

ZzP(X = x,Y = 6 - $) = ZmEEX pr(a:,f - I)

—P(X+Y =¢) =
pXJrY(g) ( + 6) { ZyP(ng_y’Y:y) :ZyeEpr,Y(g_yJJ)

Se X e Y sono indipendenti, basta ricordare che px )y (z,y) = px(x)py (y).

Oppure, si pud usare a), con Z = (X,Y) e ¥(z,y) = z +y: v 1({w}) = {(z,y) €
Ex xEBEy :y=w—x}={(z,y) € Ex x By : x =w — y}, quindi
Zx,y:y:wf:rp)gy(m?y) = Zsz7Y(w7 w— .Z')

Zw}y;x:w—y pX,Y(‘/B7 y) = Zy pX,Y(w - y’ y)

px+y(w) = {

che ¢ non identicamente nulla sull’insieme {w =z +y; (z,y) € Ex X Ey}.

2) a) Se fosse noto il numero di volte in cui la moneta viene tirata, sapremmo che S
¢ una v.a. binomiale. Quindi,

1—p\» 1 1—p
(S =0) = SRS 0[N =¥ =) =3 (57)" = o - 1= 155
n>1 n>1 2

b) Poiché la moneta ¢ tirata un numero aleatorio N di volte che a priori non ¢ limitato,
il numero di teste che si possono osservare ¢ un intero k£ qualsiasi: fissato n > 1,

0 sek>n
psin(k|n) =P(S=Fk|N=n)= (n

k)pk(l—p)"_k se0<k<n

Quindi,

n>1 n>k

o Z n! (1*17) —k  pF k! b
2k k! = (n—FEI\ 2 KL (1 — 152yt (14 p)kt!



La distribuzione di S é:

% se k=0
W Sek:1,2,...
Come verifica, studiamo ), ps(k):
1—p 2p"
ZPS(k):ZpS(k):mﬁLZW
k k>0 ~—— k21
=ps(0)
1-— 2 k-1 1 — 2 1
_ p+ 14 22( p ) _ P+ p . =1
I+p (I4+p)Q? & \+p l+p (1+p)Pl-15

Per calcolare il numero medio di teste osservate, verifichiamo 'esistenza di E(.S). Poiché
S € una v.a. non negativa, dimostrare ’esistenza e calcolare E(.S) di fatto sono equivalenti:

_ _ 2F  _ 2p p kL 2p 1
B() =2 kpsh) = 0+ ke = e M) S aras mp Ty

Quindi, tale media sembra non esistere solo per p = 0. Ma se p = 0, S = 0, quindi E(5)
esiste e vale 0. Si noti inoltre che se p = 1 allora S = N, quindi E(N) = 2: in media la
moneta & tirata solo due volte.

c)
% sek=0en>1
k
pS,N(kvn) :pS\N(k|n)pN(n) = M)W sek> en>1
0 altrimenti.

d) Si chiede, per ogni k > 0 fissato, pyjs(n|k) = P(N =n|S = k), al variare din > 1.
Si potrebbe usare la distribuzione congiunta, oppure la formula di Bayes:

0 <k
psin (k| n)pn(n) en

pnis(n|k) = (k) = <n> (1—;12)”;7’11#;7)’“+1 sen>kn>1

k

Inoltre,

> n 1— n—k 1 k+1
> pnisnlk) =" (k) 0= 2n£1+p)

n==k

(L+p)* <~ nl (1—p)”*k_ (L+p)**! k!
kI2EFL L= (n— k)N 2 CkI2EL (1 Lopyk
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e) Si ha

501 S 22152y
g((l‘ >>”:1t;;<1_(a2p)2_1):;§

4) Indichiamo con X,Y,Z il risultato ottenuto da z,y,z, rispettivamente.
naturale, supporremo che le variabili aleatorie X,Y, Z siano indipendenti. Allora:

6

6
P({x m‘nce}):}P’(XzYX>Z)—Z}P’(X:i,XzY,X>Z):Z]P’(X:i,Y§i,Z<i)

=1

Come

: Sl 1 6-7 35
:;P(X:i)IP)(Y<z (Z <) 1216 . —gg i(i—1) -63:ﬁ
e, per simmetria, P({z vince}) = P({y vince}). Ora,
6
P({z vince} N {y vince}) =P(X =Y > Z) =Y P(X =i,X =Y > 2)
=1
: . . e . S 11i-1
:;IPX:z,Y:z,Z<z):;]P’(X:z)]P’(Y P(Z < 1) 12166 5

=& Z i—1) 63 75 (108) = P({x vince})P({y vince})

e dunque i due eventi in questione non sono indipendenti.
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