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Esercizio 1. Siano A, B, C tre eventi.
1. Dimostrare che P(AN B¢) =P(A) — P(AN B).

2. Calcolare P(AN B¢) e P(AN(B°UC)), sapendo che P(A) =1/2, PANB) =1/4e
P(ANBNC)=1/9.

3. Dimostrare che P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB) —P(ANC) —P(BN
C)+P(ANBNCO).

Esercizio 2. (Risolvere l’esercizio costruendo uno spazio campionario Q ed una probabilitd
P su P(§2) ad hoc) Due numeri vengono estratti da un’urna contenente n palline numerate
da 1 a n. Calcolare la probabilita che i due numeri estratti siano consecutivi nell’ipotesi
che le estrazioni vengano effettuate:

1. senza rimbussolamento;
2. con rimbussolamento.

Esercizio 3. (Risolvere l’esercizio costruendo uno spazio campionario Q ed una probabilitd
P su P(£2) ad hoc) Due amici si trovano in coda ad uno sportello, insieme ad altre n — 2
persone.

1. Qual e la probabilitd che siano separati da k persone?
2. Qual e la probabilita che siano separati da almeno 2 persone?

Esercizio 4. (a) Dati gli eventi A = {Un individuo é affetto da HIV} e B = {Un
individuo ¢é risultato positivo al test HIV}, si traducano in simboli le seguenti informazioni
(ovvero, formalizzare le affermazioni che seguono con il linguaggio proprio del calcolo
delle probabilita).

a.l La probabilitad che un individuo sia affetto da HIV e risulti positivo al test & 0.4;
a.2 la probabilita che un individuo malato risulti positivo al test e 0.8;

a.3 la probabilita che un individuo sano non risulti positivo al test € 0.9;

a.4 la probabilita che un individuo sia sano e risulti positivo al test e 0.05;

a.b la probabilita che un individuo che & risultato negativo al test sia effettivamente sano
e 9/11.

(b) Sfruttando le informazioni a.1-a.4, si calcoli la probabilita che:



b.1
b.2
b.3
b.4
b.5

un individuo sia affetto da HIV oppure risulti positivo al test;
un individuo sia sano e risulti negativo al test;

un individuo sia malato ma non risulti positivo al test;

un individuo sia sano ma non risulti positivo al test;

un individuo affetto da HIV risulti negativo al test.



Soluzioni

1) 1. Poiché A = (ANB)U(ANB e (ANB)N (AN B = 0, allora P(A) =
P(AN B) 4+ P(AN B¢, dunque P(AN B°) =P(A) —P(AN B).
2. Usando 1., si ottiene:

P(AN(B°UC)) =P((ANB)U(ANC)) =P(ANB°)+P(ANC) —P((ANB°)N(ANC))
=P(A) —P(ANB)+P(ANC)-P(ANB°NC)

— P(A) —P(ANB) + P(ANC) — (PANC) —P(ANBNC)) = 13
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P(AUBUC) =P(AU(BUC)) =P(A) +P(BUC) —P(AN(BUC))
=P(A) + P(B) +P(C) ~P(BNC) —P((ANB)U(ANC)
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)— (P(ANB)+P(ANC)—P((ANB)N(ANC))
=P(A) +P(B) +P(C) —P(ANB) —P(ANC) —P(BNC)+P(ANBNC).

2) I due numeri estratti possono vedersi come una coppia w = (wy,ws) € {1,...n}2,
con caratteristiche diverse a seconda che le estrazioni siano effettuate senza o con rimbus-
solamento: wy # we nel primo caso, nessuna restrizione nel secondo (attenzione: si sta
tenendo conto dell’ordine!).

Se A denota ’evento i due numeri estratti sono consecutivi, allora, fissato il valore di
w1, per wo sono possibili le seguenti scelte:

se w; =1 allora w9 = 2
se wp =n allora wy=n—1
sew €42,...n—1} allora ws=w; £1

Dunque, |[A|=1+1+2(n—2) =2(n—1).
Per il calcolo di |€2|, occorre distinguere nei due casi che corrispondono ai due tipi di
estrazioni (si noti che tale distinzione diviene superflua per il calcolo di |AJ!)

1. Senza rimbussolamento: wi # we, dunque
Q={w = (wi,w2) : w1 # wo,wi,w2 €{1,...,n}}

e |2 =n(n —1). Quindi,

2. Con rimbussolamento:

Q={w = (w1,w2) : wi,ws € {L,...,n}}



e | = n%. Quindi,

3) Numerando le possibili posizioni in fila, i posti occupati dai due amici possono essere
caratterizzati tramite una coppia di numeri interi compresi tra 1 e n. Quindi, una scelta
possibile per Q é:

Q={w=(w,w) tc. w Fwoew; €{1,....,n}}={1,...,n}*\ {(i,i) : i € {1,...,n}}}
da cui segue che || =n(n —1).

1. Sia Aj l'evento i due amici sono separati da k persone, con 1 < k < n — 2: occorre
contare gli elementi di Ag. Separiamo il problema in due casi: a) w; < wy e b) w1 > we.
Per a), fissato wy, allora necessariamente wy = wy + k + 1, purché w; + k + 1 < n, cioe
w1 < n —k —1. Dunque, in tal caso, gli elementi di Ay che verificano a) sono n — k — 1.
Discorso analogo per b) (questa volta va fissato ws e fatto variare wy): gli elementi di Ay
che verificano b) sono ancora n — k — 1. Segue allora che |A;| = 2(n — k — 1), quindi

2(n—k—1)

k=0,1,...,n—2.
2. Detto B l’evento i due amici sono separati da almeno 2 persone, ovviamente B = () se

n < 3, altrimenti:
__ | n—2
B = Uk:2Ak.

Poiché l'unione & disgiunta, si potrebbe calcolare P(B) sommando i valori di P(Ay) al
variare di k € {2,...,n — 2}. In questo caso, pero, & piu semplice calcolare P(B) tramite
la probabilitd del complementare: B¢ = Ay U Ay con Ay N A; = 0, dunque

P(B) = 1 —P(B°) = 1 — P(Ag) — P(A;) ZI_ZEZ:? _i((zj)) _ (n—nZ)_(nl—?)).
4) (a)

a.l P(ANB) = 0.4;

a.2 P(B|A) = 0.8;

a4 P(A°

(
(

a.3 P(B|A°) = 0.9;
(A°N B) = 0.05;
(

a.5 P(A¢|B) = 9/11.

(b) In particolare, da a.1 e a.2 segue: P(A) = P(ANDB)/P(BJA) = 0.55; da a.l e a.4 segue:
P(B) = P(AN B) + P(A° N B) = 0.5. Quindi:
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b.1
b.2
b.3
b.4

b.5

si chiede P(A U B): P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B) = 0.55;

P
si chiede P(A¢ N B¢): P(A°N B¢) =1 — P(A U B) = 0.45;
P

si chiede P(A N B¢): P(A N B°) =P(A) — P(AN B) = 0.1;

(
(
(
si chiede P(A° N B¢): P(A° N B¢) = P(B®) — P(A N B°) = 0.45;

A|B)P(B°)

si chiede P(B€|A): P(B¢A) = P( P{A) =0.2.
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