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Capitolo 4

Martingale

4.1 Definizione e generalita

Sia (2, #,P) uno spazio di probabilita. Una filtrazione & una successione
(%n)n crescente di sotto-o-algebre di %, cioé tale che & D %py1 D .
Presa una successione (X, ), diremo che ¢ adattata alla filtrazione (%, )y,
o anche che ¢ .%,-adattata, se X,, & .%,-misurabile, per ogni n. In questo
paragrafo ci collocheremo sempre in questo contesto.

Definizione 4.1.1. Una successione (X,,), di v.a. € una martingala (risp.
una supermartingala, una submartingala ) rispetto alla filtrazione (%), se
(Xn)n & Fp-adattata, la v.a. X, ha speranza matematica finita per ogni n
e se, per ogni n,

E(Xpt1|%n) =Xn qec (risp. <,2>).

Dunque (X,,), € una martingala (risp. una supermartingala, una submar-
tingala) se e solo se, per ogni A € #,,

E(14Xps1) = B(14X,) (risp. <,>). (4.1)

Si noti che (X,), € una supermartingala se e solo se (—X,,), € una submar-
tingala e (Xp), € una martingala se e solo se (X, ), € simultaneamente una
supermartingala e una submartingala.

Esempio 4.1.2. Sia X una v.a. avente speranza matematica finita e { %, },
una filtrazione. Allora X, = E(X |.%,) € una martingala (esercizio!).

Esempio 4.1.3. Sia (Y},),, € una successione di v.a. indipendenti e sia
Fn = o(Y1,...,Y,). Supponiamo inoltre che le Y, abbiano tutte speranza
matematica finita ed = 0 (risp. <0, > 0). Allora: X,, =Yy +Y1 +---+Y,
¢ una %,-martingala (risp. una supermartingala, una submartingala).
Infatti

E(Xni1 | Fn) = E(Xn + Yo | Fp) = E(X, | Fn) + E(Y, | F0)
= Xp +E(Yn) = (I‘iSp. <0, > 0) Xn



poiché X,, ¢ %,-misurabile, mentre Y;, ¢ indipendente da .%,.

4.2 Prime proprieta

e Se (X,,), & una martingala (risp. una supermartingala, una submartin-
gala), la successione (E(X,,)), & costante (risp. decrescente, crescente).
Basta infatti applicare la (4.1) con A = Q.

e Se (X,), & una martingala (risp. una supermartingala, una submar-
tingala), per m < n si ha E(X,, | %) = X q.c. (risp. <,>). Infatti,
per ricorrenza,

ElXn | #m] = EE(Xn | Fn-1)| Fml
= EX,-1|ZFn] = =EXpi1 | %l = X

e Se (X,,)n e (Yy)n sono supermartingale, lo stesso vale per X, + Y.
Anche X, AY,, & una supermartingala. Infatti

E(Xn—}-l A Yn—l—l |<§Zn) S E(Xn—}-l | LO}\n) S Xn
E(Xn-}—l A Yn+1 |yn) < E(Yn—l—l |yn) < Yn

e dunque E(X,, 11 AY, 11| %) < X, AY,.

e Se (X,)n, € una martingala (risp. una submartingala) e f : R - R
¢ una funzione convessa (risp. convessa e crescente) tale che f(X,) e
integrabile per ogni n > 0, allora Y,, = f(X,) ¢ una submartingala.
La dimostrazione segue direttamente applicando la disuguaglianza di
Jensen (per la speranza condizionale).

4.3 La decomposizione di Doob

Si dice che (Ay), € un processo prevedibile crescente se Ag =0, Ay, < Api1
perognin > 0e A1 & Z,-misurabile.
Sia (Xp)n una #,-submartingala. Definiamo

n
Ay =0, An+1 = A, +E(Xn+1 _Xn‘g[n) :Z]E(XIH—I _Xk|g;k)-
k=1
Per costruzione, (4,), & un processo prevedibile crescente e M,, = X,, — A,
verifica E(Mp4+1 — My, | %#,) = 0 (perché A, 11 & Fp-misurabile!). Quindi,
(M), & una %,-martingala ed inoltre

X, =M, - A,.



Questa decomposizione &, per di pil, unica. Infatti, se X,, = M) + Al &
un’altra decomposizione di questo tipo, allora Aj =0 e

;H-l - Aln = Xnt1 — Xn _( 7IL+1 _Mrlz)

da cui, condizionando rispetto a %, 4], — A}, = E(Xp41 — X, | F).
Dunque, A, = A, e M = M,. Abbiamo quindi dimostrato che

Teorema 4.3.1. (Decomposizione di Doob) Ogni submartingala (Xy), si
puo scrivere, in maniera unica, nella forma X, = My, + A, dove (M), €
una martingala e (An)n € un processo prevedibile crescente integrabile.

Il processo prevedibile crescente (A,), del Teorema (4.3.1) si chiama il
compensatore della submartingala (X,)y,.

Presa una supermartingala (risp. martingala) (X),, allora (—X,,), € una
submartingala (risp. martingala). Applicando a (—Xj), il Teorema 4.3.1,
otteniamo la seguente decomposizione di Doob per supermartingale:

Teorema 4.3.2. Ogni supermartingala (Xp)n si puo scrivere, in maniera
unica, nella forma X,, = M, — A,,, dove (My,),, é una martingala e (A,)n €
un processo prevedibile crescente integrabile.

4.4 Tempi d’arresto

Definizione 4.4.1. (i) Untempo d’arresto rispetto alla filtrazione (% )n i
anche detto un .%,,-tempo d’arresto, &€ una v.a. 7 : Q@ — N (quindi pud
anche prendere il valore +00) tale che, per ogni n > 0,

{r <n} e %,

(ii) S 7 & un Z,-tempo d’arresto, si chiama o-algebra degli eventi an-
tecedenti al tempo T, in simboli %, la o-algebra

Fr={A € F; perognin >0, AN{r <n}e %},
dove Z,, denota la o-algebra generata da |J,, %,.

E facile verificare che %, ¢ effettivamente una o-algebra (esercizio!).

E utile osservare che nelle (i) e (ii) della Definizione 4.4.1, si possono sosti-
tuire le condizioni {7 <n} € F e AN{r<n}e F con{r=n}eFe
AN{r =n} € %, rispettivamente, poiché

{r<n}=J{r=k} {r=n}={r<n}\{r<n-1}

k=0



Esempio 4.4.2. (Esempio fondamentale) Sia (X,), un processo a valori in
(E, &) e adattato alla filtrazione (%#,),. Poniamo, per A € &,

TA(w) = inf{n > 0; X,,(w) € A}, (4.2)
con l'intesa che inf ) = +00. Allora 74 ¢ un tempo d’arresto, poiche
{ra=n}={Xo¢ A, X1 ¢A,.... X 1¢AX, €A} € Fp;
T4 si chiama, tempo di passaggio o d’ingresso in A.

Siano 71, T due tempi d’arresto della filtrazione (%, ),. Vediamo ora alcune
proprieta interessanti, di cui ci serviremo nel seguito. La loro verifica puo
apparire complicata a prima vista (soprattutto le o-algebre %, fanno un po’
di paura) ma si rivela poi abbastanza semplice e scolastica.

i) 71+ 72, 71 VT2, T1 AT2 sono tempi d’arresto, rispetto alla stessa filtrazione.

Limitiamoci a verificare la prima. Abbiamo visto che basta verificare
che, per ogni n, {r; + 70 = n} € %,. Ma si puo scrivere

n
{nn+mn=n}= U{7'1 =k, 7o <n-—k}.
k=0

Ma, se 0 < k < mn, gli eventi {71} e {ro < n — k} appartengono a .%,
(ricordiamo che le o-algebre %, sono crescenti). Si riconosce quindi
facilmente che, nella riunione a destra, tutti gli eventi appartengono a

Fn,-
ii) Se 71 < 79, allora %, C Z,,.

Intuitivamente questa relazione & evidente: se il tempo 71 precede 79,
allora gli eventi antecedenti a 7; sono anche antecedenti 19. Verifichi-
amo formalmente la proprieta. Sia A € .%,,. Vogliamo verificare che
A € %,,, quindi che

AN{n <n} € %, per ogni n.
Ma, poiché 71 < 1, {72 < n} C {m1 < n}. Dunque possiamo scrivere

AN <n}=An{r <n}n{rn <n} € %#,.
—_———— ~——
€EFn EFn

i) Frinr = Fry Ny
Infatti, 71 A7e &€ un tempo d’arresto tale che ATy < 75,1 = 1,2, dunque
Friney, C Fryy t = 1,2, e quindi Fppr C Fry N Fry. Viceversa,



dimostriamo che Z#rar, D Fr, N Fr,. Preso A € %, N F,,, allora
AN{r <n} € %, perognin ei=12. Quindi,

Aﬂ{Tl/\TQSTL}:Aﬁ<{T1Sn}U{TQS’rL})

= (An{n <n}) U (4n{n <n}) € 2,

cioe A € Frar,-

iv) {r1 < 12} e {r; = 7o} appartengono entrambi a %, N .%,, (esercizio!).

Sia (X,), un processo adattato; spesso avremo bisogno di considerare la
posizione del processo al tempo 7, cio¢ X;(w) = X;(,)(w). Possiamo quindi
dire che

X, = X, sull’evento {T =n}, neN.

Osserviamo che la v.a. X; ¢ #, -misurabile perché
{X;eAtn{r=n}={X, € A}n{r=n}e %,

Il risultato che segue & molto utile per calcolare la speranza condizionale
rispetto alla o-algebra Z..

Proposizione 4.4.3. Sia X una v.a. integrabile e sia T un tempo d’arresto.
Si ponga, per ognin € N, X,, = E(X | %#,). Allora sull’evento {7 = n}, si
ha B(X | %;) = E(X | #,), cioé

ECY|3Q)::X} (43)

Dimostrazione. Se A € %;, allora 14 1{;_,} = 14nfr—pn} ¢ Fp-misurabile.
Quindi,

E(la X;) =Y B[4 Xplprepy] = > Ella X 1] =E(14 X),
neN neEN

e dunque E(X | %;) = X,.
O

Concludiamo con il prossimo risultato, molto semplice da dimostrare ma,
come vedremo in seguito, particolarmente utile.

Proposizione 4.4.4. Se (X,), ¢ una martingala (risp. una supermartin-
gala, una submartingala), lo stesso é vero anche per il processo arrestato

T _
Xn - X’n/\’?”

dove T ¢ una tempo d’arresto della filtrazione (Fp)n.



Dimostrazione. Per la definizione di tempo d’arresto, {7 > n+1} = {1 <
n}¢ € %#,; dunque
E( 24—1 - X5 ‘ gzn) = E((Xn-i—l - Xn)1{72n+1} |<¥n)
= 1{72n+1}E(Xn+1 - Xn | yn) = (I‘iSp. < Z) 0.
(4.4)

O

4.5 1l teorema d’arresto

Sia (X5 )n una supermartingala. Quindi, per m < n, si ha E(X, | %) < X,
g.c. Questa proprietd resta vera se si sostituiscono m e n con dei tempi
d’arresto? Cioé: se 71 € T sono due tempi d’arresto con 7 < 79, &€ vero che

E(X, | #n) < X5? (4.5)

Supponiamo 71 < 70 < k € N. Poiché AN {m = j} € F e (X2), =
(X7,An)n € una supermartingala,

K k
E(Xr, 14) = 3 E(Xrynk Langr=}) < O B(Xr, 5 Langn =j})-
i=0 j=0
Ma X, 5; = j su {r = j}, dunque
k
E(X,, 14) < Y B(X; Langr=j}) = B(Xr, 14).
=0

Quindi abbiamo dimostrato che

Teorema 4.5.1. (Teorema d’arresto) Siano (X)), una martingala (risp.

supermartingala, submartingala) e 71,70 due tempi d’arresto limitati tali
che 11 < 1. Allora E(X,, | %) = X, (risp. <,>).

Prendendo le speranze matematiche,

Corollario 4.5.2. Siano (Xy)n una martingala(risp. supermartingala, sub-
martingala) e T un tempo d’arresto limitato. Allora E(X,) = E(Xy) (risp.
<,2>).

4.6 Martingale trasformate

Proposizione 4.6.1. Sia (M), una %#,-martingala e (Hy), un processo
prevedibile, cioé tale che Hy 1 sia %, misurabile. Sia

n
Xo=0 epern>0, X,=Y» H;j(M;j— M, ;)
Jj=1

Allora (Xp)n € ancora una martingala rispetto alla stessa filtrazione .



La martingala (X ), definita nella Proposizione 4.6.1 & detta la martingala
trasformata di (My,),, tramite (H, ).

Dimostrazione della Proposizione 4.6.1. X, ¢ chiaramente .%,,-misu-
rabile e poiché Hy, 1 ¢ %#,-misurabile, si ha

E(Hn-H (Mn-l—l - Mn) |0¢n) = Hp 11 ]E((Mn-l—l - Mn) |3zn) =0.
Essendo X,,11 = Hp1 (Mp41 — M) + X5, si ha
E(Xni1 [ Fn) = BE(Hn1 (Mny1 — My) | Fp) + E(Xy | Fn)
= Ilip41 E(Mn—H - Mn | yn) + Xn = Xn

O

Presentiamo infine un’utile caratterizzazione delle martingale, che fa uso
delle martingale trasformate.

Proposizione 4.6.2. Sia (M), un processo Fn-adattato. (Mp)o<n<n €
una martingala se e solo se per ogni processo prevedibile (Hy)o<n<n $i ha

E( f: Ho (M, — Mn_l)) ~0.

n=1

Dimostrazione. Se (M, )o<n<n € una martingala, dalla Proposizione 4.6.1
anche (X;)o<n<ny € una martingala, con X,, = Z?:l H; (M; — M;_,) per
n > 1e Xg=0. Quindi,

]E( 3" Ho(M, - Mn_l)) = E(Xy) = E(X;) = 0.
n=1

Viceversa, per dimostrare che (M, )o<n<n € una martingala basta far vedere
che E(M,,+1 14) = E(M,, 14), per ogni fissaton =0,1,...,.N—1e A € Z,.
Fissiamo quindin =0,1,...,N —1e A € %,. Sia

1 sej=n+1
=4 AT
0 altrimenti.

H é ovviamente prevedibile e

0= E( i H; (M; — Mj_l)) = E<1A (Mp11 — Mn))
j=1

ciod B(Mpyq 14) = E(M, 1,4).
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