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Capitolo 2

Probabilita: richiami e
complementi

2.1 Cenni di teoria della misura

2.1.1 o-algebre

Sia S un insieme e indichiamo con £?(S) linsieme delle sue parti (cioé
la collezione di tutti i suoi sottoinsiemi). Siano 7, % due collezioni di
sottoinsiemi di S: &,.% C Z(S).

Definizione 2.1.1. Si dice che la classe &/ ¢ un’algebra su S se valgono le
seguenti proprieta:

1. 0,S € #;
2. se A € &/ allora A° € & (A° = il complementare dell’insieme A);
3. se {An}{n=1,.n} C & allora UY_ A, € .

Definizione 2.1.2. .% & detta o-algebra di S se valgono le seguenti propri-
eta:

1. 0,8 € Z;
2. se A € % allora A® € &,
3. se {Ap}n C & allora U2 (A, € Z.

In breve, una o-algebra, cosi come un’algebra, contiene sempre gli insiemi ) e
S ed inoltre, & chiusa sotto operazione di complementare. L’unica differenza
sta nella terza proprieta: una o-algebra € chiusa sotto unioni numerabili di
insiemi, mentre in un’algebra tale proprietd € vera solo per unioni finite.
Ovviamente, una o-algebra € anche un’algebra ma non vale il viceversa.



Esercizio 2.1.3. Dimostrare che una o-algebra .% [risp. un’algebra /] &
chiusa sotto intersezioni numerabili [risp. finite] di insiemi di % [risp. di

.

Naturalmente sono o-algebre % = {0, S} (la piu piccola di tutte) e Fo =
Z(S) (la pin grande). Vediamo ora alcuni esempi meno banali.

Esempio 2.1.4. Sia A C S e poniamo .# = {0, 4, A°, S}. E facile vedere
che .Z & una o-algebra (esercizio!).

Esempio 2.1.5. Siano .#; e %3 due o-algebre. Allora (esercizio!):
e .7 U.%, non & in generale una o-algebra (né un’algebra)’;
e %1 N.%, & una o-algebra.
Per quanto riguarda la seconda proprieta, piu in generale si puo dire che:

e se {#,}yer € una famiglia (qualsiasi) di o-algebre allora % = Nycr.%,
€ ancora una o-algebra.

Dunque, mentre 1'unione di o-algebre non & in generale una o-algebra,
I'intersezione di un numero qualsiasi di o-algebre rimane una o-algebra.

Esempio 2.1.6. (Partizioni finite o numerabili) Sia € = {C;}icr una par-
tizione al pitt numerabile di S; cioé I'insieme di indici I & finito o numerabile,
i sottoinsiemi C; sono a due a due disgiunti e la loro riunione ¢ S. Sia .# la
classe di tutti gli insiemi che sono riunioni (finite o numerabili) degli insiemi
C;, cioe
F ={AC8; A=Uc1,Ci, per qualche Iy C I},

(con la convenzione di porre A = () se I4 = ). Allora, .# ¢ una o-algebra.
Infatti, ovviamente (), S € .# (si prenda Iy = () e Is = I). Prendiamo ora
un elemento A € .%. Allora

= (Ua) =51 (Ue)-(Ua) (ye)- Ua

1€lg 1€l 4 el 1€l 4 iEIﬁ

dunque A¢ € #. Infine, se Aj, Ag,... € F allora, posto 4, = |J

LnJAn=U( Ua)= U ¢

n icly, i€Un T4,

Cka

1€1l4,

e ancora Up,A, € %. Osserviamo infine che i passaggi sopra scritti sono
giustificati dal fatto che gli insiemi C; sono a due a due disgiunti.

!Si prendano, ad esempio, A, B C S e siano #; = {0, A, A°,S} e %> = {0, B, B°, S}.
F1 e %3 sono due o-algebre e F = F1 UZF> = {0, A, A°, B, B¢, S}: se A # B, B, con
A,B #(, S, allora ad esempio AU B ¢ %, dunque % non & una g-algebra né un’algebra.



Definizione 2.1.7. Sia % una classe di sottoinsiemi di S. La o-algebra
generata da %, in simboli o(%), & la piu piccola o-algebra di S che contiene
la classe ¥. In altre parole, o(%) & la o-algebra generata da % se e solo se
o(%) & una o-algebra di S tale che o(%) D € e per ogni o-algebra F¢ di S
tale che %4 D € allora Z¢ D o(%).

Osserviamo che la Definizione 2.1.7 & ben posta, cioe¢ la “piu piccola o-
algebra contenente % esiste sempre. Infatti, consideriamo la classe .# di
tutte le o-algebre contenenti €. .# & non vuota, dal momento che contiene
la o-algebra Z2(S). Inoltre, dall’Esempio 2.1.5 segue facilmente che

=7

FeI

¢ una o-algebra. FEvidentemente ¥ & contenuta in ogni c-algebra conte-
nente ¥. Dunque ¢4 = (%) & la piu piccola o-algebra contenente € e la
Definizione 2.1.7 & ben posta.

Esempio 2.1.8. (0-algebra generata da una partizione numerabile) Sia
% = {C;}icr una partizione al piu numerabile di S. Allora, la o-algebra
F costruita nell’Esempio 2.1.6 & la o-algebra o(%’). Verifichiamolo. Intanto
Z & una o-algebra che ovviamente contiene ¢ (basta prendere I4 = {3}, per
i € I), dunque o(%¢) C #. Mostriamo ora che % C o(%). Preso A € Z,
allora

A= UieIACi € O'(%)

perché C; € € C 0(%) per ogni i € I4 e card(I4) < card(N).

Esempio 2.1.9. (o-algebra di Borel ed insiemi boreliani) Se S & uno spazio
topologico, la o-algebra di Borel su S & la o-algebra %(S) generata dagli
aperti di S, cioe, se poniamo &'=classe degli insiemi aperti di S, #Z(S) =
o(0). Si tratta di una o-algebra che interviene molto spesso in probabilita.
In questo esempio sviluppiamo un po’ i metodi per lavorarci. Intanto os-
serviamo che ci sono altre classi di insiemi che generano la o-algebra di
Borel. Ad esempio, se poniamo %¥=classe degli insiemi chiusi di S, allora
si ha anche #(S) = o(%). Infatti se chiamiamo .# la o-algebra generata
da ¥, allora certamente % contiene &, dato che gli aperti sono i comple-
mentari dei chiusi, e dunque anche %(S), dato che quest’ultima & la piu
piccola o-algebra contenente ¢. Con lo stesso ragionamento si mostra che
B(S) D F.

Il caso S = R ¢ chiaramente da particolare interesse. Non e facile immag-
inare come siano fatti i boreliani di R E pero di solito facile mostrare che
un dato insieme € un boreliano. Ad esempio sono boreliani gli intervalli
semiaperti, cioé della forma

Ja, b]



Infatti & facile verificare che

la,b] = ﬂ]a,b—f— %[

n=1

e dunque 'intervallo semiaperto si puo scrivere come intersezione numerabile
di aperti.

Si pud dimostrare, ma non & proprio semplice, che non tutti i sottoinsiemi
di R sono boreliani. In genere, per gli insiemi che si incontrano di solito, €
facile dimostrare che sono boreliani con ragionamenti del tipo appena visto.
Altre classi di sottoinsiemi di R che generano i boreliani sono:

- Gli intervalli aperti. Infatti ogni insieme aperto di R si puo scrivere
come riunione numerabile di intervalli aperti(R ¢ uno spazio metrico
separabile.. . ).

- Gli intervalli semi aperti. Infatti ogni intervallo aperto si puo scrivere
come riunione numerabile di intervalli semi aperti:

o0

]aa b[: U]a'a b— %]

n=1
- La classe delle semirette chiuse a destra Indichiamola con w(R), cioé
m(R) = {] — 00,2]; z € R}.

Infatti, mostriamo dapprima che Z(R) D o(n(R)). Poniamo & =
{insiemi aperti di R}. Preso z € R, allora

o0
| —o0,z] = ﬂ]—oo,a:—l—%[e,%(ﬂ{).
cOCB(R)Vn

Cio prova che m(R) C Z(R) e quindi o(7(R)) C Z(R).

Viceversa, proviamo che Z(R) C o(n(R)). Per la definizione di o-
algebra generata, basta mostrare che tutti gli intervalli aperti sono
contenuti in o(m(R)). Ma questo & facile. Infatti o(7(R)) contiene gli
intervalli semi aperti: presi a < b, allora

Ja,b] =] — 00, b]N] — 00, al®

da cui segue che ]a,b] € o(m(R)) per ogni a < b. Poiché sappiamo
che #(R) ¢ generata dagli intervalli semiaperti, segue che #(R) C
o (7 (R)).



2.1.2 Spazi e funzioni misurabili

Definizione 2.1.10. Siano S un insieme e .% una g-algebra di S. La coppia
(S,.#) e detta uno spazio misurabile.

Definizione 2.1.11. Siano (S5,.#) e (E, &) due spazi misurabili e sia f :
S — F una funzione su S a valori in E. f & detta una funzione misurabile se
la controimmagine tramite f di un qualsiasi insieme A € & € un sottoinsieme
che appartiene alla o-algebra .. Ovvero se

per ogni A € & allora A’ = f1(A) = {s; f(s) € A} € .7,

Nel seguito useremo, per indicare la controimmagine di un insieme A una
qualunque delle notazioni equivalenti

fH(A) oppure {s;f(s) € A} oppure {f € A}

Talvolta ci troveremo in situazioni in cui sull’insieme S ci sono piu di una
o-algebra. In questo caso, per precisare rispetto a quale di esse la funzione
f € misurabile, diremo che f & .#-misurabile. Parleremo quindi di funzioni
-misurabili se sull’insieme S si considera la o-algebra ..

Altra specifica notazionale. Anche la o-algebra di riferimento su E pud
variare. Normalmente, qualora E = R o anche E = R%, se non verra fatto
riferimento alla o-algebra & significhera che & = Z(F).

Le funzioni misurabili rivestono un’importanza fondamentale in particolare
nel calcolo delle probabilitd (pitt in generale, nella teoria della misura).
E chiaro dalla definizione che la proprietd di misurabilitd di una funzione
dipende dalle o-algebre . e &. Ad esempio, se sostituiamo . con un’al-
tra o-algebra .’ piu piccola, f potrebbe non risultare pili misurabile come
applicazione tra gli spazi misurabili (S,.%") e (E,&). Lo stesso potrebbe
succedere se sostituissimo & con una o-algebra piu grande.

Definizione 2.1.12. (o-algebra generata da una funzione misurabile) Siano
(S,.) e (E,&) due spazi misurabili e sia f : § — FE una funzione .#-
misurabile. La o-algebra generata da f, in simboli o(f), € la piu piccola
o-algebra di S rispetto alla quale f risulti misurabile.

In altre parole, o(f) & la o-algebra tale che f & o(f) misurabile e per ogni
o-algebra #; di S tale che f & .#; misurabile, allora % D o(f).

Osservazione 2.1.13. E facile vedere che o(f) & esplicitamente data dagli
insiemi che sono controimmagine tramite f di insiemi di &, cioe

a(f) ={f(A); A e &}

Vediamo perché. Intanto, poniamo per il momento #y = {f “1(A); A € &
(si noti che, poiché f~1(A) C S, F; ¢ una classe di sottoinsiemi di S) e



mostriamo che %y & una o-algebra di S. Innanzitutto essa contiene () e S,
poiché
_ 1 _ 1
0=f(0)eZF e S=f(F)ecF.
€& €&

Inoltre, preso A’ € F; allora A’ = f~!(A) per qualche A € &, quindi

A= (FHA) =1 L) € 7.

AC
~~
€€
Infine, presi A}, € % per n = 1,2,..., allora A}, = f~!(A4,) per qualche
A, € & e si vede che

U4, =Ur @ =7 (U4 € 2.

——
€&

Abbiamo usato qui due formule che sono sempre valide:
) =) e Ut = (U4as) @)
n n

La seconda di queste vale anche se alle riunioni si sostituiscono le intersezioni.
Attenzione, le stesse formule scritte con f al posto di f~! (e con A, A,
sottoinsiemi di S) non sono vere.

Mostriamo ora che o(f) = #;. Ovviamente, f ¢ .#; misurabile per costru-
zione, dunque %y O o(f). Per verificare I'inclusione opposta, osserviamo
che, per ipotesi, f & o(f)-misurabile, quindi f ~!(A) deve appartenere a o(f)
per ogni A € &, dunque, poiché tutti gli insiemi di .%; sono di questa forma,

Fp Co(f)

Puo succedere che una o-algebra % sia definita in un modo poco esplicito (si
pensi ad esempio al caso .¥ = Z(R)). Per questo verificare la misurabilita
di una funzione usando direttamente la Definizione 2.1.11 puo risultare com-
plicato. La proposizione che segue fornisce un criterio pratico molto utile
per la verifica della misurabilita:

Proposizione 2.1.14. 1. Siano (S,.#) e (E,&) due spazi misurabili e
sia f : S — E una funzione. Sia € C & tale che o(¥¢) = &. Se
Ff~YT) € & per ogni T € €, allora f ¢ .7 -misurabile.

2. Supponiamo E =R, & = B(R). Se f~1((—oo,c]) ={s: f(s) <c} =
{f <c} € F per ogni c € R, allora f é .7 -misurabile.

Dimostrazione. 1. Poniamo

4 ={Acé& (A e}



¢ & una classe d’insiemi contenuta un &, evidentemente. E facile ver-
ificare che & & una o-algebra. Infatti, § € ¢, (f71(0) = 0 € &) e
Ec9 (ffYE) = S € .#). Inoltre, se A € ¥ allora f~'(A) € .¥,
dunque f~1(A¢) = (f~!1(A))¢ € . per la prima delle (2.1) e dunque
A¢ € ¢4. Infine, se Ay, As,... € ¥, allora f~1(A4,) € % per ogni n,
dunque f~1(U,, 4n) = U, f~1(4y) € ., per la seconda delle (2.1) e dunque
U,A4n € 9.

L’ipotesi assicura che € C 4 C &, da cui segue o(%) C ¢4 C &. Poiché
per ipotesi o(%) = &, deve essere 4 = &, ovvero: per ogni A € & allora
f~1(A) € .#, che non & altro che la definizione di .#-misurabilita.

2. Supponiamo E = R, & = #(R). La tesi segue dal punto precedente,
prendendo ¥ = 7(R) e ricordando che o(7w(R)) = #(R) (si veda I’'Esempio
2.1.9).

O

Esempio 2.1.15. (Funzioni discrete: misurabilita) Siano (S,.%) e (E, &)
due spazi misurabilie sia f : § — E una funzione. Supponiamo che I'insieme
E = {e1,eg,...} sia discreto e che & = H(E). Allora, f & misurabile se e
solo se

{f=e€}€ perogni e; €E.

Infatti, fissato e; € E, ovviamente {f = ¢;} = f 1({e;}) € ¥ perché tutti
gli insiemi della forma {e;} appartengono a & per ogni e; € E. Viceversa,
supponiamo che {f = e;} € . per ogni e; € E. Basta poi osservare che
o(E) = & in questo caso ed applicare la Proposizione 2.1.14.

Esempio 2.1.16. (Funzioni discrete: o-algebra generata) Consideriamo la
stessa situazione dell’esempio precedente. Vogliamo vedere come & fatta la
o-algebra o(f) generata da f. Piu precisamente, poniamo C; = {f = ¢;}.
Evidentemente C; € .. Mostreremo che ¥ = (C;); ¢ una partizione di S e
che o(f) coincide con la o-algebra generata dalla partizione €, che abbiamo
visto nell’Esempio 2.1.8

Mostriamo che ¥ & una partizione. Se ¢ # j, allora se esistesse un elemento
s € S appartenente a C; N C;, dovrebbe essere simultaneamente f(s) = e;
e f(s) = ej, che ¢ impossibile. Dunque C; e C; devono essere disgiunti.
Inoltre se s € S, allora esiste e; € F tale che f(s) = e; e dunque s € C;. Ne
segue che la riunione degli insiemi C; & uguale a S.

Mostriamo ora che o(f) = o(%). Al solito useremo il metodo della doppia
inclusione.

1) o(f) Co(¥). Se A" € o(f) allora (cfr. Esempio 2.1.12) si ha, per qualche
A€ &, A" = f71(A). Possiamo allora scrivere A = Ue,ca{ei}. Dunque,
sempre usando la seconda delle (2.1)

A=) =U rdzh = Gea®),

e;€A e;€EA



2) o(%) C o(f). Se A € o(€) allora per qualche 14 C I si ha (vedi ’Esempio
2.1.12)

A= U{fzei}:f_l( U{e,}) €a(f)

1€l 7 1€l 4
perché (J;c; {ei} € &

Riassumiamo nella proposizione che segue alcune proprietd basilari delle
funzioni misurabili.

Proposizione 2.1.17. 1. Se f, f1, fo sono funzioni .#-misurabili e se
a € R allora® fi + fa, f1+ fa, a f sono .#-misurabili.

2. Se f: 8 — R ¢ S-misurabile e h : RT — R? ¢ B(RY)-misurabile
allora la funzione composta ho f : S — R% & .%-misurabile.

3. Se {fu}n € una successione di funzioni #-misurabili a valori in R,
allora inf,fn, sup, fn, liminf, f,, limsup, f, sono’ .#-misurabili.
Inoltre,

{s : esiste li,fnf"(s)} €.

Dimostrazione. 1. Per verificare la prima proprieta, basta osservare che

{fi+fo>ct =Ugeo{fi > g} N {f2e>c—q}).

Usando (opportunamente) la 2. della Proposizione 2.1.14, si ottiene la tesi.
Per le altre, si ragiona in modo analogo.

2. Preso A € B(R%), si ha

(ho )TN =F71C BTIA) ) e,
N —
€ BR?Y) [h e
B(R*)-mis.]

~ 7

e f é?—mis.])

quindi h o f & #-misurabile.

3. Basta osservare che, per ogni ¢ € R,
{i%ffn > C} = nn{fn > c}

ed usare 2. della proposizione 2.1.14. Analogamente si mostra la .¥-misu-
rabilitd di sup,, f, liminf, f, e limsup,, f,. Infine

{s : esiste liTILnfn(s)}

2Qui, la notazione “” ha senso per d = 1.

3Tali funzioni sono, in generale, a valori in [—o0,4+00]: ad essere precisi, occorrerebbe
definire la o-algebra %([—oo,+00]). Essa si definisce come la o-algebra generata dagli
aperti di [—o0, +00], 0 anche come la o-algebra generata dalla classe € formata da Z(R)
e dai singleton {—oc0} € {+0c0}. Ma non vogliamo entrare pit in dettaglio...



= {liminf f;, > —oo} N {limsup f, < +o0} N {liminf f, = limsup f,}
n n n n

= {liminf f, > —oo} N {limsup f,, < +oo} N {liminf f, —limsup f,, = 0}
n n n n

che & un elemento di . perché liminf,, f,, limsup,, f, sono .#-misurabili e
dunque anche liminf,, f,, —limsup,, f, lo €.

O

Nella proposizione che segue, vediamo che quando . & una o-algebra gener-
ata da una partizione allora la .¥’-misurabilita da informazioni molto precise
su com’e fatta f. Infatti,

Proposizione 2.1.18. Sia f : S — R? una funzione misurabile. Se f ¢é
o(€)-misurabile, con € partizione al pit numerabile di S, allora f é costante
su ciascun elemento C di €.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esista C € % tale che
51,82 € C, con s1 # s, € a1 = f(s1) # f(s2). Poniamo A; = f~'({a1}.
Poiché {a1} € Z(R), si ha 4; € ¥ = 0(¥). Ricordando che s; € A; e che
o(%) & costituita da tutte le possibili unioni al pitt numerabili di elementi di
% (cfr. Esempio 2.1.8), necessariamente dev’essere A; D C, il che & assurdo
perché so € C ma sy ¢ A;.

O

Esercizio 2.1.19. Sia f : S — R? una funzione misurabile. Dimostrare
che f & costante se e solo se o(f) = {0,Q} (la o-algebra banale).

Presentiamo un ulteriore risultato, di cui omettiamo la dimostrazione (per
la quale si rimanda, ad esempio, al Paragrafo A.3.2 di Williams [3]).

Proposizione 2.1.20. Siano f : S = R4, eg : S — R™ due funzioni
& -misurabili. Supponiamo che g sia in particolare o(f)-misurabile. Allora,
esiste una funzione h : R? — R™ che sia %B(R%)-misurabile tale che g =
hof.

2.2 Spazi di probabilita

Definizione 2.2.1. Uno spazio di probabilita & una tripla (€, #,P) costi-
tuita da:

e uno spazio (astratto) (2, detto spazio campionario;

e una o-algebra % su (), che rappresenta l'insieme di tutti i possibili
eventi; un elemento A € % prende quindi il nome di evento;



e una misura di probabilita, o semplicemente una probabilita, P su
(Q, F), finita e di massa 1:

P:.% —[0,1] & tale che

x P(Q) =1,
oo

x P(UsZ 1 Ap) = Z P(A,), se A, N A, =0 per ogni n # m.
n=1

La seconda proprieta € nota col nome di o-additivita.

Osserviamo che poiché A1, As,... € F e % & una o-algebra, allora A =
U, 4n € #, dunque P ¢ effettivamente definita su A.

Osserviamo inoltre che, alla luce di quanto visto in precedenza, la coppia
(2,.#) & uno spazio di misura.

Esempio 2.2.2. Supponiamo % = o(%), dove € & una partizione al piu
numerabile di Q. Allora, una qualsiasi probabilita P su (2,.%) = (R, 0(%))
¢ univocamente individuata dal valore che assume sugli elementi della par-
tizione €. Ciog, posto € = {C;; i € I}, allora P & perfettamente individuata
dai numeri

0<p,=P(C;), i€, taliche sz- = 1.
1€l

Questo perché ogni A € (%) & della forma A = {J;.;, Ci, con I4 C I finito
o numerabile, dunque la o-additivita di P garantisce che

P(A) = ]P’( U Ci) =Y P(C) =) i

1€17 1€EL7 1€l 4
2.2.1 Prime proprieta
Vediamo alcune proprieta elementari della probabilita.
Proposizione 2.2.3. Sia (Q, #,P) uno spazio di probabilita.
1. Se A,B € % sono tali che A C B allora P(A) < P(B).

2. (Sub-additivita) Per ogni A1, As € F allora P(A; U Ay) < P(A1) +
P(As). Pit in generale, per ogni A1, Ao, ... € F,

]P’(U An) <Y P(4n).
n n
3. Per ogni A1, A, ... € F tali che P(A,) = 0 per ogni n, allora

IP’(UAn) — 0.

10



4. Per ogni A € ., P(A°) =1—P(A).

5. (Formula di inclusione-esclusione) Per ogni A1, As € F allora P(A;U
Ay) =P(A;) + P(Ay) —P(A; N Ag). Pii in generale, per ogni Ay, ...,

Ay € ﬁ,
N N
1@( U An> =SP4y - Y ]P’(AnﬂAm>
n=1 n=1 n<m<N
+ 3 IP’(AnﬂAmﬂAz) _...+(—1)N—1P(A1ﬂ...ﬂAN>.
n<m<l<N

Dimostrazione. 1. Poiché B = A U (A° N B) e quest’ultima unione &
disgiunta,
P(B) =P(A) + P(A°N B) > P(A).

2. Poniamo By = Ay epern > 1, B, = A, N (UZ;%A;C)C. B,, sono a due a
due disgiunti, U, B, = U, A,, ed inoltre B, C A,, per ogni n. Quindi,

P(Undp) = P(UnBy) = Z]P)(Bn) < Z]P)(An)'

3. Segue immediatamente da 2.

4. Poiché Q = AU A€, con A, A® ovviamente disgiunti, si ha 1 = P(Q) =
P(A) + P(A°), quindi P(A) = 1 — P(A°).

5. AjUAs = (A1 NAS) U (AN Az) U (A1 N Az). Poiché si tratta di elementi
di .# a due a due disgiunti, otteniamo

P(Al U AQ) = P(Al N Ag) + P(A? N AQ) + P(Al N A2)

Ora, A1 = (A1 NAS)U (A1 N A) ed essendo disgiunti, P(A;) = P(A; NAS) +
P(A; N Ag). Analogamente, P(Ag) = P(A N Az) +P(A41 N Az). Sostituendo,
si ottiene la tesi.

La formula generale di inclusione-esclusione ¢ lasciata per esercizio.
Osserviamo che, poiché % & una o-algebra, tutti gli insiemi presi in ques-
ta dimostrazione di cui viene valutata la probabilitd P appartengono alla
o-algebra %, cio¢ appartengono effettivamente al dominio di definizione
dell’applicazione P.

O

Nella teoria della probabilita (e pili in generale in teoria della misura), par-
ticolare rilevanza hanno gli insiemi di probabilitda nulla, per i quali sot-
tolineiamo vale la proprietda 3. della Proposizione 2.2.3: I'unione al piu
numerabile di eventi di probabilitd nulla ha ancora probabilita nulla.

Presentiamo inoltre le seguenti proprieta di convergenza monotona della pro-
babilita. A tale scopo, ricordiamo che, prese due successioni {a,}n, € {bp}n
di numeri reali, si scrive:
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® a, T asea, < apt1 Per ogni n e @ = sup, a, = lim, ay;
e b, | bse by, > byi1 per ogni n e b= inf, b, = lim, b,.

In qualche modo si puo generalizzare a successioni { Ay}, € { By} di insiemi,
nel modo seguente:

o A, T Ase A, C Apy1 perognine A=UzAp;
e B, Bse B, D Byt perognine B=N,B,.
Allora,

Proposizione 2.2.4. Sia (2, #,P) uno spazio di probabilita e siano {Ap, }n,
{Bp}n C Z.

1. Se A, 1 A allora P(A,) TP(A).
2. Se By, | B allora P(B,,) | P(B).

Dimostrazione. 1. Ovviamente P(A,) & una successione (numerica)
crescente, perché A, C A, 1. Poniamo

A=A epern>1, A =A,\ A1
Allora: gli Al sono a due a due disgiunti, tali che A = U, A, = U, A}, ed
inoltre A, = U}_, A;,. Ma allora,
n
P(4) = P(UA}) = S P(4]) = Tim 3 B(4))
n k=1
= lim P(Up_414],) = lim P(4,) = supP(4,).
n—00 n—00 n
2. Poniamo A, = BS: A, 1t A= UrA, = UpBS = (NyBy)¢ = B quindi da
1. segue che P(4,) 1 P(B°¢). Allora, P(B,) =1-P(A4,) | 1-P(B¢) = P(B).

O

2.2.2 Indipendenza

Sia (2, Z,P) uno spazio di probabilia. Ricordiamo che n eventi Ay, ..., A, €
Z si dicono indipendenti se per ogni sottoinsieme {i1,...,%3t} di {1,...,n}
si ha

P(A;, N---NA;) =P(A4;) - P(A;,).
Ad esempio, limitiamoci al caso n = 2 e prendiamo due eventi indipendenti
Ae B: P(ANB) =P(A)P(B). Allora,

P(A N BY) = P(A) — P(A N B) = P(A) — P(A)P(B)
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— P(A) (1 - IP’(B)) — P(A)P(B°).

Analogamente, si fa vedere che P(A¢ N B) = P(A°)P(B) e P(4° N B¢) =
P(A°)P(B€). Cio significa che, preso comunque un elemento G; € % =
o({A}) = {0,9, A, A°} e un elemento Gy € % = o({B}) = {0,9Q, B, B¢},
allora P(G1 N Gy) = P(G1, )P(G2), cioe G1 e G2 sono indipendenti.

Cio giustifica le seguente definizione, pil generale, di indipendenza.

Definizione 2.2.5. Siano 4,...,%, sotto o-algebre i %, cioe¢ % C F &
una o-algebra, i =1,...,n. 4,...,%, si diconno indipendenti se

P(GiN---NGp) =P(G1)---P(Gy), perogni Gy €4,...,G, €%Y,.

Pensando a ¥,...,%, come a n possibili esperimenti, la Definizione 2.2.5
dice che gli n esperimenti sono indipendenti se presi comunque n possibili
risultati G € 4, ..., G, € ¥, allora gli eventi G, . .., G, sono indipendenti.

Esempio 2.2.6. Supponiamo ¥; = o(%;), con C; partizione al pit numer-
abile di Q, per i = 1,...,n. Allora, 4,...,%, sono indipendenti se e solo
se

P(A1N---NA,) =P(A4;)---P(4,), perogni Ay € 61,..., A, €6,

In altre parole, quando le o-algebre sono generate da una partizione al piil
numerabile, & sufficiente provare 'indipendenza tra gli atomi che compon-
gono le partizioni.

Per semplicita di notazione, dimostriamolo sono nel caso n = 2. Siano quindi

Gi €Y% e Gy €%. Allora

G1=Ujen 4, Aj€6,j€h
Gy = UkEIsza By € (52,142 eI

e si ha:
IP’(Gl N GQ) - IP’( Userrer, (A5 N Bk)) = 3 P(4;NBy)
jeli,kels
=3 3 P4)B(By) = ]P’( Ujer, Aj>]P’( Uber, Bk) = P(G1)P(Gy).
jE€I1 kely

A volte parleremo di un evento indipendente da una o-algebra, intendendo
valida la seguente

Definizione 2.2.7. Sia A € .% e ¢ una sotto g-algebra di .%#. Si dice che
A & indipendente da ¥ se

P(ANG)=P(A)-P(G), perogniGeY.
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2.3 Variabili aleatorie

Abbiamo visto che se (2, .%#,P) & uno spazio di probabilita allora in partico-
lare (,.%#) & uno spazio misurabile. Le variabili aleatorie sono delle funzioni
definite su €2, e in particolare misurabili. Infatti,

Definizione 2.3.1. Sia (E, &) uno spazio misurabile. Una variabile aleato-
ria (v.a.) X su (Q,.%#,P) & una funzione

X :(Q,%) — (E,&) misurabile.

Una v.a. X & detta discreta se I'insieme dei valori che assume Ex = X () =
{r eR: z=X(w), w€ N} & un insieme discreto, cioe¢ finito o numerabile.
In particolare, diremo che una v.a. discreta X é finita se Ex € un insieme
finito. Senza perdere in generalita, in tal caso sceglieremo & = #(Ex).

Quando non tratteremo v.a. discrete, saranno per lo piu continue e a valori
in E = R oppure E = R?, con la scelta di & = %(E). Dunque, una v.a. X &
semplicemente una funzione su Q a valori in R o in R? che sia .#-misurabile.

Anche nel caso di v.a. si definisce I'indipendenza:
Definizione 2.3.2. n v.a. Xi,..., X, si dicono indipendenti se
P(X; € Ay,--- X, € 4,) =P(X; € 4)---P(X,, € 4,)

per ogni scelta di Ay,..., A, tali che le probabilitd sopra scritte abbiano
senso, e cioe Ay € &1,...,A, € &, (si sta infatti supponendo che X; sia a
valori nello spazio misurabile (E;, &;)).

Ricordando che o(X;) = {X; '(A); A € &}, la Definizione 2.3.2 si pud
riscrivere in modo equivalente come
X1,...,X,, sono indipendenti se e solo se
o(X1),...,0(Xy) sono indipendenti.
A volte, ci troveremo a parlare di una v.a. indipendente da una o-algebra.

Sulla base delle definizioni viste, il modo piu naturale di descrivere mate-
maticamente tale situazione ¢ il seguente:

Definizione 2.3.3. Sia X una v.a. e 4 una sotto o-algebra di .#. Diremo
che X e ¢ sono indipendenti se o(X) e ¢ sono indipendenti, o in modo
equivalente se

P((X €e A)NG)=P(X € A)P(G) perogni A€ & ,GeY.

Esercizio 2.3.4. Sia A € % e ¥ una sotto o-algebra di .%. Verificare
che A & indipendente da ¢ (cfr. Definizione 2.2.7) se e solo se X = 14 ¢
indipendente da ¥.

Nei paragrafi che seguono, ricordiamo brevemente le proprieta principali e gli
strumenti comunemente utilizzati nella trattazione delle variabili aleatorie.
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2.3.1 Proprieta

Poiché una v.a. X & semplicemente una funzione misurabile, valgono tutte
le proprieta viste nel Paragrafo 2.1.2, che riassumiamo qui di seguito.

La o-algebra generata da X, in simboli (X)), ovvero la piu piccola
o-algebra contenuta in .% rispetto alla quale X rimane misurabile, &
data da

o(X)={X"1(A); Ac &}

In particolare, se X & discreta allora
o(X)=0(%x), dove €x ={X '({z}); 7 € Ex = X(Q)},

e ricordiamo che %x € una partizione al pit numerabile di  (cfr.
Osservazione 2.1.13 ed Esempio 2.1.16).

Sia X : Q — R. X & una v.a. se e solo se X ((—oo0,c]) € . per ogni
¢ € R (cfr. Proposizione 2.1.14).

In particolare, se X ¢ discreta allora X € una v.a. se e solo se
X~1({z}) € Z per ogni x € Ex = X(Q) (cfr. Esempio 2.1.15).

Se X, Y, {X,}n sono va., o, € Re h : Ex — R™ & misurabile
allora (cfr. Proposizione 2.1.17): aX + Y, X -Y sono v.a.; ho X
€ una v.a.; inf, X,,, sup, X,, liminf, X,,, limsup, X, sono v.a. ed
inoltre {w : esiste lim, X,(w)} € Z#.

Se o(X) = o(%) con € partizione al pil numerabile di  allora X
¢ discreta ed assume valore costante su ogni elemento C di € (cfr.
Proposizione 2.1.18).

Se X & una v.a. a valori in R? ¢ Y & una v.a. a valori in R™ e o(X)-
misurabile allora esiste A : RY — R™ misurabile e tale che Y = h(X)
(cfr. Proposizione 2.1.20).

2.3.2 Legge e distribuzione

Com’¢ noto, nella pratica il formalismo introdotto per le v.a. non viene
usato. Infatti, quando si lavora con variabili aleatorie in realta spesso si
perde di vista qual & l'originario spazio di probabilita (2, %#,P) e X vista
come applicazione (misurabile) da  su E, anzi tali ingredienti neanche
si conoscono. Piuttosto, si lavora con la distribuzione di X e con la sua
densita (discreta o continua). Oppure, con la legge di X, che da il legame
tra variabili aleatorie e probabilita. Ricordiamo infatti che nei precedenti
corsi di probabilita si & lavorato con v.a. bernoulliane, binomiali, geometri-
che oppure gaussiane, esponenziali etc. Ovvero, si sta specificando qual & la
legge della v.a. presa in considerazione. In generale,
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Definizione 2.3.5. La legge della v.a. X = (X1,...,Xy) a valori in E C
R?, o equivalentemente la legge congiunta di Xi,...,Xgy, ¢ la misura di
probabilita Px : & — [0, 1] definita da

A Pyx(A)=P(X € 4), Acé.

E immediato verificare che Py ¢ effettivamente una probabilita (esercizio!),
non piu su (2,.%) bensi su (E,&).

Nei due paragrafi che seguono, studiamo o meglio rivediamo un po’ piu in
dettaglio due esempi particolarmente rilevanti: il caso in cui X € una v.a.
discreta ed il caso in cui X € assolutamente continua.

Variabili aleatorie discrete

In questo caso, X & una v.a. a valoriin E = Ex = X(Q) = {z!,2%,...}, con
zt = («%,...,2%), per ogni i, e la o-algebra di riferimento su E si prende,
senza perdere in generalita, come & = Z(E).

Quando si lavora con v.a. discrete, particolarmente utile € la densita discreta
di X, o equivalentemente la densita discreta congiunta di X1, ..., X4. Essa
¢ data da px : Ex — [0,1], definita come

px(z) =P(X =2) =P(X ==1,...,Xqg =124), z=(21,...,7a) € Ex.

In generale, per comodita & bene definire px anche al di fuori di Ex, ponendo
ovviamente px(z) =0 se z ¢ Ex.
Ovviamente,

px(z) > 0 per ogni xz € Ex e Z px(z) =1
zeEx

e la legge di X &

Px(4) =Y px(z), Ac P(E).

TEA

Nota px, € completamente noto il comportamento (probabilistico) di X.
Inoltre, se p &€ una funzione su un insieme discreto F e tale che

p(z) >0 perogniz e Ee Zp(w) =1
zeE

allora (Teorema di Skorohod) si pu¢ dimostrare che esiste uno spazio di
probabilita (Q,.%#,P) su cui & definita una v.a. X tale che Ex = F e
pPx = Pp-
Riassumiamo brevemente alcune delle proprieta principali della densita disc-
reta px-.
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1. Nota px, € nota la densita discreta di un qualsiasi sotto-vettore di X =
(X1, ...,X4), e in particolare quindi tutte le densitd marginali. Ad
esempio, supponiamo per semplicitd d = 3: X = (X1, X9, X3). La
v.a. (X1, X5) assume valori in {z = (2z1,22) : esiste i tale che z; =
7%, 29 = 25} e la densita discreta (congiunta) di X; e X5 & data da

le,X2(21,2'2) = Z pX(xz) = ZpX(zlaz%x?’))'
ixi=z1,75=22 i

Procedendo analogamente, la densitd marginale, ad esempio, di X; ¢
invece data da

px, (&)= ) px(a') = ZPX(&CL‘%,%%)-

i:zﬁ:&
2. Le v.a. (discrete) X1,..., X, sono indipendenti* se e solo se per ogni
T = (56‘1,...,56(1) € FEx,
px(%1,--.,%a) = px, (1) - Px,(Ta)

dove px, denota l'i-esima densita marginale.

3. Supponiamo, per semplicitad, d = 2. La densita di Y = X; + X5 & data
da

py(y)= > px(ai,ah) ZPX ty—1) =) px(y—t1).
izl tai=y t

Se in particolare X; e X9 sono indipendenti, allora

Zle sz - t Zp)ﬁ pX2(t)

4. Supponiamo X e Y v.a. discrete, I'una a valori in Ex C R? e Daltra in
Ey C R™. La densita condizionale di X dato Y & data da

px,y(z,y)

py (y)
purché ovviamente py(y) > 0, dove pxy e py denotano, rispetti-
vamente, la densitd di (X,Y) = (Xi1,...,X4,Y1,...,Y,) e quella
(marginale) di Y. Ricordiamo che, fissato y € Fy tale che py (y) > 0,
px|y(z|y) & una densita discreta su Ex, cioe

px|y(zly) =

pxv(zly) >0 perogniz € Ex e »  pxy(zly) =1
$EEX

4Ricordiamo che, in generale, d v.a. Xi,..., X4 si dicono indipendenti se P(X; €
Ai,..., X4 € Ag) = P(X1 € A1) ---P(X4 € Ag), per ogni possibile scelta di A1, ..., Aq
(€ Z(R)).
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Variabili aleatorie assolutamente continue

In questo caso, X assume valori in E = R¢ e la o-algebra di riferimen-
to su F si prende come & = H(E). Inoltre, dire che X & assolutamente
continua significa supporre 1'esistenza della densita di probabilita px di
X = (Xy,...,X4), o equivalente la densita di probabilita congiunta di
Xl, A ,Xd:

px : R4 — [0,+00) & integrabile su R? e tale che

IP’(XEA):/pX(m)dx, Ae€é.
A

Dunque, una v.a. X assolutamente continue ha una legge Px che soddisfa
ad una rappresentazione integrale, essendo

Px(A) =P(X € A) :/Apx(m) de, A€é&.

Ovviamente, la densitd px € una funzione integrabile tale che

px(r) >0 e /dex(a:)dle.

\

Nota px, & completamente noto il comportamento (probabilistico) di X.
Inoltre, se p & una funzione integrabile su R¢ tale che

p(z) > 0 per ogni z e / p(z)dz =1
R4

allora (Teorema di Skorohod) si pud dimostrare che esiste uno spazio di
probabilita (Q,.%#,P) su cui & definita una v.a. assolutamente continua X
con densita di probabilitd px = p.

Riassumiamo brevemente alcune delle proprieta principali della densita (con-
tinua) px. Osserviamo che si tratta pit o meno delle stesse proprieta gia
ricordate per una densita discreta: 'unica accortezza e quella di sostituire
le somme con degli integrali!

1. Nota px, allora qualsiasi sotto-vettore di X = (X1, ..., Xy4) & assolu-
tamente continuo, con densita ricavabile da px. In particolare, ogni
componente X; ha densitd. Ad esempio, supponiamo per semplicita
X = (X1, X2, X3): la densita (congiunta) di X; e X9 ¢ data da

Px1,X, (71, T2) Z/px(wl,m,ws)dﬂfs
R

e la densitd marginale, ad esempio, di X; € invece data da

px, (1) = /2px($1,$2,$3)d$2 dz3
R

Ricordiamo che non vale il viceversa: se esiste la densita (marginale)
di X e di X2, non & detto che esista la densita (congiunta) di (X1, X2).
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2. Le v.a. assolutamente continue X1,..., X, sono indipendenti® se e solo
se per ogni = = (x1,...,1q) € R,

px (21, Ta) = pxy (1) - pxy(Ta)

dove px, denota 1'i-esima densita marginale.

3. Supponiamo, per semplicita, d = 2. Se X = (X7, X3) & assolutamente
continua, allora Y = X; 4+ X € assolutamente continua ed ha densita

Py () :/Rpxu,y—t)dt=/Rpx<y—t,t>dt

e se in particolare X; e X5 sono indipendenti, allora

py(y) = %pxl () pxy (y — 1) dt = /R P, (v — 1) pxo (1) dt.

4. Supponiamo X e Y v.a. congiuntamente assolutamente continue, I'una
a valori in R? e P’altra in R™. La densita condizionale di X dato Y &
data da

px,y(z,y)

py (y)

purché ovviamente py(y) > 0, dove pxy e py denotano, rispetti-

vamente, la densitd di (X,Y) = (X1,...,Xg,Y1,...,Y) e quella

(marginale) di Y. Ricordiamo che, fissato y tale che py(y) > 0,

px|y(z|y) & una densita (continua) su R?, cioe

px|y(zly) =

T = px|y(z|y) > 0 & integrabile su R? e / px|y(zly) dr =1
R4

5. Nel caso di v.a. non discrete, particolare rilievo assume la funzione di
distribuzione o di ripartizione (congiunta) Fx : R? — [0,1]: per z =
(.’131,...,.’1,'(1) € Rd,

Fy(z) = P(X1 < 21, ..., Xy < 4) = ]P’X<(—oo,acl] X oo X (—oo,xd]).

Ricordiamo in particolare che X é assolutamente continua se e solo se
esiste

d
9(z) = 5 0

z1...0x4 Fx(z),

con g integrabile su R? tale che fRd g(x)dzr =1, e in tal caso

px(z) = g(x) per quasi ogni z,

dove la dicitura “per quasi ogni z” significa per tutti gli z € R? \
dove N & un insieme di R? al pitl numerabile.

Ricordiamo che, in generale, d v.a. Xi,..., X4 si dicono indipendenti se P(X; €
Ai,..., X4 € Ag) = P(X1 € A1) ---P(X4 € Ag), per ogni possibile scelta di A1, ..., Aq
(€ Z(R)).
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2.3.3 Speranza matematica

In questo paragrafo riassumiamo la definizione e le proprieta principali della
speranza, matematica. Prendiamo quindi una v.a. X, che per il momento
supponiamo essere 1-dimensionale (X a valori in R).

Ricordiamo quanto sviluppato nei precedenti corsi di probabilita.

e Sia X discreta, a valori in Ex, e sia px la densita discreta. Si dice che
X ha speranza matematica finita se

3 Jalpx(s) < o0

z€Ex

e in tal caso, la speranza matematica, o media o aspettazione di X &

E(X) = Z zpx(x).

EEEX

e Sia X assolutamente continua e sia px la densita di probabilita (con-
tinua). Si dice che X ha speranza matematica finita se

/ |z| px (z) dz < 00
R

e in tal caso, la speranza matematica, o media o aspettazione di X &
E(X) = / zpx(z)d.
R

Osservazione 2.3.6. Supponiamo che X sia una v.a. discreta definita su
uno spazio di probabilita discreto (€2, .#,P), cioe 2 & finito o numerabile e
F = 2(Q). In tal caso, per ogni z € Ex, possiamo scrivere

px(z) =PX '({z}) = > P{w})
weX—1({z})
Allora,
Yozenx 1Z|Px (@) = Ypepy |2 Xpex-1((zy) PHw})
= Yoebx 2owex-1({z}) 1 X (W) P{w})
= DweUpen, x-1({z)) X (@) P({w})
= Ywea [ X (W) P({w})

e, analogamente,

> apx(z) =) X(w)P({w})

ek x wenN
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Allora, X ha speranza finita se e solo se ) . |X(w)|P({w}) < oo e in tal
caso la speranza matematica ¢ data da

E(X) =) X(w)P({w}). (2.2)
weN
La quantitd ) .o X (w) P({w}) viene anche denotata con [, X(w)dP, cosi
che

E(X) = /QX(w) dP.

In realta, la quantita sopra scritta da la definizione di speranza matematica
della v.a. X, a prescindere che X sia discreta o assolutamente continua.
E evidente che, perché abbia senso, occorre definire Iintegrale rispetto a
P. Cio puo essere fatto: poiché P & una misura in generale astratta, la
teoria della misura consente di sviluppare l'integrale rispetto ad una misura
qualsiasi, e la speranza matematica € semplicemente l'integrale rispetto a
P della v.a. X. Questi argomenti saranno sviluppati nei corsi superiori di
probabilita. Cid nonostante, per le medie di v.a. discrete o assolutamente
continue si ritroveranno le formule qui proposte, che rappresentano delle
formule davvero operative: ricordiamo infatti che, nella pratica, spesso non
si conoscono 2, .# e P ma si conosce la densita (discreta o continua) di X.

Riassumiamo qui di seguito alcune delle proprieta principali (di cui ometti-
amo le dimostrazioni rimandando ad un qualsiasi testo base in probabilita).

1. Sia X una v.a. discreta (risp. assolutamente continua), con densita
discreta (risp. densitd continua) px. Sia Y una v.a. su R della forma
Y = f(X). Allora Y ha speranza matematica finita se e solo se

Yzeny |f (@) px(2)dz <oo  (risp. [ |f(z)|px(z)dz < oo)

e in tal caso, la speranza matematica di Y ¢
ZwEEX f(z)px(z)dx < oo (risp. fRf(x)pX(x) dzx < 00).
2. Nel seguito, X e Y denotano due v.a. con speranza finita. Si ha:

o (linearita) se o, B € R allora aX+/Y ha speranza finita e E(aX +
BY) = oE(X) + BE(Y );

o (positivita) se P(X > 0) = 1 allora E(X) > 0; quindi, se P(X >
Y) =1 allora E(X) > E(Y);

e si ha sempre: [E(X)| < E(|X));

e se X e Y sono indipendenti allora E(X Y) = E(X)E(Y); piu in
generale, X e Y sono indipendenti se e solo se prse due funzioni

f e g tali che esistono le speranze matematiche di f(X) e g(Y)
allora esiste la speranza di f(X)g(Y) ed inoltre E(f(X)g(Y)) =

E(f(X))E(g(Y))-
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In particolare, si dice che X ha momento k-esimo finito se esiste E(|X|*)
ed in tal caso E(X*) prende il nome di momento k-esimo. E facile vedere
che se esiste il momento k-esimo allora esiste il momento j-esimo, per ogni
J <k

Particolarmente rilevante ¢ il caso k = 2, in cui si puo0 definire la varianza:

Var(X) = ]E((X - ]E(X))2) = E(X2) — E(X)2.

Ricordiamo che la media da la migliore approssimazione costante della v.a.
nel senso del momento secondo, e la varianza da l’errore che si commette
sostituendo la v.a. con questa costante. In termini matematici:

cilelﬂglE((X - 0)2) = IcléiﬂglE((X - 0)2) - ]E((X - ]E(X))Q) = Var(X).

Ricordiamo che valgono anche le seguenti disuguaglianze:

e (Markov) Se p > 0 e |X|P ha speranza finita allora per ogni ¢ > 0 si
ha B 1P
x> < EIXP)
c

e (Chebycev) Se X ha momento secondo finito allora per ogni ¢ > 0 si

ha Var(X
B(IX ~ B(X)| > o) < VD),

e (Jensen) Se ¢ ¢ una funzione convessa allora E(¢o(X)) > p(E(X)).

e (Schwarz) Se esistono le speranze di X2 e Y2 allora XY ha speranza
finita e |[E(X V)| < E(|X Y|) < E(X?)E(Y?).

Infine, se supponiamo che X sia una v.a. d-dimensionale, cioé X = (X7q,...,
X4), discreta oppure assolutamente continua, definiamo la speranza matem-
atica di X come il vettore

E(X) = (E(X1),...,E(Xy)).

Dunque, X ha speranza matematica finita se e solo se ciascuna componente
X, ha speranza matematica finita e la speranza di X é il vettore composto
dalle speranze matematiche delle componenti. Ovviamente, tutte le propri-
etd viste continuano a valere (dando un senso opportuno alle quantita prima
scalari e che ora diventano vettoriali). Ricordiamo, perché sard spesso uti-
lizzata in seguito, solo la seguente proprieta: presa X = (Xi,...,Xy) di
densita discreta (risp. continua) px, allora Y = f(X,...,Xy) ha speranza
finita se e solo se

Z |f(z)| px(r) < o0 [risp. /Rd |f($)|px(m)da:<oo]

z=(x1,...,£4)EEx
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e in tal caso

BfX)= Y f@prxl@) [t BECO) = [ f@)px(@)ds].

.iC:(.'El ..... ch)EEX
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