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62 Limiti elementari di funzioni*-?

Per le definizioni e teoremi si fa riferimento ad uno qualsiasi dei libri M.Bertsch - R.Dal Passo
Lezioni di Analisi Matematica, 1 edizione settembre 1996, ARACNE EDITRICE, via Raffaele
Garofalo, 133 A/B 00173 Roma tel.0672672233/22, M.Bertsch - R.Dal Passo Elementi di A-
nalisi Matematica, 1 edizione ottobre 2001, ARACNE EDITRICE

1.2 Dimostrandone la correttezza, trovare i limiti delle seguenti funzioni

limg ., ITH, T, # 0, lim, 0 x+3, limg, 400 x2x+37 limg 400 xx—tg’
2.2 *lim,_,o t;gg’i, lim, 1 %, lim,_q %, lim, 1 o log sm log =
3.2 *limgio0(Vat— 22 —2?%), *limxﬁioo(x?’—x)l/?’_a;, *1imx—>ioo($3—x2)1/3—x
4.2 lim,_,q+ (sinx)t/(cosz=1) lim,_, .+ (tanz)/(7=2) lim,_,o = tan(az + arctan %)
5.2 limm—m(:iﬁi)l/x_a a # km e k intero relativo, lim, 1 (1 + sin 7)ot ™
6.2 limm_>+oo(324f: )* a € R, lim, 4 oo 2% + 2°sinx con a,b € R, limg 0 (cos z )=

7.2 limg i (1 + 2sin %)m, lim,_, (1+m2)1/:+3§1 2m)1/4, My 400 VX2 — 2 — 2

8.2 lim,, 40 z(arctan mi; - I), * % limy 4 oo (cos v + 1 — cos /)

,Z’COSL x
x

9.2 limyi00(775)% limesyoce 27, limy,_,o- (1 — 2%)m=

10.2  limg_oo(e® + 2)Y/%, limg_o(e® + 2)/®, lim,_.g —Sinmglsci)isosx)

. 1— 1— . x . 1—x
11.2  lim, o w7 limg s 4o0(z+ 1)e=—T —xe, limg_,io0 ve?—= — xe
2

VT @
11m$—>i00(x + 1)6\/__1 — Ze, hmx—):l:oo(x + 1)612_1 —xe

12.2  Sapendo che log(1 + z) = z — 222 + o(2?) per  — 0 si trovino i seguenti limiti:
limm%oo((l-l-%)x—e)x, limm%oo(( %)x )a:, limg o0 xlog(a—l—%)—xloga (a > 0)

1-vw 2 2z+1 1
14+x — : x“4+2x—1 — : l4tanz
13.2 llmx_)l(2+m) 1-= 5 llmx—)—l—oo(2m2_3m_2) w=1 Y hmx—)O( 1+SIH.’E ) sin @
. arccos(l—x) . V14 sin z—+/cos 2z : \/E_— \/Arccos x
14.2 lim, _,o+ — V0 lim, 0 tan? Z ;o limg 4 o1

. 2 . 211/3 1/4 ) B 3
15,2 limg o 502 lim, o UF 20220 gy, eontata) oosto—a)

: sin : : z2—2z
16.2 lim, . li(w, limg oo (1 + ILn)n (neZ), hmm_>+oo(ﬁxié>m

(1.2) Da svolgersi senza usare gli sviluppi di Taylor ma usando, eventualmente, solo limiti notevoli attraverso
il simbolo o-piccolo e cambi di variabili. Negli esercizi con * trovare U in funzione di V (formula (4.5) pag.125 del
libro di testo) ossia trovare (x,—9 ,x,+9) in funzione di (I—e,l+¢) Nel seguito la quantitd § verrad scritta come . per
sottolineare la sua dipendenza da € oppure é.(z,) per sottolineare la sua dipendenza anche da z,. Per risolvere tutti gli
esercizi e sufficiente sapere quanto scritto sul libro di testo fino a pag.174. Gli esercizi con * sono da considerarsi un po
piu difficili degli altri oppure la loro risoluzione richiede 'uso di formule scritte nei capitoli precedenti. In ogni caso si
tenga presente che dire limg_, ., f(z)=I (I finito), equivale a dire che per z—xz, si ha f(z)=I+o0(1) dove limg_,,, 0(1)=0

(zo pud essere finito oppure infinito.
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17.2 limg s aoo (V22 + V1 4+ 2% — [2[3/2), limgs 100 2(V22 + V1 4+ 22 — |2]V/2)

18.2 limy s oo #[In(z+a) —Inz], limy i/ (z+a)(z+b)—2, lim,, oo(z+1)?3—(z—
1)2/3

19.2  limgi00(@ — 7)) (z + |2))e®, limg_oe@TEDsng - Jim, . (z — [2])]a]

: arcsin x —arctan x : arcsin x—arctan x : x x x 2.2
20.2* lim,_, o , limy,_,o SESEUGART - lim, (Cos $cosg...cos Q—n)( )

21.2 E data la funzione f(x): Dom(f) C R — Im(f) C R . Si specifichi il significato delle
seguenti affermazioni
1) lim,_, o+ f(x) #1, 2) Alim,_ .+ f(z), 3) f & non limitata superiormente

22.2* Dire se esiste in R* lim,_q =,
x

23.2 Una somma di P lire & depositata in una banca che paga un interesse al tasso annuale
dell’r% calcolato m volte ’anno. Dimostrare che la somma totale del capitale piu I'interesse
alla fine di n anni ¢ data da P(1+ -)™". Trovare il limite quando m — +o00 e sia r che n sono
fissi. Nel limite di m — +oo si dice che il tasso e calcolato continuativamente. Quanto tempo
ci vuole affinché si raddoppi il capitale depositato presso una banca se il tasso di interesse e del
6% e tale interesse € calcolato continuativamente. Rispondere alla stessa domanda se il tasso e
calcolato quattro volte I’anno (3-2)

24.2* Dimostrare che lim, ;. f(z) =1 <= Ve > 036, tc. £,n € (c—boyc+0.), €, #
¢ = [f(&)—fn)l<e

25.2* Si analizzino i punti in cui la funzione sin sii + ammette limite
x

26.2 Data una funzione f tale che (Dom(f) = R\{z,}), sia L per definizione 'affermazione
per cui lim,,, f(x) =1 € R. Si dica quale delle 1)-4) implica L oppure L implica una delle
1)-4). Nel caso di mancata equivalenza si diano degli esempi di funzioni che ne evidenzino la
differenza.

DNVe>0Tes>0te |z—ax,]<dzFax, = |f(zx)—1<es
2)3§>0teVe>0|z—zo| <dx#z, = |f(x)—1]<e
N Ve>03d te. |z —a,] <0 v # x5 = |f(x)—1] <2
HVe>030.>0tc |f(x)=Il<e = |r—x,] < x#xo

27.2** Data una funzione f: E C R — R si dica chi & 'insieme

)AL M2 U2 {zeB: ne@@—L2 o+ nE\{a} = |f(n) - fO) <L}

Definizione Sia data f:[a,b] — R esiac € (a,b). Si definiscono le quattro quantita : 1) limite

(2.2) Si dimostri per induzione una opportuna formula trigonometrica pari al prodotto in questione

(32) Per chi avesse seguito od anche solamente udito del problema “dell’anatocismo” (dal greco and, di nuovo e
tokismds, interesse) relativo al differente calcolo che le banche italiane praticavano per gli interessi attivi (ogni tre mesi)
e passivi (ogni anno) e su cui tra laltro si ¢ espressa la Corte di Cassazione (sentenza del 2000-2001) in favore della
clientela delle banche e quindi contro le banche stesse, sa che il calcolo degli interessi, appunto, non & affatto insensibile

al periodo fra un conteggio e ’altro
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def

superiore destro per x — ¢t la quantita inf sup f(z) e si indica con lim f(x)= fT(c™).
0>0 ccp<ctd r—ct
2) limite superiore sinistro per x — ¢~ la quantita inf sup f(x) e si indica con
>0 c—s<z<c
lim f(:z:)d§ff+(c_). 3) limite inferiore destro per x — ¢t la quantita sup inf f(x)
T—yc— §>0 c<xz<c+d
e si indica con lim f(:L')déff_(ch). 4) limite inferiore sinistro per x — ¢~ la quantita
xz—ct
sup inf  f(z) e si indica con lim f(as)d:eff_(c_).
§>0 c—0<w<c T—c

Analoghe definizioni si hanno per definire lirf f(x) e lim f(x) e x — —oo chiaramente.
T—T00 r—~400

Jm f(z) = inf Sup f(z) e im_f (z) = Sup inf f(z)

Definizioni analoghe sono presenti nel capitolo sulle successioni.

Il motivo per cui si definiscono tali grandezze e dovuto al fatto che esse, contrariamente ai limiti,
esistono sempre, finite o infinite come dimostra il prossimo esercizio

28.2*%* Dimostrare che esistono (finiti o infiniti) le quantita 1)-4) precedenti e anche quelle
con xr — +00.

e Dimostrare che f_(c™) < fT(ct), f_(c7) < fT(c),

e Dimostrare inoltre che: 1) se f ammette limite destro (sinistro) in ¢ pari a [ € R, allora
Fre) =f(c") =1(fT(c)=fA(cT)=1) 2)se fH(c") = [fA(c) (fT(cT) = f-(c))
allora esiste il limite destro (sinistro) [ ed ¢ uguale rispettivamente a f(ct) = f_(c*).

« Data la funzione f(x) = sin L si dica chi sono fT(0F), f(07), f-(0T), f_(07).

29.2** Data una funzione f: E C R — R si descriva analogamente all’esercizio 24.2* ’insieme
dei punti z € F in cui la funzione ha limite 400

o Si descriva analogamente all’esercizio 24.2*, 'insieme dei punti € E in cui la funzione ha
limite superiore destro e sinistro uguali a +o00

30.2 Data una funzione f(z) si dimostri che se lir(r)1+ sup  |f(z1)— f(x2)| = 0 allora esiste
T 21,22€(0,)

finito lim f(z)

z—0t

e Dire se vale la stessa cosa con lim sup | f(x1) — f(x2)| = 042
z—0+ z1,22€(x,22)

31.2*%* Dimostrare il seguente risultato oppure trovare un controesempio: non esiste una
funzione f:[a,b] — R tale che lim,_,,, f(x) esiste ma tale limite ¢ diverso da f(z() per una
infinita non numerabile di punti di [a, b].

SOLUZIONI

§2

1.2 L = I‘g?’, L =+4cperz - 0teLlL =—-coperax — 07, L =200, L =0,
22 L=3 L=-1 L[ =cosa, L=0, 32 L=-3, L=0 L=-3,
4.2 L =400, L =+c0 L= -2 5.2 L = et el 6.2 Primo;

1—ab’
L =+4copera>1,L=epera=1, L =0 per a < 1. Secondo; ci sono numerosi casi.

conviene suddividere il piano (a,b) in quattro quadranti e studiare separatamente il limite in

(4.2) da H.Jacobowitz; S.A.Kalikov American Mathematical Monthly Vol.78, No.10 (Dec., 1971),1148
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ciascun quadrante. Il primo quadrante ¢ a > 0 e b > 0. Se a > b > 0 allora L = +o00, se
0 < a < b il limite non esiste. Del secondo quadrante a < 0 e b > 0 escludiamo a = 0. Il limite
non esiste mai ossia per ogni a < 0 e b > 0. Del terzo quadrante escludiamo b = 0. Se a < 0 e
b<OL=0, sea=0eb< 0L =1.Del quarto quadrante escludiamo tanto a = 0 quanto

b=0.Sea>0eb<0sihal =400, L=1 7.2 L=¢* L=-3, L=—3per
x — +00 e +00 per £ — —00 82 L=-1 L=0, 9.2 L=1 L=0,
L = +o0, 10.2 L =e, €2, Terzo; L = +oo per x — 07, L = —oco per ¢ — 0~
11.2 L=3%, L=2, L=e L=+00, L=0 12.2 L=-%L=1 L=
1 13.2 L= ()2 L=1L1 L=1 14.2 L =+V2, L =6 L=+2
15.2 L =3, =—1, L= -2sina 16.2 L =75 L =+o0,e, 1,aseconda che
n<ln=1n>1 L =¢€ 17.2 L=0, L= Foo 18.2 L = a, per
x—>+oosihaL:“T+bsea—i—b;ﬁOmentreL:Osea+b:Oeperx—>—oosihaLz—i—oo
19.2 L=0, AL AL 20.2* L =131 L=1 L=z 22.2 11
limite non esiste 23.2 Pe™, n:m72~11.55 n:ﬁﬁ_ﬁ)wllﬁé La differenza

¢ piccola in quanto In(1 + %) € molto vicino a § per r piccolo. Se il tasso di interesse fosse pitl
alto la differenza sarebbe maggiore

25.2* ammette limite in tuttii punti x # % Non ammette limite né per x — 0 né per x — +o0

. . 1 >0
26.2 1) A Le L # 1) siprenda la funzione f(z) = 0 z<0 2) = Lel # 2)
x

La funzione f(z) = ¢ con ¢ costante verifica 2) e L. Invece la funzione f(x) = x verifica L
ma non 2). 3) => LelL = 3).SiaLdatadaVe; >036, te. |[x —x, < 6y ¢ #

z, = |f(x) — 1] < €1. Se & vera 3) allora basta prendere ¢ < /g1 mentre se ¢ vera L

. . -z =<0

basta prendere ¢; < &2 4) % Le L # 4) siprenda la funzione f(x) =
r+1 x>0

27.2** | Dinsieme dei punti in cui la funzione ammette limite finito che puo riscriversi come
A=Uer N2, U {zr e EUE": (:L'——a:-i- LynE\{z} = |f(y) =1 < 1} ovvero
A = Uer N2, UX l{xEEUE’ f W—4,0+5)N (:z:—%,:z:—i—%)ﬂE\{a:}}

28.2%*  fF(07) = fT(07) =1, f-(07) = f-(0T) = -1,

29.2** T punti in cui la funzione ammette limite uguale a +oo si possono descrivere come
Bdefﬁk WU {r e EUE : ye(z— 2, z+ )nE\{z} = f(y) >k} oppure
U, {a: €e EUE": f~1(k,+o0)N(x — %,x—l— %) NE\{z}}

I punti in cui il limite superiore ¢ +oo ¢ dato da C = def N, U {r e FUE: 32 €
(z—L1,z+)NE\{z} = f(') >k}

31.2%* Usare il risultato 32.2
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
82

1.2 - Primo - Vogliamo dimostrare che se x, # 0 allora lim,_, 43 — m"x—+3 e quindi che

T
Ve>030ey, te |o—2,] <den, = |$T+3—m‘;—i’3| <e.

Primo caso z, > 0 : Dopo avere semplificato, la disequazione da risolvere e data da

1 —| < £ ossia L -£< l < i + £ e quindi 3 ix“ < < 3+€I° . Si possono ora verificare

xT

tre eventuahta La pr1ma e che 3 — 6.’130 > (0 ossia € < = da cui dlscende 33‘? > x> 352:;

20/ febbraio/2016; Esclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 4



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

61‘2

2
che riscriviamo per brevita zo > x > x1; T2 — T, = dy = 53— E?v mentre dy =z, —x1 = Fres ©
o

dy < da chiaramente. E quindi evidente che 557% = d; (vedi fig.1)
La seconda eventualita che puo presentarsi ¢ quando 3 —ex, < 0. In tal caso della disequazione
L s < % < mi + 5 la parte di sinistra ¢ automaticamente verificata senza imporre ulteriori

To
condizioni su z. La parte destra da x > Si‘zg = x; come prima. In questo caso ho . ,, = z,—x;.
La terza e che ¢ = x— ed in tal caso si ha % < x da cui 57" =%
Secondo caso x, < 0: le disequazioni da risolvere sono sempre Eﬂ < % < 3‘;% Anche
o o
qui si hanno due possibilita. La prima ¢ che 3 + ex, > 0 ossia € < —%,; ne segue che
2 2
3x, 3z, : : _ T, _ ezl N
Toeos > T > 3y - riscritta come x1 < x < x9 < 0. Stavolta dy = 3o < dy = 3Tes, © Cio
2
. . EX
implica che d. ,, = ——
La seconda possibilita e che 3 4+ ex, < 0 ossia ¢ > —mi. In questo caso ¢ la parte destra della
o
% < % < 3;:% ad essere sempre verificata mentre la parte sinistra da x < x3 = 33% < 0.
o o
EX .
T3 —To = 3= 0= = Oc 2, -
E.’E2

Riunendo i due casi si puo dire che 0. ,, = Come si vede 9. ., dipende tanto da €

3relzol”
quanto da z, ed ¢ evidente non solo che d.,, — 0 per ¢ — 0 (la qual cosa non sorprende)

ma anche che 6. ,, — 0 per z, — 0 e quindi inf a-la| atlal) dc,z, = 0; quest’ultimo fatto
2

o€(
implica che la funzione non & uniformemente contmua su alcun intervallo (a,0) con a < 0
oppure (0,a) con a > 0. Infatti dalla definizione di estremo inferiore segue che ¥V A > 0 3z €

(a_2|a|, aHa') t.c. 0 < 0z, < A. Ora se la funzione fosse uniformemente continua si avrebbe

Ve>0368. >0te xe (g, oy e egad sty 1y gyl <6 = [f(e) - fly)| <ecela
cosa importante da osservare ¢ che la maggiorazione data da € “scatta” non appena i punti x y
distano fra loro meno di d. e non importa dove i punti siano posizionati all’interno dell’intervallo
(Q_TM, %MI) Supponiamo quindi che la funzione sia uniformememente continua e che ad un dato

E.’Ez _ 16
34elxzo| T 27€

(possibile in quanto si prende A = %65 e x, = x)) e consideriamo i valori di y tali che |x,—y| < de.
La continuita della funzione pero assicura |f(z,) — f(y)| < ¢ solamente se |z, — y| < 14, (pit
piccolo di . ) mentre la uniforme continuita ci direbbe |f(x,)— f(y)| < € non appena |x—y| < ..
Da cio “segue” la non uniforme continuita. Il precedente argomento, benché sufficientemente
esplicativo non & del tutto rigoroso. Infatti se |z,—y| > 34. non & detto che |f(z,)— f(y)| > €. La
dimostrazione “inattaccabile” della non uniforme continuita consiste nell’usare la sua definizione
propria ossia una funzione non e uniformemente continua in un intervallo I se 3¢ > 0t.c. V§ >

03dzxzel, yel, te |lx—y|l <d AN |f(x)— f(y)] > e. Consideriamo ora un qualsiasi
a—|al a—|—|a\)

valore di € corrisponda un certo d.. Tenendo fisso ¢, scegliamo un z, tale che d, ,,, =

intervallo del tipo ( = I, e consideriamo una famiglia numerabile di coppie di valori
{zi}. {2} = {£}, {kiﬂ} Tale famiglia verifica le seguenti proprieta: 1) zx — 0 e ;. — 0 per
k — 400 e quindi tanto zj quanto x}, appartengono definitivamente ad un qualsiasi intervallo
I, 2)|zr —x}] = 0 per K — +o00, e quindi dato un qualsiasi § > 0 trovero sempre almeno
una coppia di valori la cui distanza ¢ minore di d. 3) |f(zx) — f(x},)| = 3 e quindi la distanza
in ordinate & superire a qualsiasi numero inferiore a tre. Le proprieta 1)-3) implicano che
f(x) non & uniformemente continua nell’intervallo considerato. Lo studente/ssa verifichi che le
stesse considerazioni valgono se si fosse presa come famiglia {z}, {z},} = {&}, {m} mentre

non valgono se si prendesse la famiglia {z}, {z}} = {ﬁ}, {ﬁ} Viceversa Supponiamo di

considerare la stessa funzione nell’intervallo (a, b) con a > 0. Ne segue che 0 4, e quindi

= 3+ b
I’estremo inferiore e ;f ; da cui segue che la funzione ¢ uniformemente continua. Inoltre lo
studente/ssa verifichi come in questo caso non si possa applicare la dimostrazione rigorosa di
non uniforme continuita.
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% %
zo > 0,6 < = x 2o > 0,6 > 2 -
fig.1 fig.2
3+tex, 3+ex,
3z, 3z,
3—ex
3xoo _3zo |
i 31’01.‘0 3, = 3—51’,: 3, x‘n =
3+ex, 3—cx, €T 3+ex, €T
3—cx,
3z,
A 1
T
3
To <0,8>—= A L
T, < 0,6 < —Ii *
3+4ex
3z, T 3x, Too
3+ex, “93—cx, ~
3+ex, xr 3
3z, _9%o |
ﬁ31’0 =
3+ex,
| |3—€zo X
3z, 3—ex,
ﬁg3 3z,

1.2 - Secondo - Cominciamo dal limite destro. Bisogna far vedere che V M € R 3 §,, t.c. x €
(0,0,,) = f(z) > M. Se M <0 allora §,, pud qualsiasi numero positivo essendo ITJF?’ > 0 per
 positivo. La disequazione da risolvere & 3 > M ossia (M — 1) < 3 (si & usato il fatto che
x — 0%). Ora se M <1 la disequazione ¢ verificata per ogni x > 0 e quindi si pud in un certo

senso dire che §,, = 4+00. Se invece M > 1 allora la disequazione & verificata per 0 < z < ﬁ

e quindi §,, = 5,2 (notare che §,, — 0 per M — +00).

Per il limite sinistro bisogna verificare se V M € R 30,, t.c. z € (=d,,,0) = f(x) < M. Bisogna
risolvere la disequazione %’3 < M ossia x(M — 1) < 3. Se M — 1 > 0 allora & vera per ogni

x negativo e quindi §,, € un qualsiasi numero positivo. Se M — 1 < 0 allora si ha z > % e
quindi §,, = 2.

1.2 - terzo - Limite per # — 4o00. Bisogna verificarese VM € R 3z, t.c.x > x,, = f(z) > M.
Dunque bisogna risolvere la disequazione 22 + 3 > M. E una disequazione di secondo grado
il cui discriminante ¢ A = M2 —12. Se A < 0 ossia —2v/3 < M < 2/3 allora per il segno del
trinomio di secondo grado z2 —zM +3 > 0 per ogni z. Da cid segue che per —v13 < M < 2/3
prendiamo x,, = 0. Deve essere perd chiaro che per 2v/3 < M < 24/3 si potrebbe prendere z,,
qualsiasi numero reale.

Se M = +2v/3 allora T3

Se viceversa A > 0 ossia M < —2v3 V M > 2v/3 e quindi allora si ha la soluzione z <
r_=3(M—-vVM?-12) V x>z = 3(M +VM? - 12). E immediato verificare che tanto
T_ quanto x4 sono numeri positivi per ogni M < —2v/3 V M > 2/3. In questo caso perd
si ha z,, = x4 (perché non ¢ possibile prendere x,, = z_7) Si puo verificare che z; — 400
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per M — 400 ed inoltre ci si puo chiedere come ci tende. Ad esempio si pud osservare che
(M +VM?—12) > 3 M e quindi z,, > 1 M.

Nel caso di lim,_, _, si possono rifare i calcoli oppure si puo osservare che f(—z) = —f(x) ossia
la funzione ¢ dispari. Se ne concluse immediatamente che f(z) < —M non appena x < —x )/ e
quindi il risultato ¢ ottenuto.

1.2 - quarto - Limite a 4+00. Ve > 03 2. t.c. x > z. = |f(x)| < &. Poiché f(z) > 0 per x > 0 si
deve risolvere ez —x—3 > Oequindiz < z_ = 5= (1-vV1+12e2) V& > z; = o (1+V1 + 12¢2).
Essendo z_ < 0e x4 > 0sihaz. =x,.In questo caso si puo verificare che . — +00 se ¢ — 0
: 1

ed inoltre xe > 5_.

Per quanto concerne il limite a —oo si deve risolvere Ve>03da. te.x<z.= |f(x) <e. Se
x+3 < g ossia ex? + x + 3 > 0 ed il discriminante & 1 — 12¢2.
Se ¢ > \/_ allora ez? +2+3 >0 per qualsiasi valore di x e quindi si puo prendere z. = —3. Se

invece 0 < ¢ < \/ﬁ allorasihaz <z_ =5 (-1—-V1—122) V 2 >z, = - (—1+ V1 - 122)

e quindi si puo prendere z. = x_ ed osservare che z. < —%.

2.2 - Primo - E una forma indeterminata del tipo 8(5'2). flz) = 283z 223 Qeriviamo
f(x) = h(x) - g(z) dove h(z) = 233 g(x) = 75

Per il momento immaginiamo che lim,_,, h(z) = I, lim,_,,_ g(x) = I’. Sappiamo che V &’ >
036 te |z —z,| < 5;0, = |h(z)—l < eVe >036 te |x—x,| < = |glx)-U]|<¢.
Dalla relazione di limite sappiamo che |g| < max{|l' + ¢, [I" —e|} < |I'| +¢€ per |z — x| < 67,

Siha [h(x) - g(x) = 1-U| < |h(z) — 1] - |g(x) [+ [1] - lg(x) = V] < e"(J'| +&) + || <& (Ji] +2)'))
non appena |z — x,| < min{6%6%} e € < |I'|. Dato ora un qualsiasi € > 0, scegliamo &' <

y<s!

min{ e ,||}. Ne segue che se |z — z,| < min{5" 87,

2|5/|
[fla) =1 V] <e

Quello che dunque va calcolato ¢ 6%, e 6¢,. Cominciamo dal secondo. Dalla trigonometria sappia-
1 . . . 2 . .

mo che 1 < 37— < cos (si ten'ga comunque pres'ente che noi abbiamo =~%-.) Dl nuovo immag-

iniamo che la sitauzione genericamente sia del tipo p(z) < ¢(z) < r(z) e che lim,_,,, p(x) =1,

lim, ., r(x)=1

/ : € /
— |l 11
, € <m1n{m+2u/‘,\ |}, allora

’

Scrivendo |q(z) —1| = |q(z) —p(z)+p(x) 1| < |r(z)—p(z)|+|p(z) =] < [r(z)—l]+2[p(x) -] <&
| <

non appena [p(z) —I| < § e |r(z) — | % Se quindi |x — 930| < mm{dp,,é } abbiamo
lg(x) — 1| < €. Nel nostro caso z, = 0, p(z) = 1 e r(z) = ——. 6., = +oo mentre 6;5’5 va
T

calcolato.

1 _ 1—cos® x _ sin? x 2 ™ s
ol = cosi(ltcosT) = wosz(licosD) < 4z*, non appena —¢ <1 < . Se ora 4z? < & abblamo
1 ’ _2x
5;8 = min{§, 25—\/5} Poiché al posto di —Z— abbiamo —2Z- ne segue che min{-%, 4\/_} oomee
(un primo risultato).

tan 3x

: Y52 tan3 _ sin3 1 in3 in3 1 in3

Rimane da calcolare § _*> . *252F —1 = 3522 (0 — 1)+ (3525 = 1) [F57% (ooqp — 1) + (55275 —
tan 3z

— 1. < €. Risolviamo

3
— 1]+ |1 — cos 3x| e vogliamo risolvere la disequazione
-1l < %/ e |l —cos3z| < %/

Dl <|

quindi le due disequazione |

cos 3m 3x

cos 3I

(5.2) I dettagli nel calcolo che segue sono a beneficio soprattutto di quegli studenti che avessero un libro di testo che

certamente dimostra i teoremi da usare ma le cui dimostrazioni sono alquanto scarne

20/ febbraio/2016; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 7



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

1 , ) , o 1 , ) L1
Da §°* = min{g, 26—\/5} ottenuta prima ricaviamo 0%** = min{g, \/Za } e quindi 67°% =
3

. ’
min{ {g, 4%}

sin® z
14cosx

(1—cosz) = < 222 per —% < 2 < Z e quindi per |z| < min{Z, %/} siha |1 —cosz| < 5

Dunque per |z| < min{ g, g} si ha |1 —cos3z| < 5
Se quindi |z| < min{{min{lﬂ—s, %},min{f—s, %/}} = min{ g, 45—\;5} allora [t2032 _ 1] < ¢/

Alla fine, riunendo i due risultati |z| < min{%, E—\/—} e |z| < min{{5, 45—\/5} si ottiene |z|

min{ {g, \/_} e si ricordi che &’ < mm{|l| 2”/| AULY -

2.2 - Secondo - Si scrive mx = 7(x — 1) + 7 ottenendo sinwz = —sin7(x — 1) (usare un po di
-1 -1

trlgonometrla) e quindi scrivendo x — 1 =t si ottiene lim;_,q Slg; P — -

2.2 - Terzo - Si possono usare formule trigonometriche che danno qualcosa di molto simile

a quanto si ottiene scivendo sinz = sin(z — a)cosa + cos(z — a)sina da cui =REZ=04 —

S (o . (2—a)—1) si . . e

sin(@—a) cos a+m(cc:(x a)=1)sina (14 &i cambia variabile 7—a = t ed osservando che lim_,g cost=1 —
smt

0 e lim;_,o 2 =1 si ottiene il risultato.

1

2.2 - Quarto - Dopo aver osservato che — L

— 0% per z — 400 e quindi sin = > 0 definiti-

sm t

vamente, si scrive lim,_, . log = 0 usando lim;_,q =1 ossia (cambiando variabile)

51n

€~3|>—A

sin . . . .
11ml_>0 —= = 1. Non si commetta il grave errore, purtroppo riscontrato sovente negli studenti,

sin =
di scrivere lim,_,0 —1= =1
xT

3.2 - Primo - Limite a +oc - E una forma indeterminata del tipo +00 — 00 e razionalizzando si
2
1

. . _xz _ . —x _
ottiene lim,_, o TeTeirar limg 4 oo 22(y/1—z—2+1) 2
Limite a —oo - stesso identico procedimento
La applicazione della definizione comporta gli stessi calcoli del terzo esercizio di 7.2 per cui

ze = 1/ 2 max{l, \/%}

3.2 - Secondo - Limite a +oo - Si usa la relazione a® — b®> = (a — b)(a® + ab + b?) per
. 3_ J— 3 . . pa—

cui (23 — z)/3 —x = ($3_$)2/§+xfx3m_x)l/3+x2. Dunque si ottiene (Ig_x)2/3+x(i3_x)l/3+x2

P55 (== /3 11] da cui si evince che il limite e zero.

Il limite a —oo e identico al precedente. Si possono rifare i calcoli oppure si puo osservare
che la funzione ¢ dispari. Infatti f(—z) = ((—2)3 — (—2))3 — (—2)) = (23 + 2)3 + & =
—[(=* - x)t/3 — z] = —f(x).

Applicando la definizione per z — —oco si ha Ve > 0 3 2. tee. ¢ < z. = |f(2)]
Poiché (z° — )3 — 2 > 0 per & < 0, risolviamo la disequazione (z® — z)'/3 — z < ¢ ossia
T <z, —1—352—\(){@.

Per x — +o0 si possono rifare i conti oppure osservare che essendo f dispari, per x > —x. si ha
0< —f(x) <eossial> f(z) > —¢

3.2 - Terzo - Limite a +oo - Ripetendo pari pari i calcoli fatti per il secondo esercizio dello

stesso gruppo si ottiene che il limite & —3. Infatti (2® — 2%)V/? — 2 =
x5 —z2—23 —z? 1

= P T T = P A e ] da cui il limite ¢ —=.

w
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Applicando la definizione per © — 400 si haVe > 0 3 z. t.c. x > . = |f(z)| < . Poiché
(23 —2%)1/3 —2 > 0 per x < £, risolviamo la disequazione — (2% —22)Y/% 4+ 2 — 1 < ¢ che diventa

14e)24(L+e)y/(1+32) (1+42)
3 — 3a(2 + )2 — (3 +2)° > 0 e quindi 7 > 5, = max{ 23 HGHVIFIH 5

Nel caso del limite a —oco si ha sempre zero come limite ed inoltre si ha Ve >0 J x. t.c. x <
z. = |f(z)| < e. Poiché (z® — 22)1/3 — 2 > 0 per z < 2, risolviamo la disequazione
(23 — 2%)V3 — 2+ 1 < e che diventa 3e2? + 32(1 — )2 — (-1 +¢)® > 0 e quindi z < z. =

. —3(—14e)?—|-L+e|V1—2e—12e2 Gt .
min{ (—ate) & | , 3} (se il discriminante fosse negativo allora z. = 3).

4.2 - Primo - Dopo avere osservato che sinz > 0 per 0 < x < 7 riscriviamo il tutto nel seguente
1
3 cos « — 1 51 - . . <
modo e!n((sinz) ) = erosem1 ISINZ Toecnonente tende a +oo per cui il limite & +oo

4.2 - Secondo - eMa—nt 7=z ItANT Gis ¢ — o 7 da cui t — 0T per  — 7. 11 limite si pud

. . . _1 ..
riscrivere come lim;_, o+ e~ % " = 0 essendo un limite notevole

4.2 - Terzo - & una forma indeterminata del tipo 0 - +00; Limite destro: sin(az + arctan %) =
sin ax cos arctan 2 + cos ax sin arctan % Dall’esercizio 5.1.2 1) si deduce che

cosarctan 2 = —L__ mentre sinarctan £ = —22 . La funzione si puo riscrivere quindi
V) VG
come )
sin(ax+arctan 2 11 . .
x 1( tan ;) 77— € per © — 07 il limte della funzione diventa
COS A —F/—————S1N A4 —F——
V1+(2)2? WARRC L
-2 -2 \/22+b2 |b|i
; o] C deriva i o] S L Y )
lim, o+ ———— e —— da cui deriva lim,_, o+ (1 —ba®az) = T-ab — T-ab"
Vi+(2)2 VitH(E)2
Il limite sinistro produce gli stessi calcoli in quanto lim rsin(azr + arctan £) = —z-& da cui
p g q z—0— p B
deriva lo stesso limite. Alternativamente si puo notare che f(z) = —f(—x)

5.2 - Primo - E una forma indeterminata del tipo 1°°. In genere si seguono due possibili
procedimenti. Il primo consiste nello scrivere f¢ come e¥1°2f. 11 secondo nello scrivere f¥ =
(L+(f - 1))<fi1> )¢/~ ed osservare che lims_,; (1 + (f — 1))<f—i1> = e. Dunque il limite puo
risolversi come lim e#/=1) che a volte & pitt immediato risolvere.

. i 1/z—a . sine _qy_1_ . P . o
Dunque lim,_,, (:25)) = lim, ., e'5me " Va=a lim, ., SmEANA = cosa (vedi I'esercizio
2.2) e quindi il limite vale et %,
5.2 - Secondo - Da quanto detto prima si scrive lim,_,; 5" ™ &nme = e~ 1,

6.2 - Primo - Se a > 1 il limite & 400 (non vi sono forme indeterminate). Se a = 1 & una forma
indeterminata del tipo 17°°. Procedendo come in 5.2 bisogna esaminare lim,_ o x(ﬁ) =1
da cui L =e. Se a < 1 ¢ una forma del tipo 07> e quindi L = 0

6.2 - Secondo - primo quadrante sul piano (a,b) a > 0, b > 0. Sia a > b > 0. Scriviamo la
funzione come z%(1+ 2~ %sin x) e b—a < 0 chiaramente. Ne segue che lim,_, | o 2~ %sinz =0
in quanto si puo usare il teorema del confronto avendo la maggiorazione 0 < |#°~%sinz| < z°~9.
E ora chiaro che il limite & +o00. Va osservato che mentre limg 4 oo 2P~ esiste e fa 0 non esiste
lim,_ 4 o sin z (dimostrarlo) ma il limite del prodotto di sinz e 2°~% esiste. Supponiamo inoltre
di voler applicare la definizione di limite e di voler trovare le varie grandezze che di essa fanno
parte.

Il primo passo consiste nel mostrare che se x > 2¢7% allora 2°~%|sinz| < % e la verifica e
immediata non appena si nota che |2~ %sinz| < 2°~?|sinxz| < zb~°.

Il secondo passo consiste nelle minorazioni 1 + 2~ %sinz > 1 — |#*~%sinz| > 1 — 2~ ¢|sinz| >

1

1—%:§sex>2“_b
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I terzo passo ¢ dato da (1 + 2" “sinz) > 12 per z > 270

Nel quarto ed ultimo passo si applica la definizione ossiaV M > 03 z,, t.c.z > x,, = f(z) > M.
Ora noi abbiamo f(z) > 1z%e dunque risolviamo la disequazione 2% > M ossia z > (2M)'/% e
quindi z,, = max{2°~%, (2M)'/*} (6:2)_ Tale soluzione vale pure se M < 0 in quanto 12t > M
non appeba x > 0

Sempre nel caso a > 0, b > 0 sia ora 0 < a < b. Si puo riscrivere la funzione come z?(1 +
r°~%sinx) ma stavolta b — a > 0. Supponiamo che a = b e quindi f(x) = x%(1 + sinx) e
dimostriamo che il limite non esiste. Dobbiamo dimostrare che

VieR3deg >0tce. Ve, e RIx,, >z, te |f(ag,) =1 >e.

Tale espressione ¢ equivalente alla seguente

VIERIg>0teVaz,cRr>2, & |f(z) -1 <e(T?

Supponiamo che | < 0. Poiché f(—752k7) = 0 si pud prendere ¢; = % ed osservare che per ogni
x > 0, prendendo z,, = —% + 2nm dove x,, ¢ il valore immediatamente successivo ad x ossia
|z — x| <, &haf(xn)—()percul |f(xn) =l =|l| > = ||

Supponiamo ora che a = b > 0 e [ > 0. Poniamo &, = max{4, 2} e sia {z} = {2k7} dimodoché
f(zr) = (2km)®. Sia k; il piu piccolo intero tale che f(zk,) > I+ ¢ (ki = 1+ [%D
Per ogni x > 0, prendo un valor intero di k tale che xj > max{zy,,z}. In tal modo si ottiene
flzg)—1> f(xg,)—1lequindi f(xzg)—1 > ¢; ¢ implicata da f(zy,)—1. > g ossia (2k;m)* > [+¢;.
Il caso precedente ¢ contorto (solo in apparenza) in quanto si € voluto trattare allo stesso tempo
[>0el=0.

Sia ora a = 0. Ne segue che f(z) = 1+ sinz. Il caso [ < 0 & uguale a quando a > 0. Se
Il >0 A I # 1 poniamo ¢ = =1 1'

f(zg) =1equindi |1 —1| > H%”

Se | =1 si prende e; = 1 e {xx} = —% + 2km per cui si ha il risultato.

. Per ogni x > 0 prendiamo x; = 27k con x; > x da cui

Come si vede per dimostrare la non esistenza di un limite semplice come il precedente & necessario
procedere ad un certo numero di operazioni dipendentemente dai valori “importanti” che si
danno ad [. Tale sitazione non & chiaramente presente quando il limite esiste in quanto si
applica la definizione solamente a quel valore di [ che si ha ragione di ritenere sia il limite.
In tal caso viene in aiuto il teorema 4.8 per il quale basta trovare due sottosuccessioni che
tendono verso lo stesso punto di accumulazione e per le quali i limiti sono diversi oppure per
almeno una di esse il limite non esiste. Nel caso della funzione f(z) = 2%(1 + sin z) prendiamo
{or} = {5 + 2kn} e {27} = {2k7}. Se a > 0 f(xx) = 0 mentre f(x}) — 400 e quindi non
esiste il limite. Se @ = 0 f(z},) = 1 da cui la non esistenza del limite anche in questo caso. Come
si vede i vantaggi dell’'uso del teorema ponte sono notevoli se si vogliono abbreviare i calcoli.
Sia oraa <0eb>0. Sia z, =mn ey, = 5 +2nm. f(z,) — 0 mentre f(y,) = +ooseb>0e
f(yn) — 1 se b=0. In ogni casi il limte non esiste.

Siaa<0eb<0.Sea<0eb<0il limte & zero. Infatti f(z) & somma di due funzioni cascuna
delle quali tende a zero (usare la maggiorazione |z’ sinz| < #° ed il teorema del confronto). Se
a =0 e b <0 glistessi argomenti ci dicono che il limite fa 1.

Siaa >0eb<0. f(z) ¢ somma di due funzioni. La prima ¢ 2 — 400 mentre la seconda ¢

2Psinz — 0 per cui la somma tende a +oc.

cosx—1

: sinx __
=2—) ed usando lim, o *2* =1e

6.2 - Terzo - Il limite ¢ dato da lim,_,o exp(

(6.2) Lo studente/essa deve convincersi che risolvere un limite significa trovare ¢ in funzione di € oppure z,, in funzione
di M etc. a seconda dei vari casi. Il fatto che spesso ci si accontenti di dire quale ¢ il valore del limite facendo ricorso a
limiti notevoli o ad osservazioni piu o meno evidenti non deve trarre in inganno. Ci si accontenta solo per questioni di
brevita. E viceversa essenziale saper calcolare le quantita che fanno parte delle varie definizioni.

(7.2) Notare che € dipende da [
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1— cosx

lim,_,q = % si ha che il limite ¢ € = 1.

t = 1 stavolta perd dopo

7.2 - Primo - lim, o, exp(2z sin%) =
un cambio di variabile.

7.2 - Secondo - Usando lim,2_, (lixm# = :tl % = :tl

(1+2)3 -1 —22)/4 =1+ 32? + 0(z?) — 14 12z + o(x) e quindi la funzione diventa
%x2+o(x2)+%2x+o(x) 1 1—|—20(1)+%x+20(m)

r+x2 2 14o(z)

e lims, g si ha

1
5

per cui il limite e

7.2 - Terzo - Limite a +o0o - Razionalizzando e manipolando un poco si ottiene ﬁmﬁ-l) da
cui si ottiene L = —%. Per quanto riguarda il limite sinistro non si ha una forma indeterminata
e quindi il limite e +o0.
Eseguendo i calcoli si deve avere Ve > 0 3 z. t.c. ¢ > 2. = |f(x)+ 1| < . La non negativita
del radicando impone z < 0 V z > 1. Essendo x > 1 si ha va2 -2z — oz + % < 0 per cui
1
2

la disequazione del limite diventa —vV2? —x + 2 — 5 < € ossia Va2 —x > x — % — €. Tale
disequazione necessita di due discussioni. La prima si ha quando x — % —e<0ossiaz <= + €
che e pero da escludere in quanto nella definizione deve potersi avere x illimitata a destra. La
seconda & x > 3 + ¢. La disequazione V22 — 2 > z — § — ¢ diventa 2ez > (3 + ¢)? e quindi

2. = max{4 (3 +¢)2, 5 + ¢} e si pud verificare che z. > 1 per ogni valore di &

Vediamo ora lim,, V2?2 —z—xz=400. VM >03x,, tc. z<z,,)= f(zr)> M.

Se M >0 max+ M < 0 ossia x < —M allora la disequazione e vera per ogni x < —M da
cui segue che x,, = —M (se M + x > 0 non ¢ interessante in quanto sarebbe z non illimitato a
sinistra come invece deve).

8.2 - Primo - Si usi lesercizio 3.1.2 6) dove al posto di z vi ¢ ”H'l < ledal postodiyviel. Per
T — 400 arctan xi; arctan 1 ¢ compreso fra (=7, %) e dunque si ha arctan Ii; —arctanl =

5 +3 Eseguiamo ora alcuni (0VV1) cambi di variabili. Il prlmolcamblo e 2z + 3 =

per cui il limite diventa hmt_H_oo 3 arctan T? il secondo cambio ¢ == = z per cui il limite
diventa lim,_,o(—5 — 2

arctan ——=

— 3)arctan z Che evidentemente e uguale alim,_,o— 21 arctan z. Il terzo

cambio e arctanz = u da cui limy_,¢ 51— = lim, 0 2tam ed essendo lim,_,q

1
2

SINZ — 1 mentre

lim,_,ocosx = 1 il limite e

8.2 - Secondo - Dalla trigonometria si ha

osvr +1 — cos/x = —28111(1\/—— —f)sm( Vi +1+ 3y/T) per cui |cosva+1 —
cos /x| < 2[sin(3vz +1—1y/7)| < \/Wh/_ \/_equmdlperx>[(%) ] siha |cos vz +1—
cosv/z| <e.

Nella maggiorazione | — 2sin(3v/z + 1 — 3/2)sin(3v/z + 1 + /)| < \/w—+++\/5 si sono us-
ate due diverse maggiorazioni del seno. La prima & data da |sina < |a| e la seconda &
|sina| < 1| Si pud verificare che usando le due maggiorazioni in combinazione diversa dalla
precedente non si arriverebbe al risultato. Infatti se si usasse sempre la seconda si otterrebbe

| —2sin(3vz+1- 1y2)sin(3vx+ 1+ 3/z)| < 2 che & certamente vera ma non consente di
usare il teorema del confronto. Se si usasse sempre la prima si avrebbe | — 281n( Ve +1-—

IVE)sin(AVe 1+ 1va)| < 23va+1-4vo)3va+1+4yz) < 1 e ricadremmo nella

situazione precedente. Se si usassero la seconda e poi la prima rispettivamente si avrebbe

|—2sin(3vz +1-1v2)sin(3vVa + 14 1) < 2(3Vz + 1+ 5/7) e stavolta la maggiorazione

di destra addlrlttura non e hmltata per x — +00.
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Si potrebbe osservare che una indicazione circa il valore del limite viene dal fatto che 1 é tra-
scurabile in x + 1, quando x — +o0; quindi l’espressione \/x +1 — \/x “é circa uguale” a
Vr—+/x = 0. Assumere tale ragionamento come indicativo non é sbagliato ma bisogna comunque
scrivere la dimostrazione altrimenti si incappa in errori grossolani come dimostra il sequente
esempio. Si vuol sapere lim,_, o cos/x + \/x — cos\/x. Se si trasponesse a questo caso il
ragionamento di plausibilita fatto prima, si direbbe che \/x é trascurabile rispetto ad x e quindi
anche in questo caso il limite vale 0 ma cosi non ée. I

. , , 1
Innanzitutto osserviamo che i lim (5 Tk + /T — —\/ k)= = per qualsiasi successione xy che
— 400

tende a +oo. Sia {xy} = 72(1 + 4k)?, {z}.} = 47r (1+ 2k;) . E chiaro che

1 1 1
limy oo Sin(=1/xg + /T — 5\/1' k) = sin 1 ed analogamente per x).. Dalla relazione

2
1 1
os\/x + T — cos/x = —2sm( a:—l—f— —f)sm( v+ T+ 5\/5) non ci resta che

1
studiare limg_, | o Sm( v/ xp + TR+ = \/ k) ed ugualmente per x).

sm(;\/xk-l—\/_-l- \/_)—sm kcos—\/_ 1-|-\/_+cos— Tp sin = \/_,/

1
cos— = 0 mentre sin — \/ 1 per ogni k per cui la precedente espressione diventa

cos—\/ 1+ . Dalla relazione 1+ =1 —|— ——— + o(——=) (che viene dalla
4 \/ R

1
definizione di limite) si ha /Ty, =2 + 5 + o(1) e quindi cos 5\/3311C 1+ —=

" ¢—x—k v
1 1 1 1 1 1 1
cos(—\/ﬁ-i- — +0(1))) = cos iﬁsm(z +0(1)) +sin 5\/@608(1 +o0(1)) = COS(Z +o0(1)). Ne

1 1 1
seque che lim sin(=y/xp + /T + =\/Tk) = cos — e quindi lim cosy/xk + \/Tk —Ccos /T =
k—+o00 2 2 4 n——+o00

1
—QSianosZ = —sin§

Rifaccciamo ora i conti con {x}.}. hm \/xk + /) \/ — e quindi
1 1
lim Sin(—\/x;C +\/z) — —,/x’) = sin—.
k——+o0o
sin( \/xk-i— T+ = \/ ) =sin = \/ % COS = \/ ‘/1+ +Cos \/ sin — \/ ‘/1+
e dal fatto che cos 5\/ . = —1 mentre sin - 5 \/ = 0 resta solamente

1 1 / 1 1
COS 5§ [ x} sin 51 [xp 1+ \/JUTC che tende a sin 1 Riunendo alla fine si ottiene
li / / I — 9 L1
k—y—lI—loo cos\/x) + y/ T} — cos/x) = 2sin 250y

Per capire meglio le cose € opportuno confrontare le due espressioni
1 1 1 1 1 1 1
|—28111(§\/.’13—|— —5\/5)8111(5\/33—1—1—1—5\/5)| e \—2sin(§ x+f—§ﬁ)sin(—\/x+ﬁ+

1
—v/7)|. L’argomento del primo seno & \/x + vz — /& = Ve (che tende ad 5 per
2 T+ VI +T
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1
r — 4o0) e Vr+1—a = m che invece tende a zero. Tenendo conto che poi

1 1
bisogna moltiplicare per Sin(§\/$ + 14+ 5\/5), che non tende ad alcun limite quando x — o0,

si capisce come i due casi differiscano parecchio
9.2 - Primo - Si puo scrivere come lim,_, o exp(z(—=15)) = e},

9.2 - Secondo - lim,_, o exp(z(cos 1 —Inz)) =0

9.2 - Terzo - (Si puo fare il limite destro in 07) Riscriviamo la funzione come ez n(1-2%) —

1—27 5 In(1-—2%)

e = smz 1-27  per cuiil limite e dato da —In21lim,_,4- % Cambiando variabile 1—2% =t

il limite diventa lim;_,o+ lnTt = —o0 per cui L = +o0.
10.2 - Primo - E una forma indererminata del tipo oo® che pud trasformarsi come e(1+e*x)l/®
che non ¢ pitl una forma indeterminata. Il limite ¢ chiaramente e

10.2 - Secondo - E una forma indererminata del tipo 17°° che nel limite riscriviamo come

(e 2

exp(2(e” — 1+ z)). Usando il limite notevole lim,_,q —1) — 1 otteniamo e

10.2 - Terzo - E una forma indererminata del tipo 3. Si usa il fatto che log(cos ) = log(—1 +

cosx+1) = (cosx—1)+o(cosz—1) per z — 0. Dunque per z — 0 si halog(cosz) = —3a%+o(x?)

(14280 o214 200
$2(1+M)

ed usando sinz = z + o(x?) il limite si riscrive come e quindi nel limite

per x — 0T si ha L = 400 mentre per z — 0~ si ha —oo.

. ) . .. . 1 1

11.2 - Primo - Forma indeterminata %. Scriviamo lim,_. w

1—cos(1—cos z) (1—cos )2
4

(1—cosx)?

e nel limite per x — 0 da %

11.2 - Secondo e Terzo - E sbagliato ragionare nel sequente modo (ad esempio nel secondo
esercizio): limg, 4 eT T =1 ¢ quindi lim,_, 4 oo (z + 1)emL+1 —ze = limg y100(z+ 1)e — 26 =
lim, ,4+. e = e. Il motivo dell’errore si capisce facilmente se si pensa che che eFT = e+ o(1)
per x — +00 e quindi si ottiene lim,_, oo ((x + 1)e + (x + 1)o(1) — ze) = lim, o0 (e + zo(1)).
Ma xo(1) € una forma indeterminata e quindi non si puo proseguire nel limite.

. . . N . . . . . . Yy __
Il modo giusto di ragionare ¢ il seguente: si considera il limite notevole lim,_,o % = 1 che

equivale a dire eV = 1 + y + o(y) per y — 0. Ponendo y = x—il con  — 400 si ha e7T =

1+ +o(-L: 1) Ora si scrive f(z) = (z+1)e™T —ze = (:L‘-I—l)elﬂ_il —xe = e(a:-l—l)ew%l —xe =

e(z+1)(1+ =15 + o(=11)) — ze; da cid si ottiene ex + e + eZE] + e(x + 1)o(=1;) — ze e nel
limite di x — oo si ha 2e (stesso discorso vale per il terzo limite dell’esercizio). Come si vede,
quello che prima era o(1) ora diventa e—- + eo(=17) e il primo termine da un contributo non

nullo al limite.

12.2 - Primo - E una forma indeterminata del tipo oo - 0. Usando il suggerimento si ha log(1 +
1) =1L +o(%) per z — oo e quindi z(1+1)"—ex = 2e®108(1+3) _eg = gelmeto(3) —ex =
¢

e — +0(1) —exr = —§ 4 o(1) (avendo usato il limite notevole e¥ = 1 +y+ o(y) per y — 0).

12.2 - Secondo - E una forma indeterminata del tipo 0 - +o0. (1 4+ 5)* = %™ Itz per

4
cui sfruttando la relazione data all’inizio si ottiene e*(zz 2310 — z1o(35)  Ora che

limm_>+oo(e%+°(a%3) — 1)z =1 ¢ dato da un limite notevole.
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12.2 - Terzo - ¢ una forma indeterminata del tipo del tipo +00 — co. Riscriviamo la funzione

come zlog(1+ 1) = z(-- + o(1)) per cui il limte & 1.

13.2 - Primo - L’esponente ¢ una forma indeterminata del tipo %. Razionalizzando diventa
1/2

1+1\/§ per cui il limite & (%)

13.2 - Secondo - L’esponente ¢ una forma indeterminata del tipo 2 che si puo riscrivere come
1
?J_r £ che tende a 2 per x — 4o00. Un calcolo analogo si puo fare per la base della potenza e

. c e Qe s 1
quindi il limite ¢ ;.

13.2 - Terzo - E una forma indeterminata del tipo 17°°. Come al solito il limite della funzione

N : tanx—sinx 1 R T l1—cosx _
¢ uguale a lim,_, exp(m =) = lim, exp(i(l_sinx) ——) =1

14.2 - Primo - E una forma indeterminata del tlpo Camblamo variabile cost = 1—x e per z —
arccos cos t

0Tt —0.Pert — 0" si ha llmt_>0+ W = llmt_>0+ ﬁ Orasi ha 1—cost = 1t240(t?)
per cui /1 — cost = \/_\t\ \/1 + o(1). Inserendo nel limite si ottiene lim;_,q+ \/7|t|\/17+—(1 V2.
Se viceversa t — 07 si hat = — arccos(l — ) e dunque lim;_,o- \/_|t|m V2. Riguardo

ai due cambi di variabile, uno per ¢ — 0" ed uno per t — 07, bisogna fare attenzione al segno
meno. Infatti nell’intorno di £ = 0 la funzione cost non ¢ iniettiva e quindi si puo separatamente
invertire per t > 0 e t < 0. Il grafico seguente illustra la situazione

A cost

=t

— arccos(1 — x) arccos(1l — x)

14.2 - Secondo - E una forma indeterminata del tipo%. Si utilizza

/2_
lim,_,o % = £1/2. Infatti xsinz — 0 per x — 0 e quindi si ottiene /1 + zsinx =
1+ izsinz + o(zsinz). Inoltre si ha vcos2z = /1 + (cos2z — 1) = = 1 + 1(cos2z — 1) +
o(cos2z — 1).

Dunque il limite diventa

1+ Lz sinz+o(zsinz)—14+21(1—cos2z)+0(1—cos 2z
2 ( ) 2 )Fof ) ed usando ora

tan? £
s’n 1— cosx 1 . . %af:2+af:2 . © Tel s N
=1, lim,_,g = 5 sl perviene a 2—; il cui limite ¢ 6.
4
14.2 - Terzo - Razionalizzando si ha ToAletor £ . Poi uso la 3.1.2 3) ottenendo

Vz+1(/7++/arccos )

/1—x
m—2arctan TFa

m+arcsin

ed usando la 3.1.2 8) si perviene a la quale, usando la

Vz+1(\/7++/arccos ) Vz+1(\/7++/arccos x)
1.2 2), di Zorctan y/ 5 I limite di 1 fa L= 1
3.1.2 2), diventa (Ve Vi © vel limite di - — —17 fa [ = —2=.
15.2 - Primo - E una forma indeterminata del tipo 3. Si usano le relazioni e = 142+ 0(z?),
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cosz =1 — 2% + o(z?) e quindi il limite & 2

15.2 - Secondo E una forma indeterminata del tipo 8. Usiamo

1’2+o($2)— %Tz +o(z)
2 (T o(2))

il cui limite ¢ — %

x2

1
% = +1 ottenendo

lim,2_,q 3¢ lim, .o

15.2 - Terzo - E una forma indeterminata del tipo del tlpo . Usando un po di trigonometria

si ottiene lim,_,o =28nesinz o4 ysando lim,_q =1si ottlene che L = —2sina.

sinz _
16.2 - Primo - E una forma indeterminata del tipo 9. sinz = sin(z — 7+ 7) = sin(z — 7)(-1)
sin (x—m) 1

(x—m)

—n2sin(z—)

per cui la funzione diventa f(z) = Tr¥a)(r—a)

il cui limite fa 5 usando lim,_)_o
16.2 - Secondo - Se n < 0 il limite ¢ evidentemente +oo. Se n = 0 ugualmente L = +o0. Se
n > 0 & una forma indeterminata del tipo 17°° per cui L = lim,_, ., exp(x!™") e si ottiene
L=+ocopern<l,L=epern=1eL=1pern>1.

16.2 - Terzo - E una forma indeterminata del tipo 17°° e quindi procediamo con
exp x(%) che tende a e2.

17.2 - Primo - Per z — +o00 ¢ una forma indeterminata del tipo del tipo +00 — oo. Razional-
(ac +vV14+z4)— 212
Va2 Vitai+av2

per cui L =0 ed il limite per x — —oo ugualmente da zero.
(\/W-Fx?)(x\/_—k\/xz—k\/—

e razionalizzando di nuovo si ha

izzando si ha

17.2 - Secondo - Razionalizzando e mettendo in evidenza le quantita opportune si ottiene

1—4/ 4—|—
T \/1+\/4T+f

18.2 - Primo - lim, 4o In(1 4 ) = lim, 4 o0 22 + zo(5

e quindi il risultato

1
18.2 - Secondo - |z]4/1 + a+b + 2% _ 2 ed usando hml_>O axg)z-1

- = :t% si ottiene: [ = 2tb.

2
Per £ — —oo il limite & +oo.

18.2 - Terzo - Basta riscrivere la funzione (vedi esercizio 3.2) come

2 2
(z+1)"—(z—1) - iz e nel limite tende a zero.

(241)3 +(2—1) 3 +(2+1) 3 (z—1)F 23 [(1+1)5+(1-2)3+(1+1)3(1-1)3]

19.2 - Primo - La funzione ¢ identicamente nulla

19.2 - Secondo - per  — 0% si ha f(z) = e+ mentre per z — 0~ si ha f(z) = e 5% per
cui il limte non esiste

19.2 - Terzo - Si considerino le successioni z, = k e 2, = k+ %. f(zx) = 0 mentre f(z},) = 1k
che tende a +oo0.

20.2 - Primo - Usando la 3.1.2 8) possiamo scrivere il numeratore come 2(4 — arctan , / 1 +£)

arctanr = 5 — arctan }_Ti — arctan x — arctan H‘_—i Ora usando la 3.1.2 2) si puo riscrivere

il tutto come arctan j[_ii — arctan }T — arctan z. Ora applichiamo la 3.1.2 6) (la seconda)

ottenendo (si verifichi che delle tre formule & proprio la seconda da applicare) arctan %(, [itz _

1—x
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1—z —
17.) — arctanz = arctan

L — arctanz e riapplicando ancora una volta la 3.1.2 2) si
v1—2x2
m3 )

(224+V1—-22)(1+V1—22)

1
2

ottiene arctan . Dividendo ora per 23 e facendo il limite si ha L =

2

. . . . 2sin” £ .
20.2 - Secondo - Scrivendo tanz — sinx = sin x(co{m — 1) = sinzy—5 %% ed usando il conto
2
3 1-2sin® £ . TN
¢ 2- il cui limite e L = 1.

, _ .
dell’esercizio precedente si ha arctan VI (@21 VI—o7) Tomasin® 2

20.2 - Terzo - Si usa la formula da dimostrarsi per induzione

COS 5 COS 7 COSg - ... COS 57 = % sinz(sin 5% )~! e per n — 400, usando il fatto che

sinz _ 1, si ha il risultato.

limz—>0
21.2 - Primo-3 e >0te. V4 >0, 2 € (aq,a+0) # |f(x)—1I| <e. Tale affermazione &
equivalente a: 3¢ > 0t.c. VI >0 3z, € (a,a+9) tc. |f(z,) — 1| > e. Cido non toglie che
possano esistere molti altri punti =’ € (a,a + J) per cui |f(z') — 1] > €.

Sarebbe un grave errore scrivere nel seguente modo: 3¢ > 0t.c. V. >0z € (a,a+0) #
|f(z) — | < e. Infatti davanti al simbolo € vi ¢ 3 ad indicare che ne basta uno e quindi non ha
alcun senso porre € in basso a §

A tal proposito si consideri la funzione f(z) =0 e come a prendiamo a = 0. Come [ prendiamo
un qualsiasi valore non nullo. Ebbene se ¢ < |I| allora qualunque § & tale da produrre la
proposizione: 3 t.c.]z| <d A |f(z)—1| > e.

E chiaro che se si prendesse ¢ > || allora nessun & produrrebbe 3 z t.c.|z| <6 A |f(z) —1| > €
ma nella definizione davanti a € vi e 3

E altresi non corretto scrivere 3¢ > 0 t.e. V6 z € (a,a+8) = |f(z) —1I| > e. Si consideri

1
. . . sin — x 7é 0 . . -1 . . .
infatti la funzione f(x) = x . Sappiamo che lim; ;g sin 3 non esiste e quindi
l z=0
non puo essere [. Prendiamo ora [ € [—1, 1] e consideriamo la successione {z} = {m}

Tale successione ha come limite 0 e sin é = [ per cui |sin é — 1| = 0. Non accadra mai, quindi,
che per tutti i punti di un intervallo (—4,6) sia verificata la relazione |sind — | > ¢ e questo
quantunque piccolo sia €. D’altro canto in (—d,4) vi sono infiniti punti per i quali & verificata
|sind — 1| > £ e questo per infiniti valori di e. Sia infatti e < min{|1 -1, |l + 1|} = d ad esempio
e = ¢ e supponiamo [ > 0 (in tal modo d = 1 — ). All'interno dell'intervallo (—d,§) vi sono i
valori compresi negli intervalli della forma arcsin(l + %) + 2km < 1 < Z 4+ 2kw. Ogni punto di

tali intervalli verifica |sin L — 1| > d.

21.2 - Secondo -VI e R* 3 g >0¢tc. VoI, € (a,a+9) te |f(x,) — 1| > &. Rispetto a
prima la funzione in questione non ha alcun limite qualunque sia il valore [. In tal caso, nella
definizione, ¢ dipende da [ in quanto bisogna dare una definizione generale valida per ogni [. Nel
caso in cui si stia considerando un limite per x — +o00 oppure —oo si puo prendere la funzione
sin x e verificare che nessun [ puo essere il limite della funzione.

21.2 - Terzo -V M € R 3 z,, € Dom(f) t.c. f(x,,) > M. Non si commetta 'errore di
pensare che se una funzione ¢ illimitata allora deve accadere che o la funzione ha un asintoto
verticale (a +00 0 —oo a seconda di come ¢ illimitata) oppure che debba aversi almeno uno
dei seguenti quattro casi lim, 4. f(z) = £00. Si puo facilmente dare un esempio di funzione
(f(z) = zsinz) che & illimitata superiormente ed inferiormente sia per z — 400 che per
x — —oo (dimostrare cio a prescindere dal grafico che segue; quest’ultimo deve solo dare una
indicazione) ma che non ammette limite per z — +oo.
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Am sinz

N\

Ve

A/

A= (m,0), A" = (27,0)|

In ascisse si ¢ dilatato di un fattore 4 mentre in ordinate si € contratto di un fattore 6

Come si vede le continue “oscillazioni” impediscono alla funzione di avere un limite per x — +oo.
La dimostrazione di tale fatto si avvale del teorema ponte osservando che limy_, 4 f(7k) =
0 A limgio f(5 + 27k) = 400

22.2 - Secondo - Usiamo il teorema ponte. Consideriamo la successione zj = # + &1 dove
N _ (1 1 1 T . .
e € da valutare. f(xg) = (,wr +ek) VSO CDLITS Prendendo g, = &z il limite non esiste in
1+kmey
quanto la funzione e illimitata sia superiormente che inferiormente. Se prendessimo e = #

otterremmo zero.

24.2* Dire che lim,_,. f(z) = | come al solito significa che V¢ > 0 3§, t.c. z € (¢ — ., c+
o\t = [f(z) -l <e.

Dimostriamo = . Sia dato d.2. [f(§) — f(n)| < [f(§) — |+ |f(n) — | < € e quindi possiamo
prendere . = 0. /2-

Dimostriamo < . E la proprieta di completezza dei numeri reali. Per il Teorema ponte ci basta
dimostrare che, data una qualsiasi successione {x,} — ¢, si ha lim,_ 1~ f(2,) = | per un
qualche [ € R. L’ipotesi implica che la successione {f(z,)} e di Cauchy e quindi converge (si
veda eventualmente ’esercizio 24.8%).

25.2 Non esiste il limite z — 400 in quanto sin% — 07 per  — +o00. Dunque I'argomento

della funzione sin sn} tende a +oo e il limite non esiste. Non esiste neppure il limite nei punti

T
in cui sin% vale 0 per lo stesso motivo e neppure il limite x — 0. In tutti gli altri punti la
funzione ammette limite.

27.2*%* Se ¢ € A allora per ogni k intero esiste un valore intero, diciamo n,(k) tale che
&ne (c— nol(k) ,Cc+ nol(k)), &n#c = [f(€)—f(n)| < £. In base all’esercizio 24.2* cid equivale
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a dire che esiste il limite per x — c.

28.2** Dimostriamo che esiste f*(ct). Sia z, \, ¢ e sia Sy = sup z,. Sy ¢ una succes-
k>N

sione monotona non crescente che quindi ammmette sempre estremo inferiore al quale converge.

L’estremo inferiore puo essere —oo. Poiché il risultato non dipende dalla particolare successione,

il limite superiore cosi come definito prima esiste. Lo stesso discorso vale per f*(c¢™). Per i

limiti inferiori le successioni interessate sono quelle monotone non decrescenti. Dimostriamo che

esiste una successione {z} tale che z,, \, ce ngrfm f(x,) = fT(c"). Dalla definizione di f*(c*)

prendiamo una successione {d} con d; = % VedN.te ffic)< sup  flz) < fH(ch)+e.

c<m<c+ﬁ
Inoltre abbiamo che j > j. = fT(c") < sup f(z)< sup f(z) < fH(c") +e. Sia ora
c<x<c+% c<x<c—|—%
1
neN. 25 j.+1,j.+2,.... Per ogni n € N, esiste z, tale che c <z, <c+ —e fT(ch) <
n

f(z,) + € e per costruzione n > n' =z, < x) ,. Ne consegue che ligxrl flz,) = fH(ch).
n—-—+0oo

Identico discorso vale per gli altri tre casi. Per il limite sinistro ¢ la stessa cosa.

e Dimostriamo che f_(¢T) < fT(cT). Siano Ss = sup f(z)els= inf f(z). Is <S5 V0.

c<z<ct+s c<z<ctd
Ne segue che sup I5 < inf S;. Le altre sono analoghe.
0<é 0<d

o Dimostriamo ora che lim f(z) esiste se solo se f*(ct) = f_(ct) e lim f(z) = fT(c") =

r—ct z—ct+
f=(c").
Supponiamo ora che esista lim+ f(x) = l. Per quanto dimostrato prima esiste una successione

Tr—cC

Zp \ ¢ tale che lizx_l f(xr,) = f(ch) e per il Teorema ponte tale valore deve essere uguale a
n—-+0o0

I. Lo stesso ragionamento porta a dire che [ = f_(¢T).

Supponiamo ora che f*(ct) = f_(ct). f(z) < sup f(z) per ogni ¢ < x < ¢+ ¢ e inoltre
c<r<c+o

Veddete c<xz<c+d = fr(ch) < flx) < fr(c") +e Maallorax € (c,c+d.) =

ft(c™) < f(z) < fT(ch) + e. Rifacendo il discorso per f_(c') otteniamo z € (¢ — d.,¢) =

f-(c")—e < f(z) < f-(c") e quindi il risultato.

30.2 Da lim sup |f(x1) — f(z2)] = 0 segue che Ve > 03 z.: 0 < 2z < 2z =
z—0 z1,22€(0,z)
Sup |f(z1) = f(@2)| < € e quindi [f(z1) — f(x2)| < € per ogni z1,22 € (0,z). Ne
z1,22€(0,2)\{0}
segue che, data una qualsiasi successione x,, — 0, ¢ di Cauchy la successione {f(z,)} e quindi
converge.

e Nel secondo caso il limite della funzione pud non esistere finito. Si prenda la funzione f(z) =
In2

|1n93|1/2m—> + o0 sup  |f(z1) — f(z2)| = che tende a zero per
=0 x1,x2€(x,2x) (| IHZEDI/Q + | 1Il(233’>|1/2

xz — 0.

Se si prende g(z) = sin f(x) allora ugualmente lim  sup |f(z1) — f(z2)| = 0 grazie alla

z—0 z1,22€(0,x)

disuguaglianza |sina — sinb| < |a — b|

31.2** Supponiamo che esista una funzione f tale che lim,_,,, f(z) esiste ma sia diverso da
f(xo) in una infinitd non numerabile di punti di [a,b]. Prendiamo uno di tali punti, diciamo
xo e che sia di condensazione in base alla definizione data nell’esercizio 32.2. Cio implica che
esistera un insieme aperto U 3 x( all’interno del quale ¢’e¢ una quantita non numerabile di punti
di A,,. Sia {z,} una successione di punti convergente a xg e quindi lim, o |f(z,) — | esiste
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per un certo [ € R che pero ¢ diverso da f(zg). Inoltre possiamo prendere tutti gli z,, punti di
condensazione. Quindi in un intorno di z,,, diciamo V' > z,,,, cadranno definitivamente tutti
i punti della successione {z,} oltre a z,, stesso. Sia z,, una sottosuccessione di punti tale
che limy s 4 oo Tn, = Tpn,. Sappiamo che lim,,, 1o f(z,) = [ e d’altra parte limy_ 4 o0 f(2n,) #
f(xn,). Questo genera una contraddizione. Volendo essere piu quantitativi, possiamo dire che
Ve>03ne:n>n. = |f(x,)—!| < e. Prendiamo ng > n.. Sappiamo che 3¢’ > 0: VEI L' >
E:|f(zn,,)—f(2n,)| > €. Orascriviamo | f(xy,,, ) =l = [ f(@n,, ) = f(@n,) + f(2ny) =1| > "= >
%/ prendendo € < %/

Vale la pena osservare che il punto essenziale in cui si usa il risultato del problema 3.2 ¢ quando
si dice che esiste una sottouccessione {x,, } che converge a x,, e questo dipende dal fatto che

tutti i punti x,, sono di condensazione. In assenza del risultato 3.2 non possiamo affermare che
esiste {z,, } C {z,} e quindi 'argomento non puo proseguire.
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