Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria
8 Integrali, integrali impropri e funzioni integrali

Per le definizioni e teoremi si fa riferimento ad uno qualsiasi dei libri M.Bertsch - R.Dal Passo
Lezioni di Analisi Matematica, 1 edizione settembre 1996, ARACNE EDITRICE, via Raffaele
Garofalo, 133 A/B 00173 Roma tel.0672672233/22, M.Bertsch - R.Dal Passo Elementi di A-
nalisi Matematica, 1 edizione ottobre 2001, ARACNE EDITRICE

Alcuni degli esercizi piu significativi sono stati presi dai libri:

[B]: T.J.I’A. Bromwich: “An introduction to the theory of infinite series”, MacMillan and Co.,
Limited 1947, seconda edizione

[T]: E.C.Titchmarsh: “The Theory of functions”, Second edition, Oxford university press, 1988

[WW]: E.T. Whittaker & G.N.Watson: “A course of modern analysis” Cambridge University
Press, Ristampa del 1992 della quarta edizione del 1927 (prima edizione nel 1902)

[SEM] Yu.V.Sidorov, M.V.Fedoryuk, M.I.Shabunin, “Lectures on the Theory of Functions of a
Complex Variable”, Mir Publisher Moscow

Il simbolo Es: significa la presenza di una o pit domande a cui ancora non si ¢ data una risposta
o per motivi di tempo o perché non si e riusciti nell’intento

1.8 Si studi la convergenza dei seguenti integrali impropri. Qualora compaiano dei parametri
(c, B) ecc. si valuti per quali valori di tali parametri gli integrali sono convergenti o meno

1 log(1+z2/3) 1 1 1
L N e ((l—x)3 - (l—x)(el_$—1)2 oo dx sm S dxw
m [ 3772 n2(1 4 e=2" ) d, 12 ! T Lz, [ —I — Cos(ln 5% 1)) 2dx

I1T) fo (arctan( ta1+1) = +1 )dt, e si esegua il calcolo per un valore di « per il quale I'integrale

o x+1
[0 OB (T gy [0 da 5as5s e calcolarlo

converge,

V) fi)oo 3% (cos z + sin 2z + 5)°‘dzc (w > 0) e si esegua il calcolo per un valore di « per il

quale I'integrale converge, [~ %%|In(1+ —1/2y - sin!~"’ A [ (cos 3= — cos =i ) du,
o,7>0
V) [ (z%e/T —z?cos2 —x— 2 —sind)dr,  [;7sin®(at(cos 2 —1+ 5L — 5L1))da,

00 g . 1/ (x+z7 1 —cos((1—x)?2
VI) f € ((1 + SlIl2 x>1/6 —l+e Het ))dl’, fO tan%m(l—a(v()l)(—)ln)m)a dx’

0
VII) [ (z(lnz)® + (22 — 1 1/3) Sy (cos(z™/2) — (1= 1)) dx o, v >0,

VIII) fo [2m2+3m + 2% 1e=2/% 4 (z + 1)(cos m% —1)]dz, fol dx ™, f2 lnf

IX) [T actandlay [ de(2720 +22)7!, [ ASREB gy X Snalsdy

X) fol da(zInz + %)7 1JFOO I(lnI)af?xz—l)l/i"’ fjoo(| + 1))l e dg,

XI) 01<xa 1 fol E;n(m;)j;z I da (xlj:ff e calcolarlo,

X1I) f0+°° = arctan® (' ) dt, faoj’w t%In(t + 2)dt, 0 “In(1+ )dx (e calcolarlo; [B] pag.517)

23/dicembre/2021; Esclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 1



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

XIII) Calcolare 'integrale d’Eulero f()% drlnsinz (suggerimento: la primitiva non esiste).

dxInx

)
ol J? zcotx dx,

Calcolare inoltre i seguenti integrali [ dzInsinz, fO% drlncosz, [;°

1 arcsinz 2 x O drlnz
fo =Rt dx, fo dr rlnsinz, fo dz lncos 0 1tzZ°

XIV) Calcolare l’integrale di Bertrand fo% In(1 + tanx)dr, e poi i seguenti integrali:

1 ln(l—l—m) ln(l—l—m) 5 77/4
fO T1422 f T1422 fO dxarc anI dx 2—|—cos(2mg§+sin(2m)
LS N zsinz zsinz arccos &
XV)  Calcolare gli integrali [ da 15, o doEeng Treos? ) f A 25"
XVI) Si esamini la convergenza degli integrali fo df(; — 2;. + ﬁ), f0+oo Sm(zjx ) dy

([WW] pag. 81 dove si dice che provengono dai Mathematical Tripos, 1914). Mostrare che l’1ntegrale

+oco i .
fa x "M T sin(2x)dx converge per a > 0, n > 0 ([WW] pag. 81 dove si dice che provengono dai

Mathematical Tripos, 1908)

XVII) Si calcoli I'integrale f0+ 11_?:93 dz. [da: H.F.Sandham; Ernest Trost A.M.M. Vol.58, No.10 (Dec.,
1951), pp.705-706, Problem n.4394 e anche https://math.stackexchange.com/questions/100321/int-0-infty-frac-log-

xexl—dx—fracl2—10g—22—h0w—to?noredirect:l&lqzl]
e Primo modo. Sapendo che f0+oo e *Ilnxzdr = —v (vedi anche 101.8) dove vy ¢ la costante
di Eulero v = lim,,1 Y ,_; £ — Inn si calcoli prima Y2, Q e poi > po o (—)FBE (vedi

il capitolo sulle serie). Quindi si scriva una opportuna serie. [da. M.S.Klamkin; H.F.Sandham;
M.R.Spiegel A.M.M. Vol.62, No.8 (Oct., 1955), pp.588-590, Problem n.4592]

e Secondo modo. Si scriva l—k% = ﬁ%, si integri e poi si usi 1 4+ e” = %
e Terzo modo nel capitolo sulla variabile complessa
XVIIT) Si calcoli f oo lnﬁ:;ﬁ ) dz:
IXX) Sapendo che I' " 1t 1 nin” Icol
apendo che I'(z) = t* e dt = im , calcolare
) Sap W= | e 2 D@ +2) @)
[P Inte~tdt
XX) Sapendo che T T ety 1 nin” Icol
apendo che Tr) = t*" e tdt = im , calcolare
) Sap (z) /O ntoo o(x + )z +2) - (x + 1)

f0+oo(ln t)2e~tdt

+oo +oo +oo
XXI) Calcolare / cos z2dzx, / sin z%dzx, / In (1 +
0 0 0

Cosha:> dz ([B] pag.516)

dx

2 ([B] pag.517)

+o0
XXII) Calcolare / arctan(ax) arctan(bxr) —
0

XXIII) Calcolare / In(1+ a? — 2acost)dt (Integrale di Dini)

0
T In(1 i oo d
XXIV) Calcolare/ de, / In (1-l—sin2 T) — 323 ([B] pag.517)
0 sin x 0 sin® x
2.8*%* Studiare i seguenti integrali impropri
1) [ dpsne 9y [ delinel 3 Jo dzcosz?, 4) [ dea? cosa®, 5) [ it
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6) [y dr—stms T) fo dxm, 8) fo dr—rfizr, 9) [y de®RE, 10) [7 da:ln(l-i—sil/l_x)
11) o+°°dxliqnf|’ 12) 26 dx%, 13) fo sin sin(2?)dx

3) e 4) risalgono a Cauchy, 5) a Hardy, 6)-8) a Du Bois—Reymond, 13) da Putnam Competition,
2000

“+oo
. _pl/A . .
e Certamente sorprendente appare il fatto che 2"e="" sinzV4de = 0 per ogni valore di

0
n. L’unica dimostrazione a mia conoscenza pero fa uso della variabile complessa.
. . . . . “+o0 a
2.1.8%* Al variare di a, b, ¢ si studi la convergenza dell’integrale [" dz——t———r. Per ¢ < 0
> 0 14x®|sinz|¢
si intenda pari a zero la funzione nei punti di ascissa x = km. ([WW] pag. 81 dove si dice proviene da
Hardy Messenger of Mathematics, XXXI, (1908), p.177. Con ¢=1,2 gli integrali si trovano in [B] pag. 470).

sin x

+o0
2.2.8** Studiare la convergenza dell’integrale / dz (la mancanza dell’estremo

%+ bsinx
inferiore indica che ci preoccupa solo il fatto che 1'estremo destro sia +oc). Inoltre i valori di
a e b da esaminare devono essere tali da consentire al denominatore di essere definitivamente

diverso da zero. [da [B] pag. 514 dove lo si attribuisce a Hardy ]

Nelle stesse condizioni del precedente, studiare la convergenza degli integrali

+oo ; +oo i +oo ;
1) / dp— STy / o 1mel g / P LLE

@ + bl sin x| x® + b| sin x| x®+bsinz’

o0
3.8%*%* Gj studi il seguente integrale improprio / dzz®| cos x|mﬁ per a, 8 € R
0

[G.PblyafG.SzegE) Problems and Theorems in Analysis I Springer—Verlag Ed. pag.78]

4.8 Stabilire la differenziabilita nel dominio di definizione delle funzioni F'(z,y) = f0x+y %dt
[V dzh(z) dove h(z) = —2? se z < 0 mentre h(z) =1+ 2% se z > 0.

5.8 Tracciare il grafico delle seguenti funzioni analizzando la continuita, derivabilitd una o pitt
volte, asintoti

Fi(z) = [y dtlog(l — et_zl), Fy(z) = [7, f(z) dove f & la funzione dell’esercizio 4.6,

Fa(x) = Jo dtﬁgglltfll’ Fi(z) =z + [y dtte+1’ F5(x) = [y dt(1 — cos 1)

6.8 Dimostrare che una funzione f:[a,b] — R, limitata e continua in (a,b) ¢ integrabile
secondo Riemann. Dare inoltre un esempio di funzione f:(a,b) — R continua e limitata ma
non uniformemente continua.

7.8 Calcolare fo arctan z2dz a meno di W

8.8 Dimostrare che |fg sin(2?)dz| < min{t, %} per t > 0.

9.8 Dimostrare che 2:,;253,& < Jo 2—|ft?§nx3 de < 1 ssina per 0 <a < 3§

. . . - .
10.8 Calcolare f02 sin(zx — %)2d.’13 a meno di un centesimo ed un milionesimo.

11.8 Calcolare lintegrale indefinito delle funzioni: 1) tanz, II) =, III) (tanx)?,

V) (z* = 1)~ V) (@ + )7t VI) In(vz+1+ V1—2), VI) (1 + acosz)™! con-
siderando i casi 0 < a < 1 e a > 1, VII) arctany/z, IX) 1v/3—22, X) (cosz +

sinz)~!, XI) 7”32;”6, XII) %, XII) (arcsinx)?, XIV) z(arctanz)?, XV)

2
X
V1i—z2’
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z41 z—1 z+41

XVI) j7om. XVID) 24, XVI) 2, XIX) g, XX) ==, XXI) %y,

z°—z+1 a—1x l—tanz z” V242
XXII) 7¢ﬁ XXIIL) (\/9%=5, XXIV) {f2f XXV) gl XXVI) Y2

In(l14z)—Inz A z3— 28 —22* 4323 —922
XXVID) ROEDne - XXVII) 24228 XXIX) £, XXX) £=2 480 00t - XXX])
v2-zkat - XXXID) L In(l + ﬁ), XXXII) (2 — z)In(z? + 8z + 17), XXXIV)
arcsin x sin 2x 1—|—x4 1
HERE, XXXV) gty XXXV i, XXXV g (2 > 1),
XXXVII) —i=, XXXIX) /(z—a)(b—z), XL) m XLI) Y=, XLII)
L/EL XL (P - 1), XUY) SR XIY) S XIVI) ot (a
http://www.artofproblemsolving. com/Forurn/viewtopic.php?f:296&t:296803

1

XLVID) oo XLVII) ot

12.8 Si consideri la funzione di p > 0 f(p) = \/E + % — 21’;[)2 con E,m,k,p delle costanti

dove E <0, k>0, m >0, p# 0 in modo tale che esistano due soluzioni positive p_ e py della

equazione f(p) = 0. Si calcoli 2v/2m fppj \/E
Il precedente integrale scaturisce nel contesto della meccanica celeste. Coloro i quali appro-
fondiranno tale disciplina e quindi studieranno problema di Keplero (il moto di due corpi celesti
soggetti unicamente all’attrazione gravitazionale), avranno modo di constatare che l'integrale
costituisce il calcolo dell’azione per la variabile radiale. 1 calcoli non sono brevi. Facendo uso
delle variabili complesse ed in particolare dell’integrazione con il metodo dei residui, I'integrale si
puo calcolare molto pitt brevemente (vedi H. Goldstein “Meccanica Classica” Editrice Zanichelli
pag.294 — vedi anche L.D.Landau, E.M.Lifsits “Meccanica Analitica” Editori Riuniti pag.236).

2mp

13.8 Si consideri la funzione sin?#@ fra 0 e 7 e si consideri la equazione sin®§ = % (a > 0).
La equazione ha due soluzioni simmetriche rispetto 6 = 7 dette 6, e 6; (un grafico aiutera la

comprensione delle varie quantita). Si calcoli I'integrale definito f:l dfy/a — %. Prendendo

a = |p| e b # 0 l'integrale costituisce il calcolo dell’azione per la variabile 6 per il problema di
Keplero laddove p ¢ la stessa dell’integrale precedente

14.8 Calcolare foa dxe” senza far uso della funzione primitiva ma usando la definizione di
integrale di Riemann.

15.8 Dimostrare che una funzione f:(a,b) — R integrabile secondo Riemann ¢ limitata.

15.1.8 Siano f e g due funzioni definite sull’intervallo [a, ] e integrabili secondo Riemann.
Dimostrare che il prodotto fg ¢ anch’esso integrabile secondo Riemann

16.8 Sia data una funzione f(x) nulla per a < x < b e che assume valori arbitrari per a e b.
Mostrare che f e integrabile e che f; f(x)dx = 0.

Una funzione ¢ detta continua a tratti su un intervallo [a, b] se esiste una partizione a = z, <
r1 < T < ...T, = b tale che f sia continua in ogni intervallo z; < x < xk11, tenda a limiti
finiti f(x}), f(z7), f(z7),... f(z;) ed assuma valori qualsiasi nei punti z.

17.8 Mostrare che una funzione continua a tratti su un intervallo [a, b] & integrabile.

18.8 Sia g(z) > 0 una funzione continua a tratti e f;g(a:)da: = 0. Allora g(x) puo essere
diversa da zero solo su di un numero finito di punti. E chiaramente vero che se una funzione
¢ nulla tranne un numero finito di punti allora f; dzxg(z) = 0. Dedurne che, data una funzione
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f:]a,b] — R integrabile secondo Riemann e data f:[a,b] — R dove f(z) = f(z) tranne un
numero finito di punti, si ha fab dzf(x) = f; dx f(z). E vera la stessa affermazione se f(z) = f(x)
tranne una quantita numerabile di punti?

19.8 Dimostrare che se f(x) ¢ una funzione periodica su (—oo, +00) allora la funzione F(z) =
X N . . . . . .

fa dzf(z) puo essere rappresentata come somma di una funzione periodica e di una funzione

lineare.

20.8 Sia data f:(a,b) — R. Dimostrare che se f(x) ¢ integrabile anche |f(x)| lo ¢. Alternati-
vamente si trovi un controesempio. Si dimostri, ovvero si trovi un controesempio al fatto che se
| | & integrabile allora anche f lo ¢ . Sirisponda alle stesse domande nell’ipotesi che sia a = —oco
e/o b = 400 oppure nell’ipotesi che l'intervallo sia (a,b) ma f sia illimitata.

21.8***  Dare un esempio di funzione f:[—1,1] — R derivabile in (—1,1) per cui & vera la
seguente affermazione “non esiste alcuna funzione g(x) integrabile secondo Riemann e nessuna
costante a tale che f(z) =a+ [* dzg(z) per ogni z € [-1,1].”

Volendo scrivere in forma compatta si puo dire che la funzione costituente la soluzione del
problema, pur essendo ovunque derivabile, non é l'integrale della sua derivata ossia non vale la
formula ben nota f(x) = f(a) + [ dzf'(z).

Si dia, viceversa, un esempio di funzione integrabile che non e la derivata del suo integrale ossia
non in tutti i punti del dominio vale la formula - (f; dz f(z)) = f(z).

22.8 Sia data la funzione A(z) = ff dzf(z) che esiste per ogni z € [a,b] e sia ¢ un punto di
(a,b). Dire quale affermazione scritta a sinistra ne implica una o piu a destra.

i) f continua in ¢ vi) A continua in ¢

ii) f discontinua in ¢ vii) A discontinua in ¢
iii)f crescente su (a,b) viii) A convessa su (a,b)
iv) f'(c) esiste ix) A'(c) esiste

v)f’ continua in c x) A’ continua in ¢

23.8 D}gnostrare che ( . : ( "
™ s 2n 7 1-3--(2n—-3)-(2n—1) - 7 (2n—-1)!
I = [y "sin™ zdz =3 246 (2n—2)2n 2 (@n)ll

(@)

/2 . 2n41
Iypy1 = J, " sin

24.8 Integrando la disuguaglianza sin?" ™ 2 < sin?" 2 < sin?” ! z nell’intervallo 0 < z < 7 /2

ed applicando le 23.8 dimostrare la formula di Wallis (1656)
- 2242...(2n)2

_ 1 _ o0 1
5 = limp o0 1335 -(2n—1)2nt1) | e
n

25.8 Usare la funzione Fg(x) dell’esercizio 5.8 per dimostrare la esistenza di una funzione che
tende a zero in modo monotono ma tale che la sua derivata prima non ammette limite (se la
derivata ammettesse limite diverso da zero la funzione non potrebbe tendere a zero).

26.8 Si trovi l'errore nel seguente ragionamento: l'integrale |2, dtcos(cost) & zero in quanto
cos Yy ’
che I'integrando ¢ pari e dal fatto che nel dominio di integrazione esso e positivo.

sostituendo cost = y esso diventa fOO dy Che 'integrale non sia nullo lo si evince dal fatto

27.8 Sia data f:(0,+00) — R tale che sia derivabile con continuita sul suo dominio e tale che
lim, o0 f'(x) = +00. Si dimostri che la funzione non puo essere uniformemente continua sul
suo dominio.
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1
xm+1

28.8**  Si valuti I'integrale indefinito delle funzioni e ﬁ per n naturale (suggerimento:

si faccia uso dei numeri complessi e si usi la 3.1.2 6)

29.8** Data f:[0,400] — R continua nel suo dominio ed inoltre esiste lim f(x) = f(+00).

T—r+00
+o0 .
Sea > 0eb > 0 sidimostri che / flaz) — f(ba)

0 x
G.Frullani 1795-1834)

de = (f(400) — f(O))ln% (formula di

Si applichi tale formula per calcolare i seguenti integrali impropri dx,

+oo _—az™ —bz™

e — €

/ dz (n > 0).
0 xr

/+°° arctan(ax) — arctan(bx)
0 xr

30.8%* Data f:[0,+00c] — R tale che f ¢ continua nel suo dominio ed inoltre esiste

+oo +oo _ b b
/ de perogni A > 0.Sea > 0,b > 0, si dimostri che / flaz) = f(bx) dr = f(0)In—
A x 0 x a
+oo e—aT _ e—bm
e si applichi tale formula per calcolare i seguenti integrali impropri: / wa,
0
+oo . +oo : . +oo . o : +oo :..3
/ cos(ax) — cos(bx) i, / sin(ax) sin(bx) i, / bsin(ax) — asin(bx) d. / sin 2(33) .
0 z 0 T 0 z 0 T

31.8 Si applichino i risultati precedenti allo studio della funzione di due variabili data da

1 4423 3y—4x
=3y _ 43y
/ dt.
0 lnt

+oo (,—mx _ ,—nx)2
Calcolare / (e 26 ) dz [[B], pag.525 ex.54],
0 xr

"1-z do
Calcolare T l— [https://math.stackexchange.com/questions/280105/evaluating—int—Ol—fracl—xlx—frac—mathrm—
0 xlnx

dx-In-x?noredirect=1&lq= 1]

+o0 Ae—ax B —bx Ce—¢c®
31.1.8 Sea,b,c > 0dare le condizioni sufficienti per A, B, C tali che/ ¢ +toe e dx
0 x
converge e calcolare I'integrale [[B] p.472]
oo —x o0 —x :
1 _ _
31.2.8 Calcolare/ e —i—a;) cosa:dx’ / wm:,
0 x 0 X
+oo
1 1 dx
—1 - - = —axr __ ,—X i
[ @ v g - pree - e

X
Siano ay,...,a, > 0, Al,...,AneBl,..., n taliche Ay +...+A4,=0,B1+...+B, =0.
+oo n d
Calcolare/ Z(Ak(l_l’_akx)_i_ka)e—aka) ax
0 k

xr2
=1

32.8** Data una funzione f:[a,b] — R limitata poniamo w[f; a, 8] = sup, ,e(a.5 |f(2) = f(y)]
con |o, B] C [a, b] (Oscillazione della funzione nell’intervallo e, 5]). Dimostrare che:

la funzione f é integrabile secondo Riemann se e solo se infp Z;.Lzl wlfizj—1,z](xj—xj—1) = 0.
(2.8)

33.8*** S chiama oscillazione di una funzione f(x) in un punto ¢ Uespressione w[f;c] =

(2.8) Per quanto riguarda l’estremo inferiore si fa riferimento alle notazioni del libro di testo. D & l’insieme delle

partizioni dell’intervallo [a,b]
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inf[, gy w[f;, B], @ < ¢ < B. Dimostrare la seguente affermazione Una funzione limitata f(x)
¢ integrabile su [a,b] se e soltanto se per ogni € > 0 e per ogni & > 0 l’insieme dei punti c
tali che w(f;c|] > € appartiene alla unione di un numero finito di intervalli la cui somma delle
lunghezze non supera § (Criterio di Du Bois—Reymond). Per coloro i quali conoscono la “misura
di Peano—Jordan” si puo dire: Una funzione é integrabile secondo Riemann se e solo se V¥V € > 0
ha misura di Peano—Jordan nulla l'insieme dei punti nei quali la oscillazione della funzione é
maggiore od uguale a €

34.8*%** Dimostrare che: una funzione f limitata in [a,b] é integrabile secondo Riemann se e
solo se per ogni 0 > 0 l'insieme dei punti di discontinuita di f appartiene alla unione finita o
numerabile di intervalli la cui somma delle lunghezze non supera § (Criterio di Lebesgue)

35.8*%** In base ad almeno uno dei criteri appena enunciati stabilire che la funzione dell’eser-
cizio 6.5** ¢ integrabile secondo Riemann mentre la funzione che vale 1 sui razionali e 0 sugli
irrazionali (funzione di Dirichlet) non lo &

36.8 Utilizzando il Teorema 8.10 si calcoli il seguente integrale fO% dxIn(t? —sin® z), t > 1 (non
¢ possibile trovare la primitiva)

I prossimi esercizi riguardano un argomento a volte trascurato per motivi di tempo nei corsi di
Analisi I e II. L’argomento puo sommariamente intitolarsi “passaggio al limite sotto il segno di
integrale improprio”, “derivazione sotto il segno di integrale improprio”, “scambio dell’ordine di
integrazione per integrali doppi”. Per presentarlo facciamo riferimento al capitolo 8.7 ed ai Teo-
remi 8.10 - 8.11. Il problema che vogliamo studiare e esattamente quello affrontato nel capi-
tolo citato con la significativa differenza che stavolta la = di f(z,y) varia in un insieme illimitato
(supponiamo [a,+00)). Ripercorrendo le dimostrazioni dei teoremi 8.10-8.11, ci si accorge
che le conclusioni (tesi) non sono piu a cosi buon mercato in quanto viene meno la uniforme
continuita della funzione nel suo dominio bidimensionale che stavolta ¢ illimitato. Vogliamo il-
lustrare con un esempio che il problema e reale e non immaginario. Si considerino le due funzioni
G(y) = fol dzsin(z?y) e F(y) = 0+oo dz sin(z?y); G(0) = ¥(0) = 0. Alla prima si applicano le
considerazioni del Teorema 8.10 e quindi lim,_,o G(y) = fol lim, 0 sin(2z?y)dx = 0 (si & passati
al limite sotto il segno di integrale). Si noti che la funzione G(y) € sconosciuta, per lo meno nella
pretesa di scriverla in termini di un numero finito di funzioni note ed infatti di essa vogliamo
sapere soltanto il limite in questione e nient’altro. Per quanto riguarda la funzione F'(y) abbiamo
f0+oo lim, 0 sin(2?y)dxz = 0 essendo l’integrale di una funzione identicamente nulla. Del resto

cambiando variabile x2|y| = 22 si ha |y‘ \/l_ f dzsin 2% ed essendo l'integrale convergente
Yl

(vedi I'esercizio 2.8**) ne segue che il limite per y che tende a zero vale +00 oppure —oo a seconda

2 a condizione che I'integrale sia non nullo (fatto questo che dimostre-

del segno di % f0+oo dx sinx
remo dopo). La contraddizione nasce esattamente dal fatto che non si era autorizzati a passare

al limite dentro I'integrale ed a scrivere quindi f0+oo lim, 0 sin(z?y)dz. E opportuno notare che

se avessimo eseguito gli stessi calcoli per la funzione G avremmo ottenuto —— = [V ! g sin 22

\/my\ 0
ed in modulo si pud maggiorare |\/7 o fo\/lj drsinz?| < \/7 f\/m doe 2 = % \/7|y

limite y — 0 si ha esattamente zero. Per il Teorema 4.3 il limite deve essere zero. Dunque con
la funzione G non si cade in contraddizione e si puo passare al limite sotto il segno di integrale.
Come si sara notato, la differenza dipende dal fatto che in un caso la x varia in un dominio
limitato mentre nell’altro caso no.

1>/2 e nel

. +oo . 2 . ye 1 . 2 +oo . 2
Mostriamo ora che fo sin x®dx # 0. Spezziamo l'integrale come fo dxsinx® + fl dx sinx”.
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Eseguiamo la sostituzione nel secondo integrale ed otteniamo f . dz ;‘\‘}f ed integrando per parti

si ha fo dx sin :L'2+ cos T ‘+oo % Smié’/g }JFOO +2 f+°° dx S‘;“/fj L’ultimo integrale € maggiorabile con %

avendo magglorato \ S‘,?/ﬁ | < # A questo punto I'integrale diventa <3 1 —|—% sin 1+ fol dxsinz?+1

dove |I| < 4 7 € la somma ¢ minorabile con <% Lpes % sinl+ [, dzsin 2% — i che e positiva essendo:

1) folda;sina:2>0, 2) cos1+sinl > Vcos?1+sin?1=1, 3)cosl> 0.

Per quanto concerne la derivazione sotto il segno di integrale si considerino le stesse funzioni di

prima e chiediamoci per quali valori di y valgono le uguaglianze (per F(y) va escluso y = 0 non
essendo la funzione ivi continua) d%G(y) = fol dx% sin(x?y) e %F(y) = +OO dziL SlIl(.’E Y)
per y # 0. Consideriamo y > (0. Per quanto riguarda G cambiamo varlablle come prima

ed otteniamo G’'(y) = dcé NG foy Su\l/—\/_da: che puo essere derivata tranquillamente ottenendo

Y siny/x 1 siny
4y3 73 fo “dx + NIV Sempre nel primo integrale, se derivassimo dentro il segno di in-

tegrale appunto, avremmo fo dx cos(x?y)x? ed eseguendo la sostituzione 22y = t si avrebbe
21{%/2 f(f dt v/tcost ed integrando per parti si riottiene l’espressione precedente. Dunque in
questo caso si puo derivare sotto il segno di integrale. Per la funzione F'(y), nel primo caso si

. . 400 sin \/_
ottiene F'(y) = dy2\/_f
gente grazie ai teoremi scritti per la rlsoluz1one dell’esercizio 2.8**. Nel secondo caso, derivando
sotto il segno di integrale si ha 3 3 57573 fo Vx cos x. Lintegrale & pero divergente come mostra
la seconda parte della proposazmne 2.8.1 pag.24 e quindi la derivata non puo essere eseguita.
Esattamente come prima la contraddizione nasce dal fatto che non si era autorizzati a derivare
sotto il segno di integrale.

. . .. . + .

Una volta capito il problema ci si pone la domanda: Dato l’integale fa Fdaf(x,y) = Gly),
quali condizioni si possono imporre sulla funzione f e sul dominio [a,400) X [c,d] affinché sia
possibile passare al limite lim,_,, 1y, € (¢, d) sotto il segno di integrale?
Identica domanda ci si pone circa la derivazione sotto il segno di integrale.

“dz che certamente ¢ ben definita essendo 'integrale conver-

Per quanto concerne lo scambio degli integrali ci si chiede se e valida la formula

LA Fayydybde = [ f(a,y)de)dy.

Che anche in questo caso non sia vero in generale lo si constata osservando che
I CEmL dz}dy = —1 mentre [] {/ o dy}de = —

Nelle prossime righe cercheremo di rispondere alle tre domande poste innanzi e cio verra fatto
attraverso 3 teoremi (2.8, 4.8, 5.8). Prima pero abbiamo bisogno di fare una una breve digres-
sione sulle successioni di funzioni uniformemente convergenti.

Cosa € una successione di funzioni & noto a tutti. Ad esempio si prenda la successione { f,,(t)} =
{t"}, 0 <t <1 en intero positivo o nullo. In altre parole per n = 0 I’elemento della successione
¢ dato dalla funzione identicamente uguale ad 1 e quindi fy(t) = 1. Se n = 1 abbiamo fi(t) =t

e via dicendo. La successione ¢ quindi data dalle funzioni (1,¢,¢2,¢3,...,t"...). Per ogni valore
di t = t, abbiamo una successione numerica data da (1,t,,t2, tg, ..., tr...). Chiediamoci ora a

cosa tende la successione {f,(t,)} per n — +oo ed al variare di ¢, € [0, 1] (si fissa t e si manda
n all’infinito). Ad esempio prendiamo ¢, = 0 ed osserviamo che {f,(0)} = (1,0,0,...,0,...); ne
concludiamo che f,,(0) — 0 per n — 0. La convergenza a 0 di f,,(0) si puo ovviamente codificare
attraverso la definizione usuale ossia V ¢ I n. t.c. n > n. = |f,(0)| < € e dalla forma di {f,(0)}
viene fuori che n. = 0.

Se t, € [0,1) ci si convince che il limite fa ancora zero (tf — 0 per n — +00) ed inoltre
(ovviamente) V e 3 ngy, t.c. n > ney, = |fn(to)] < €. Volendo trovare (od il piu delle volte
dare una stima) di n.;, si ha t? < ¢ = nlnt, <lne = n > 2 da cui n.y, = [{25] + 1 ed

Int,
effettivamente rimane la dipendenza da t¢,. Salta immediatamente agli occhi dello studente/ssa
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accorto/a che se t, — 1 il precedente conto perde di significato. In altre parole n.;, — +oo per
to — 1. In Analisi questo fatto si codifica dicendo che la successione { f,(t)} non é uniformemente
convergente in |a,1) per qualsiasi 0 < a < 1. Per t = 1 la successione converge sempre ma al
valore 1 ed n. ¢ zero per ogni €. La funzione costituente il limite della successione di funzioni e
data da

0 t#£1

F(O) = i £ (1) = { R

Si noti che mentre le funzioni f,(¢) sono tutte continue in [0, 1], la funzione f(t) ¢ discontinua
per t = 1. La figura forse aiutera la comprensione

/¢

n=0 n=2
N
Y
4(\1
n="17
=t

A questo punto possiamo dare la definizione di successione uniformemente convergente.
Definizione Data la successione { f,(x)} con x € E (E C R insieme arbitrario) supponiamo
che per ogni x € E si abbia il limite per n — 400 di f,,(x). Definiamo f(z) = lim,— oo fn(2).
La successione {f,} si dice uniformemente convergente su E ad f(z) seV e >0 3 n. t.c. n >
ne = |fu(x) — f(x)| < eV z € E (n. va bene per tutto E).

Come conseguenza possiamo scrivere che la successione e uniformemente convergente se n >
ne = sup,ep | f(2) — fu(z)] <e.

e Dire se la precedente serie di funzioni converge uniformemente nell’insieme [0,1/2] U {1}

e Sia data la successione di funzioni {f,(z)} f.(x) = z/n, x € R. Dire se la serie converge ad
una qualche funzione e stabilire il tipo di convergenza.

Uno dei teoremi che ci servono per studiare gli argomenti che hanno originato questa digressione
¢ dato da

Teorema 1.8 Se la successione { f,(x)}, x € E di funzioni continue converge uniformemente in
E alla funzione limite f(x) allora f pure é continua in E.

Dimostrazione Dato z, € E dobbiamo mostrare che V ¢ > 0 3 0. 5, t.c. |z — xo| < 0c 0, =
|f(l’) _f(xo)| < e. Scriviamo allora f(x>_f($o> = f($>_fn(x>+fn(x) _fn(xo)+fn($o>_f($0>
ed osserviamo che:

)V g3dn.ten>n. = |f(z)— fu(z)| < 5 per la convergenza della successione di funzioni
per ogni x € F

2)V 5 >03 6 z,n tc |2— 20| <bcz, = |fu(x) — fr(w,)| < 5. per la continuita di ciscuna
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3)V s 3dnlten>nl = |f(x,)— fu(zo)] < § per la convergenza della successione di funzioni
come prima. Osserviamo pero un fatto importante: n. = n. a causa della uniforme convergenza
e quindi I'n di f,(x) puo essere lo stesso di f,(x,)

Sommando le tre quantita se ne conclude che Ve > 0 3 6. 5, t.c. |[x — 20| < 0cn, = |f(x) —
f(z,)] < e. come volevamo.

Osservazione: i) nell’esempio esplicito di prima la funzione limite non era continua e quindi la

convergenza non poteva essere uniforme. Infatti la formula n.; =1+ [llr?f ] dice esattamente

questo ii) il ¢ di 2) dipende da anche da n e tale dipendenza rimane

A questo punto torniamo all’integrale improprio F'(y f def(z,y) y € S = [c,d] e diamo la
seguente definizione (di qui fino all’esercizio 36.1.8** escluso & materiale preso dal libro G.E.Silov
Analisi Matematica, funzioni di una variabile edizioni mir 1978)

Defnizione 1.8 L’integrale improprio che converge per ogni valore di y € S & uniformemente
convergente su S se: Ve >0 d n. t.c.p>n. = \f;oo flz,y)dz|<eVyesS

Sia {hy} una successione tale che hy " 400 e consideriamo la successione di funzioni {Fj(y)}

dove Fi(y) = fa+ “daf(z,y); Fe(y) — Fi(y) = f:::; dzf(z,y) con k < l. Dalla definizione di
integrale uniformemente convergente se k,l > k, allora sup,cg |Fi(y) — Fi(y)| < 2¢ che ¢ come
dire che la successione di funzioni {Fj(y)} converge uniformemente su S

Possiamo ora enunciare e dimostrare I’analogo del Teorema 8.10, formula 8.35

Teorema 2.8 Sia f(x,y) uniformemente continua in [a,a + h] x S per ogni 0 < h < oco. Se
lintegrale f dz f(x,y) é uniformemente convergente su S allora la funzione F(y) é continua
su S.

Dimostrazione La successione {Fy(y)} € costituita da funzioni continue per y € S in quanto
sono verificate le ipotesi del Teorema 8.10. Se l'integrale converge uniformemente allora la
successione converge uniformemente su S e per il Teorema 1.8 la funzione limite F'(y) € continua
su S.

Essendo F'(y) continua si ha lim,_,, fa+oo def(z,y) = limy,,, F(y) = F(limy_,, y)

f;roo dxlimy_,, f(z,y) = faoo dx f(z,y,) ossia si & passati al limite sotto il segno di integrale.

Come si vede dall’enunciato del precedente Teorema, la condizione (sufficiente) che serve per
passare al limite dentro l'integrale e costituita dalla uniforme convergenza dell’integrale. Nel
prossimo teorema diamo una condizione equivalente alla uniforme convergenza. L’utilita della
condizione equivalente risiede nel fatto che essa introduce al criterio piu usato per stabilire la
uniforme convergenza di un integrale improprio ossia il criterio della maggiorante integrabile.
Teorema 3.8 L’integrale f dxf(z,y),y € S, converge uniformemente (secondo la definizione
1.8) su S seesoloseVe>03dntcp>nqg>n= |f;da:f z,y)| < eVyeS (Criterio di
Cauchy)

Dimostrazione

= L’ipotesi ¢ che l'integrale converga uniformemente. Prendlamo due valori p > n. e
q > ne q > p tali che |f+ood33f(33 Yyl < 5e |f+ood33f(33 y)| < £. Essendo |fquf (x,y)] =

“+oo
1/, dxf(x,y)—f dxf(xy|<|f dxfxy|-|—|f dxf(as,y)|§§+§—6daculla
tesi
< Stavolta ipotesi e Ve >0 dn. t.c. p>n.,q > n. = |f; def(x,y)| <eVye€S. Avendo
VY q > n. si puo eseguire il limite per ¢ — 400 da cui la tesi.

Il criterio di Cauchy ¢ alla base del seguente corollario.

Corollario 1.8 Se la funzione f(z,y) del precedente teorema verifica la maggiorazione
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|f(z,y)| < g(z) e f;oo drg(x) < oo allora l'integrale fa+oo dzf(x,y) é uniformemente con-
vergente rispetto a y € S

Dimostrazione | qu drf(z,y)| < qu dzrg(x) per ipotesi. Inoltre il criterio di Cauchy di con-
vergenza degli integrali impropri enunciato nella Proposizione 2.8.2 fa si che per ogni p > n.,
q > n. si abbia |f; drg(x)| < e.

Poiché lim, o F(y) # fo lim, o sin(z?y)dr = 0, il Teorema 2.8 ci dice che l'integrale

f0+ sin(z2y)dx non puo essere uniformemente convergente per y € [—a,a] con qualsiasi a > 0
perché se lo fosse potremmo passare al limite y — 0 sotto il segno di integrale ed invece sap-
piamo che tale passaggio conduce ad una contraddizione. Usiamo il Teorema 3.8 e facciamo
vedere 3 e >0tec.Vnip>n q >mn,y €5, tc |f; dx sin(z?y)| > €. Infatti Uintegrale F(y)

si puo riscrivere come * dx sin z2. Dato un intero n qualsiasi prendiamo p,, = /27k,,
1/ Iyl 0

Gn = 21k, + 7 (ky mtero) tali che p, > n e ¢, > n. L’integrale qu” dxsinz? ¢ una quantitd
che chiamiamo I, positiva che tende a zero per n — +o0o (perché). A questo punto troviamo
quel y, tale che —fo— > ¢ ossia |y,| = (£)? e quindi I'intgrale che definisce F(y) non & (né

Vvl ;

poteva essere) uniformemente convergente.

Studiamo ora la questione della derivazione sotto il segno di integrale improprio. Abbiamo il
seguente Teorema

Teorema 4.8 E data la funzione F(y) = f+oo dasf(a: y) dove y € S = [c,d] se: 1) fy(x,y) &
continua in [a,a+ h] X S per ogni h > 0 ii) f dx f,(x,y) converge uniformemente rispetto

ad y € S allora F(y) ¢ derivabile rispetto ad y ed inoltre vale 'uguaglianza 2 1 f def(x,y) =
f dz5, Dy f(z,y)

Va notato come per la prima derivata dell’ultima riga si usa la notazione relativa alle funzioni
di una variabile mentre nella seconda si usa la notazione per funzioni di due o piu variabili. La
cosa non & casuale in quanto nel primo caso, essendo f(x,y) integrata rispetto ad z, rimane una
funzione (F'(y) appunto) di una sola variabile. Nel secondo caso invece l'integrale viene dopo
I’esecuzione della derivata e quindi e giusto usare I’altra notazione.

Per la dimostrazione facciamo uso di un Lemma che a sua volta fa uso di un altro Lemma sulle
successioni uniformemente convergenti che ¢ il seguente

Lemma 1.8 Data la successione di funzioni integrabili {z,(t)} t € [a, b] che converge uniforme-
mente su [a,b] ad una funzione g(t). Allora la funzione g(t) ¢ anch’essa integrabile ed inoltre

vale la uguaglianza fab dtg(t) = f; dtlimy, 1 oo Tn (1) = limy, 4 oo f; dtz,(t)

Lemma 2.8 Sia data {x,(t)} t € [a,b], una successione di funzioni derivabili con derivata
continua in (a,b) e convergenti in almeno un punto t, € [a,b]. Supponiamo che la successione
{z],(t)} delle derivate converge uniformemente su [a, b] ad una funzione g(t) (continua). Allora
la successione {z,(t)} converge uniformemente su |a,b] ad una funzione x(t) che é derivabile
con continuita e tale che x'(t) = g(t) = lim,,_, 1 o ().

La dimostrazione dei due lemmi verra data dopo la prossima.

Dimostrazione del Teorema 4.8 Definiamo F,(y) = f:+h" dxf(x,y). Ciascuna F),(y) ¢ definita
sull'insieme limitato [a,a + hyn] x S ed inoltre, essendo gz 9 f(x,y) continua sull'insieme dato,

verifica le ipotesi della seconda parte del Teorema 8.10 e si ha F) (y) = % ;Jrh" def(x,y) =
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faa+h" dr - 9 S f(@,y). Quindi abbiamo definita la successione {F,(y)} attraverso la derivata dentro

l’integrale Per ipotesi la successione {F)(y)} converge uniformemente sull’intervallo [c,d] e
{F,(a)} converge sempre per ipotesi. Il Lemma 2.8 implica che la successione F,(y), converge
uniformemente sull’intervallo [c, d|, ad una funzione che chiameremo F'(y). Sempre il Lemma
2.8 implica che F(y) e derivabile e F’(y) = lim,, 4o fa+h
derivato sotto il segno di integrale.

" daja f(x,y) che & come dire: si e

Dimostrazione del Lemma 2.8 Per il Teorema fondamentale del calcolo, usando il fatto che x,,
e derivabile con continuita, si ha z,(t) — ft 7)dT. Per il Lemma 1.8 la successione

di funzioni {x,(t) — x,(t,)} converge unlformemente sull mtervallo [a, b] ed inoltre, per ipotesi,
la successione numerica {x,(t,)} converge (essendo numerica non ha senso dire uniforme). Di
conseguenza la successione {x,(t)} converge uniformemente ad una funzione che chiameremo

x(t). Passando al limite nella uguaghanza Tp(t) — ft 7)dT ed applicando di nuovo il

Lemma 1.8 (dove?) abbiamo z(t ft dT Dunque ﬁno ad ora abbiamo dimostrato
che esiste la funzione z(t) = 11r1r1n_>4roo xn( ). Per concludere il Lemma dobbiamo far vedere che
e derivabile e che la sua derivata coincide con g(t).

Essendo ¢(t) continua, la funzione ftto drg(T) & derivabile e quindi & derivabile anche la funzione
x(t) e quindi vale la uguaglianza x’(t) = g(t) = lim,—, 4o 2/, (¢).

Dimostrazione del Lemma 1.8 La ipotesi ¢ che la successione di funzioni integrabili {x,(t)}
converga uniformemente in [a,b] ad una funzione g(t). Come prima cosa vogliamo mostrare
che g(t) e integrabile e quindi dobbiamo far vedere che per ogni £ > 0 esiste una partizione
II. v dell'intervallo [a,b] tale che Zf\]:l(Si —8i)(ti — tic1) < € (Si = supy, <<y, 9(t) €
S; = inftz <t<t; g(t)). Per definizione di estremo superiore ed inferiore si ha V¢ > 0 3 ¢! €
[ti1,t;] te. Si—e < g(tf) < S;eVe>03t € [tim1,ti] te. 83 < g(t;) < s; + . Essendo le
funzioni z,,(t) 1ntegrablle sono limitate e quindi S; s; sono ambedue limitati. Quindi esistono
due punti ¢F e ¢; tali che S; < g(tf) +c e s; > g(t;) —e.

Essendo {z,} uniformemente convergente abbiamo che Ve’ > 0 3 n. t.c.n>no = g(t)—¢' <
xn(t) < g(t)+ €'Vt € [a,b] e quindi abbiamo S; < x,(tf) + e+ ¢ s; > x,(t;) —e — €.

Da cio segue che val(S‘ —si)(ti —tic1) < Zivzl(xn(tf) — xn(t;) + 26 + 28 (t; — tim1) <
SN (M —m{™) 4 26+ 26) (1 — ti-1).-

( )

Mi(n) =8Up;, | <i<t, Tn(t), m; ~ =infy,_ <4<y, ©,(t); La integrabilita di x,(t) implica che V " >

= H(s”,No) t.c. Zz 1(M(n) (n))(t - tl 1) < 6” (§ quindi Zi\]zol(sl - Si)(ti - ti—l) <
e” + (b—a)(e +¢') e quest’ultima quantita puo essere presa piccola a piacere. g

Osservazione La uniforme convergenza entra in S; < x,,(t7)+e+¢’, s; > x,(t;) —e—¢’ laddove
la n ¢ la stessa.

Veniamo ora alla questione dello scambio dell’ordine di integrazione per integrali doppi. In
questo caso abbiamo il

Teorema 5.8 Sia data f(z,y) continua nell’insieme [a,a + h] X [¢,d] h > 0. Se
Iintegrale fa+oo drf(x,y) € uniformemente convergente per ¢ < y < d allora la fun-

zione F(x) = fcd f(x,y)dy ha un integrale convergente sull’intervallo [a,+o00) ed inoltre
d 0o 00 d
JEdy S Fayyde} = [ de{ [ f (. y)dy)

Dimostrazione Costruiamo la successione di funzioni {F,(y)} v € |[¢,d] dove F,(y) =
fs+h" dxf(z,y). Per ipotesi F,(y) converge uniformemente su [c,d] ad F(y) e quindi per il
Lemma 1.8 si puo integrare mantenendo la convergenza ossia fcd dyF,(y) — f dyF(y) =

fcddy{fa+oo dasf(as,y)}. Del resto fcddyFn(y) = f;Jrh" dx{fcddyf(x,y)} (ci vuole un teo-
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rema sullo scambio di integrazione per integrali di Riemann) e quindi lim, . fcd dyF,(y) =
. a+t+hy d 0 d
hmn_H‘OO fa+ dw{fc dyf(.’lf,y)} - fa+ dm{fc dyf(fl),y)}

Col Teorema 5.8 si dimostra anche il Teorema 4.8. Infatti scriviamo

— oo +OO "
F(y-i—h})b F(y) :%/a (f(a;,y+h)—f(w,y))d$=%/a (/y 3% o )d§>dx e

1 y+h too 9 +o0
:E/y dy/a o€ (x{dxh_)()/ ,y)dx

36.1.8** Si dimostri che [)" x sin(2® —ax)da converge per ogni valore di a. Successivamente si

studi I'uniforme convergenza dell’integrale al variare di a nei reali. [[WW] pag. 81 dove lo si attribuisce

a de la Vailée Poussin. Si utilizzi la formula 3 f xsin(‘r3—ax)d‘r:—(%+#) cos(m3—ax)—f(g%2+mi4) cos(z® —ax)dz+
2 sin(z® —ax

oy EHER.

x

. . —ia (3 _ <
36.2.8** Es: Dimostrare che l'integrale f0+oo e¢ (@) dg & uniformemente convergente
nell’intervallo (—g, %) ([WW] pag. 81 dove lo si attribuisce a Stokes)

37.8** Utilizzando quanto scritto pr1ma del precedente esercizio si calcoli fo *d dr®2T (sugge-

+o00 _
rimento: si definisca la funzione F'(a f dre~ 3BT o verifichi che I'integrale & uniforme-

mente convergente per a > 0. Si VeI'IﬁChl che fo e~ “sinzx € uniformemente convergente per
a > a, > 0 e poi si proceda come nel precedente esercizio; anche in questo caso non ¢ possibile
trovare la primitiva utilizzando i metodi tradizionali. Attraverso la teoria dell’integrazione di
funzioni di variabile complessa si trovera un altro modo di arrivare allo steso risultato.)

38.8** Dimostrare che l'integrale +OO %{mﬁtdt (0<a<1,0<p <1) converge uni-

formemente rispetto ad a per 0 < « § 1 ed utilizzando il Teorema 5.8 calcolarlo.
R
39.8 Calcolare e *(l—e")—, a>—1. [[B] pag.520]
0 xXr

40.8*%** In relazione agli esercizi 22.1.5%**, 24.1.5, 53.5, supponendo che esista un insieme,
detto C, che verifica le seguenti proprieta: 1) C' ¢ compatto 2) & non numerabile  3) nessun
intervallo & sottoinsieme di C, si dia un esempio di funzione per la quale T'(f) ¢ costituito da
una infinita non—numerabile di punti (diciamo 7) “dati da veri flessi”. In altre parole si chiede
che esista T € Dom(f) tale che f'(T) = 0, che esista un intervallo (a,b) tale che a < z < b
e f'(x) > 0 per x € (a,b)\{T} e che l'insieme dei punti § per cui ¥ = f(T) € una infinita
non—numerabile. Si suppone che C' C Dom(f)

41.8** Data una funzione f:[a,b] — R integrabile secondo Riemann. Dimostrare che
I'insieme dei punti di continuita & ovunque denso (+-8)

42.8*%* Data una funzione f:(0,1] — R monotona tale che fol x®f(z)dz esiste. Allora
lim, o+ 22t f(z) =0 ©-8)

43.8** Dimostrare che se una funzione f:[a,b] — R ammette derivata integrabile secondo
Riemann allora ¢ derivabile la funzione ff dyf'(y) e la sua derivata ¢ f’(x). Se supponessimo

(4.8) Dal libro G.Polya—G.Szegd Problems and Theorems in Analysis I Springer—Verlag Ed. pag.77 n.108
(5.8) Dal libro G.Polya—G.Szegd Problems and Theorems in Analysis I Springer—Verlag Ed. pag.77 n.112
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che f’(x) & continua in [a, b] sarebbe conseguenza del teorema fondamentale del calcolo pag.363
del libro di testo

44.8** Siano date le funzioni degli esercizi 6.5** e 63.5***. Si dica in quali punti ¢ derivabile
la funzione F(z) = [ dyf(y) e se & una primitiva della funzione f(x)
flz) _

45.8* Siano date due funzioni continue f,g:[a, +00) tali che lim, 1 o @ = 1. Dimostrare

ovvero confutare con un controesempio che se esiste faoo f(x)dz allora esiste pure faoo g(x)dz

46.8* Si dia un esempio di funzione integrabile secondo Riemann ma monotona in nessun
intervallo. Al contrario se una funzione ¢ monotona e limitata in un intervallo allora € integrabile
secondo Riemann.

47.8** Sia f:]0,+00) — R una funzione continua e non—negativa tale che 0+oo dz f(x) = +00.

Allora esiste zq tale che EZ:{ (kxg) = 400. [da: 1) K.L.Chung — A.M.M. Vol.64, No.7 (Aug.-Sept., 1957),
510, 2) K.L.Chung; A.R.Hyde; N.J.Fine A.M.M. Vol.64, No.2 (Feb., 1957), 119-120. Vedi I’Appendice sul Teorema

di Baire per una soluzione alternativa]

48.8*%* Se f(x) \, 0 e I'integrale f+oo f(x)dx converge, allora converge pure f+oo xf'(x)dz. |

da [B] pag. 514]. Si veda pure il capitolo sulle serie dove ¢ trattata la relativa controparte |

1) Si trovi una funzione positiva f tale che: 1) f — 0in modo non monotono, 2) f+oo f(z)dz <

+OO / .

oo, [ xf(x)dx non converge ad un numero finito.

2) Si trovi una funzione non negativa f tale che: 1) f N\, 0, 2) f+oo flz)dz = 4o0,
+oo / .

[T zf'(x)dx converge ad un numero finito

49.8*%**  Dimostrare che esistono funzioni f:R — R e g:R — R derivabili tali che f’¢’
non ¢ una derivata. [Suggerimento: usare la proprietd di Darboux delle derivate e volendo ’esercizio 22.5]. B
I’esercizio E3329 in American Mathematical Monthly vol.98, No.3.(Mar.,1991), pp.267-268. Va detto che la soluzione,
qui riportata, & a sua volta ripresa da una soluzione analoga data da Witold Wilkosz, “Some properties of derivative
functions”, Fundamenta Mathematicae,2 (1921), 145-154]. B doveroso ricordare che Wilkosz fu ucciso dai nazisti
nel 1941 (vedi http://www.mat.uniromaZ2.it/ perfetti/eserci/funmat.jpg). Sullo stesso argomento si pud vedere il
bell’articolo di A.M.Bruckner, J.Marik, C.E.Weil “Some Aspects of Products of Derivatives”, American Mathematical
Monthly, vol.99, Issue 2 (Feb.., 1992), 134-145]

e [’esercizio mostra che la classe delle derivate non costituisce un’algebra.

dx

50.8 Utilizzando metodi del tutto elementari, trovare al variare di n il valore di fO% Trtar™ 3

(non servono le derivate).

51.8** Ks: Sia data una funzione F(x) > 0 integrabile nell'intervallo [0,a] tale che
(fg Fdz)? > f(f F3dz. Dimostrare che [J'(F — z)*dz < %—3 [} Vesercizio 78-18 di A.Meir in SIAM
Review vol.21, No.4.(Oct.,1979), pp.567f568.]

52.8* Calcolare fol { % }d[L’ € fol { % } { ﬁ }dl’ [problema U21 di Mathematical Reflections n.4 2006,]

53.8* Sia data una funzione continua f:[0,1] — R non negativa, concava e con f(0) = 1.

Dimostrare che 2 fol 2’ f(z)dz + 5 < (fol f(x)dz)? [& il problema num. 11133 pubblicato da American
Mathematical Monthly]

54.8** Sia data la funzione f:[0,1] — R tale che ammette limite in ogni punto. Dimostrare
che la funzione e integrabile secondo Riemann. [da R.Glenn American Mathematical Monthly vol.77,
No.4.(Apr.,1970), p.411-412] problem 5667
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55.8** Sia C, defy + 5 —|— + ...+ % — Inn. Dimostrare che C,, — Cs,, = fo "z 14 [B] p.526]

+x

56.8** Sia f' 7 +o00. Allora fo sin(f(x))dx e f cos(f(z))dx convergono. Si veda pure
I’esercizio 2.8**. La sola ipotesi f " 400 Certamente non basta come si vede prendendo f(z) =z
[da [B] p.514. Si veda l’esercizio 2.8].

e Si dia un esempio in cui f — 400 in modo non monotono e l'integrale f0+oo sin(f(x))dx
diverge. [Si veda http://Www.rsme.es/gacetadigital/abrir.php?id:997]

e Dimostrare inoltre che f0+oo sin(ef®) f'(x)dx converge non appena f’ tende a +oo

e Dimostrare lo stesso risultato con cos(e/(*)) al posto di sin(e/(®)) ovvero trovare un con-
trosempio.

57.8*%* Data una funzione f: [0, +00) — R uniformemente continua e tale che f0+oo fdx esista
come integrale improprio, dimostrare che lim,_, ., f(xz) =0

nm

+o0 : 400 _:
58.8 Dimostrare che lim —(2n+1)7r/ MY jr =1eche lim 2n7r/ T e =1
n—+00 @2n+1)r L n—++oo 2 X

[da: A.E.Livingston A.M.M. Vol.61, No.4 (Apr., 1954), pp.264-265, Problem n.4518|

. Cqe e s . . x+1 . N
59.8** Per z > 0 dimostrare la veridicita o meno della maggiorazione | [7 " sin(¢?)dt| < 5 [
il problema num. 79 della rivista “Crux Mathematicorum”. A pag.292 del libro di D.Mitrinovi¢ “Analytic Inequalities”,

si trova la disuguaglianza ma con 2/z invece di 2/z?]

60.8*** Js: Si provi a risolvere qualcuno dei seguenti “spettacolari” integrali dovuti a
GHHardy [G.H.Hardy Messenger of mathematics vol.40, May 1910—April 1911]

1) /+Oos1nxsm<i)ja%, 2) /Jroocosx(cos%z)%, 3) /+Oosinx<s1nﬁ_2>;ij_
0 0 0

2\ d
)_x (3) e 4) si ottengono cambiando z con 5%/x)

4) /+oocosxcos<% oz
0

Derivando rispetto a [ si ottiene
dx +oo dx
) 6) / cosxsin(6—> ——, e cambiando di nuovo z con 3?/x
O X

5) /0+Oosmxcos(62 E oz
si ottiene 7) /+OO COS T sm(52> P 8) /+0<> smxcos(ﬁz) xcf;;_
0 0

Sommando e sottraendo si ottiene

9) /()+Oocos<x + %)%, 10) /()Jroocos(x — %2)%, 11) /0+0081n<3: + %2>ﬁ’ 12)
/01: sin(a: ;;)\j/%, 13) /49:0 cos(a: —;2521%/, 14) /0+OO cos(m — 6—2) i 15)
/0 sin(w-}—;)%, 16) /0 sin(w—?)ﬁ,

2

b a b a
. e +e e’ —e ath
61.8 Dimostrare che > >e 2
2 b—a
oo 2 1 Foo 2
62.8 Si calcoli / e " 732 dz (bisogna usare / e~ " dr = \/7) [M.L.Glasser Mathematics of
— 0o —00

Computation vol.40, num.162, April 1983, pages 5617563]

dx [M.L.Glasser Mathematics of Computation

+oo (22 +a+b)?
. i calcoli
63.8 SlC&COl/_OO @t a2 0?1 (20 +a+0b)

vol.40, num.162, April 1983, pages 561-563]

23/dicembre/2021; HEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 15



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

+o0 —a21(z—b)2 +oo —a a:(a: b)2
64.8 Si Calcolino/ e @12 (dre Vre @=D% dx [M.L.Glasser Amer. Math. Monthly vol.93,
0 0
num.3, Mar., 1986, pages 218-219)

65.8 Si calcoli / g(z)sinzdz dove g(x) = arccos(ﬁ), 0 < g(x) < 7 e [DKLee
0

Amer.Math. Monthly vol.99, num.10, Dec., 1992, pp.9647966]

1 1 m—1
1
66.8* ¥ kxxx Qs Sia dimostri che / / {7} dxy...dv, =1— L >1
0 T1To L, Pt k!
o " (Ink)™ " (Inz)™ L . (Ink)™  (Inn)mt? o
dove v = nllgir—loo ( g — ; de = ngrfoo ,;_1 I | [Loesercizio

& preso da: http://www.siam.org/journals/problerns/downloadﬁles/07-002s.pdf]

67.8 Sia f(x) continua su [0 1] tale che fol f(x)dz = 0. Dimostrare che per ogni c reale esiste
€ (0,1) tale che ¢ [ f(x)dz = f(x.)

68.8 Sia data una funzione f: [0, 1] — R derivabile tale che f’(a) = f'(b). Allora esiste ¢ € (a, b)

tale che 711(02:2(”) =

(1958), pag.38-39)

/<C) [Il risultato & noto come Teorema di Flett, A mean value theorem Math.Gaz. 42,

69.8 Sia f > 0 una funzione definita su tutto R e integrabile su ogni intervallo [a, b]. Dimostrare
f(=@)
fo fy)dy

che fo x)dx converge se e solo se converge fo dx [E la versione integrale del criterio di

convergenza di Abel-Dini. Si veda il capitolo sulle serie]

70.8 Calcolare fO ?/r%(‘g;_’:)dl’ [http://mathworld.wolfram.corn/AhrnedsIntegral.html,

http://ms.appliedprobability.org/data/files/Articles% 2048/48-1-3.pdf]

71. 8 Si considerino le funzioni f:R — R non decrescenti. Si trovino tutte quelle per cui
fO dt = 2. [http://Www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t:339225&sid:ab00f9faa2de4efa7e405ef85820—
1a68]

72.8 Sia f:]0,1] — R una funzione positiva. Si calcoli fol %d

73.8 Sia f:(0,4+00) — R continua, positiva e monotona non crescente. Dimostrare che

f0+°° de diverge. [Putnam 2010, A6.]

74.8 Scrivendo f0+oo e —Sigmdx e usando le nozioni di derivazione sotto il segno di integrale
scritte prima, si calcoli I'integrale fooo SINT Jop.,
X

75.8 Sia f:[0, 1] — R una funzione tale che |f'(z)] < 1 e f(0) = f(1) = 0. Dimostrare che
|f0 z)dz| <

T 22 Vet + 222 4+ 1
vVt 4+ 2622 + 1
" (=Dt e b

c

77.8Calcolareabcdinln2—§ =+ +—
b b ) 3

P k n o on n

2
76.8 Es: Calcolare £/ dx per [b] < 1.
T Jo

d 1

78.8 Sia f:[0,1] — R strettamente crescente e con f(0) = 0. Sia h I'inversa di f. Si dimostri
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b —_ N
che ab < [ f(z)dz + fo x)dx e che I'uguaglianza si ha solo nel caso in cui a = f(b). [¢ 1a
disuguaglianza di Young. Vedi https.//www.emls.de/Journals/JIPAM/1mages/289_06_JIPAM/289_06.pdf]

79.8 Sia f:[a,b] — R continua e tale che f; |f(x 4+ h) — f(x)|dx = o(h). Dimostrare che f(x)

¢ costante. [[T] pag.371 ex.4 dove f & supposta solo Lebesgue’s misurabile. Nella referenza citata nel libro, si danno
due dimostrazioni. La prima ¢ di Titchmarsh e la seconda ¢ di G.H.Hardy. La referenza ¢ “A Theorem on Lebesgue’s

Integrals“Journal of Londono Mathematical Society, 2, (1927), 3677]

80.8 Sidia un esempio di funzione f (¢, x): [0, +00) X [¢, d] — R tale che O+OO f(t, x)dt converge

. . —+o0 . . . .
uniformemente in z e fo |f(t, z)|dt converge ma non uniformemente. L’interesse nell’esercizio
nasce dal fatto che spesso, per provare I'uniforme convergenza di integrali si ricorre al crite-

rio di Weierstrass e quindi all’esistenza di una funzione M (t) tale che |f(t,z)| < M(t) e tale

—|—oo

che M(t)dt < +o0. in tal caso si otterrebbe la uniforme convergenza anche dell’integrale

o0
f0+ |f(t, :13) |dt [da D.J. Hallenbeck, K.Tkaczynska, The Absolute and Uniform Convergence of Infinite Improper
Integrals, Amer. Math. Monthly, Vol.95, No.2 (Feb.,1988),pp.124-126 |

81.8 Dimostrare i due seguenti risultati:

1) Se Sia f:[a,b] - R e g:[a,b] — [0, +00) due funzioni, f continua e g integrabile. Dimostrare
b b

che esiste ¢ € [a, b] tale che / f(z)g(z)dx = f(c)/ g(z)dx

2) Sia f:]a,b] — (0,+00) e g:[a,b] — [0,+00), f derivabile e monotona non crescente, g inte-

grabile. Dimostrare che esiste ¢ € [a, b] tale che / f(z)g(z)dx = f(a)/ g(x)dz. Se invece f ¢

b b
monotona non decrescente si ha / f(x)g(x)dz = f(b)/ g(x)dz.

) Sia f a,b] — R monotona e g: [a,b] — R integrabile. Dimostrare che esiste ¢ € [a, ] tale

c b
che / f d.’L’ = f( ) / ( )d.’L’ + f( ) / ( )dl’ [G H.Hardy Notes on some points in the integral

calculus, XIX: On Abel’s Lemma and the second Theorem of the Mean, Messenger of Mathematics, vol.36 (1907)
pp.10-13]

82.8 Sia f:]0,1] — R tale che: 1) f(0) = f(1) =0, 2) f”(x) & continua. Allora fo |J:( ‘?”da: >

4. [H.J.Cohen; Martunus Esser, American Mathematical Monthly Vol.63, No.8, (Oct.,1956),pp.5827583]

83.8 Sia f:[0,+00) — R tale che f”(x) continua e limitata (f”(x) = O(1)) f——=1. Allora

r—+00

f mo [G.H.Hardy, J-E.Littlewood Contribution to the arithmetic theory of Series, Proceedings of the

London Mathematical Society,Volume 2-11, Issue 1, 1913, pp. 411-478 oppure J-E.Littlewood The converse of Abel’s
theorem on power series, Proceedings of the London Mathematical Society, Volume s-2, Issue 1, 1911, pp. 434—448]

84.8 Sia f:[a,+o0) due volte derivabile tale che f(x)/z——=1 e zf"(z) < K oppure

r—+00

ZL’f”(ZL’) < K. Allora f ( )—>——|—oo)l [T.J.I’A Bromwich An Introduction to the Theory of Infinite
Series, Mac Millan and CO., Limited, p.426. E I’analogo continuo del risultato di Hardy—Landau sull’inversione di del

risultato di Cauchy: a,_1—an,—1 implica a,,/n—1 (vedi il file sulle serie).

85.8 Sia f:[-1,1] — R una funzione tale che f(1) = f(—=1) = 0 e con derivata se-
1

conda positiva e integrabile su [—1,1]. Dimostrare che / (f"(z))?dx > 6 {riazil(fz(x))
—1 RS

[http://www.rnathproblems-ks.org/?wpfb_d1:79. Problema 129]
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86.8 Sia f:[0,+0c) =1 — R tale che: 1) f/(z) € C1(I), 2) f — 0, 3) /0+0<> |f/(z)|dz <

L X]

X “+o00
“+00. Allora lim / f({L’) — Z f(’I’L) = —/ ([L’ — LZL’J)f/({L')dIL' [G.H.Hardy Theorems connected
0 n—1 0

X —+oo
with MacLaurin’s test for the convergence of series, Proceedings of the London Mathematical Society, Volume s2-9,

Issue 1, 1911, Pages 126-144]

+o00 Foo
87.8 Se almeno uno degli integrali / | FRHD (2)|da o / | fR+2)(2)|da & convergente,

allora ’ ’
. | X| B, LX)
i [ @)+ @+ 2,f<x>—...]dx—;f<k>

¢ uguale ad uno dei limiti

—1 +oo ) 1 “+oo
7(% Y /O (p2k+1(y)f(2k+1)(m)dx, Jopiro = m/o @2k+2(y>f(2k+2)<x)dx

$1(z) =z, do(x) = x(z — 1), ¢3(z) = z(x — 1)(z — 1/2), ¢a(x) =2*(x - 1),

Se inoltre f(x) — 0 insieme con tutte le derivate fino a f(%)(x) allora

Jogy1 =

o X L Buf(0)  Baf®0) (=)"' By
/0 dm—Zf ol 4l +W+W

+J;

con L = 2k + 1 oppure 2k + 2. I numeri di Bernoulli sono definiti come in Bromwich pag.297.
[G.H.Hardy Theorems connected with MacLaurin’s test for the convergence of series, Proceedings of the London

Mathematical Society, Volume s2-9, Issue 1, 1911, Pages 126—144]

88.8 Una funzione f:[0, +00) & detta “sommabile” Cr se esiste

mll)gl_loo a:T/ dxl/ dzo . / f(xrg1)da,4q.

iax

Dire per quali valori di » & Cr sommabile la funzione f(z) = zPe'®® e quanto vale il limite.

e Dimostrare che se una funzione ¢ sommabile nel senso usuale allora ¢ Cr sommabile per ogni
r> 1.

e Dimostrare che la funzione f(z) = (Inz)Pz~17% non ¢ Cr sommabile per nessun valore di
r. [G.H.Hardy Theorems connected with MacLaurin’s test for the convergence of series, Proceedings of the London

Mathematical Society, Volume s2-9, Issue 1, 1911, Pages 126-144]

89.8 Sulla base dell’esercizio nel capitolo sulle serie, definiamo la convergenza Rr con
v M)\
funzione—somma A(t) se esiste il limite lim _ A f(t)dt. Nel caso di A(x) = z, ot-
z=+oo Jo An)

T T

. . . t .

teniamo la convergenza C'r ossia lim 1 ——) f(t)dt. Dimostrare che la convergenza Rr
r——+00 0 n

equivale alla convergenza Cr con una particolare funzione—somma. [G.H.Hardy Theorems connected

with MacLaurin’s test for the convergence of series, Proceedings of the London Mathematical Society, Volume s2-9,

Issue 1, 1911, Pages 126-144]

+oo
90.8 Sia f — 0 e tale che / |f'(z)|dx < +ooe X 7 +oo ed inoltre ha una derivata continue.

At)

Allora la quantita Q,, = /On (1 — W)T f)dt — Z <1 — ;\((;)>)T f@@), per n — 400 tende
i=1
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+oo
alla quantita — (x—|z])f'(x)dz. Quindi la serie > f(k) ¢ Rr sommabile se e solo se lo ¢ la

funzione f(.i()) [G.H.Hardy Theorems connected with MacLaurin’s test for the convergence of series, Proceedings
of the London Mathematical Society, Volume s2-9, Issue 1, 1911, Pages 126—144]

91.8 Dimostrare il Teorema

+oo
Se (i) / |fCRH2) (1) |de < +o0, (i) fE*D(z) — 0, (i) f@P~1=")(z)/z" — 0 con r <

2p —1 < 2k —1 allora
" t\" " AN
[ (=2 swi- Y (1-2) )

v=1
tende a
B B —_1)k-1B Foo
S -2 1004 s P 00 s [ e LD 2 0t

e quindi la sommabilita Rr della serie Y f(n) con funzione-somma n segue dalla Rr sommabilita
della funzione f(zx).

“+oo
Se k = 0 il teorema assume la forma (i) / |/ (x)|dx convergente, (ii) f'(z) — 0, allora

n r n N T —+o0o
dm [ (1 n) soa= 30 (1-0) s = IR [ e s

se r > 0. Se r = 0 il risultato é ancora vero a patto che f(x) — 0. [G.H.Hardy Theorems connected
with MacLaurin’s test for the convergence of series, Proceedings of the London Mathematical Society, Volume s2-9,

Issue 1, 1911, Pages 126—144]

92.8 Da ultimo dimostrare il Teorema
+oo
Se (i) / |f"(z)|dz < +oo, (ii) f'(z) — 0, (iii) X(z) , +oo, N(x) continuous, (iv)

f(z)N(x)/A(z) — 0. Allora

n r n U r +o00
i [ (1-38) swa-30 (1-32) 101 = 510+ [ et s 0ar

n—+oo /\(33) iyt /\(TL) 2 2 0

conr >0 eser =0 ciserve pure f(z) — 0.

—+o0o
93.8 Dimostrare che Z 2" = (—Inz)"T'(—ia) + ¢(1 +ia) + o(1) per x — 17,

n=1

94.8 Se p(x) e ¥(x) sono funzione positive crescenti non strette di x e f”/(z) ¢ continua allora
per x — +o0: (a) se f = O(p) e f" = O(x)), allora f' = O(\/ o) (b) se f = o(y) oppure
p=1lef —=sef’"=0(®) allora f' = o(\/o¥) (c) se f = O(p) e f" = o()) allora
f/ = O(\/@) [G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the
London mathematical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.417 ]

95.8 Se () e 1(x) sono funzioni crescenti non strette di x e ¥ — 400, e se f = O(p) e
) = O(p) per r > 1, allora f(") = O(¢®) for e arbitrariamente piccolo. Le quantita O(¢p
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e O(y1) non sono uniformi in r in generale. [G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic
theory of series”, Proceedings of the London mathematical soctety, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.420 ]

96.8 Se ¢ e 1) sono crescenti e f(") & continua, allora se 0 < s < r si ha: (a) se f = O/p) e
f0) = O(p) allora f(7) = O(pr=s)/m)s/T) (b)se f=o(p)osep=1ef—=s,efM =0

\

allora (") = o(go(T_S)/rws/r) (c) se f=o0(p)e f = o(v) allora f = o(w(r_s)/szs/T). E
una generalizzazione del Teorema 94.8

Come sottoprodotto di (b) se f — s, e f(") & limitata (¢ = ¢ = 1) allora tutte le derivate
inferiori tendono a zero. Altrimenti detto, se una certa derivata non tende a zero, nessuna
derivata successiva ¢ limitata. [G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic theory of series”,
Proceedings of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.422]

97.8 Se ¢ e 1) sono crescenti non strette e ¢ — +oo e se f = O(p), f) = O(pw) (r > 7o),
allora, f(") = O(p1)°) per ogni r e per ogni € > 0. |G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the
arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathematical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.424]

98.8 Se ¢ e 1) sono crescenti non strette o = O(v)) e f"+2) ¢ continua, allora
(a) se xrf(r) — O((p), xr—|—2f(r—|—2) — O(w) allora xr—i—lf(r—l—l) — O(\/@—w)

(b) se a7 f") = o(¢p), &2 frT2) = O(y) allora 2" fFIr 1) = o(/p1))

Se v = o(¥)

(¢) 2" f) = O(p), 272 fr+2) = o(y) allora "1 fFIr 1) = o(/p1))

[G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathe-
matical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.424]

99.8 Se ¢ e 1) sono crescenti non strette o = O(¢)) e f(" & continua e 0 < s < r allora

r—s s

(a) se 27 /") = O(¥), | = O(¢) allora #* ) = O(p*1p¥)
(b) se x?"f(?“) =0(), f =0(p) oppure se p =1 e f — s allora xsf(s) = o(gor;rszﬁ)

s

(c) se o = o(1h), 2" f() = o(1h), allora z° f*) = o(p ™ ¢7)

Lo stesso risultato vige se si analizza il limite £ — 0 e la continuita si riferisce ad un intorno
dell’origine.

E Panalogo dell’esercizio 96.8 con z” f(")(z) al posto di f(") ()

[G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathe-
matical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.424]

100.8 Se ¢ e 9 sono crescenti non strette e 1) — +oo ese f = O(p), 2" f) = O() (r > ry),
allora 2" f(") = O(p1)°) per ogni r > 0 e per ogni € > 0.

Lo stesso risultato vige se si analizza il limite x — 0 e la continuita si riferisce ad un intorno
dell’origine.

E I'analogo dell’esercizio 97.8 con z” f(") () al posto di f(")(x)
[G.H.Hardy, J.E.Littlewood “Contributions to the arithmetic theory of series”, Proceedings of the London mathe-
matical society, (2), vol.11, 1912, Teorema 27 pag.424]

n

1
101.8 Siay= lim Z z —Inn la costante di Eulero-Mascheroni. Dimostrare che v & uguale

n—4+oo
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ad ciascuno dei seguenti integrali

1 1—e " +oo e +oo 1
1) /0 d:z:—/1 dz, 2) —/0 e " Inxde, 3) —/0 In(—Inx))de,

T T

b

+oo —z%  _—x +o0
gy / € TC 4z, B) 1—/ ),
0 1

a—>b x 2

“+o00 . % .
102.8 Sia g(z) una funzione dispari. Dimostrare che / Mdm = / de sup-
0 X 0 S xr

ponendo che gli integrali esistano [[B], pag.515]

103.8 Dopo aver dimostrato che gli integrali impropri convergono, calcolare gli integrali
+oo : 2n—+1 +oo . +oo 2 .
sinz arctan(a sin x In(cos® ) sinx
[, sine) g, [* Inleot a)sing,
0 0 0

x [[B], pag.515]
x T T

+oo : z .
104.8 Se f(z) ¢ pari, dimostrare che / ﬂermdx — f(.S“;l z)
0 z 0 sin” x

dzx [[B], pag.515]

+o0o 1 2 +o0o 1 2 2
105.8 Calcolare/ de, / wmx [[B], pag.515]
0 0

oo 2ad 3 inwz)d
106.8 Sia f pariea > 0. Dimostrare Che/0 f(sin x)ﬁ; = sinh(2a) /0 (Sith;()S;r—li_ngiih 7 =

jus +o0
2 / i f(sinz)(1 + Z e 2% cos(2kx)dx) [[B], pag.516]
0 k=1

+o0 2 +o0 2 400 .2 +oo . 2
107.8 Calcolare / mdw / In(cos” z) da, / sin” x da / In(sin” x) i
0 0 0 0

xr2 + a? ’ 2 + a2 2 + a2 ) 22 T a2
[[B], pag.516]
T cos £d u cos £d ™ 942 & d
108.8 Calcolare a) / 2 %9 ,b) / 24P ,c) / arctan sin @ ‘ ¥
o 1+2t2cosp +t4 0o 1—2t2cosp+t4 o 1—t )sin®

[[B] p.519 Ex.28]

jus

109.8 Calcolare a) /2
0

il

sin z In(sin x)dz, b)/2 sin z(Insin 2)?dx [[B] p.523, ex.46]
0

110.8 Sia f:[a,+00) — [a,+00) tale che F(+00) = lim F(z) = lim / ft)dt < +oc.

r—+00 r——+00

+o0
Sia h(z) = / @dt. Dimostrare che la convergenza di uno qualsiasi dei seguenti integrali ¢

+o0
equivalente alla convergenza degli altri e che se f?(x)dx < 400 allora convergono
0

400 400 400 +oo +oo ptoo
1)/ F—de, 2)/ J;—gda:, 3)/ hidz, 4) fhdz, 5)/ / %f;y)dxdaz

1'2 a
Da 1)-5) si ottiene: data f: [0, +o00) tale che
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F(4o00) = hm F(x) = hm f( )dt < 4o00. Sia h(x / /®) *——=dt. Dimostrare che la
0

r—+00 xr— 400

convergenza di uno qualsiasi dei seguenti integrali e equlvalente alla convergenza degli altri e

che se / f?(x)dx < +oo allora convergono
0

+oo
Dal precedente risultato si deduce il seguente: sia f: [0, +o00) — [0, +00) tale che / g(z)dx
0

esiste e r(x) = / f(t)/tdt. Allora ’esistenza di uno qualsiasi dei prossimi integrali implica

+oo
I'esistenza degli altri quattro e se / g*(z)dx < 4oo allora esistono.
0

a 2 a a a ra
1) G—daz, 2') ngaz 3 [ r2dx, 4') [ grde, 5) de dx
2
0o 0 0 0 oJo Tty

[1) G.H.Hardy, Messenger of Mathematics, Notes on some points in the integral calculus, XLI. On the convergence
of certain integrals and series, vol.44 (1915) pp.163-166, 2) G.H.Hardy, Messenger of Mathematics, Notes on some
points in the integral calculus, LI. On Hilbert’s double—series theorem, and some connected theorems concerning the
convergence of infinite series and integrals, vol.48 (1919) pp.107-112, 3) A.Kufner, L.Maligranda, L—E Persson The
Prehistory of the Hardy Inequality, American Mathematical Monthly, Vol.113, No.8(Oct.,2006), pp.715-732. In 1) si
dimostra ’equivalenza de 1),2) e 5)]

111.8 Siaa > 0. Calcolare / f(x)sinzdx dove f(z) = arccos((a—cosx)/v/1+ a? — 2acosx)
0

[B.A.Murray; D.K.Lee; Douglas B.Tyler; Richard Stong The American Mathematical Monthly Vol.99, No.10(Dec.,1992),pp.964—
966]
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SOLUZIONI

1.8 Ciascun gruppo di risultati corrisponde ad una riga di esercizi. C sta per converge, D per
diverge

I) C, D, C, D per ogni valore d1 aep II)C,D,C TII) C per « > , per a = 1 il valore & dato
da 1———— In2, C per a < —3, C' ed il valore dell’ mtegrale € zero IV) Cpera>0e per a=1
ilvaloreedatoda 15,C’pera(’y —1) < 4, Cper (a > IAL )\/'y =2, V)C,Cpera>1i VI
C’per1<oz<3 C VII) Cpera>1, Cper(% )—( ) VIII)Cpera<O D, C IX)C
per1<a<— C per a < 1, C’peroz< , C X)C’pera>0 C pera>1, C’per0<a<1,
XI) C per (a< -1 Ay<iv(a<l /\ 1+oz:3’y),0, C ed il valore ¢ 2In2, XII) C per

—2<a<4,Cpera<—1A a+vy >0, XIII) fog drlnsinr = -5 In2, foﬂ drlnsinz = —7wln2,

f()% drIncosx = ln2 I mcf;”n—fl = ZIn2, fogascotx dr = Z1n2, fol aesing gy = Zn2,
[y dz zlnsinz = 1 2, fo dr Incos’ 5 = —4rln2, [z — 0, XIV) fo% In(1 +
T In(14x T In(1+z 7r arctan x T
tan/x)dm = ZIn2, fo dx 1(+I2) = ZIn2, fo 1(+1'2) = Tln2, fo dr® P = Tin2,
w/4 rdx s ™ zsinx s zsinx 2
fO dx2+cos(2x)+sin(2x) = —1Il2 XV fO dx1+sin2m = El + \/_ fO dxl—l—cos?x = 4>
f | dr oSt = %2 XVI) +O° df(; — 55 + ) converge, +oo Sm(;ﬁ%) converge per
“l<n<2 XVI) [ 111; — —lm?o XVIII) Tin2 IXX) - XX) A2+ 5

2.8 C D C per v > 1. Tra Paltro la serie 3,25 cos(k?x) diverge se Z ¢ razionale.
C C C D D C D D D
Qui di seguito sono riportati i grafici di alcune funzioni

A AR
VAR

Vs

>
—
Vs
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1, —z*sin’z 1

Vs

1, —z%sin®z 1

Vs
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2 . 2
lxe—x sin x_i_%_i_c

=
T 27 3 4
4 1
Al—i—x‘l sin? x + 4
—
2.1.8%* 0+oo #:Hw'cdx Se b < 0 l'integrale diverge. Con ¢ = 0 l'integrale converge se e

soloseb>1ea>—1.8eb>0ec>0,integrale diverge se b < max{c(1+a),1+a} al variare
di a e converge se b > max{c(1 + a),1+ a} al variare di a. Se b > 0 e ¢ < 0, l'integrale diverge
se b < (1+a) e converge se b > 1+ a.

2.2.8%* f+oo %dw. Se a < 0 e b = 0 l'integrale non converge. Se a =0 e |b| < 1
'integrale non converge. Se a > 1/2 l'integrale converge. Se 0 < a < 1/2, b > 0, 'integrale non
converge. Se 0 < a < 1/2, b= 0, I'integrale converge.

2.2.8*%* f+oo %daz. Se a < 0 l'integrale non converge. Se a = 0 e |b| < 1 l'integrale
non converge. Se a > 0 I'integrale converge.

2.2 .8%* f+oo _sinal g0 Se a < 0 eb > 0. l'integrale diverge. Se 0 <a <1

x%4b| sin x|
I'integrale diverge Se b =0, a < 0 diverge Se a = 0 dobbiamo avere b > —1 e 'integrale

diverge Se a > 1. L’integrale converge assolutamente Se 0 < a<1eb+#D0, I'integrale
diverge, Se a = 0 dobbiamo avere b > —1 e l'integrale diverge.

2.2.8%* f+oo %dw. Se a < 0 solo b = 0 va bene e l'integrale diverge. Sea=0
solo b > —1 va bene e I'integrale diverge. a > 1/2 I'integrale converge 0<a<1/2,b=0

Iintegrale diverge, 0 <a<1/2,b> 0 l'integrale diverge,

3.8%**%  Converge per (¢ < —1 A f<—=1) V (a>—-1 A >2(a+1)).

4.8 Nel primo caso la funzione ¢ differenziabile ovunque mentre nel secondo caso lo ¢ solo nei
punti che non stanno su uno degli assi cartesiani.

5.8
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A
(1,0) -
— P =
(O,CL) A
AE(LCL) CL:Fl(l_) ‘ A= (—CL,F2<—CL))‘
N\F3(x) fFale)
A= (1,F3(17))
s
1 .
=
=
A

fig.4
5.8 Fg(z) = [ dt(1 —cos?)
E alquanto problematico disegnare il grafico della funzione data

: : . sinz™! z#0
6.8 Un esempio della funzione cercata ¢ f(z) = {0 0
xr =

7.8 R.: %

111

10.8 A meno di un centesimo & 5 4, a meno di un milionesimo & £=c.

11.8 Trattandosi di integrali indeﬁniti, tutte le funzioni sono definite a meno di una costante
I) Z(tanz) = —Infcost|, II) Z(5—) = In|tan%|,  III) Z(tan’z) = tanz — z, IV)

o1 sinx . .
I(—~) = 11n ‘|1‘+1I — sarctanz, V) I(I%H) = \/_lnﬂ%\‘gmﬁ + %arctan(\/?x +1) +
% arctan(\/ix —1), V) I(n(vz+1+v1—2))=zln(v1+z++1—1z)+3arcsinz, VII)
Z((1 + acosz)™t) = \/ai - log |a+C°7f:a“Ciz;‘lsmm‘ se a > 1 mentre se 0 < a < 1 l'integrale

p 2 Vi—a
e marctan(\/—

tan §),  VIII) Z(arctany/z) = xarctan/z — \/z + arctan/z, IX)
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I(%\/?)—x2> =322+ fln# X) Z((cosx + sinz)~ \tan z 21|

= M’
XI) Z( 2+I) VaZ+ x4+ 1In(2z + 14 2v22 + ), XII) I(Iarlciagx) V14 z?arctanx —

In(z + V1 + z2), XIII) Z((arcsinz)?) = x(arcsinz)? + 2arcsm(a:\/1 — 332) — 2:1: XIV)
ZI(x(arctanx)?) = 1+x2 (arctanz)? — zarctanz + 3 In(1 + 2?), XV) (F=) = 5 arcsinz —

ey1T—a2, XVI) I(m):2\/1+x—21n(1+\/1+x), XVII) Z( \9”/:—2)—2\@—2-1-
=) =

x—2 1 _ |[vVIta—1]|
V2arctan\/#5%,  XVII) Z(; i) = In ey, XIX) ( Va2 —1 + In(z —
?=1), XX) I(==) = 2aresinyz, XXI) I(x(ffmlemﬁ = el XX
2—.’E —X
I(\;TTJ;Z) = z + In(z? + 3) — Zarctan 7 XXHI) Z(,/%%) = /(a—2)(z —b) — (a —

7

b) arctan |/ =7 XXIV) Z(t2nsy — In|sinz + cosz|, XXV) I(m) E vivamente

%|

]
—_ N

—-b? l1+tanx
sconsigliato 1'uso dei fratti semplici. Se si procedesse integrando per parti si otterrebbe

6 4 2 . . . . . . 8
%% +C mentre attraverso la sostituzione x = sin ¢ si perviene all’integrale 8(1987302)4 +

C. Si spieghi questa apparente contraddizione, XXVI) I( ‘r2+2x) \/m-l—ln(az-l—\/m)
XXVID) Z(ER ey — _Lin?(14 1), XXVII) Z(2F228) = 28 4 2 4 dg + In 2022

, z(z+1) 4z 5 |(z +2)3| ’
KT 2L ) e sl e a1, X0 207 -
2 OGS  1) g — g et A

arcsin 22t XXXII) Z( 5 In(1+ \/;Tl) =-1 ln(l—f—\/%)—f—% arctan vz — 1+ 1 In 9‘(1(49‘6_791:)_21)2’
XXXIH) Z((2 — z)In(z? + 8z + 17)) = H=In(2? + 8z + 17) + 4arctan(z + 4) + L5130,
XXXIV) Z(aesine) — jog LvI=ef]  aresing - XXXV) 7(—=8222 ) — arctan(tan?z),

|x\ sin® z+cost

XXXVI) Z(17 1+I ») = arctanz + % arctanz®,  XXXVII) Z( 2x\/ﬁar1ccos(1/\/§))
— lya Vb

XXXVIII) I(ﬁ) = a\/_arctan(\/—x), se ab > 0 mentre se ab < 0 lintegrale ¢

a \/7+$\/‘?| _ _ _ 1 o o b—|—a 2z
2|a\\/——abl I\/_ vk XXXIX) Z(v/(z —a)(b—z)) = g(b — a)|b — a|arcsin 2£2=
V(@ —a)(b—z)(2z—b—a), XL)I(

= In(arccos ﬁ),

+

2(b—a z—a Vatz
\/(I—;)(b—x)>: o avesin 2 XLD Z(YE5)

%arcsin(% —i—ﬁ\/a—l—x (a—x)— 4a(a z)y/(a+z)(a — ), XLII) I(%,/i—jri):—”;_l—
2arctan,/mﬂ, XLI) Z((2°—1)71) = lln|a:—1|—iln( 4-}-3?’-}-.%-}-3:-}-1)4—%111%—

21bx+1
\/5— v/5arctan( \/—\/_(23: + 1+\/_ \/5-1— V5 arctan( (21‘ + #)) b =

1

w+fx=%fﬁ>HWMM$ﬁ—ﬂwwmw%%>

12.8 R.: A, = —2m|p| + 2/ 5%
13.8 R.: w(ya—b).

20.8 R.: Si applichi la definizione di integrale di Riemann e si faccia uso della relazione
(@)= fW) < |f(z)— f(y)] La funzione che vale 1 sui razionali e —1 sugli irrazionali
No. Ad esempio si prenda f0+oo dz & o0 de %ﬂ che

non lo e.

21.8*** R.: Suggerimenti: usare l'esercizio 15.8 e trarre ispirazione dalla funzione
dell’esercizio 17.5*. Per la seconda parte si faccia uso del Teorema 6.12

22.8 i = vi, i = ix, ii = vi, iii = vi, iii = viii, iv = vi,
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iv = ix, v = vi, v = 1ix, vV = X,
25.8 R.: G(t) = Fy(e )
26.8 R.: Scrivere sint = y/1 — 32 su tutto l'intervallo di integrazione & sbagliato.....

28.8*%* R.: ﬁ e n pari.
2k

1 27rk 27rk 2 x—cos 22k
~In m—+1 + = Zk 1 cos 2 In(z2 — 2z cos 22& + 1) — 2sin 278 arctan W
1 — ¢ n dispari.

n—1 2k

— r—COS —/—

In(z — 1) + 1 3", %, cos 2ZE In(z? — 2z cos 2ZE 4 1) — 2sin 2Z% arctan “n T
an e n pari.

n w(2k+1)
1zl m(2k+1) 2 m(2k+1) . m(2k+1) x—cos Tt
=Y pq cos === In(x* — 2w cos == + 1) — 2sin === arctan —@ED

m"l—i—l e n dispari.
m(2k+1)

n-t m(2k41)
IIn(z+1)— 13,2 cos W In(z? — 2z cos ﬂ%ﬂ) +1) — 2sin ”(szl) arctan %

n

) 11, b
29.8 R, gln%, Elng
30.8%* R..In2 InZ, ln 2ty b 33
31.8 R.: Il dominio della funzione ¢ e dato dai punti {z € R? y > 93 -1 Ay< 93 + 11
Essa vale identicamente zero per y = 93 tende a —oo quando x — (33 2T+ 1) e —00 quando
z— ( Z, ;,133 o %)

36.8*%* R.: qlp V=l Vf_l 36.1.8** R.: L’integrale converge per ogni valore di a. Inoltre
converge uniformemente per ogni insieme limitato di valori di a e per ogni insieme della forma

(=00, A) 2 a
37.8%* R. T 38.8** R..Z(6—a) 39.8 R.: In(1+a)

44.8** (Ciascuna delle funzioni 6.5** e 63.5*** non pud ammettere primitiva in quanto tale
primitiva dovrebbe avere, quale derivata, una funzione con discontinuita di salto in corrispon-
denza dei razionali ma questo sappiamo essere impossibile. D’altro canto le funzioni fom dyg(y)
sono derivabili per ogni x e la derivata e identicamente nulla.

45.8* L’affermazione ¢ falsa: si prendano le funzioni fooo dz Sil/l_x f dxIn(1+ Si;l—x ). Il primo

integrale converge ed il secondo no pur essendo Si;l_x In(1 + Si;l_x) =O(1) per z — 400

46.8* La funzione 6.5%*
48.8** Si integri per parti e si usi la proprieta di Cauchy di convergenza degli integrali.

—1
0
49.8*** Sj prenda la funzione f(z) = { co;a: a:gé La funzione f ¢ la derivata di una
xr =

funzione ma f? non ¢ la derivata di nessuna funzione.

50.8 7 Si cambi variabile 7 —x =t e si proceda.

: . R t t t
?1.8 Usare la disuguaglianza di Holder | [ FGdx| < ( [y |F|Pdx)Y/?( [ |G|¢dz)"/ dove % -1-% =
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52.8% 1—7v,e2y—1.
53.8* Si utilizzi la concavita della funzione

54.8** Naturalmente bisogna usare il criterio di integrabilita delle funzioni. O si usa quello
di Du Bois—Reymond, oppure quello di Lebesgue.

59.8** [’affermazione ¢ falsa. Naturalmente 'integrale ff“

per z — +o0 in quanto f0+oo sin(t2)dt = S22 :H sin

Pintegrale. E facile dimostrare che \f;+ sin(t?)dt| < 2/z

sin(t?)dt deve tendere a zero

(t2)dt e la serie converge convergendo

61.8 Un modo & quello di utilizzare la disuguaglianza di Hadamard: Sia f: [a, b] — R convessa.

Alloraf<x2 /f Ydz < ()+f()

62.8 /7/2e. 63.8 2r 64.8 LYT( L 1p_1) 658 7(l—a/2) se0 <
a<1,7/(2a)se a>1.

67.8 Usare il teorema di Rolle.,
71.8 2z 72.8 1/2 74.8 7/2 76.8 1 per ogni b.

80.8 Si prenda f(t,z) = zg(t)/(t*> + 2?) dove g(t) vale 1 sugli intervalli [2k,2k + 1) e —1 sugli
intervalli [2k + 1,2k + 2).

RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
§8

Nella risoluzione degli esercizi riguardanti gli integrali impropri si applicheranno spesso i teoremi
al riguardo contenuti nel libro di testo: teoremi 8.12 e 8.13. Nel primo caso bisogna trovare
la funzione g(z) che soddisfa la relazione 0 < f(x) < g(z). Supponiamo ora di avere il seguente
integrale fab f(x)dx dove: —oco < a < b, f:]a,b] — R non ha punti singolari per a < z < b,
b puo essere infinito mentre se e finito supporremo che f abbia un asintoto verticale per x — b™,
f & continua in (a, b). Consideriamo dapprima il caso in cui b & finito. Con un cambio di variabile
possiamo riscrivere l'integrale come ff_b F(t)dt dove F(t) = f(t+b). Se f ha un asintoto verticale
per z = b evidentemente F' lo avra per ¢t = 0. Ebbene & sovente possibile stabilire (eventualmente
con facilita) che esiste § > 0 tale che t € (—=6,0) = 0 < F(t) < G(t). Seinvece a —b <t < —6
la relazione 0 < F'(t) < G(t) puod non essere vera. Va notato un punto importante ossia che ai
fini della esistenza dell’integrale improprio spesso non e necessario conoscere il valore di § ma
solo dimostrare che esiste (se ne esiste uno ne esistono infiniti; tutti i numeri piu piccoli di é
vanno bene). In ragione di quanto scritto spezziamo l'integrale come fa__éb F(t)dt + f F(t)dt.
Essendo F' ¢ continua in [a — b,0), lo sara a maggior ragione in [a — b, —5) e qumdl il fatto
di essere improprio dipende solo dal comportamento della funzione di F' nell’intorno di 0. Se
f5 t)dt < oo si puo applicare il Teorema 8.12.

Sottohnelamo il fatto che di ¢ si e supposta solo la sua esistenza e nonostante cio si € potuto
dire se l'integrale € convergente oppure no. Se pero bisogna stimare [’integrale, ossia dire quanto
¢ grande, allora non basta piu sapere che ¢ esiste ma bisogna dire quanto vale (fa eccezione
ovviamente il caso in cui si sappia trovare la primitiva della funzione).

Il caso in cui b = 400 ¢ del tutto analogo.

Negli esercizi che seguono ci disinteresseremo alla stima di —¢ tranne in alcuni casi e questo per
ragioni di brevita.
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1'8 f()1 log(elj_m fO

I'integrale e improprio in quanto il denominatore si annulla per x = 0. Per ogni = # 0 la
funzione e continua e quindi = 0 rimane 'unica causa del fatto che I'integrale ¢ improprio.
log(1 4 x2/3) = 22/3(1 + o(z%/3)), e® —1 = x(1 + o(z)) per x — 0 e quindi f(z) = mzm/s (1+
o(z?/3))(1+o(z)) = #(1—1—0(332/3)) per z — 0 (essendo o(z%/3)o(z) = o(x®/?), o(x®/?) +o(z) =
o(z) e o(x?/3) 4+ o(x) = o(x?/?)). Tutto cid implica che esiste un numero A > 1 ed un valore
x(A) wvicino a 0 tale che se 0 < z < x(A) allora 1 + o(z?/3) < A da cui f(x) < —75 A per
0<z<z(A).

Essendo f > 0 possiamo applicare il teorema 8.12 all’integrale fOI(A) f(x) avendo come g(x) =
—75. Infatti fOI(A) —5 = 321/3[84) = 331/3(A). Lintegrale fml(A) f(z)dr non & un integrale
improprio essendo 'integrale di una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato. Se ne
conclude quindi che I'integrale improprio € convergente.

Va detto che attraverso I'uso dei simboli o(-) si ¢ dimostrata la esistenza dei numeri z(A) ed A ma
non si €& proceduto ad una loro stima (il calcolo esatto é sovente impossibile). Per quest’ultima
bisogna usare gli sviluppi di Taylor ed il resto nella formula di Lagrange oppure integrale. La
stima di A ed x(A) & indispensabile se si vuole valutare 'integrale (anche qui la parola valutare
significa di fatto stimate essendo il calcolo esatto precluso il piu delle volte).

Procediamo dunque ad una stima di xz(A) in funzione di A. log(l + z) = = — mﬁ dove

0 <c<z (sconosciuto) e quindi log(1 + 2%/3) = 2%/ — m&w dove 0 < ¢ < x2/3,

—1l=x+¢< aj , 0 < p < z (sconosciuto). eml—l = %Hi% e mettendo assieme numeratore
22/3(1— L 2?/3) 23

e denominatore si ottiene 2(“’) < Z— essendo —ﬁxz/?’ <0e (1+ oy > 0

m(1+x—)
per ogni 0 < x < 1. Cio implica che :z:(A) = 1 per ogni A > 1. Ne segue che e stato superfluo
spezzare 'integrale in due parti, la prima fra 0 ed z(A) e la seconda fra x(A) ed 1; su tutto
I'intervallo (0, 1) vale la maggiorazione f(z) < x2—1/3A.

1 1 1
1.8 fO ((1—m)3 T (A—z)(el-7z—1)2 )d.’lﬁ
L’integrale ¢ improprio in quanto i due addendi divergono entrambe quando = — 1. fol (lf—xx)g,

¢ divergente (basta calcolarlo) e quindi se il secondo integrale improprio fosse convergente ne
conseguirebbe che 'integrale totale ¢ divergente.

Camblamo variabile 1 — x = t e I'integrale diventa fo di(s5 — t(et1—1)2 = fo dt%. (et —
)2 = e — 2" +1 =142+ 323 —2 -2t — 1?2 — 2ef 13 + 1 = 2 + 13(5e% — 1e°)
4,261 ¢
3¢ se

dove 0 < £ <z e0 < & < z e quindi l'integrale diventa fol dtt2 (Credens—

0<é<zr<lelO<& <z<lsiha %625—%65/ >14-o) percuit(%ezf—%ef/)g%(462—1)

e l'integrale si minora con fo 7 4‘;{61 = 400.

—-. Essendo
Leg ))

1.8 fo dx sml

L’integrale ¢ 1mpr0pr10 per due motivi: la funzione integranda ha un asintoto per x = 0 ed il
dominio di integrazione tende a +o0o. Spezziamo l'integrale in due parti

1 1
f d:z:\/_ SlIl + fA dx\/_ sin ;- con A e B da trovare in seguito. Essendo |\/_ sin 2| < \/5 ed

essendo fo dx vz < oo se ne conclude che il primo integrale ¢ convergente.

In linea di principio la stessa disuguaglianza potrebbe essere usata per verificare la convergenza
del secondo integrale ma in tal caso si avrebbe f:o dmﬁ = 400. (1o non autorizza in alcun modo
ad affermare che l’integrale € divergente in quanto quello della maggiorante usato nei teoremi
8.12 e 8.13 ¢ un criterio sufficiente e non gia necesario. Se dunque “non funziona” non se
ne possono trarre indebite conclusioni. Piuttosto bisogna osservare che |sin %| < % e quindi il
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secondo integrale si puo maggiorare con on dasxg—l/z che chiaramente converge. Si osservi che
sono state usate due differenti stime della stessa funzione ma che ciascuna di esse consentiva la
convergenza in uno solo degli integrali benché le stime fossero valide ambedue per ogni valore di
x. In secondo luogo € bene che lo studente/ssa st tolga dalla testa l’idea di operare nel sequente
modo per x — 0: Sin% =1_114 o( : ). Lo sviluppo di Taylor che si vorrebbe usare ¢ valido

T 6 x3
per la funzione sin z quando z — 0.

1.8 foo 32 +7x 1n2(1 +6_2‘r2>d$

Non vi sono singolarita sul cammino di integrazione essendo l’argomento del logarltmo sempre
positivo. Essendo In(1 + z) < z per € Rt viene fuori che In*(1 + e~ 2" ) <e —4a® o quindi
I'integrale € maggiorato da f:’; dre=""+7_ QOrase z < 0 oppure £ > 8 si ha —22 4+ Tz < —x
per cui I'integrale si maggiora con ffz dre=="+7% 4 Js dxe™". 1l primo integrale non & impro-
prio e converge essendo l'integrando una funzione continua. Il secondo si calcola esattamente
conoscendo la ben nota primitiva. Il risultato ¢ che I'integrale converge.

Che In(1 + x) < x per ogni x > 0 si puo verificare in almeno due modi.

Primo modo: si dimostra che la funzione h( ) = In(l +2) —x < 0 per ogni z > 0. Infatti
h(0) = 0 limy— oo h(x) = +o0 e h'(z) = 155 < 0 per ogni z > 0 da cui il risultato.

Secondo modo: dallo sviluppo di Taylor si ha In(1 4+ z) = z — 222 + gﬁ =z(l — ﬁ)
0 < ¢ <z e quindi (1—@
Un secondo modo di risolvere ’esercizio molto simile al precedente ma recante meno informazioni
finali € dato dal seguente:

Lo sviluppo del logaritmo da In(1 + e=2%") = ¢=42" 4 o(e

) < 1 da cui il risultato.

2 . . .
—427) per ¥ — 400 e quindi esiste

un valore A tale che se x > A 0(6_4962) < %e‘“z. In tal modo l'integrale si puo riscrivere come
fi drf(x) + fjo e™*=2" ¢ si prosegue come prima.

L’applicazione del Teorema 8.12 appare essere leggermente diversa (sul piano tecnico ma
non concettuale) da quanto scritto a pag.396 Altri criteri. Ivi si cerca di verificare se una
data funzione ha un dato ordine rispetto ad un infinito/esimo opportuno in modo da applicare
il Teorema 8.12 e concludere la convergenza oppure escluderla. Ad esempio laddove dice
1) se f & infinitesima per x — +o00...
vuol dire che se € lim,_, o % f(z) =1 e | # 400, o > 1 allora la funzione ¢ integrabile in senso
improprio. E chiaro che se avessi lim, 4o € f(z) =1 el # 400, il teorema sarebba ugualmente
applicabile ed e esattamente quanto accade.

1.8 [l liTde

La funzione ha un asintoto verticale per x — 17. L’integrale, cambiando variabile diventa,

1 1— 1
Jy ety 2 e 1 cos VB = 1= 1 (o't 2 da — ot

da cui 1 —cos/x > 4x essendo 1 > & per x < 6. L’integrale si minora con fo T 49 che diverge.

o0 1 1 —5/4 _\\2
1.8 |, da (2= — = cos(In™"/" 2))
Essendo cos 2z = cos? z — sin” z si ha che lintegrale & uguale a

0 dx i 2 1 0 dx 1 : CS I : oo eldt
[, “4sin (5i5723) < Jo s/, € cambiando varlablle esso diventa [, 5.

Si poteva anche operare nel seguente modo: detto y = 5/4 si ha cosy =1— 1 L %1 cos(&)y*
dove 0 < &€ < y < 1n5/42 da cui Cos(1 sag) = 1 — 21n5}2 — 214 COS(S)1 —. Risolvendo la

disequazione 214 cos(f)lnlm < ilna}Q . ossia x > x, = 662/5 si puod spezzare come f2 dz f(x) +

o dx 1
4 z1n%22

[ dzf(z) dove A = max{2, g } e maggiorare il secondo come |,

1.8 fo de——>—

x‘1|logx|ﬁ
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L’integrale ¢ improprio in quanto si hanno asintoti per x = 0, z = 1 ed inoltre il dominio di
integrazione e illimitato. La cosa migliore da fare & cambiare variabile Inz = ¢ che e valido
per ogni x > 0 (quest’ultimo punto non va sottovalutato in quanto un cambio di variabile

potrebbe benissimo non essere valido all’interno di tutto il dominio di integrazione). L’integrale
. (I-a . . . . .
diventa f_ dtemmﬁ = ffo dt etlim ' Prendiamo A4 > 0 e spezziamo l’integrale in tre parti

ossiaf_oof dt-i—f_Af( dt-i—fA (t)dt =1, + Iy + Is.

I, converge per 1 —a > 0e f3 qualsiasi oppure per « = 1 e § > 1. Infatti se 1 — a > 0 si ha

et t(l—a) 1 _ t(l—a)_1
o S € SUPte(—o0,4) TefF = © Ap

dominio di integrazione che non comprenda 'origine). Se invece o = 1 l'integrando si riduce
ad una funzione di cui si ha la primitiva e si applica la definizione di integrale improprio per
verificare che converge per g > 1.

(si capisce come fondamentale sia considerare un

Dimostriamo ora che per i valori trascurati di a e § l'integrale diverge. Sia quindi 1 — a <

0. Essendo lim;_,_ o e!1~9tF = 400 per qualunque valore di k, esiste tg,a) < 0 tale che
t(l—a)

t < t(B,a) = T 2 ez(1=) ¢ quindi scegliendo (data la arbitrarietd) A > [¢(8, )| si ha

nL> [ A dte3(1=9) = 400 da cui la divergenza. Se poi si vuole una stima di ¢(3, ) allora
a t(l-a

bisogna risolvere la disequazione % > e3(1=9) ggia % > 1 ossia es(1-a) > |t|5. Se
£ < 0 allora \t\ﬁ < 1 per ogni t < —1 ed essendo e3(1—a) > 1 per ogni t < 0 si ha che per
B <0t(B,a)=—1. Se invece B > 0 allora scriviamo ez~ > [¢|® come Bln|t| — t(1 — a) e
consideriamo la funzione h(t) = Sfln|t| —t(1 — «). h(=1) = (1 — a) < 0; limy, _ h(t) = —©
% = % —(1—a)<0set> T=ay © quindi per t < =) la funzione e crescente. Ne consegue
che per t < ﬁ h(t) < (1 —a) <0 e quindi ¢(8,a) = (lfa)' Riassumendo per 1 — a < 0 se
B <0t(B,a) =—1 mentre se f > 0si ha t(8,«a) = ﬁ

Se a=1e <1 chiaramente 'integrale diverge potendo calcolare la primitiva.

Passiamo ora a studiare I3. Si potrebbe riapplicare il ragionamento precedente ma conviene
cambiare variabile z = —t ottenendo f__jo —dzf(—z2) = f dz* Z|(j| 7—. Possiamo ora usare il
risultato precedente ottenendo la convergenza per v — 1 > 0 e [ qualsiasi mentre per a = 1
B deve essere piu grande di 1. La divergenza di I3 si deduce esattamente come quella di I.
La unione dei due risultati ci consente di dire che se « = 1 e § > 1 convergono entrambe gli

integrali. Per qualsiasi altra coppia (a, ) o converge il primo e diverge il secondo o viceversa.

Il secondo integrale I diverge per § > 1 ed a = 1 da cui si vede che non esiste alcuna coppia
(c, B) che soddisfa tutte le richieste.

+oo 1 1

1.8 [,7" (arctan 1 w1 — @)t

Sia o < 0. L’integrando ha un asintoto orizzontale con ordinata y = I — 1 <0e qu1nd1 l integrale
non puo convergere in quanto esiste un valore ¢(a) per cui arctan e +1 =Sy +1) < = % <

+oo i

0 da cui ft( ) (arctan - ta+1 (ta+1) )dt < ft( ) 6 ” — ﬁdt ed il secondo integrale e 1lhmltato
inferiormente.

Diamo ora una stima di t(a). Sia z = g(t) = ta1+1 = 11;; essendo a < 0. g(0) = 0,

lim; 400 g(t) = 1 ed g ¢ monotona crescente. Essendo arctanz < z si ha che arctanz — z

¢ monotona decrescente fra 0 < z < 1 ed inoltre lim,_,; arctanz — z = 7 — 1. Ne segue che se
1 _ T _ 1

z>\/581haarctanz z2< g \/§<O.

Se a = 0 la funzione e una costante diversa da zero e quindi diverge anche in questo caso.

Siaoraa>0.Pert>0 = 0<

< 1. Indichiamo z = sappiamo che arctanz — z =

ta—‘,—l ta_|_1 )
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é(?ig)ﬂ 22 = Rdove 0 < £ < 2. Siha|R| < é6((1§+22))3 23 < 1 essendo 0 < z < 1. In tal modo

: : too  dt too gt 1
I'integrale si maggiora con fo areee < Jo e che converge per a > 3.

Rimane da dimostrare ora che per 0 < a < £ 3 U'integrale non Converge PerO0<é<z< \/— si ha

R< g (1+§2)3 < 4—Z; (a denominatore si ¢ usato { < z < 1). z < \/_ vuol dire t > (v6— 1)1/ =
t(a). Spezziamo l'integrale come fo( )dt f(t) f Har) dtf(t) ed il secondo integrale si maggiora
senza modulo con f dtf(t) < t?;; (1+ta)2 < t?;; 8?% che diverge a —oo per 0 < a < %
Ora calcoliamo l’1ntegrale per a = 1.
oo 1 1 , A 1 1
/ dt(arctan ———)= lim dt(arctan - —) =
0 t+1 t+1  Aste )y t+1 t+1
1+4 T A dt
= lim dt(arctan — — —) = lim __?2J arctany — lim — =

) arctany
A—+oo Yy

1 T
A1 —1H|A|—/A+l LQ) _
1 1y +y?)

tany | x T d d
::nm(ﬁﬂﬂg“ﬁdmm—/+(ﬁ_ ) =
A=ty 1 y 1492
T _ |A—l—1| m 1
—1-T4 Q L@ A“)zl————lQ
RN TR (1+97) 1 2"

1.8 f e3%%(cos x + sin 2z + 5)“dx
0< e3ma(cosx—|—smx—|—5)o‘ < 3797 per cui 'integrale converge per a > 0. Per a = 1 I'integrale

diventa fi)oo dze3® (cos z+sin 22+5) = 237 (cos 438 ) 4 3 €37 (sin g4 28 L) 3370 = 22

eBma

2«

Se a = 0 chiaramente diverge. Se o < 0, I'integrale diverge potendo scrivere f(x) >

1.8 fzoo V9+5z lnz(e$+l+1)d$

a>0; f(z) > \/Li essendo 2+°° d\/—l’_ = +oo 'integrale diverge.

a < 0; Essendo 1+el+m > elt? g maggloral integrale come f2 def(z) < f2 dp =28 9+5x (z4+1)* <
f dz2°v/102°~ 2 che converge per o < —=

T na em+1
Sia ora —3 < a < 0; [, dzf(x >f2 V9+51 (2 )>f def(x) > [} dm\/—( r+1)* >

f2 d:L'QO‘”““—\/E e quindi diverge se a — 5 > —1 ossia —5 < a < 0 (si e usato il fatto che per y > 0
si ha In2e¥ > y)

In alternativa si poteva fare: definitivamente per z — 400 In®(1 4 €” ™) = (z + 1)*(1 + o( )

e cio implica che 2%(z + 1)® < In“(1 + e*T1) < (‘r%)a e si giunge cosi alle stesse conclusioni.

1.8 [ dptlug

(ta2)2
L’integrale ¢ _% fooo Inzd((1+ 22)71) = lim._, _%(11-?—52) |0 + % lim._, fOO ﬁmﬁ) =
= lim._,¢ ;(11411:2) lims_m limg 400 1n ﬁ }f = %lims_m(lli62 In \/1+ =) =0

1.8 f;“i—%un<1+x-1/2>—sinl—%-l/ﬂaﬁ o0z p ()]

fy(z) = \/LE — = +od) - (£ - ¢ (%)) - definitivamente per x — +o00. Ora La

disequazione % < (\/E) :(1-7") ossia 1 < (\/—) 3(1-7%)=1 & verificata per ogni z > 1 se 21—

%) —1 < 0 e quindi —57 — % < 0 che e sempre verificata. Quindi definitivamente per x — 400
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"’

si ha 07 < |fy(x)] < 072) (stimeremo dopo C e C) e quindi |f”3(f)|a < L e

2T (=72 227 (1-7)e
voghamo che 2+ —(1 —72)>1.Se1—+% < 0siha convergenza per a < g e dlvergenza per
O . Se 1 —~2 > 0 si ha convergenza per o > g e divergenza per Q < _1.

Se 1 — ~2 = 0 l'integrale diventa f;oo 1 In(l + = 1/2) — 1|, da cui |f,(z)] § C' def.te per

|f”/(1’)| < 1

x — 400 e quindi e l'integrale converge per ogni valore di a.

Se a =01l risultato e analogo al precedente insieme con la sua dimostrazione.

Diamo una stima ora delle costanti C' e C”.
In(l+y)=y-— myz con 0 < £ <y ed inoltre sinz = z — g(cosc)z® e 0 < ¢ < z.

Nel problema concreto si ha y = ﬁ ed essendo x > 2 si ottiene 0 < y < % e quindi | —

%ﬁwz < %yz < %y Ne segue che %% < In(1+ %) < %% Essendo pero In(1 + z) < z

z

per ogni z p081t1v0 si ha —% < In(1 —|— %) < ﬁ Essendo inoltre 72 < 1 per |z] < V3

8

ed essendo z = 1, per x > 2 si ha —= < 3. Ne segue che %il < sin 4 < %il Anche
\/5 1 1 zi
qui, essendo sin z < z per z > 0 si ha l% < sin 4 < 4. Ne segue che se 1 —~? > si
x4 x4 x4
1 1 < 1% 1 - 1 ) : 1 < ginl=" L <
ha o7 7%(1 7 sin T= m4(1 = mentre se 1 —v“ < 0 si ha Toon = sin T <
1 11 1 1 1

Py 1’4(1 . In tal modo se 1 —~2 > 0 si ottiene G 1(1 — SfV(x) < \/E 737 TTa)
1 1 1 _ 8

che puo essere riscritta come W(i 71(1%2)) <f ( ) < Ta (1 1(1+ 7 )- Se x> 2

allora x%(HVQ) > 4 essendo 1+~ > 1 per 1 —~% > 0. Dunque alla fine si ha per 1 —~% > 0
1 1
217D 4 < f'Y( ) 23D

1 1 . 1 1
Sel—’y <OSIha1—\/— 121_—721(177_1]0’7( )_W—WOSSIa —\/—Eﬁ-wﬁ
|fy(z)] < 2z T e Ta® < 57 Taoe Da quest’ultima segue che

z2(

x%<11—72) (1- 2%(1{”2) ) < |fy( )| < Wﬁ A questo punto ¢ immediato ricavare le costanti
Ce(.
1.8 fl (cos 3= — cos == )dx
Se v = ga I 1ntegrale e convergente essendo identicamente nullo.
Se « = 0 e~y # 0 o viceversa llntegrale non converge. Supponlamo che @« = 0; cosl =a e
I'integrale diventa fl dr(a — cos = fl dr(a—1+1—cos—5). Ora 1 —cos - < 5 13 e
g6 < 5(1—a) per z > ﬁ = :co( ) L’integrale diventa |” @o(a )daj(a CoS =5+ —l—f () dw(a—

o o _|_
cos =) < [{ (a) dz(a—cos == +f das(a—l-l—%— =7 (a) dz(a—cos == )+ [ (()Z) dz(%5L)

ed il secondo integrale tende a —oo per cui I'integrale ¢ 1lhm1tato inferiormemnte.

Siano oraa > 0 e 7 > 0; 1 1ntegrale e dato da f1+ daj( T — 5ra +0( 56w ) +0(555)) . Se v > 2«
e 4a > 1 per cu1 < a< 7 ossia a > 4 v > = 7 > a Iintegrale converge. Infatti essendo
I'integrando — 2I4a -|—0( 2;4(1 ) esso € un o-piccolo d1 ordme superlore ad 1 rispetto all’infinitesimo
campione % Stessa identica situazione si ha se 6 <y < 3a.

Se o < 1 e v > ¢ l'integrale diverge. Esso infatti diventa fo dz[(— 52 + 50 )] + 0o(5o=) +

0(29697) Se 6a > 1 il secondo terzo e quarto integrale convergono mentre il quarto dlverge per

cui 'integrale diverge. Se invece 6cx < 1 allora il primo e terzo integrale danno f 0 L m4a (—1+
o(=3=)); ora prendiamo quel valore A (che esiste) di z per cui —1 + o(=3=) < —3. per x > A.

L’integrale si maggiora quindi con fOA dzf(x) — XOO dazﬁ che ¢ illimitato inferiormente.
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Chiaramente se a > + 77 < % I'integrale diverge per le stesse ragioni.

Se a < % ey < % ma 7y 7é 3 za lintegrale diverge. In tal caso si puo scrivere fo drf(zx) +
ono dr 1 [(1 +o(=3=)) — W(l + o(=35))] e se 4a < 67 allora llntegrale si pud maggiorare

con fo dxf(z) + f+oo daj4 . Stesso discorso se 6y < 4o (sempre per a < 1 7 < )
Identico discorso al precedente si ha per a > Z ey < %.

Alla fine il risultato ¢ dato da o > i ANy>zy=

[
wliN
Q

1.8 [(z%e'/® —2%cos 2 —x — 3 —sin & )da
2 dn[r(14+ L oy sy +O(2)) —22(1— 2+ b +o(4)) —2—3— (& — sk +o())] =
IR e * dzz?0(Z;) e quindi converge.

1.8 [7sin®(z*(cos = — 1+ 503 — 5751) ) da

f;oo dz sin® (s (&)); se @ <0 la funzione tende a +o0o per  — +oo e quindi diverge. Se

a = 0 la funzione e una costante e quindi diverge anch’essa. Se a > 0 la funzione e infinitesima
|f( )| < c|x\_2o‘ per cui se @ > 3 lintegrale converge. Infatti definitivamente per 2 — +o00

|0( 5)| < 25 per cuic= g + 1.

Sia 0 < a < 5. Essendo definitivamente |o(Z5)| < glz2? si ha (g (%)) > 5322 ed inoltre

deﬁmtlvamente per z — 07 sinz > cz per una costante ¢ opportuna e calcolabile. Tenendo

conto di tutte le considerazioni fatte si pud minorare sin®(z*(cos L —1+ 1y — =L3))da > ¢/ 4=
Per quel che riguarda c si pub porre ¢ = % e0<2<3

cosz=1—222+ L2t + 520 — L28 cos€ con 0 <§ < z. Quindi z*(cos 2 — 1 + 525 — 51) =
81z —i—cos%é—4 e 0 < ¢ < 1 Larichiesta |o(d5)| < 25 si traduce in cos%éL < é% < 5172

e quindi x > 1 va bene. In questo caso qu1nd1 non ¢’ €& bisogno di spezzare 'integrale in due
parti (¢ una peculiarita delle funzioni circolari tipo seno, coseno (non arcotangente) e dipende
dal fatto che le derivate successive non producono fattoriali).

La richiesta |o(J5)| < g5 si traduce in cos é 3 14 <a4h<as-
La richiesta 0 < 2z < 7 diventa x > 2 = ed essendo 2 = < 1 di nuovo tutte le z > 1 vanno bene.

L che di nuovo vale per = > 1.

1.8 [7a7((1+sin®z)Y/0 -1 + e~/ (@) )dx
Spezziamo l'integrale come fo dx + f oo d:L'— con A da trovare o no a seconda di cid che

vogliamo dimostrare. Essendo |f] § 2% ne segue che il secondo integrale converge per a > 1
(nulla si puo dire circa o < 1 in quanto il Teorema 8.13 da una condizione sufficiente per la
convergenza). Per 2 — 0, si ha f(z) = 1+ ¢ sin 2 z+o(sin? 2) — 1 +o(z™) per ogni n positivo ossia
2 4+ o(2?). Quindi |f| < 22 deﬁnitivamente per z — 0 e ne consegue che il primo integrale
converge per a < 3. Riunendo viene fuori che certamente si ha convergenza per 1 < a < 3.
Vogliamo ora mostrare che per « < 1 e o > 3 non si ha convergenza. Se a > 3 il secondo integrale
converge ma il primo no. Infatti essendo %xz + o(z?) > 11—21'2 si ha fOA miadx > fOA dr =% e
quindi si ha divergenza. Se invece o < 1 allora il primo integrale converge ma il secondo no.
Infatti si ha |f| > % definitivamente per x — +o00 e quindi divergenza.
Volendo dare una stima degli integrali in questione ossia un senso un po piu preciso alle parole
“definitivamente” usate spesso si puo procedere nel seguente modo. Cominciamo a consider-

B
are « < 1. f(x) > 1 —1+ e =+7 e vogliamo che tale espressione sia maggiore od uguale a

che ¢ difficile da risolvere se non

N 1 . .
che ¢ vera per r > 5 e quindi

. Dobbiamo dunque risolvere la dlsequazwne e Py

o= NI

>
1mposs1b11e Conviene quindi minorare e — > e v >
[% dasf @) > [ dz3i: che diverge esattamente quando o < 1.

1n2 1n2
5

Sia ora a > 3. L'integrale divergente dovrebbe essere il primo. (1+2)Y/¢ =1+2z— 2 (1 +

f)_ll/Gz2 e considerando che al posto di z vi € sinz ne segue che per ogni z si ha % sin?z <
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| sinz|. Da quanto scrltto segue che 1+ % sin®z — 1—12 sin?2 < (1 +sin®z)/6 <14 1 Lsin®x +

112 sm2 x e quindi 1 + sm x < (1+sin x)1/6 <1 -|- sin? z. E da risolvere poi la dlsequazwne
e P < 21433 Per O <z <1essace 1mphcata da e = < 93 che e vera per 0< 93 < %
(dimostrare tale fatto). Quindi si ha f(z) > 1+ Lsin®z—1— 2?2 >1+ L2221 La?>

2%(& — 5;). Ne segue quanto volevamo dlmostrare ossia che fo dx f(x)e dlvergente L’ ultlma

pre01sa21one ¢ che essendo e 3 # 15 lintegrale originario va spezzato come fo da: flx) +

f m drf(z)+ f dac f(x) ed il secondo integrale converge essendo la funzione continua in quel

sottoinsieme.
1 1—cos((1—z)?)
1.8 fO tan(m(l—m))(—lnm)adm

—x)2 z(l—x : s _Tl—x
f(l’) = QSIHQ((I 2) ))tan(xl(l—)x) x(l—x)(l— Inx)e” % <zsl= ZL’(]_—{L’) < % € qUIIldl tan(xl’(l—)x) <C

con C' costante opportuna; ne segue che |f| < C (1—z)” per 1 — 9 < x < 1. Da cio segue

(—Inz)

3 3 3
che [i_sdolf] < Jisduilte = — dfw = s e = b s
L’integrale esiste per 3 —a > —1 ossia a < 4.
Se invece 0 < x < ¢ allora |f| < m
converge per o > 1. Il risultato e¢ che I'integrale converge per 1 < o < 4.
Se a > 4 non converge il primo integrale mentre il secondo converge. Se o < 1 non converge il
secondo integrale mentre il primo converge.

dt

e quindi studiamo f05 m = f "o

1.8 [ (z(lnz)* —|—(x2—1)1/3)_1dx

Spezziamo l’1ntegrale come fl dz f(x) + f dz f(x) + fb dz f(x). Cambiando variabile t = x — 1
il primo diventa Yt (14 6)In*(14+t) + (t+2)1/3¢1/3)=1 e se a — 1 & abbastanza piccolo
lf@)] < (*(1 + 0(1)) + 21/3¢1/3)=1 Se a < 3 1f@)] < £ che fa convergere l'integrale in
questione per a < 1. Se a = % |f(t)| < tl% che converge. Se o > % allora |f(t)] < tl%
e quindi converge. La conclusione ¢ che il primo integrale converge per ogni valore di . 11
secondo integrale converge per ogni valore di o mentre il terzo, essendo |f(t)| < “ &7 converge
per a > 1. Se a < 1 il terzo integrale diverge. Infatti I'integrando si minora definitivamente
per t — 400 con 4tIn“t da cui la divergenza. Si dimostrino tutte le maggiorazioni scritte
ossia si dia un senso concreto alla parola “definitivamente” anche in quei casi in cui non viene
esplicitamente usata.

1.8 [;7(cos(z™/2) — (1 - 1)) da

Per x — +oo lintegrando ¢ dato da —5 — 2 + O(=4) + O(%) a cui segue che: v >1a >0
non converge vy=1ANa# —1 non Converge y=1Na= —% converge 0<y<l1
non converge.

Lo studente/ssa faccia le opportune maggiorazioni e minorazioni per dimostrare il risultato.

1.8 [ [2m2+3m + 29 e /% 4+ (24 1)(cos 2 — 1)]dz

Il primo e terzo addendo danno un contributo convergente all’integrale improprio (dimostrare).
a—le=2/z < za—1 per cui @ < 0 implica la convergenza “a +00”. Se a > 0, essendo definitiva-

mente per x — 400 e=2/T > %, si avrebbe 7@ 1le=2/% < go—1 > %xo‘_l da cui la divergenza. Lo

studio dell’integrale improprio nell’intorno dell’origine ci dice che converge per ogni valore di a.

Infatti e~ 2/ = o(xV) per ogni N grande a piacere e per z — 07.

1. 8 foo arctan\/_
Essendo arctan\/ </t si ha a“ta“\[ <t3 ¢ quindi converge per 3 L _a>—1ossiaac< %

Inoltre per t < t, con t, opportuno si ha arctan v/t > %t da cui arCttaan\/z > 1t2 * e quindi
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lintegrale fo dtaman\[ diverge se a > % Inoltre dalla maggiorazione arctany/t < T si ha

2
ar“ﬁ?\[ § da cu1 la convergenza dell’integrale a +o0o per a > 1. Il risultato e quindi che

l<a< 2 Se a>3 5 il primo integrale diverge mentre il secondo converge da cui la divergenza.
Se viceversa o < 1 il primo integrale converge mentre il secondo diverge da cui la divergenza.

1.8 [J° dx(272® + 2?) 7!

Essendo fo(z) < -5 I'integrale faoo folz )daj converge per ogni valore di a.
Sea>1le0<xz<1siha f,(x)>

dell’integrale in quanto m > 1.

Se invece o < 1 maggioro f,(z) <

converge per a < 1.

— dove m = min{z®, z?} da cui segue la divergenza

27 — da cui la convergenza. La conclusione ¢ che I'integrale

1.8 f-i-oo arc‘ca\,/n_(avl2)0‘daj

Se o > 0 allora arctan(z — 2)® ¢ definitivamente per z — 400 maggiore od uguale a 7 per cui
I'integrale diverge.

Essendo poi (%2_)1& < Cz°~% con C costante opportuna e definitivamente per x — 400 se ne

conclude che per a < —% I'integrale converge.

Poiché inoltre % > g3 I'integrale diverge per —% < a < 0. Si stimino le costanti C' e

.
1. 8 J"+OO sinz Inx d.CC
G137
Definitivamente per  — 400 si ha |f| < — (lo si dimostri) per cui si ha convergenza.
Definitivamente per z — 0 si ha |f| < 2Inz (lo si dimostri) per cui I'integrale ¢ convergente.

1.8 fo dx xlnx-l—%)

Taylor ci dice che 'integrale converge per a > 0

1.8 [T |z + 1|l gy
Per |z| — 400 ci vuole a —1 < 0. Se @ — 1 > 0 ne segue che f(z) > 1 da cui la divergenza.

Essendo a — 1 negativo, scriviamo a — 1 = —|a — 1| e quindi f(z) = W Se r — +oo,

asintoticamente si ha 0 < f(x) < |z 4+ 1|7" con un qualsiasi (in particolare maggiore di 1) e
quindi la convergenza. Poi cambiamo variabile x + 1 =t e per [t| < § con § sufficientemente

5
dt dt
. . . 3 3 _ > — — — 1 _ <
piccolo abbiamo /_6 7‘75‘“_1”&_1' Minoriamo [t — 1| > [0 — 1| =1 — J per cui /—5 ¢t a—1] =

s

dt : . . o :

/ W e la convergenza si ha per (1—4)|a—1| < 1. Siccome § ¢ arbitrariamente piccolo,
s

otteniamo |a — 1] =1 —a < 1 ossia a > 0 che insieme ad a < 1 diventa 0 < a < 1.

sinz =z — 228 +o(z?) 2= = I(l——x%—i—o(x?’)) 1(1 - %224 o(2?)) e quindi l'integrale diventa

f do(—2= (1 — 322 + o(2?)) — =) da cui il rlsultato per cui l'integrale converge solamente se
a<—1A 'y<%0ppureoz<1 AN 24a=3y
1.8 fol e dg

o atndr = [ e de = (1) Fdw = fi (4)" ot [L(H)" Fde 2 [1(3)" Pt fi 2

e quest’ultimo integrale diverge.

1. 8 J"+OO smxdx

Inxz
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<52 dz. L’ultimo integrando ¢ maggiorabile

. . . +OO
Integrando per parti si arriva a —<=2% ‘JF‘X’ f cos @

1 Inz rln?zx
7 che e integrabile fra 2 e 4o0.

oo Inz
1.8 / s

in modulo con

Inx . B Inx . .
/0 Wd = Ali)rgh Bgrfoo ., mdaz ed integrando per parti si ha

1 B B
lim lim | -2(—==)| +2 lm_lim dix]

A—0+ B—+o00 ve+1 A0+ Bo+too J 4 x(z +1)1/2

e con la sostituzione /x + 1 =t si perviene a

—21n

2 lm lim (2 )‘B ( z ))‘B
A—0+ B—+4oo 4/ + 1 r+24+2vV/xe+1 A

da cui
2ln A

1.8 fol dxw

tan(z—1)2
Sviluppando secondo Taylor abbiamo convergenza.

1.8 f0+oo t~* arctan® (z'
Dalla maggiorazione arctan
—2<a<4.

Sia ora a > 4. Se t < t,, con t, opportuno si ha arctan t2+2 > %t2f|—2

)t

=5 +2 < mm{ , ;} segue che l'integrale ¢ certamente convergente per

> 5 Jf == € quindi I'integrale

o dt o dt t )
fo 4t arctan’ (t2+2) si minora con fo T 1t2+2) che diverge appunto non appena a > 4. D’altro
+oo 734t
canto ft 4t arctan®( +2) < J,,  %ga che viceversa converge per a > 4 da cui la convergenza

della Somma degh integrali.

1t 1
Sia ora a < 2 Per t >t con t1+0pportuno si ha arctan t2+2 > S5 = 53
da cui ft 4t arctan® (t2+2) ‘" > giars da cui la divergenza per a > —2. D’altro canto
1 dt tl dt >
fo 78 arctan (t2+2) < a5 che converge per a < —2.

1.8 [, t*In(t+2)dt

Se a > 0 l'integrale diverge in quanto lim;, . f(t) = +oo. Sia allora a < 0. L’integrale puo
convergere solo se v < —1 A a+~ > 0. Infatti f(¢) = ¢t~ 1tz(etDa(et) |n(244) < =1zt
per t > t, e per una opportuna costante C.

Se -1 <a <0 f(t) > o= = ¢*5 definitivamente per t — +oo e —1 < 21 < 0 per cui
I'integrale ¢ maggiore di un integrale divergente e quindi diverge anch’esso.

Se o < —1 ma o + v < 0 allora il cammino di integrazione attraversa 1’origine e si ha definiti-

vamente per ¢t — 0 f(¢) > tota(-1-e) = t e a~1l < —1 da cui la divergenza.

1.8 La funzione ¢ illimitata in un intorno di x = 0 ma la divergenza ¢ integrabile dal momento
2

che, ad esempio, lim +/zIn(1 + a_2) = 0. A +o0o pure ¢ integrabile in quanto lim z2 In(1+
z—0t €T T—+00

2

a
—2) = 0. Per il calcolo integriamo per parti
x

2 400 a 2 2 400 2
x<"10 a—+oo Jg a“+x xz a—+oo fo T4+ a
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1.8 fO% dx Insin

fog drln(2sinfcosf) = ZIn2+ f(ﬁ dzInsin £ + fog dz In cos £; nell’ultimo integrale cambiamo
variabile —z + 7 = ¢ e diventa — [ 2 dtInsin £ = [ dtInsin L. La somma degli integrali ora da
2

fO% drln2sinfcosf = SIn2+ fo dt lnsm =ZIn2+2 fO% dtInsint da cui il risultato.

2

1.8 [ dzlnsinz
In questo caso basta osservare che per ogni valore di 0 < y < 1 vi sono due valori z; €0, 3) e

. . . . . s . T .
To € (g,w] tali che sinx; = sinxs e quindi f02 drInsinx = f% dzInsin x

1.8 fog dx In cos x

Basta osservare che fO% drlncosz = fO% dzlnsin(§ —z) = — f%o dtlnsint = —ZIn2
X drlnx
1.8 f zvx2—1
Cambiando variabile z = % I'integrale diventa — 01 %I_Lttz e definendo x = sinz diventa

— fog Insinzdz = 5 1n2

1.8 fog dxx cot x

SE]

— fO% In sin zdz da cui il risultato g In2

Poiché cot xdx = d(In(sin z)) si ottiene z In(sin x) .

1.8 [l dyeresine

Nel precedente integrale fog dxx cot x effettuiamo la sostituzione sinx =t

1.8 [ dzxIn(sinz)

[y dzzln(sinz) = [ dzzIn2 + [ dzzin(sinZ) + [ dzzIn(cos ). Nell’ultimo integrale es-

eguiamo la sostltuzmne —x +m =t da cui si ha fo drzIn(cos ) = — fo dt(m —t) lnsin% =

fo m—t)ln sm . Sommando con i precedenti 1ntegral1 otteniamo fo xdxIn2 + fo mInsin ; =
5 “In2+ 27rf0 dtln (sint) = % “In2— 275 In2 = —7 In 2

1.8 f dza In(cos® £)

f dzzIn(cos? £) =2 [ dwaw In(cos? £) = 4 [ dza In(cos

3) 2 5) = 8f0% dxIn(cosz) = —4mIn2

2

1.8 [F dyine

l—l—a:2
Partiamo da —7In2 = foﬂ dx Insin x sostituendo z = 2 arctant ed ottenendo

Jo 2t In(125) = 212 [ 4L + 2f+°° dt 24 — 2 [7°° 12 In(1 + 12). Nell'ultimo inte-
grale sostituiamo ¢ = tan z ottenendo —2 f02 dzlncosz = 25 In2 e quindi —7In2 = 27 1n2 +
2f lnx — 271 1n 2 ossia f0+ dz 1153’2 =

1.8 fo% dzxIn(1 + tanz)

fo% dzIn(1 + tanx) = fo% dxIn(sinz + cos ) — fo% dx In cos z. Cambiamo variabile nel secondo
integrale 7 — z = ¢ ottenendo fo% dzIn(v/2cos ) = fo% drIn(v/2) + fo% dz In(cos ). Sommando
si ottiene fo% dzIn(l 4+ tanz) = fo% dxIn(v/2) + fo% dxIn(cos) — fo% dzIn(cosz) = Z1n2.

1.8 fol dx lnl(j_;rzx ) Si cambia variabile 2 = tant nel precedente.
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1.8 /+OO PRChE o)
1422

s

2
Prima dimostrazione = = tant. / —2Incosxdxr = mIln2 (usando 1.8 XI11)
0

T In(1 + az?) .. . L
Seconda dimostrazione ————~dx e deriviamo (il Teorema 4.8 ci assicura che pos-

0 1 + 1’2
siamo farlo) ottenendo

d [T 1n(1+aw2)d _/+°° r? p _/+°° 1 1 dv
da J, 1+22 7 o (14 ax?)(1+ z2) v 0 l+arx?2 1422 1—-a

s s

2v/a(l—a) 2(1—a)

T In(14-22) o« ! 1 1 L ody
d A — da = —  =7ln2
/o R 2/0 (ﬁ(l—a) 1—a) ¢ ”/o T+y

1.8 f+00 In(14x) ‘

1422
Si scrive |, oo da:hll(}r%f) = fo da:lnl(il'f ) ¢ f lnl(}f; ) Si cambia :/ariabile x = tant nel
secondo integrale come prima e si ottiene ff dzIn(l + tanz) = [2? dzln(cosz + sinx) —
4 4
J# dzIn(cosz) = [ dzIn(cos z+sinxz)— [;7 dzln(cosz). Nel primo integrale si cambia variabile
4
T—x=te quindli JoF dzIn(cosz + sinz) = [;* In(v/2sint)dt da cui f;roo dxhﬁ—;m) =gln2e
commando con fo da:ml(}r%f) si ottiene 7 In 2
1.8 fo dx2Eant arCtanm . Si integra per parti il precedente
1.8 fﬂ/4 2+COS(2”;‘§”j_Sin(2m). Si effettua la sostituzione ¢t = tan x nel precedente.
1.8 [] deiiinds
Si scrive [ dajl_ﬁ;% f02 dx 1ﬁ:ﬁ —+ f dwliZE #—. Nel secondo si cambia variable z — % = ¢
e si ottiene fo7r dx 1fr:ﬁmx = f dxszﬁmx + fo driicossz + 3 fo dr oy = fo doymeiss +
f02 drs=227— + 5 f02 drs=or— Idﬁfll + I + I3. In I effettuiamo la sostituzione cosx = wu, nel

: — : arccos u arcsin u us
secondo e nel terzo la sostituzione sin z = u ed otteniamo fo du 5225 —|—f0 du5=05 + 5 fo 2

Usando il fatto che arcsinu + arccosu = 5 siha I = fol 2232 = ﬁ In(1++/2)

1 8 f() daz rsinx

1+cos2 z
C o . . 1 arcsi

Si fanno gli stessi calcoli di prima. L’integrale diventa 3 fo o du + 5 fo ez du +
Tl du T 1 du 72
2 J0 14u2 — 0 1+u2 = 4

arccos r
1.8 [! dp2ccose

_ sint

Con la sostituzione x = cost si ottiene fo Theos? Troozydt =
1.8 f+oo dm = — # 1_161 ), Si costruisca il polinomio di Taylor in = 0 e si osservi che
il-L ﬁ) = 2 +0(1) per z — 0. Inoltre |1 (L — L 4+ 1 )| < C/2? per  abbastanza
grande.
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1.8 f+oo de Per z — 0 la funzione asintoticamente ¢ f(z) = 2'~" e converge per
1 —n > —1 ossia n < 2. Per studiare la convergenza a +oo si cambia variabile x + 22 = ¢

e l'integrale diventa f oo 51&; fljf dt. Asintoticamente per ¢t — 400 la funzione integranda e

t—("*+1)/25int e Pintegrale converge per n+ 1 > 0. Per n > 1 converge assolutamente. Fac-
ciamo vedere ora che per n < —1 diverge. Scriviamo l'intergrale come fo cosintdr it come

z(t) dt
(k+1)7 . nt1
Zk o Jer g(t)sintdt,dt dove g(t) = \/1+4t(2\/1+4t—1)"'

essere limg_s 400 f (k1) g(t)sintdt = 0. Ora quando k ¢ pari e grande abbastanza abbiamo

k(:ﬂ)ﬂ g(t) sintdt > Omii)/z (C & una costante opportuna che puod essere calcolata) e per

n < —1 il termine generico non tende a zero come dovrebbe se la serie convergesse.

Se l'integrale converge allora deve

1.8 fa+oo xS gin(2x)dr  Integrando due volte per parti si ottiene

+00 _p _sinz o sinzsinz |T® ¢ +oo +oo esinz +00 SN gin g
fa xz e sin(2x)dr = e x—n}a — S, +f nSgrdr — fa ne—Fr—dr e per

a > 0 e n > 0 l'integrale converge.

sin x

1.8 f0+oo Inz gy primo modo.  Llintegrale & uguale a 3720 [F(—)ktle=hring —

1+4e® 0
S 0+O°(—)k+1e_xw da cui il risultato usando ’esercizio 1.8.2-24. Due parole vanno
dette sulla serie. Come si nota la serie viene portata fuori dall’integrale. In altre parole
dall’integrale della serie si passa alla serie degli integrali. Tale passaggio va giustificato. Se

si spezza l'integrale in fo > 11_‘;;6[ = fo fi;d r + f+oo I_I;I dxr con 6 > 0, si nota che lo
sviluppo in serie & uniformemente convergente nell’intervallo (4, +00) ma non lo & nell’intervallo

(0,48). Dobbiamo quindi far vedere che Y% 05( Yetle=he Ing = f(f ()t le kT Ing =

) 0 _
IN lliexz dz. Facciamo vedere che V ¢ 3 n.: n > n. = ‘2221 fo(_)kHe krng —
S Ing n 5 k+1_—kx Inz n 0 k+1_—kx
fo I+e® dm‘ < e [Xhe 1fo (=)" e Inzdz — 0 1+e@ > k=1 fo (=) e Inz —
R lnx 5( )n+1 —xz(n+1) .
Jo 2% e Z dr| < § < € essendo ¢ piccolo a piacere. Che la serie usata non
e 1te

converga uniformemente deriva dal fatto che la serie >, "J 2" non converge uniformemente in
f d dal f he la serie 3% x* if i

[0,1)

e Secondo modo. Si dimostra il risultato pitt generale per cui f0+ lfe”fm dr = —5=(In2)In(2a?).

I = limg_ I(a,d) = lims_o f; mtrdr. I(a,8) = tInéIn(l+e ") + £ [ 2 In(1 e ).

f;: don(] 4 emor) = [ %111(1 ) B dlenu —emar) = [0 dz 12(1 — 7o) —
o0 —ax —ax —adx

[ m(1 —e ):_f(s 22 in(1 — e ):—fld;ln( — e %) = — (79 In(adz) —

f12 9 n(1 — %z 4 (aéx) +..)=1Inén Lie " _ 1n21;1652a ) 4 o(1) e nel limite otteniamo il

risultato.

1.8 ["etIntdt =

d F/(fl'}) d oo 1 —t teo —1 —t oo -1 —t -
— InT =—1 v = v 1 v
ptl (z) = T(o) ~ ds n [/ " e dt /0 t" e "Intdt /0 e dt

+oo
e per z = 1 otteniamo (InT")'(1) = / e 'Intdt. Ora
0

[lnlﬂ(a:)]/:i lim lnn!-i—a:lnn—Zln(a:-i-k): lim ilnn!-l—xlnn—z:ln(x-l—k):

€T n——+oo n—+oo Ax

— —yperxz=1
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1.8 f0+oo e t(Int)?dt =2 + %2.

d? _d V@)  O)"(=)l() - (I(x)?
a2 M) = Ty T T2(x)
La quantita che cerchiamo e
"oy T el 2 d? _ - 1 R
(T) (1)_/0 et (Int)%dt| wlnm)_kgom = ()'(z) = &
e quindi )
(InD()"T(1) + (1) = & +77.

+oo +0 cost 1 P Y
1.8 fo cos z2dx. © = \/t ci da / ——dt. Poi scriviamo — = —/ e~ 'da ed otte-
0o 2Vt Vi VT o

niamo

cost s

/+°° 5 1 /+°° J /+°O @t gt 1 /+°° a? J 1 7 1
—Falt = —= a e CoS = — ——d0 = ——=——= = =4/ =
0 Vi VT Jo 0 Vi lo 1+at VT 2v2 2V 2

“+o0 +o0
1 1
1.8 /0 In(1+ &)dw. Scriviamo 3 /_OO In(1 + COZix)da: = % e deriviamo

— 0

T coshz a +oo 2a
I/ - d = —dt =
(p) / cosh z + ap cosh x o \1/ /_OO t2 + 2apt + 1
r=Int

arctan

B /+°° 2a dt B 2a t+ ap ‘JFOO_
o (1-ap?) (14 ) VI-a? T ap?
2a T ap
= —— | - —arctan ———
1 — a2p2 2 1— a2p2
e poi dobbiamo integrare

I(1) I(1)—1(0) 1 /1 2a s
2 2 2Jo /1—a2p? |2

marcsina 1 / arcsina
0

— arctan

ap
| dp =
\/1—a2p2] b

sinu \ cosu 1 ) . \9
arctan du = =(marcsina — (arcsina)”)
cos U a 2

2 2

COosS u

dz arctan(ax) arctan(bz) ‘4—00 n /+°° dz  aarctan(bx)
0 0

400
1.8 t tan(br) — =
/o arctan(ax) arctan(bz) . - z 14 a2x2

=0

S

barctan(ax)
1+ 22

)

. [T°° dx  aarctan(pbx , oo abdzx
I(P)Z/ ?(Tg(g)v I(p):/ 2.2 32.2)
0 a’x o (14 a?z2)(1+ b%p222)

ab too a? b2p? ab
aZ — b2p? /0 {1 T a2z 1+ b2p2x2} x a? — b2p? 2 (a—bp) —

1 1
br  dp Ta b
I =11)-10)= [ I'pdp= | LT S T
S 10 =10)-10) = [ Todp= [ G =Tt )
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b b
e poi sommiamo il contributo in cui si scambiano a e b per ottenere %a In(14+-)+ % In(1+ %)
a
1.8 Deriviamo dentro 'integrale rispetto ad a
T 2a—2cost T 2% a+1)+2(a—1) 2
0= [ it S [ o e Tt
0 @ @ cos t=2arctanx 0 (1 + CL>2 (xZ + m) v

oo dz teo ] 1 dx 1 x |t T
2 2y ( D) - 2) = arctan—) - =
o (1+x2)(A+2x?) 0 ?+A 1+z22"1-A4 A1 -A4) VAlo 2(1-A4A)
T T

ToVA(L-4) 2(1-4)

con |a| < 1 abbiamo

7 (1+a)? _/+°° dx
4 1—-a 0 (1+ 22) (:z:2—|— (l—a)z)

(1+a)?

Foo x2dx Foo 1 A dx T A x |toe
= ( — ) = - arctan — =
o (1+x2)(A+=2x?) 0 1+22 A+22"1-A 21-A4) 1-A VAlo
T A x2dx

™ oo
= — — —(1 —|—a) :/ —
2(1 - A) 2(1 - A) 4 0 (1 + .’EQ) (5(32 + 8_1_332)

Ne consegue

oo 9g2 1)+2(a—1 2 4 1 da—1) 7 (1 2
I’(a):/ z*(a+1)+2(a 2) dz = 7( —|—a)+ (a gﬁ( +a) 0
0 (1+a>2<x2+8;32)1+x a+1 4 (a+1)24 1-a

Da I(0) = 0 segue I(a) =0. Se a > 1, Banalmente si ottiene 27 Ina.

+o00o 1
1.8 Nell’integrale / In (1 + a )dx cambiamo variabile = sint e otteniamo
0 cosh x cosh x
1+ cost . . T .
r = In TV per 0 < t < 7/2 da cui dr = —dt/sint, e quindi l'integrale diventa
sin
2 In(1 in ¢
/ n( -|—‘asm )dt
0 sint
/% In(1 + agsin? aj)d /2 adx a /+°O dt ar 1
€XrT—— B — — — -
0 sin? x i Jo  l4agsin’z ~~ 2 J)_ t2(1+aq)+1 2 /T+aq

r=arctant

1
am 1
da cui dj——=7m(vV/1+a—-1
/0q2 TTa; (V )

2.8 f0+oo STy e 0+oo ‘Si;m‘daz
Dimostreremo un risultato piu generale che si applica alle funzioni date. Tale risultato costituisce
il contenuto della seguente proposizione. Dopo daremo anche una dimostrazione ad hoc per i

due integrali.

Proposizione 2.8.1 L’integrale fa+oo dx g(x)sinz dove g(z) > 0 e limy1oog(z) = 0 in
modo monotono (g(x) N\, 0) é convergente. Se inoltre f;oo dx g(x) = +oo allora l'integrale

f;oo dz g(x)|sinx| é divergente.
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Come e evidente, la proposizione si applica ai due integrali in questione.

Per la dimostrazione abbiamo bisogno di un risultato relativo alla convergenza delle serie nu-
meriche. Tale risultato, dovuto a Leibnitz, ¢ contenuto nel seguente

Lemma E data la successione {a,} tale che a,, - a,+1 > 0 ed inoltre lim, 1 |a,| = 0. Allora
esiste il limite limy, 100 >op_q(—)*ay.

La dimostrazione ¢ un risultato classico della teoria delle serie (vedi Teorema 9.7) e
limy, 400 D opey (—)¥ay & detto somma della serie.

Il precedente risultato prelude al seguente

Lemma Sia data la funzione f che verifica le ipotesi seguenti

1) f(x)=0perx =a; cona; <az <az<...Gy...

2) f(x) > 0 per asp_1 < T < asy, f(xr) <0 perag, < x < azpt1

3) Esiste un intero N per cui i numeri b, = [""*" dz f(x) verificano le relazioni [b,| > |by41]
pern=NN+1,N+2, ...elim, 1 |by| = 0

Allora f;oo dx f(z) & convergente.

Dimostrazione Dato X esiste un intero n tale che a,, < X < a,41; inoltre faX dr f(z) =

[ dr f(z) +[br +bo+ by + ...+ byq] + faX dz f(z). Ora facciamo il limite per n che tende
a 400 della precedente espressione. Il primo termine e costante. Il secondo termine converge
perché verifica le condizioni del criterio di Leibnitz dato dal precedente Lemma. Il terzo termine

tende a zero in quanto | fj{ dz f(z)| < |b,| avendo f segno costante su ogni intervallo delle
radici.

Ora possiamo dimostrare il teorema da cui eravamo partiti.
Essendo g(z) > 0 le radici di g(z) sinz sono date da x = kw k € Z. E evidente che g(x)|sinz| >
g(z + m)| Sm(w + m)|. Inoltre |b,| = f(mﬂ)ﬂ g(z)|sinz|dx > f(mH)ﬂ g(x + )| sin(z + 7)|dz =
f((:ll_ﬁ)zr )| sinz|dz = |by41]. Inoltre |b,| < wg(mm) — 0 per m — +o00. Quindi le ipotesi del
precedente lemma sono verificate e 'integrale ¢ convergente.

Sia ora f;roo dr g(x) = +o0.

f+oo dz g(z)|sinz| > [ dz g(x)|sinz| + S kikfl)ﬂ dx g(x)|sinx| e la sommatoria & mag-
giore od uguale a Zk 19(m(k+1)) [, (k+1)7r dz|sinz| = 3% 2g(r(k+1)). Quest’ultima somma
e divergente essendo divergente l’1ntegrale di g(x).

400 gi . A & 1 ) A g . .
Jo o Edr = lim [ 24y = [ 22y + hm f1 S 7r. Nel secondo integriamo per
. . A
parti ottenendo lim4_, 1 o (cos1 — %) —limg 100 f Smmdx Ambedue i limiti esistono.
. “+o0 i . N . . _ . ..
Per quanto riguarda fo %Lm'd:c si pud osservare che |sinz| > sin’z = % e rifarsi i
conti.

2.8 f0+oo dx cosx”
Se v <0 limg_ 4o cosz” =1 e quindi l’integrale improprio non puo essere convergente. Infatti
esiste N > 0 tale che x > N = cosz” > e quindi I'integrale improprio verifica la minorazione

de dx cosx? > fo dx cosxY + fN dx cos Y > fo dx cosx” + §fN dz che chiaramente
iverge.
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Sia ora v > 0

OOdtt

Cambiando variabile 27 = t lintegrale diventa fol dx cosz” + f1 ~ cost. 11 primo in-

tegrale e convergente mentre per il secondo integriamo per parti ottenendo ;tT sint H‘X’ —

S
1

¢ un integrale improprio convergente se < —1 ossia v > 1. E importante notare che
lim, o cos 27 non esiste a meno che v = 0 e quindi la funzione non ¢ infinitesima per x — +o0.
Naturalmente se esistesse il limite per x che tende a +o0o allora tale limite deve essere zero se si
vuole l'integrale improprio convergente. Tale esempio inoltre non verifica 'ipotesi del teorema
8.12 né del teorema 8.13. Oltre al calcolo eseguito si puo usare la proposizione precedente

1—2
17_2” 7 sint. 11 primo contributo ¢ definito e finito se v > 1. Il secondo contributo
1—2v

dopo la sostituzione nell’integrale (la g(x) & data da xliTw)

Se v = 1 l'integrale si calcola ed e divergente nel senso che lim, 4 fox dt cost non esiste.
dt cost = 0.

21n
Nonostante cio € vero che lim, o f

Vogliamo ora far vedere che lim,_, 1 fom dt cos” t non converge per 0 <~y < 1.

Per questo bisogna ricordare che f0+oo drcosz” = limx_, 400 fOX drcosz? = limy_, o0 [(X)
Tale limite esiste se e solo se ¢ verificato il criterio di Cauchy (la dimostrazione verra data alla
fine) ossia

Ve>03X.>0te X' > X, X' >X. = [[(X)—I(X")|=| [z, decosa?|<e
(vedi pag.176 per la formulazione del criterio di Cauchy riguardante le successioni.). Sia ora
{X,} una successione tale che lim,,_, | o, X,, = 400 e supponiamo che esista una sottosuccessione

{X,, } tale che limy_ 4o f;{("’“ 0 e cos z 2 0. In tal caso non e verificato il criterio di Cauchy
nk

in quanto dato X > 0, basta prendere X,,, +9 quale X" e X,,, quale X' per negare tale criterio

+00dtt W

Nel nostro caso particolare, una volta pervenuti alla formula fol dx cosx7 + f cost si

prenda X,, = § +nm e si consideri la sottosuccessione {X,,, } = {4k+17r +7} = {2k7r + 311,

2k7r—|—
k intero. f 2 dt

R 7t 7 cost > ”5 con § < 1. La conseguenza ¢ che 'integrale improprio non
converge..

ket 5 At 45" cost > 0 i deve far ricorso al grafico della

Per dimostrare la relazione f% 432 5 5

funzione f(t) = t5 cost. 11 grafico e costituito da una funzione illimitata che negli in-
1—-2 1—
tervalli (2k7r + 3T 2km + 2F) = (tg,t}) & positiva. f/(t) = 1_77t " cost — t 7 sint e

12

f @)= £ Cost(w —t2) — QI_TVtsin t]. Ne segue che f(¢) ha un massimo in ciascun
intervallo (tx,t}) la cui ascissa xp \ % = 2m(k + 1) per k — +o0. Inoltre ha la con-

cavita rivolta verso l'alto nell'intervallo (ty,ar) C (tx,t)) con ar — tp per k — +oo e verso
1
il basso nella restante parte di intervallo. L’ordinata del massimo & f'(zx) = 25 sinag.

f'(2km + 3F) = (2km + 37) 5 > 1 mentre f'(2km + 38) = —(2km + 57”)1% < —1. Quindi negli
intervalli (tg,t},) il grafico della funzione e costituito da “campane” che tendono a diventare
dei rettangoli con il lato pit piccolo uguale ¢} — t; = 7 e l'altezza sempre piu grande. Ne
segue che ciascuna di queste campane conterra al suo interno il triangolo che ha per base il seg-
mento (¢, 1)) e per altezza un opportuno valore § < 1. In tal modo la divergenza dell’integrale
improprio e assicurata.

Dobbiamo ora dimostrare la seguente proposizione:
Proposizione 2.8.2 limy 100 [(X)=1 <—=: VeI X, >0tc. X' > X X"> X, =
(X)) = I(X")| = | [2, dxcosa™| < e
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Dimostrazione Cominciamo da = . Supponiamo quindi che esiste limx o [(X) = I. Dalla
definizione di limite segue che dato § esiste X, tale che |I(X) — I| < § non appena X > X..

Ma allora prendendo X > X. e X' > X_ si ha [[(X) - [(X')] = [[(X)—-I+1—-1(X")| <
|[I(X)—1I|+|I —1(X')| <eequesto e vero qualunque siano X ed X’ perché maggiori di X.
Facciamo ora vedere < . Supponiamo quindi che sia vero il criterio di Cauchy. Ne dobbiamo
concludere che esiste il limite 1.

1)SiaUs={Y eRte Y=IX),X > A}

Dato B > A sia Sp = supx-pI(X) e sp = infx>p I(X). Evidentemente B’ > B implica
Spr < Sp e spr > sp. La successione {sp} & monotona non decrescente e limitata dall’alto
mentre la successione {Sgp} € monotona non crescente e limitata dal basso. Dunque sp converge
al suo estremo superiore s e Sg al suo estremo inferiore S.

3) I criterio di Cauchy implica che V ¢ > 0, 0 < S — s < e. Infatti dalla definizione di estremo
superiore ed inferiore segue che esistono Xp. > A e Xj’aE > A tale che sp < I(Xp.) < sp+e¢
e Sp—e<I(Xp,.) < Sp. Maallora Sg —sp < [[(Xp )+ I(Xp)| e quest’ultima quantita ¢
minore di € per ipotesi.

4) La conclusione del punto 3) implica che s = S = I. Infatti se cosi non fosse ossia s < S si
cadrebbe in contraddizione con le conclusioni del punto 3)

5) Si conclude dimostrando che limx_, 1 [(X) = I. Infatti sg—I < I[(X)—1 < Sp—1I per ogni
X > B.Quindisihasg—s+s—1 < I(X)—1 < Sp—S+S—Tequindisg—s < I(X)-I < S-S
e quindi —e < I(X) — I < e per un opportuno B che dipende da .

2.8 f+ dz 22 cos x5.

Cambiando variabile 3 = t il precedente integrale diventa % f0+oo dt cost? e quindi converge.
Tale esempio potrebbe apparire sorprendente in quanto la funzione non e neppure limitata per
xr — +oo. Ci si convinca pero del fatto che se esistesse tale limite, per avere convergenza
dell’integrale, esso dovrebbe essere zero.

2.8 fo m = I. Per risolvere 'esercizio bisogna sapere come e fatta la funzione almeno
a grandi linee. La funzione ha infiniti massimi assoluti nei punti z; = k7 ed infiniti minimi
relativi (o locali) in punti y, € (km — 5, km) tali che yx + 2tany, = 0. Per & — +o0 si ha
yr — km — 5. Nei punti 7 + k7 e nei punti %7? + km vi sono dei flessi discendenti con derivata
nulla.

.. . k7T+2 dx
Scriviamo I = fo mdm + Zk 1 jm—z mdm ed esaminiamo il singolo integrale
kr+% dx _ rkm—eg + flwr—l—ak + flwr—l—2
kr—% 14ztsin?z = Jkn—3% 1—1—1’4 sin? x km—ey 1—|—x4 sin? x km+tey 1—|—x4 sm2 x°

Studiamo dapprima il secondo mtegrale Esso € maggiorabile con 2¢; e prendiamo e = kia con
a > 1. Ne segue che 2+°<1’ S dr < Z 1 k™% e quindi converge.

km—ey 1—|—x4sm T

dx 1 T—2¢
Terzo integrale. fkﬂ—l—ak T si?s = (maxkﬂ_i_akgmgkwr% T Sin%) T2 =

= 1+(kﬂ+€k)4lsinz(kﬂ+€k) s 1+(k7r+€i)4 T =22t QOra per |z| < z, con z, calcolabile
si ha sin?z > ax? con a che dipende da z, e quindi si pud stimare 1+(k:7r+ei)4 3 €k <
W < 1(km)~*T2. Di conseguenza si ha fk::ai H_mfﬁ < k2072 o pera < 3 la
serie Z :::Ei H—m“% converge.

Primo 1ntegrale kr gk foﬁ < <maxkﬂ_%§m§kﬂ_sk 1+$4lsin2$> . 77—228k =

= 1+(k7r—€k)4lsin2(k7r—ak) Tr_22€k = 1_‘_(;”._;)4 sinZ e, Tr_22€k. Si e usato il fatto che Y — km — g e

quindi il massimo lo si ha per km — €. La somma degli integrali converge per le stesse ragioni
di prima.

6 .. 2
2.8 fooo re T STy
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o oo 6.2 _ .6 kn+3%
Scriviamo [, xe™® S Tdr = fo e~ TSt oy 4 >t k= :

: : : km+% —z%sin? _ kr—ey —z%sin? z kr+ey —28%sin? x
il singolo integrale fkﬂ_% xe dx = flm_% xe d + [ .. xe dx +
kﬂ'-i—%

km+eg
bile da 2e,(mk + ) < 2(m + 1)kej, e prendiamo e = 2= con a > 2. Ne segue che

k — 25 sin? _ - o :
S e S 2(m 4 1)k'® e quindi converge. Consideriamo ora il

km—eyp
terzo mtegrale. La funzione & maggiorabile con (7wk + ek)e_(”k_sk)G sin i Ora per lz| < z,
con z, calcolabile si ha sin?z > az? con a che dipende da z, e quindi si pud stimare
(wk + e )e(h—ex)®sin*er < (rk 4 1)e~(Tk=D°a*k** o4 & una quantitd che tende a zero a
patto che a < 3. Questo vuol dire che il punto 7k + €, si trova alla destra del punto di massimo
della funzione piu vicino a xy = 7k (si verifichi che x;, = 7k non € un massimo). Questo implica
che nell’intervallo (7k + ey, 7k + %) la funzione ¢ decrescente e si puo stimare l'integrale come
I=2%k f(rk 4 ep) < T2k (nk +ep)e —(k=1)°a?k7*" (yantith questa che tende a zero piu velo-

kn+Z 5
kmteg

_ .6 2 ..
ze~ T STy ed esaminiamo

6 oi,2 . . . N .
xe T STy g < % Studiamo dapprima il secondo integrale. Esso e maggiora-

6 .:..2 . .
cemente di ogni potenza. Ne segue che Z xe T S Tdy converge. Identico discorso

km—e _ 6 .
si puo fare per Zk 1 e T o qulndl I’integarle converge. Come si vede la scelta
2

fatta di prendere 2 < a < 3 € fondamentale. Se a < 2 non converge la prima serie studiata. Se
a > 3 non convergono né la seconda né la terza

o) a2 a2
2.8 [ we I Ty
Esattamente come prima scriviamo

_ 2 kr4Z 22 . g .
Iy we @*sin* &gy — fo pe~® sint Ty 4 Yk 2 xe” S Pdy ed esaminiamo il singolo in-

tegrale

kr+% —z2sin?z _ km—ey —z%sin?z k77+5k —1’ sin? z kr+ 3 —z2sin? x
kg L€ de = [~ " xe de + [ . dr + fkﬂ+€ xe dx

er < 3. Studiamo il secondo integrale. f(mk + &) = (7k + €k)e_(“k+€k) siner. > (rk +

a2
ep)e(Thren)’el > (rk 4 6k)e_(”k+a’“)2k_2 > C(wk) per una opportuna costante C' e con la

. . CdaZn? e . <.
scelta di e, = ¢ (per @ < m si ha C e~ ™ Di conseguenza si pud minorare come
km+e 2 g2 . . .
kﬂ_g: xe T S rdy > 26, Cmk e la serie rispetto a k diverge
4
2.8 fo g~ sin® T gy Valgono le considerazioni precedenti con la scelta e, = 15

2.8 fo In(1+4 Si?—m)dx Bisogna ricordare che In(1+y) = y— lyQﬁ e 0 <7 < y. Applicando

la formula al caso in questione si ha ln(l-l—si;l_m) = Si‘/‘f %S”"; L (1+ 7z con 0 <7 < Sil/‘—m SeA>1
segue che 0 <7 < 1 per ogni x > A e quindi (IJ@)Q > i Cio implica che fo dx S“; L (Hly)Q >
M 2 . . . .
% fooo dx**—= che diverge da cui il risultato.
2.8 f |Smxm| Sappiamo che +OO dz32Z converge. Dalla relazione |sinz| > sin®z =
% segue che l'integrale dlverge.
—+o0 i . —+o0 .. 3 .
2.8 f dm% Sappiamo che |, dac:m; converge. Scriviamo T — - ;l_fsfnx =
. . —+o0 . .
m(m&;i_kim. Se dimostriamo che f2e dx% diverge allora diverge pure

+oo d sin x

2e Inxz+sinx ® 26

2 ,. _ l—cos22z o
sin ¢ = 1=99%22 Dintegrale f2e dx

+oo 7@
2.1.8%* dx
0

1+ zb|sinz|¢

.2
sin®
dwln z(lnz—1)

—+o0o
converge mentre f2€ dx

2 . . .
dajl sin_ che diverge in quanto scrivendo
naz(

Inz+sinz) — 26
cos 2z

w2 (inz=T) diverge.

1
Inz(lnz—1)
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oo dx
0 x4 4 gb—a

+o00 d
/ 73:1; converge se e solo se b > 1.
0 1+z

+o0

- / —b. A 400 la funzione, ¢ asintotica a 2%~° e quindi converge se e solo se
(1 + xb)

a—b< —1 ossia b > 14+ a. A x =0 ¢ asintotica a % e quindi converge se a > —1.

A +oo la funzione, e asintotica a % e quindi converge se e solo se a < —1. Az =0¢
asintotica a 2%~% e quindi converge se a — b > —1.

La regione di convergenza per ¢ = 0 ¢ quella ombreggiata

b

V=

e c>0.

z? x?
— < ———— < x% e quindi 'integrale non converge.
2 = 1+|sinzl¢

Q“
O

A 400 la funzione e asintotica a z® e quindi converge per a < —1. A = = 0 ¢ asintotica
a+|b|

a e
xlbl 4 ¢
x® e converge per a > —1. Ne segue che converge solo se:

per cui se |b| > ¢, coverge per a + |b| — ¢ > —1. Se |b] < ¢ la funzione ¢ asintotica a

—1>a, |b|>¢, a+|bl—c>-1

b>0 (b4+c¢>0) A z =0 la funzione ¢ asintotica a ® e quindi converge per a > —1.

Scriviamo l'integrale come

+0o  am(k+1) a a a
Iiz:/ x®dx B / (x + km)*dx / (km)*dx

P 1+ 2b|sinalc 1+ (z+ km)b |smx|C 1+ (7 + km)bac
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Sia ki = k + 1. Cambiando variabile z(7k’)%/¢ = y si ha

+00  m(mhy) e (k) +00 %R (e gy
=y | / > >
,;) 0 (klﬁb/cl-l-y Z klﬁb/cl-i-y kz_o 1 (kim)b/e 1 4 ye

>Z / *f /““’W _(km)® _dy
k.lﬂ- b/c 2(]{171‘)17/6 y©

I 400
_ (km)® (k) 1 o oo C
_kZ:OW—i_I;)Q(le)b/CI_C(W (71']{71) 1) ( 7&1)

e diverge se b < max{c(1+a),1+a}
;- +2’0/7r(k+1) 2%dr "‘ZOO/ «’13+ kﬂ')adflJ
B ok 1+ 2b[sinz|® 14 (x+ km) |smaz|
_f/% (x + km)%dx Jio/ (x + km)%dx B
_kzo o 1+ (x+km) |Slnx|C 1+ (x4 kn)b|sinzlc
_io/‘ (z + km)2dz *f/ (+ I + kr)ada
B o 1+ (x+km)b|sinz|c 1+ (x4 5 + km)b|cosx|°
*2"’/ (2 + km)® *i/ (z+ T + km)*dzx B
- 1+ a:+k;7r 14 (z+ % +km)b(1 — 22)c =
f/ (kym)®dz +§/§ (klﬁ)“da: B
N 1+ (km)b(%)e 14 (km)b(1 - 22)e
*2” / (kim)de i’o / (kym)da *2” / (kym)ide
1+ kwbxc 1+ (km)b(1 —x) 1+ (km)bxe
dy

(ki) o= w(kym)e k) v
— a—l—ld 1 — a+1 1 /
/ .’E—i_Z/ 1+ ]{771' b.’L‘C T +; (kﬂ_)b/c : 1+y€

oo a (km)b/e
klﬂ') dy
< et 4 32 nlham) /dy+/ W) _
= (km)¥e | Jo 1 ye

=1

a <X (k)@ 1 o)k
:W+1+;W-l+?<(kﬂ'>(l )c—lﬂ (c#1)

Per ¢ > 1 la serie converge se a — b/c < —1 e quindi b > c¢(a + 1). Se ¢ < 1 la serie converge se
a—b/c+ (1 —c)b/e < —1dacuib>a+ 1. Quindi converge se b > max{c(l +a),1+a}
Se sempre con b > 0 rimane il caso ¢ = 1.

“+o0

o0 o0 (7 b/e a ey T\ b a
k?lﬂ')b/c 1 2<k17r)b/c ¢ k=0 Q(klﬂ—)b k=071 2(k17r)b 4

k=0

+oo +oo
= (kﬂ (kr)® nm n(m
= z_:o 2 z_% 2y T+ bln(mk)]

e diverge se b < 1+ a.
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Sempre per ¢ = 1 inoltre abbiamo

Ig,ﬂ_a-i-l_i_z kl” [/ dy +/(k7r) ] Z k:17r (1+ bln(km))

k=

e converge se b > 1 + a. In definitiva

¢>0,b>0 converge <= a>-1, b>max{c(l+a),l+a}

I:/+OO Zs“|si§x|c +ZOO/ (z + km)®|sinz|l¢! s
o ab+|sinzlle K (x + km)b + | sinz|lcl

a+|c|—min{b,|

Per x — 0 la funzione e asintotica a x cl} ¢ quindi si ha convergenza se e solo se

a+ || —min{b, |c|} > —1.

Dopo aver considerato b —a # 1
a—b+1
(z+ k:7r a—b+1

a—b+1
1
1+ - -1
CHE
la serie converge per a —b < —1 ossia b > a + 1.

3 (x4 km)®|sinz|l! +°°/% (z + K)o (22)l +°°/1 (&0 + kmr)aalel
I=2 dr > 2 s dr =2
z::/ (x + km)b + | sin z|l! v= RZ:O o (z+km)b+1 * Z o (EE+km)b+1

+oo 1
(kmr)®alel .
22;_0/0 (ﬂ—l—knr)b—i—ldx divergese a —b> -1 <= b<a-+1

Quindi per ¢ < 0 e b > 0 la serie converge se e solo se

b>a+1, a+ ||+ 1> min{b, |c|}

b<0
7— /+°O xa+|b||sinx||c| JFZOO/ (z + km)ot 1l sin |l i
Jo 1+ abl|sinz|le ard 1+ (x + km)Ibl| sin 2| Il
Per x — 0, la funzione ¢ asintotica a z%+II+1bl ¢ quindi vogliamo che a + |c| + |b] > —1.
7o Ji:.o/ (x + km “+|b||smaz||c| i’f/ (km)otlbl| sin 2|l dp —
B 1+ a:+k7r)|b||smx||c| 1+ (kym)lol| sin x|l

+o00 a+]b| le| o0 /2 (fer)atIbl (22|
—Z / (k) | sin z| dm>22/ (k) (%) dr —
0

1+ (kym)lol| sin x|l — 1+ (kym)lolzlel

T2 oleltl (gryatibl  pEURam) P el X2l (fm)etl gt
- el IL+|b|/ T g™ = 2 0 /y dy+
—0 (kym)Tel Y 0

22 glef+1 (k.,n.>a—|—|b| /g(km)lb/q 1
2y

a4y
el (klﬂ_)%"r“ﬂ cl
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e la prima serie diverge se |b| < |c[(1 + a) e la seconda se |b] < 1+ a. In definitiva diverge se
|b] < max{|c|[(1+a),1+ a}.

f/ (x + km “+|b||smx\|c| 22/ (kym) @+l sin 2|l¢] i
1+ (x + km)lbl| sin x|l ad 1+ (km)!bl| sin x|l

+OO/ ]{717T a+b| p|c| J mitlel oo (]{717T)a+‘b| /(kﬂ)bl(;)lc—l y|c|dy
§ xr = <
14 (m)lbl(22)lel 216015 oy Tt H1Y 1+ [yllel

rltlel oo (k ,/T)a—|-|b| 1 el altlel +o0 (km)a+|b| (km)lol/lel(2ylel=1 dy
2lel |"+|b|/ydy+2lcl ﬁﬂw/ |y [Ie]
=0 (km)lel k=0 (k)T y

ed la prima serie converge se |b] > |c[(1 4+ a). La seconda converge se |b] > 1+ a da cui
|b] > max{|c[(1+a),1+a}

Riassumendo
c<0,b<0 converge <= a-+ b+ |c]>—1, |b] > max{|c[(1 +a),1+a}
+o00 . k+1)w .
22.80 [T I /( T _sina
x® 4+ bsinz [ x4+ bsinx

e Se ¢ < 0eb=0 1l denominatore della funzione ¢ diverso da zero avendone

(k+1)7r
Z/ sin xde = Z/ (z + k)l sin zdx =
—Z/ (x + k)l smxdx-i-Z/ V¥ (z + k)l sin zda

e quindi
™

|/ o (z + k)l sinxdw-ﬁ-/ (=1)*(z + kn)'* sin zdx| >
/2

/2
> / (z + k)l sin xdz > / (km)llsin zdz — 400
0 0

se k — 400 e quindi ¢ violata la condizione necessaria di convergenza della serie. Dunque se
a < 0 la serie non converge.

+o0
e a = 0. / dw&. Per definire l'integrale bisogna che |b| < 1. Come al solito
1+bsinx

400 . (k+1)7w . (k+1)7w . T
sin x sin x sin x sin x
de—— = de———. de——| > d 0
/ xl—l—bsinx Z/,m xl—l—bsinx | k x1+bsinx| - /0 &

T
per k — +o00 e quindi la serie non converge.

e a > 1. L’integrale converge assolutamente, c¢’e¢ ben poco da dire
el/2<a<.

/(’““H)Tr sin x / sin(z + k)
Y > i
e x® —|— bsinx (z + km)® + bsin(x + k)
_ / ksmx B Z/ sinx ‘ e
l‘-l‘k"ﬂ' -I—b( smx (x + km)*(1 4 (kr)=*b(—1)F sinz)

B sin x b(—l)ksm:c oan)

Z/ (z + km)a 1 (ke +O(k )> B

sin x T (=1)Fsin® x 30y _

=2 (-1 / x+/m)ad“z/ 3 (o e = 2O =

0
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T sinx T sinz 2 T oding
d — _dx < dr = h 1)k R .
a/o @t 2k x _/0 k)" x k)" segue che E (—1) /0 @+ ) 2 & una serie
di Leibnitz quindi converge.

Quindi se a > 1/2 la serie converge determinando la convergenza dell’integrale.

e0<a<1/2,b>0. Perdimostrare la non convergenza scriviamo

(—1)*sinx B (—1)*sinx (—1)*sinx n (=1)Fsinz
(x4 km)e +b(—1)rsinz (x4 km)e +b(—=1)Fsine (2 + km)® (x + k)@
_ (-DFsinz bsin® x

B CEN S (z + km)*((z + km)® + b(—1)*sinz)

ksin )
Ora g ~—~2 —dx converge come prima ma
(z -I- k)@

T bsin? x dx b(1 — cos(2x))
Z/O (x4 km)*((z 4 km)® + b(—1)* sinz) Z / (z + km)e((z + km)e -l-b(—l)ksinx)dx

diverge.

1 [7 b 1 /7 b
Y3k erir e X1, G
1 /" b
225/0 77(1+k)“(7f(1+k)a_b)dx

diverge ma

Z 1 /7r b cos(2x) s
2 Jo (z+km)*((x+ km)®+b(—1)ksinx)
converge. Lo riscriviamo come
Z / bcos(2(a; + km)) d — /+°° b cos(2x) d —
(z + km)o((z + kr)* + b(—1)ksinx) zo(zo + bsinx)

L1y (7 (e ) )
B 2x“(m“+bsinx)’ 2b sin(2z) (w (« —I—bsma:)) dz

e 'ultimo integrando converge in quanto la derivata tende a zero come 1724,

sin x

+o0
e0<a<1/2,b=0. L’integrale converge in quanto / dx € ben noto esser convergente

xe

too sinz T sin
2.2.8%* de——— = —1 k/ d
/ x:z:a+b|sinx| Z( ) 0 x(x+k7r)a—|—b|sinx|

e b =0, a > 0 l'integrale converge integrando per parti.

e b =0, a <0 diverge e la dimostrazione ¢ come la precedente.
e Se a = 0 dobbiamo avere b > —1 e l'integrale diverge.

e a > 1. Lintegrale converge assolutamente

ea<0eb>0.

/+oo I zlal sin;.z; Z/ (x + ]{;71-)|a\ sin
1 + bzlel| sin z| 1—|—b (x + km)lal sin
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Facciamo vedere che l'integrale diverge in quanto il termine generale della serie non tende a
zero. Per evidenziare cio scriviamo

/7T (z + km)lel sin - /”/2 (x + km)lel sin -
—dr > —.
o 1+b(z+ km)lelsina o 1+0b(x+kn)lelsing

Inoltre usiamo le maggiorazioni 2z/7 < sinx < z da cui

"/2 ol & "/2 al
/ (z + k) sm:'(: o > / 2 (km)!*x -
o 1+0b(z+kn)lelsing 0 7r1—|—b( 7+ km)lalg

dx & asintotico a A~!In A per cui

/2
Poi osserviamo che per A grande l'integrale / a
o 1+ Az

m/2 9 |al
/ (k)% I
0 7T1+b(7r+k7r7r)| lz

e asintotico ad una quantita che in k, per k che tende a +o00, € O(Ink) e quindi la serie diverge.
e(0<a<l.

Z/(RH)” sin x Z/ sin(z + k) —Z/ ksinx de
o xa+b|smaz| (x + km)e -l-bsmx :L'+/€7r + bsinx

e la serie converge essendo una serie di Leibnitz da

/7r sinz dx</7r sin I
o (@+km)*+bsine  ~ J, (z+ (k+1)7)*+bsinx

E da notare la differenza con il precedente integrale. Infatti quello presente converge anche
laddove divergeva il precedente ossia per 0 < a < 1/2, e b > 0. In quel caso avevamo la serie

” b
>y (o5 k) (@ 1 k) 1 b~ sina)

ed a causa di (—1)* dentro il denominatore, non possiamo dire che & una serie di Leibnitz.

9.9.8 /+°O _ |sinz|
et % + b| sin z|

+oo lol) sin x| + kmr)lal
x| sinz (z + km)*sinx e . .
° a<Oeb20./ dw1+bx|“||sinx\ Z/ 1 b(z + k)l sin g e rifacciamo gli stessi

calcoli precedenti arrivando a concludere che 'integrale diverge.
e b =0, 0 <a<1/Tlintegrale diverge in quanto abbiamo

+o00 +oo 2 +oo 1
/ |smx|d >/ | sin x|da:: 1/ 1 COS(2x)d33

T T 2 e

1 [+ cos(2 1 [+t 1
e 2 / cos(2z) dx converge (si integra per parti) ma 2 / —dz diverge.
¢ ¢

e b =0, a <0 diverge e la dimostrazione ¢ come la precedente.
e Se a = 0 dobbiamo avere b > —1 e l'integrale diverge.

e a > 1. Lintegrale converge assolutamente
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| sin x|

+oo
e (0 <a<1eb#0. Lintegrale diverge in quanto abbiamo / dx ¢ asintotica-

% + bl sin x|
+0 9| sin? x|

——dz la cul divergenza ¢ pari all'integrale analogo del
x

mente maggiore o uguale a /

caso precedente

e a = 0 dobbiamo avere b > —1 e l'integrale diverge.

+°° _[sinz| sinz
2.2.8 d
/0 Y29 T bsina Z/ (x + km)* 4+ b(—1)Fsink v

e Se a < 0 solo b =0 va bene.

/7r sin daz>/ﬂ sin I 2
o (+kme — J, m(1+k)® _7ra(1—|—k)a

da cui la divergenza della serie.

sin x
—1)kbsinz

™
e Se a = 0 solo b > —1 va bene ed otteniamo Z / g dx che diverge in quanto
0
il termine della serie non tende a zero.

e Sia a > 1. La funzione ¢ asintotica a |sinx|/x® e quindi converge. Piu precisamente da

Z/W sne dz otteni
o (x+km)*+b(—1)Fsink z otteniamo

sinx 1

< <
S o hm £ b= sk = 7(1 k)" —b

eSial<ac<l.
sin x 1

>
(x +km)e 4+ b(—1)rFsink — 7(14+k)*+b

e quindi la serie diverge.

1 00
3.8 Spezziamo 'integrale come / dxx®| cos x|mﬁ + / dxx®| cos l’|m5 =5 +1
0 1

‘6 <2 a< _1‘ I1 limite per z — 07 della parte con il modulo ¢ una forma indeterminata del
tipo 1°°. Per 0 < < 1 si ha

8 In(14(cosx—1)) 8
|COS£C‘I S e 2181 S e(COSx—l)/x‘ | (111(1 + f,(]) S f,(])
© 18]
(cosz—1)/x
lim & = lim elcese-D/allone _ oo _ gy e N
x—0+ ™ z—0+

_ s e .
Ne segue z%x"x "|cosz|® < Cx*'™ e quindi I; converge. Anche I converge a causa di
a < —1.

1 ‘ La disuguaglianza

1 1
/ dxa:"‘\cosxﬁg > inf |cosx\xﬁ/ dxx®

e 0<inf<1 | cosx\xﬁ # 0 da cui I diverge se § > —2 A a < —1. Essendo I3 > 0 ne segue che la

somma [; + I5 diverge.
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‘5§O’O‘2_1. Essendoxﬁglperlesiha

+o0 s +oo
/ dxx®| cosx|® > / dxx®| cos x|
1 1

che diverge se @ > —1. Per dire che l'integrale diverge si fa uso: della Proposizione 2.8.1 se
—1 < a < 0 e della maggiorazione x* > 2 cona>0e —1 < o < 0 per x > 1. Del resto
I'integrale fra 0 ed 1 e positivo e non potra compensare la divergenza del precedente per cui
nellinsieme dato l'integrale diverge

o> —1,8>2a+2

: oo 6
I, converge sempre per ogni valore di § in quanto z%|cosz|® < x.
.. . N,m B +o00 (k+1)7w B .
Y o 0% xX (0% x Y
Scriviamo I'integrale come Iy come [, °" z*|cos z|* 4+, 2% [} dxx®| cosx|® . L'integrale

converge se e solo se converge la somma (serie convergente).

1 o (k+1)7 5 (k+1)7w 5
(k+=(1- —))O‘/ dz|cosz|® < / dxx®| cosx|® <
2 ‘Oé‘ Tk Tk

1 a (kf1)m 8
<(k+=(1+ — O‘/ dz| cos z|*
(ke 50+ 27 [ dreosal

Cambiando variabile y = x — 7k gli integrali di destra e di sinistra diventano

1 ™
(51 = o [ deleosal=#7" <

(k+1)7w 1 -
= / dra®|cosa|” < (k+5(1+ i)>“/ dx| cos z|(T+F™"
Tk 2 |(l/| 0

e si maggiora ulteriormente con

1 (@] 4 8 1 a ™ . 5
brpt- _))a/ dar| cos 2| < (k4 S (1 - —))a/ da| cos x| TR <
2 ol Jo 2 ol J,

(k+1)m 1 x
= / dra®|cosx|” < (k+=(1+ g»a/ da| cos | @™ <
Tk 2 || 0

1 K
<(k+-(1+ g))O‘/ dx| Cosx|(k“)5
2 |af 0

usando un po di trigonometria si arriva a scrivere gli integrali agli estremi della precedente
maggiorazione rispettivamente come

s % %
/ da| cos x| "HFT)" = / dy(cosy) k=" + / dy(sin y) k"
0 0 0

1 m 3 z
(k+-(1- i))"‘/ dx| cosx|(’”)ﬁ = / dy(cosy)(’”r)B —l—/ dy(siny)(k”)g.
2 |al 0 0 0

Inoltre si eseguono le seguenti ovvie maggiorazioni e minorazioni (km)? > [(km)?] > [(3k)"],
(km +m)P < (2km)? <14 [(2k7)°] <1+ [(7k)?] e quindi si pud scrivere

™

/2 dy(cos y) HTRD +/2 dy(sin y) I HTD < /2 dy(cos y) k7 +m)” +/2 dy(sin y) k7 +m)"
0 0 0 0

™

2 5 z z
/ dy(cosy) T+ / dy(siny) F+)" < / dy(cos )97 4 / dy(sin y)|*”]
0 0 0 0
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Dallo svolgimento dell’esercizio 23.8 si hanno le seguenti relazioni

2 onv . ™ (2M)! 2 Con T (2M)!
/O dx cos ZC—EW, . dz sin x—gm,
2 M1)222M 2 M1)22M
/ dx cos®M T g = —( ) ) / dx sin®M T g = —( ) ,
0 (2M +1)1)2 0 ((2M +1)1)2
si dimostra per induzione (vedi alla fine dell’esercizio) che per M > M, (M, opportuno) si ha
1 (2M)! 1 1 2 , VM 22M ()2
< 1+ ——. Invertend h < < VM
NI \/M( + 2M) < WiTi nvertendo si ha —— < @ S VM e
quindi
1 VM 2M(M)? VM 11

> > —
VM~ 2M+1) = 2M+1)! —22M+1) — 6/M
Quindi per ogni intero pari o dispari, detto I uno qualsiasi dei precedenti quattro integrali, si
ha ﬁ <I< \/LM Da tutte queste maggiorazioni segue che

2 G0 g [ Xk 30+ )

o] cx®| cos z|® ]
2 T R S da®lcosal” < D 2 e

k=N,

e quindi la serie converge se e solo se o — g + 1 < 0 da cui il risultato.

Ci ¢ rimasta da dimostrare la relazione induttiva M > M, (M, opportuno) si ha

1 (2M)! P (14 1
VM T 2N T VM 2M

Cominciamo dalla parte sinistra. Per M = 2 e vera. Il passaggio da M ad M + 1 da

IM+12M +1
]\}_ 2M1221cheévera.

La parte destra e vera per M = 2 ed il passaggio induttivo da M ad M + 1 da

) <

=k

2M+1< M 2M +12M + 2
2M+2~ VM+1 2M 2M +3

(2M + 3)3VM
2(M +1)3/2

e quindi < 1. L’espressione ottenuta tende ad 1 per M — +oo e quindi si potra

a
scrivere come 1+ i + O(W) Se dimostriamo che a < 0 abbiamo il risultato in quanto bastera

poi porre O<W) < % per cui la frazione sara minore di 1. Facendo lo sviluppo di Taylor

3
delle funzioni opportune si perviene al fatto che la frazione puo scriversi come (1 + m)(l —
3 1 9

1
m) + O(W) =1- ar T O(W) da cui il risultato.

2M)!
Trovare un baco nella dimostrazione precedente ossia che nella dimostrazione che # <
22M (\[1)2
1

1 N : . : . 1 —q
\/—M (1+ m) e capirne il rimedio. II baco consiste nel fatto che la disuguaglianza O(3z) < 537

impone di considerare i valori di M piu grandi di un certo valore che dipende da a e dalla stima
che si da di O(ﬁ) mentre all’inizio della dimostrazione si dice che si vuole operare a partire da
M = 2. La contraddizione si risolve dicendo che si dimostra la induzione a partire da un valore
opportuno di M, ed e esattamente quel valore per cui definitivamente O(%) < 537

4.8 F(z,y)= f0x+y %dt
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Se indichiamo con f(z) = [ ¢ _ldt econ g(x,y) =x+ysi ha F(x,y) = fog(z,y). Se f(z)
e derivabile allora F, essendo g(aj y) differenziabile, ¢ differenziabile vedi pag.301. Ora f &
certamente derivabile se z % 0 mentre se z = 0 va fatto qualche conto. Il modo piu veloce

consiste nellt definire la funzione
et —1

M) =4 1 t#0

1 t=20
h(t) & continua per ogni t e quindi la funzione f(z) & derivabile ovunque per il teorema di
Torricelli. Ma f(z) = f(z) e quindi anche f(z) & derivabile.

Alternativamente si puo procedere analizzando il limite del rapporto incrementale ossia
. . h oot _
limpo 3 (f(R) — £(0)) = limyo + [ S52dt. et =1+t + St2e®)

h, et_ h, . 2

dove 0 < ¢(t) < t < h. In tal modo |+ ['(52 — 1)dt| < |5 [, teWdt| < ﬁeh% e

quest’ultima espressione tende a zero per h — 0 Dunque 1(0) = 1 e l'affermazione ¢ dimostrata.

v_1
-l-y

La derivata parziale rispetto ad x ¢ data da < che e uguale alla derivata parziale rispetto

ad y.

4.8 H(z,y) = [’ dth(z)

Sex #0 A y # 0 la funzione ¢ differenziabile per le stesse ragioni di prima. Sey =0 V z =0
il discorso cambia.

Per essere differenziabile deve essere derivabile rispetto ad x ed a y. Scriviamo la funzione H
come H(x,y) fo dt h(z fo dt h(z) se ne deduce che se = 0 oppure y = 0 o tutte e due
la funzione h(z) non & contmua avendo una discontinuita di salto. Cio implica che H non puo
essere derivabile. Sia infatti z = (z,,0). Per y € (=0,0) U (0,6) 0y H (z,y) = h(y) dal teorema
di Torricelli. Inoltre lim,_,+ [ dth(z) = h(0F) e lim,_,o- [, dth(z) = h(07) da cui segue che
se H fosse derivabile la derivata avrebbe una discontinuita di salto e questo € impossibile per il
teorema 6.10.

5.8 Fi(z)= [, dtlog(l—e = )= [, dt f(t)
Per t =0 si mtende che l'integrando vale 1. Dom (f) = (—o0, 1) lim;_,1- f(t) = —o0,
lim;, o f(t) = —o0, limy_, f(t) = 0. essendo

I’argomento di f minore od uguale ad 1, f & sempre negativa tranne per ¢t = 0. Da cio segue che
F e positiva per x negativo e negativa per x positivo.

Inoltre segue che F; ¢ sempre decrescente essendo F| = f. F{(0) = f(0) = 0 e quindi 0 ¢ un
flesso discendente

() = _fjt £ tt - da cul segue che f’ ¢ positiva per ¢ < 0 e negativa negativa per t < 1

1—e t2
e quindi F} ha la concavita rivolta verso 1’alto per z < 0 e verso il basso per x > 0.

lim,_, o Fi(x) = +oo chiaramente. Vediamo ora lim,_,;- Fj(z).

—1
Per questo dobbiamo fare lim4_,;- fol dtf(t) che & un integrale improprio. @ =14 =+

O((t—1)2 ) da cui

f@) =In(EFE +0(t-1)?%) =l +In(14+ 0@ —1)) =In(l —t) — 2Int + In(1 + O(¢)) e
I’integrale della seconda e terza funz1one non e improprio.

Bisogna studiare solamente f11/2 dtIn(1 — t) che converge ad un valore negativo e calcolabile in
quanto si puo trovare la primitiva. Dunque lim,_,;- Fy(z) =1 < 0.

A questo punto il grafico ¢ quello disegnato.

5.8 Fy(x) = [, f(t)dt dove f & la funzione dell’esercizio 4.6.
Il dominio della funzmne f & R\{—a} dove —a & l'ascissa negativa in cui si annulla il denom-
inatore. Certamente F5 ¢ definita per x < —a. In x = —a e definita se converge 'integrale

J; ¢ F(t)dt ossia deve essere definito il limite lims_,o+ f__la_(S dt + limg_,q+ f__la_(S dt(t_lnl(t%t)w,
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Cambiando variabile ¢ = —t esso diventa 1 — a + lims_, o+ fa1+5 dt t(;l/s e a+1Ina = 0. Cam-

(t+Int

dt(t+a)e 2"t
(t+a+In(t+a))t/3"
Il denominatore pud svilupparsi come t +a+Ina+In(1+ L) =t+In(1+ %) =t(1+ 1)+ O(t?)
e quindi una volta elevato ad 1/3 si ha una potenza che rende l'integrale convergente. Questo
fatto implica che il dominio della funzione F5 & tutto R. Non ha asintoti verticali. Ha due asin-

toti obliqui in quanto lim, 4. FZT(I) = 1 ed inoltre convergono pure gli integrali (dimostrarlo)
+oo te— It
-1 (t—lfl|t|)1/3'

. - . . . 1
biamo ancora variabile y = ¢ — a e solamente l'integrale diventa lims ,o+ | 5

f & continua e derivabile dappertutto e quindi F5 ¢ derivabile con Fj = f.

In x = —a F5 non puo essere derivabile in quanto l'integranda ha una discontinuita di salto.
Possiamo dire quindi che F5 e crescente per x < —a, decrescente per —a < x < b e crescente
per > b. x = b ¢ un punto di minimo mentre x = —a € un punto angoloso.

_ 2t—1 _ (=
5-8 F3(ZL') = fO dtm = fO dtf(t)

Dom (f) =R\(1,0, 3); limy_, 100 f(t) = 2, limy_yq f(t) = 0, limy—,0 f(¢) =0, lim, 1 f(t) = -2,
Deﬁniamolafunzionef( ) come: f(x) = f(x z)sex #0,4,1, f(0)=0, f( ) =0, f(l) —2. In
tal modo f & una funzione continua in tutto il suo dominio e fo dt f(z fo dt f A rigor
di logica dovremmo definire una funzione Fj(z) ma evitiamo di farlo in quanto Fy(x ) = F5(x).
L’equazione Fj(x) = f(x) & vera per ogni z e quindi F3 & decrescente. I punti di ascissa
0 ed 1 sono dei flessi ma f’ non ¢ derivabile in quei punti e quindi F?:/ in quei punti non
esiste. Anzi si ha lim,_,qg+ f'(2) = Foo, lim,_,1+ f'(x) = Foo, e quindi lim,,_, o+ F;(x) = Foo,
limg, 1+ f”<x) = F00,.

Asintoti oliqui. lim, 1 F3(z) = Foo ma lim,_, 4 F3£$) = —2 per cui ¢ lecito pensare che
vi sia un asintoto obliquo. Il termine noto dell’asintoto “a 400” sarebbe dato dall’integrale
limy—sto0 fy dz (f(£)+2). In(1—F)=—7—5+0(5), #+1)In(1—1)=—t— 35— 1 +0(3),
(2t—1)+2(t*+1)In(1 - }) = —=2— 2+ O(}). L’integrale diventa [ dt 21 + [y dto($) che da
+00. A “—00 succede la stessa cosa. Dunque asintoti obliqui non vene sono. Il punto d1 ascissa
1

5 ¢ un flesso. Il grafico, a meno di flessi diversi da quelli trovati, ¢ quello in figura.

5.8 Fy(z)=xz+ [, dt<—

1
Il dominio di f & R\{—1}. lim;—,_ f(t) = —o0, lim,_, 11 f(t) = Foo, lims 1 f(t) = 0.
f>0perx > —1,e f <0 per z < —1. Poiché fo_l dt f(t) = —oo (verificare), il dominio

di Fy(x) e (—1,400). Quest’ultimo fatto & generale; non e detto che il dominio della funzione
integrale coincida con il dominio della funzione integranda. Se ad esempio si fosse definita

x) = [*, f(t)dt il suo dominio sarebbe stato (—oo, —1). Fy(z) < 0 per z <0 e F4( ) > 0 per
F4(.’E)

x> 0. lim,_, 1+ Fy(z) = —00. limy 400 =4

=1elimy, o Fy(z —x—fo t) =¢q < +o0
per cui la F4 ha un asintoto obliquo per x — 400 di equazione y = = + fo ft )dt. Si dia una

stima di ¢ (una possibile & £23/4 < ¢ < 1). Fj(z) = f(z) > 0 e quindi F} & crescente

5.8 Fg(z) = [, dt(1—cos1); Il dominio & tutta la retta. E una funzione dispari (dimostrarlo)

per cui basta studiarla per z > 0; B monotona non decrescente (dimostrarlo). Fg(0) = 0 e

limg 4 o0 Fg() converge a [, dt(1—cos 1) per cui F5(x) ha due asintoti orizzontali di equazioni
= & [[7dt(l — cosi). Fg & derlvablle in ogni punto del dominio 0 compreso e Ff(x) =
1 se x =0

Ora Ff = 0 per o = 5= ¢ k € Z\{0}; F§(zx) = —=5sin = = 0;
k

1
1 —cos — se x # 0. Tk
x

F{'(z) = 2 sin é—i— I cos = = (2km)*; Fy(xi) = [~ dt(1—cos 1) — 0 per k — +o0. Abbiamo
k

dimostrato quindi che e81ste una successione di flessi che converge a 0 tanto sulle ascisse quanto
sulle ordinate. Il grafico della funzione, per —% <z< % e rappresentato da una “scala” i cui
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“scalini” si trovano in corrispondenza dei punti xg.

6.8 Sappiamo che |f| < M. Prendiamo la partizione P di [a,b] pari a zg = a,21 = a +
€,L9,23,...,Ln_1=b—¢€,x, =D.

s(f; P)= inf x)e + Z ( inf (x)) (xg41 — k) + inf  f(z)e

xe[a,a—‘,—a] TE[xk,Trt1] xz€[b—e,b]

S(f;P)= sup f(w)6+i< sup f(w)) (Tkt1 —ak) + sup  f(x)e

z€la,a+te] b1 \ZE€[Tk,Tk1] zE€[b—e,b]

S(f: P) — s(f; P) =i< sup  f(a)— _inf f(af)) (wer — 1)+

1 .’EE[.’Ek,.’Ek+1] ‘re[‘rk"rk+1]

sup f(x)— inf f(z)|e+ sup f(z)— inf f(z)]e
x€la,a+e] z€(a,a+e] z€[b—e,b] ze[b—e,b]

e se la partizione e abbastanza fitta

n—2
IS(f; P) = s(f; P)| < &> (xg41 — xx) + 4Me = e(b— a — 2¢) + 4Me
k=1

da cui la tesi.

7.8 Cambiando variabile 22 = t I'integrale diventa

f01/4 2‘?} arctant = 01/4 Q‘ft[(t + 5 arctan(3)(£)t3) 0 < & < ;. Il secondo integrale, detto R, si

stima come -5 01/ dt% arctan®) (¢) = 1/4 dt t5/2((§i2€_2)22) < 0 essendo 8¢2 — 2 < 0 per

§€(0, 7).

Inoltre R > -5 01/ *dt (If_tli(:; =5 ;72((1176))2 > 1555 11 valore dell’integrale cosi trovato ¢ dato da
/4 dt _ 1

2 0o Vi 2

8.8 Essendo sinz? <1 e sinz? < z2 si ha che I'integrale € minore od uguale sia di ¢ che di g
e dunque del minore dei due.

8.8 La prima parte della stima si ottiene osservando che |sinz| < 1 e la seconda osservando
che |sinz| < |z| da cui il risultato.

Cos T Cos T
+tan3z — 2

9.8 Si usi la relazione 5

10.8 Si usano gli sviluppi di Taylor. Prima perd ¢ opportuno modificare I'integrale. Senza tali

manipolazioni ¢ possibile lo stesso eseguire il calcolo ma meno agevolmente. Se indichiamo con [

I'integrale oggetto di studio, traslando di % si puo scrivere I = fi) , dz sinz?. Usando poi il fatto
2

2

1
che sin z“ ¢ una funzione pari si ha I = f02 dx sin 22 e da ultimo operando la sostituzione 2% = ¢ si

2k+1, \k in(2n+3)
t (=) + S f(t)t2n+3 con 0 < f(t) <t S %

sint

1
perviene a I = % o dt N Ora sint = ZZ 0

@F+1)! 2n13)!
1 n 2k+1 (K in2n+3 . .
equindi 7 =% [Fdt(3)_* (%j_(l)!) + = (2n+3§,(t)t2"+ ). Prendiamo ora n = 0 e consideriamo
1 in(® 1 _
il numero Iy = 1 [f dt\/t = 5; mentre |3 fo dtsff(t)tf’/ﬂ < | S dtt®?] < S < 1078,

. _3 1 . . .
Conseguentemente si ha I —Iy| < 1077 con Iy = 5. Il calcolo nel caso si voglia un errore minore

23/dicembre/2021; HEsclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 59



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

di un milionesimo procede esattamente nello stesso modo solo che bisogna “andare un po piu
1n( ) — —
il 1a” con I'ordine dello sviluppo di Taylor \2 f04 desmE049/2) (12011 -2M1)7L < 107 e

120
quindi |I — I3| < 107° dove I3 = 3 fo dt(\/t — %t5/2) = %.
Si puo notare come la trasformazione dell’integrale sia molto importante per due ragioni. La
prima & che non avrebbe senso sviluppare il polinomio di Taylor di sin(z — %)2 centrandolo

nell’origine in quanto si dovrebbe calcolare Sin% e non sappiamo quanto vale. La seconda e che

pur potendo sviluppare sin 2, in realtd non conviene in quanto le derivate sono piti complicate

Data f(x) con Z(f) si indichera il suo integrale indefinito.

11.8 Z(tanz): [ dz 3L con la sostituzione cosz = ¢ e 'integrale diventa [ —4 = —In|t| =
—In | cost|
11.8 I(SIHI) ' sinx f251n—cos ln|tan |

11.8 Z((tanz)?): fda:sm L = [dplztyz 0’2 _ tang —

cos? x cos2

11.8 I( 1) Si procede coi fratti semplici. o = i—l — i—l — %

r— T 1422
per cui [ (I 1)4 =1 71n Eﬁl — %arctana:
11.8 I(= +1) Si procede anche qui coi fratti semplici dopo avere osservato che z* + 1 =

(22 +1)%2 — 222 = (22 — V22 + 1)(2? + V22 + 1) per cui m41+1 = m2é—i\_/§j—|—l + m2ii’/9;+l e

A=C =3 mentre D=-B = 2\/_ Dai calcoli fatti segue che [ g = [ 2\1/5 m24\—/_\/t$+1dx +

\/— rdx

+/ 5 232 22— \Fm+1d$ Ll Li=5 m2+fm+1 f2 J w2+fw+1 =3/ 2+\7m+1
Gl @V g Ly L[ [ e =

taz) vpvien Tz =g m2+fm+1 B 2+(w2+ @57 T 4 (Favay?

= l\/Qaurctaun(\/§x-i-1) I o= Fln( 24+ V2 +1) per cui I; = ifarctan(fx-i—l)—l—

dzr(2x—/2
—1—4\/_111(3: V2o 41). I = [ = \/_m—‘,—l_—f (\/—m+1)_12,1+12,2~

I, = \/_ 2 arctan(y/2z — 1) mentre I o = m In(2% — /22 +1). Raccogliendo i quattro integrali

si ottlene il risultato.

11.8 Z(In(vx+1++/1—1x)) Eseguiamo il calcolo in due maniere. La prima ¢ la seguente.
In(vVz+14++vV1I—2)=Invz+1+In(1+ \/—VL__;C) = I} + I5. Per il calcolo di I; si procede per
parti.

—éfda:lnl—l—x):% In(l1+z) — 5 [dezd(In(l +z)) = LzIn(1 + )—%fdxp%x:
tzIn(1 fdx( —%) tzln(l+z)—3z+iln(l+2) =1+ 1) h(l+z) -tz =
(x—l—l)ln\/x—l—l— 5T

= f dxIn(14 ¥ l_x) Si opera la sostituzione YA=2% =t che implica z = 17 e quindi (con un

Vit Vite 1+t2
minimo di algebra) dx = (1+t2)2 dt. L’integrale diventa | (1+t2)2 In(1+¢)dt =2 [In(1+¢)d( 1+t2)
ed integrando per parti si ha 2 1111(J1r:-2t) -2 (1+t)(71+t?)' Quest’ultimo integrale si integra con il

. . . . . — 144l ..
metodo dei fratti semplici ossia (1+t)%1+t2) = 2(11+t) + (12+t2)2 e quindi f (1+t)%7tl+t2) = %ln(l +
t) + 3 arctant — 1 In(1 + ¢2)

Alla fine si ¢ ottenuto I1+15 = (z+1) In vz + 1—1x+21nl(j:2t) —1n(1+t) —arctant—3 In(1+t%)+C

dove bisogna operare la sostituzione t = ,/1 e quindi 1 +t? = . Alla fine viene fuori

I=zIn(vV1+z+4+1—12)— 3z —arctan | /172

! L4+ ilng+C.

—I—m
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Come detto esiste una seconda maniera di calcolare 'integrale. Si usa la ben nota formula
[def(z) = xf(z) — [2f () ed usando il fatto che (In(vz + 1+ 1 —xz)) = L¥iZ21

2 zv/1—zx2
ottiene [ dz In( \/x—l—l—l—\/l—x) —:z:ln(\/a:-|-1+\/1_x fdx\/l 271 _

V1i—z2
=zhn(vz+1++1—2x)— aj +1 5 arcsinz + C. Quest’ultimo risultato & formalmente diverso
dal precedente. Si spieghi tale apparente contraddizione.

11.8 I<1—|—acosx) Cominciamo da 0 < a < 1. Si operra la sostituzione z = 2arctant.
— _ 1-# _ dt _ dt _

dr = 1—|—t2dt ecosy = ;5. I =2f I+t +a(l—12) — 2ft2(1—a)+a—|—1 = a—i—lf 1+t21 o

quindi l'integrale diventa I = le—arctan(t \/—Vijra) e tornando alla variabile x si ha I =
2 Vvi—a

marctan(\/—tan ). Si noti come essenziale sia 1 —a > 0 ossia 0 < a < 1 (perché

pure a > 0 e non solo a < 17).
Con il

_ _ d
Sia ora a > 1.1 =2 [ e = 2/ ar=reen = 2 varmwe vt
metodo dei fratti semphcl I diventa

I_

a+ f \/F t = + [ \/Fii \/—) e tornando alla variabile x
1 1n<|a—|—1—|—(a 1)tan2( )+2tan($)va2— |)
Va+1 la+1—(a— 1)tan2( )I

Ora usando un pd di trigonometria si ha a+1—(a—1) tan®(%) = (1 —tan?(%))+1+tan?(%) =

si ottiene [ =

2 faZ =
COS T 1 _ l4acosz . a+1+(a—1)tan ( )+2tan( )Va 2z __ 1
acos2 z + cos? z ~  cos? z € qUIIldl 1—|—a cos T Cos 2 = 1l4acoszx a-+coszr+
5 . TR . . 1 |a+cos z++v/a?—1sin x|
va?* — 1sin x} e quindi l'integrale diventa I = T log[ MT+acos ]

11.8 I(ivgx_ﬁ) Con la sostituzione' x = \/gsint e l'integrale diventa
) - \/g smt + \/_

1— \/1—'—2
termini della variabile x. cost = {/1 — %-; tan 2 V1-cost
\/l—l-cost
\/1—1—\/ 1——

2 2
1—y/1—-%- 2—%- -2 1—— /332
Y I E VT gy VA

=1 =
2|21+\/@2 )

= In| tan £| Bisogna ora riscrivere tutto in

In | tan

. . e e - — .
Riunendo i due contributi si ottiene I = v/3 — 22 4+ v/31In N TR
11.8 I(m) Cambiando variabile x = 2arctant l’1ntegrale diventa [ m ed us-

ando 1 soliti fratti semplici diventa —2 [ m 2 [ o _t+)(t = +__2t_ Injt —ty| —

m In |t —t_| dove t+ = 1 & 1/2. Dunque 'integrale ¢ dato da % In ||t_i+|| che nella variabile
. 1 [tan Z+v/2-1|
x si legge come 7 In Tean £ —va11|

2

11.8 (¥ IZ‘”) - Primo modo - Si cambia variabile t = % + z ottenendo [ dz ;_lz e poi
2

ancora r = 3 L cosht che da [ dt CZLT:L [ dt 221;}}1122 = [di2 cosh? % =
= 2 [dtcosh 5d(2sinh §) = 4sinh £ cosh £ — 2fdtsmh2% = 2sinht — 2fdt(cosh2% —-1) =
2sinht 4 2t — sinht — t = sinh ¢ + t e tornando alla variabile = si ha I = Va2 + x + % In(2x +

1+2va? +x)

Secondo modo - Si porta dentro la radice la x (dimenticando per un attimo il segno della = stessa

o meglio supponendo x positivo) e siottiene I = [dxy/1+ % Ora si cambia variabile 1-1—% =tda

. . . . . 2
cui I = 2f (lt f§)2 = 2f = t’;Q?fH)z I soliti fratti semplici danno (1—tt2)2 = i(l—ttﬁ —% (1-¢t)2
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e quindi l'integrale da 1 A~ — 1 In|1—t[+1 t+—1 + 2 In|1+4¢| che riscritto in termini della variabile
z diventa V22 + z+ 5 In(2z + 1 +2V22 + z). B opportuno osservare come essenziale sia scrivere

i % = In [t| e non Int; nel qual caso si otterrebbe un risultato errato.

11.8 Z(Zzatanzr)  §j serive lintegrale come [ d(v/1+ x2) arctanx ed integrando per parti si

) V14+x2
arriva a
arctan(zv'1 + 22) — [ Vllj;ﬁ dx = arctan(zv1+ 22) — [ \/1176133 Nell’integrale ancora rimasto

si cambia variabile z = sinh ¢t = dx = cosh tdt e nella variabile
t diventa [ dt<ht — ¢ T’inversione del cambio di variabili da ¢t = In(z + v/1+ 22) e quindi

cosh t

I'integrale & & (arctanz)v1 + 22 — In(x + V1 + 22)

11.8 Z(arctan+/z) Il cambio di variabile \/_ = t fa diventare l'integrale 2 [t arctant dt =
= t?arctant — fjftlé = t2arctant — f(l - 1+t2 )dt = t? arctant — t + arctant che riscritto in

termini di x diventa x arctan/x — \/x + arctan /x.

11.8 Z((arcsinx)?) Si cambia variabile arcsinx = t e I'integrale diventa
[t?costdt = [t?d(sint) = t*sint — 2 [¢sintdt = t*sint + 2I. [ = [td(cost)dt = tcost —
[ costdt e quindi l'integrale & t*sint + 2t cost — 2sint che nella variabile z & z(arcsinz)? +

2v/1 — x2 arcsinx — 2z

11.8 Z(x(arctanz)?) Cambiando Variabile arctanx = ¢ l'integrale diventa [ tjossigntt dt ed in-

—ttant+ [tant =

—ttant—Incost

.. . 2
tegrando per parti si ottiene 5—-— i Cosz dt = 2005 7

t
2cost
ed in z & (1 +2?)arctan® x — zarctanz + 1 In(1 + 2?)

11.8 I( \/1””_27) Il cambio & x = sint per cui l'integrale diventa [ sin®tdt = — [ sintd(cost) =

—sintcost + [cos?tdt = —sintcost + ¢ — fsithdt da cui fsithdt = % — isin% ossia
%arcsinx— %x\/l—xz
11.8 I(l—h/f) Cambiando 1+ /I +z = ¢ l'integrale & 2 [dt(1 — 1) = 2t — 2In|t| =

2142z —2In(l ++v1+2)

11.8 Z{( \I/J%) Vo —2 =t per cui 2fdt§zj:§ =2 [dt(1 4+ zt5) = 2t + \/ﬁarctan% ossia
2V — 2+ farctan,/% -1

11.8 I(m\/i?) La sostituzione v/z + 1 = ¢ porta l'integrale in 2 [ - = In ||i+1I e quindi
1y Jtz=1]

[vV1+x+1]
11.8 I(,/H_}) La sostituzione ,/ﬁ—;} =t per culi x = zzﬂ e dx,/i—;} = —% porta

’ d 1 1 1 1 1 1 2 t+1
I'integrale in —4f (t2—tl)2 e -z = Z(_(t—l) + = + D + (t+1)2) che da ﬁ —ln%

ossia in termini di V22 — 1+ In(x — V22 — 1)

11.8 I(

l_mz) Vv = t porta l'integrale in 2 [ \/% = 2arcsint = 2arcsin /7

11.8 Z(-7#tL-) Sostituendo 1+ ze® =t si ottiene I = [ t(td_tl) =In 2l = 1 Lze]

z(1+ze®) e 14ze®.
1’2—1’—1—1 x2—x—|—1 _ ’ _ 4
11.8 I( \/($2+3)2) N 1+ = 2+3 e D'integrale diventa z + In(z? + 3) — 2 arctan % Wi

23/dicembre/2021; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 62



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

11.8 I(y/%=%) /%% =t, dx = dt% e lintegrale diventa [ 2(b — a)ﬁ = 2(b—

a) f(ljlr—tt2 — (143%)2) =2(b—a) arctan( a:i) —2(b—a f (14?%)2; integrando per parti si ottiene
1ot

2 2

; arctant+ = Sostituendo ora a t la sua espressione in funzmne di x si ottiene che l'integrale

2 1+t2

¢ uguale a (b — a) arctan(y/2=%) 4+ /(a — z)(x — b)

1 d 14t .

11.8 Z({7202%) tanx =t, dz = 1% esiottiene [(§25 — %) =In \|/+—t|2 In | cos x +sin z

11.8 I((l m2)5) Volendo usare i fratti semplici bisogna scrivere ﬁ = Z?zl % +
Y . . P . . -

Z?zl o) +m)j e trovando i vari coeﬁimentl si arriva al risultato. Integrando per parti si ha

[ af d(m) 8 = x2)4 — f da: 2)4 e procedendo allo stesso modo si arriva a g ﬁ —

4 1 2

1 x x
SU—a2)® T 8= — g (1—302) +C

Se si sostituisse = sint allora si avrebbe [ dt tcil;‘gf = stan®t = %% +C

z° 1 x4 1 z?

La apparente contraddizione si risolve osservando che % =227 — 8 (122 +3 L —% (1_1302) +

28 . 4 s s—k,.s
§ = s i quanto (1—2%)t = (1+2)'(1 = o)t = X Xisg (o) (L) (2 F" +

Zi:s Zizs_4 (;i) (ka)(—)g_”“xS e calcolando le varie quantita si ottiene il risultato.

11.8 1(7”62;'2””) Sostituendo 4/1 —I—% = t e avendone dr = —(tzfitl)zdt I'integrale diventa
—4t? 1 1 [t+1] /2 . o
f(tz 1)2 f(t—k_l_(t-k—lﬁ_w_ﬁ)dt_l lt 1|+t—|——1+— $2+ZB+11’1(1’+1 l'2+fL'>

11.8 I(%) La sostituzione giusta e data da 1+ % =t che trasforma l'integrale in

— [ 2% ed integrando per parti si ha — [Intd(In|t[) = —Intln|t| + [ %dt da cui segue che
lintegrale ¢ —3 In”¢ ossia —4 In*(1 + ).

11. 8 I(m —1—1’ —8) I( z3-1 ) I(x6—21’4+3x3—9x2+4)

—4z 43 —x 5 —bx3+4x
si risolvono tutti attraverso 1'uso dei fratti semplici.

11.8 I(iw) Integrando per parti si ha

—7”5952— i \/2615607362 i o 2 CYV R Nel primo integrale effettuiamo la sostituzione f*'g =12
: 9t* 2d
daculdx:(1+t2)2dte2—l’—x2:( +2)(1_$>:m—fﬁ:— 1_1_—;-2:
—2arctant = —2 arctan,/f—Jrz = -3 - arcsin(%). Attraverso la stessa sostituzione si ha
_ f da _ f dt )= -1 In [t+v2] V2 In 4=z=2v2v2—a—a?
2eV2—x—x2 2\/_ t—l—\/_ t—v/27 T 2v2 T [t=v2| T 4 3z

11.8 Z(LHIn(1+

ln(l—l—%
T 1422

t?) + j arctant e quindi —1 In(1 +

)) La sostituzione fa si che l'integrale diventi | dt (1+t2)2 In(1+1) =

%—ln|t|+%ln\1+t|+iln(l+

2
\/ﬁ)—f—%arctan\/m_i_iln%

1
vVae—1
— f dt m e coi fratti semplici si arriva a —

11.8 Z((2 — z)In(z? + 82 4+ 17)) La sostituzione 4 + = = 2 trasforma I'integrale in [ dz(2 —

2)In(1+22) = —%(2—z)21n(1+22)+fdzz(12;2z2)2 = —3(2-2)2In(1+2%) + [ d2(z -4+ £13) =

—2(2—2)?In(1+2?) + 2—22 —4z+ 3 In(1+2%) +4arctan z = 132 In(2? + 8z + 17) + 4 arctan(z +
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’—16
4) + IT
11.8 Z(arespr) Integrando per parti si ottiene —2resine 4 f df —11—962 e la sostituzione x =
sint da [ 4= \/1— i —In|tani| = In|tan i arcsinz|. Essendo tanz = tan2z 1?&2% si

ha che l'integrale diventa — 2L 4 Iy |1—\|/FI

2tdt
144

11.8 I(%) La sostituzione z = arctant implica che l'integrale & [

ossia arctant? = arctan(tan z?)

11.8 I(}iﬁ;) Eseguendo la divisione fra polinomi ed usando i fratti semplici si perviene a
al risultato.

11.8 ZI( 2m\/m—1arlccos(1/\/§)) E chiaramente In arccos %

11.8 I{( +b —=—) Se ab > 0 allora l'equazione a + bz? non ha soluzioni reali e I'integrale &

1 b ’ N a I/ lal++/10]z|
NCT arctan \/:a: mentre se ab < 0 I'integrale e 2|a‘\/__abl WEENCE

11.8 Z(y/(z —a)(b—z)) La sostituzione ,/2=% =¢, x = bﬁ%, dx = %

V(z — a)(b—x) = L=alt ¢ Pintegrale diventa 2(b—a)lb—al [ ﬁdt L’integrale ¢ dato

1+t2
dt ¢ det®>
da — 4(1+t2)2 +3/ (1+t2)2 Ora 1—|—t2 = 132 +2f(1+t2)2 = 1+t2 +2f 1+t2 -2/ (1+t2)2 €

quindi fm = 3 f 1+t2 + 2 1+t2 Alla fine abbiamo ottenuto [ (1+t2)3 dt = 74(14_,52)2 +
g arctant + 8 1+t2 Sostituendo le varie grandezze si ottiene 4(b — a)|b — alarctan /=2 +
le \/ —x)(2z — b — a) + C che & anche uguale a g(b—a)|b—a|arcsm%+
Z\/az—a - )(Qx—b—a)-l-C.

11.8 Z(——L_—) La stessa sostituzione precedente produce
(\/(x—a)(b—x)) p p

b—a 2dt b—a __ o b—a vVr—a _ 2z—b—a
=a] J T4i2 = 2|b al arctant = 2|b_a| arctan N +C = | arcsin =5——% + C'

11.8 Z{( \/—m) La solita sostituzione 7VEZJ_FZ; =tddZ = 4af% =4da(- [ m +

1) (1+t2)2 .) ed essendo 1 + ¢? = 2% e = =/ (a+z)(a—2) W =
= >(a —z)\/(z +a)(a — z) arctant = arctan \/—V‘”_ri = —Larcsin(—Z) + Z e quindi lintegrale
Jarcsin(£) + Ly/(a+z)(a —z) — 1= (a—z)y/(a+ z)(a — 2)

11.8 I(% x—jrgll) La sostituzione |/Ztl = ¢ da —,/ IJ& (m wonz =t Vintegrale diventa

—4 f m. La solita integrazione per parti produce —2

N 2 _
da —7”6361 - 2arctan,/i—ﬂ

e

m — 2arctant che in termini di z

1 1 Bt34+Ct?> 4+ Dt+E 1 _ 2 _ _3 _ _ 4.

11.8 I((xo 1)) t5—-1 — 5(t—1) + e B = T 5 ¢ = G D = T 5 B = 5

B2+t + 1= (2 +bt+ 12+t +1) con b= 2(1++5), b = (1 —/5). Dunque

Bt’4Ct*4Dt+E _ A't+B’ C't+D’ : _ E-C4+Bb _ B-D+Eb _ C—E+BV

tA 32 4t+1  ~ t24bt+1 + t24b't+1 da cui A" = T b B = Tb—b ¢ = Tbh—b
D! — D=B—EV
- T o
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11.8 Z(¥ a” 2 dz) Con le due sostituzioni z = asint e t = arctan z si ottiene a? [ m

T+a2
: a2 112 a“x
da cui [ = AT arctan(v/1 + a?z) = AT arctan(\/—vij_mz)

. . 2 3
11.8 Z{( 2;26””) L’integrale & [ 2224y — 1 tan’ z f 2222 Ldr = :{,2122 r_ 2 tan x. Si poteva

pure sostituire z = arctant da cui [ #*(1+ t2)2dt ed integrando si ottiene il rlsultato

11.8  I(5 \/—) V1i—z2?/x=tdacuixz=1/y1+t

1—x2

/ dx B
14+ 2v1 — 22

_ —mkF4/m2k242mEp? k2
12.8 pi = 5 = 2E igz T 5025 ed osserviamo che E2 + m > 0

essendo reali le radici p+. Se indichiamo Iintegrale come A, otteniamo
2
P+ dp | m2k2 2 _ _ __mk
=2 f \/ZmE -p ( 2m|E|p /—Zm\E\)
. C 1. _ mk . _ dy _ p2 )_
Cambiamo ora variabile /2m|E|p ol =y, dp ook Y+ = \/2m|E| (\/ iz T onE

\/277::|E| = 1/5‘2];”‘ —p?2>0ey_ = —y, <0. L'integrale diventa

A _ Y+ dy mk2 2 02 — 2 Y+ dy mk? M2 4,2
P Y= \/Qm‘E‘\/z ERART \E\) ziEp P o (y+W) zlEr =Y

Essendo |—kE2| — p? > 0 poniamo quest’ultimo uguale a 7* e quindi § = ,/72”|—J’§J2| —p? da cul
=2 [Y_ 7\/ Y/ + y e cambiando variabile s? = y+y lintegrale diventa
2 [” s ds 4y° ! VIVZ sViV2
2
O I+ et V14 s VI s?
—_—— —_—— ——

dy Vi—y AUty

ossia 1672 s® ds S —. Con i fratti semplici si ha
2 fo et y+\/ |E|+\/2mk|E|_y
b _
(1+s2)2(as2+b) o 1 T ass (148%)? — %57 aergg ed inoltre [ 18% = 5. [ s = §
2

I w2 = o= In tal modo I Tt = Q(Q_b)(\/—f) ed essendo (a —b)? = 472,

b+a =, /ZT”T’“, Vab = \/p? = |p| alla fine quello che si ottiene & dato da A, = 2x|p|+27 ;’TE
da cui il risultato

13.8 L’integrale in questione puo scriversi come fﬂ_ea dfy/a — = 2 9 =2 f92 dby\/a — snl;z - 1

cambio di variabile sin? 6 = #? conduce a 2 f \/— a— z L’ulteriore cambio di variabile

I o

t2—p% _ 2 _ —b2Vart t+oo s?(a=b?)
“—=z = s* produce dt = 8&_52)2—(152\/%618 el mtegrale diventa 2 fo dsm =7(y/a—
b).

E importante notare che eseguire il primo cambio di coordinate sin® # = t? sull’integrale
J eﬂ_e" df\/a — % avrebbe costituito un grave errore. Infatti gli estremi di integrazione sareb-

bero dati dai valori ottenuti risolvendo le due equazioni sin? 6, = t? e sin? (7 — 6,) = t> e quindi
lo stesso valore di t da cui discenderebbe che 'integrale nella variabile ¢ ha estremi coincidenti
e dunque ¢ nullo. Che sia nullo ¢ chiaramente falso essendo l'integrale di una funzione positiva.
L’errore commesso sta nel fatto che se 6, € [0, 5] allora 7 — 0, € [3, 7] e nell’intervallo [0, 7
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la funzione non e invertibile. D’altro canto l'operazione di trovare gli estremi di integrazione
in ¢ consiste proprio nell’invertire la funzione data. Il modo di uscire da tale intrigo consiste
nello spezzare l'integrale, come ¢ stato fatto, con il risultato di dovere invertire sin? § solamente
nell’intervallo [0, 5| dove ¢ monotona crescente.

15.8 Dimostreremo come una funzione non limitata non puo essere integrabile. La definizione
di integrabilita ¢ a pagina 352 del libro di testo. Sia data una funzione f: [a, ] — R non limitata
superiormente e limitata inferiormente. Se f & illimitata sia superiormente che inferiormente
oppure e limitata superiormente ed illimitata inferiormente ci si riduce al caso precedente in
virtu della seguente uguaglianza f = f+T|f| + f—TIfI = max{0, f} + min{0, f} = fT + f~. Infatti
se f ¢ integrabile deve essere integrabile tanto f* quanto f~ ma f & per I'appunto illimitata
superiormente e limitata inferiormente.

Dunque supponiamo che VM > 0 3 z,, € [a,b] t.c. f(z,,) > M. Ne discende la seguente
affermazione

Proposizione Per ogni suddivisione D di [a,b] si ha y ,_, (Mg — my)(zg — xp—1) > 1
Dimostrazione
E data D composta da z, = a < 11 < 9 < ... < x, = b. Essendo f non limitata esistera un

sottointervallo di [a, b], diciamo [x,,x1], in cui f & non limitata mentre in [z, x,]| & limitata sia
superiormente che inferiormente e dunque A < f < B per ogni = € [z1,x,]. In tal modo & vera
la maggiorazione Y ,_, (M — my)(xg — xp—1) < (B—A)(b—x1) = P.

Siamy = inf,,<z<s, fesiax, taleche f(x, ) > M (che esiste per ipotesi di non limitatezza).

Allora sup,<,<,, f —info<e<q, f > (M1 —m1)(z1 — 2,) e prendo M tale che My > 1+ my +

1+P i
(z1—0)
suddivisione ma € vera per ogni suddivisione. Da cio segue che infp S(D, f) — supp s(D, f) > 1

e quindi la funzione non puo essere integrabile.g

da cui deriva che S(D, f) — s(D, f) > 1 e la minorazione non dipende dalla particolare

15.1.8 Usiamo fg = ((f +g9)* — (f — ¢g)?)/4 e ci riduciamo a dimostrare che f? ¢ Riemann-
integrabile se f lo & . Dalla proposizione precedente sappiamo che | < f < L e definiamo
g = f(x)—1da cui ci riduciamo a f > 0 dopo avere osservato che f(z)—c e Riemann—integrabile
con ¢ costante. Siamo quindi arrivati a dover dimostrare che se f > 0 ¢ integrabile, anche f2 lo
¢. Sappiamo che 0 < f2 < M e dobbiamo mostrare che V e > 0 3 D.:|S(D., f) — s(D., f)| < ¢
ossia

sup f?—  inf fz)(:z:i—a:i_l) <e = Z(M,?—mi)(a:i—a:i_l) <e
k=1 TE[Ti—1,zi] vE€[wi—1,2:] k=1
S (M —mi)(wi—wim1) = Y (Mg —my) (Mg +myp)(z;—2i21) < 2M Y (Mg —my) (2 — 24-1)
k=1 k=1 k=1

e la dimostrazione € conclusa

16.8 In questo caso si dimostra Proposizione Per ogni € > 0 esiste una suddivisione D,
tale che 0 < S(De, f) — s(De, ) < (|f(a)|(z1 —a) + |f(B)|(b— xpn_1) <&

Dimostrazione

Basta prendere max{(b—x,_1), (r1—a)} < a7y - Infatti | S (Mg —my) (@ — xp—1)| <

[f(@)[(x1 = a) + | F(O)|(b — zn—1) < max{(b— zn1), (x1 — a)}([f(a)| + |f(D)]) < c.g

Dalla proposizione segue che 0 < infp S(D, f) —supp s(D, f) < S(D., f) —s(D., f) < € e quindi
la integrabilita di f. Inoltre si ha |S(D, f)| < (z1 — @) sup,<, <., |f(a)] +sup, .« |f(D)] =
(If(a)|(x1 —a)+|f(b)|(b— xn—1) < € e dunque & zero.

17.8 Sia data una suddivisione (27 = a,22...,2-1,21 = b) D dellintervallo [a,b]. T punti
x1,...%, possono cadere all’interno degli intervalli [z;,2;_1] oppure coincidere con uno degli
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estremi. Si definiscono come al solito somme inferiori e superiori la cui differenza ¢ Zé:l(Mi —
m;)(z; —z;—1). Dividiamo gli [ sottointervalli (z;_1, z;) in due gruppi. Nel primo gruppo, diciamo
Z1, mettiamo quegli intervalli (chiusi) che hanno intersezione vuota con ciascun x; mentre nel
secondo gruppo, diciamo Z5, mettiamo quegli intervalli che hanno intersezione non vuota con
almeno una delle z;. La sommatoria precedente viene spezzata in Z[%Zi_l] ez, (M; —m;) (2 —
Zi—1) +Z[zi,zi,1]ezz (M; —m;)(z; —zi—1) = I1 + 1. In ciscuno degli intervalli chiusi appartenenti
a Z1 la funzione & continua e percib integrabile Sia ora M = max;.., ., ,]ez,1|Mi — mil} e
supponiamo che Z[ziyzi—l]e Zs |2z — . La differenza fra somme superiori ed inferiori
corrispondente ad [ si puo dunque stlmare in modulo con ¢ e potendo prendere ¢ piccolo
a piacere si ha la integrabilith. E importante verificare dove sono state usate le ipotesi del
problema ossia che la funzione e continua eccezion fatta per un numero finito di punti e che
esistono i limiti destri e sinistri nei punti di discontinuita.(>®). La continuitd ¢ stata usata
per stabilire la integrabilita negli intervalli chiusi appartenenti a Z; e per stabilire la esistenza
di M (per quest’ultima serve pure il fatto che esistano ed abbiano valore finito i limiti nei
punti di discontinuita). La ﬁnitezza del numero di punti di discontinuita e usata per prendere
Z[z“zl €2 |zi — zi—1| < ;54 ed in particolare la n a denominatore. Se infatti n fosse infinito
la precedente stima non avrebbbe piu senso.

18.8 Infatti se esistesse un punto z,, in cui g & continua, tale che g(x,) # 0 (e quindi g(z,) > 0
necessariamente) allora per la continuita di g esisterebbe un intorno (x, — r,x, + r) in cui
g(z) > 39(z,) e quindi si avrebbe fab dzg(z) > 2r3g(z,). Se invece z,, & un punto di discontinuita
(che corrisponde ad uno dei punti di suddivisione dell’intervallo (a, b)) allora nulla vieta alla
funzione di essere non nulla. Inoltre una funzione f(z) nulla tranne un numero finito di punti
€ una particolare funzione continua a tratti che sappiamo essere integrabile dall’esercizio 17.8.
Ripercorrendo la dimostrazione dell’esercizio citato si vede che ad un certo punto non si puo
andare avanti se le discontinuita sono numerabili.

19.8 1l risultato segue dall'identity F(z) = [ dz(f(z)— < f >)+ (. —a) < f > dove
< f>= f T g f(x) e T ¢ il periodo della funzione f. Il primo addendo e costituito da una

funz10ne perlodlca Infatti fm+T dz(f(z)— < f>) = [Tda(f(z)— < f>)+ ferT (f(z)— <
f dz(f(x)— < f >) per definizione di periodicita. Il Secondo addendo della precedente
somma € chlaramente costituito da una funzione lineare.

20.8 Per quanto riguarda la prima domanda basta osservare che || f(z)|—|f(y)|| < |f(z)—f(y)|
e rifare i conti che si fanno usualmente per dimostrare che una funzione e integrabile secondo
Riemann. Viceversa non & vero che se |f| & integrabile allora anche f lo . Un esempio & dato

da
! x €[0,1\Q
S W

Per quanto riguarda la stessa domanda circa una funzione integrabile secondo Riemann in senso
improprio la risposta ¢ no. In altre parole se una funzione e integrabile secondo Riemann in
senso improprio non & detto che il suo modulo pure lo sia. Un esempio & dato dalla funzione S22
e per verificare quanto detto si possono consultare le pagine 399-401 del libro di testo oppure
quanto scritto nella Proposizione 2.8.1

;| f| =1 ma f non ¢ integrabile secondo Riemann.

1
2
— €-1,0)U (0,1
21.8***  Gi prenda la funzione f(z) = 77 sin 2 v €| ) U (0,1]
0 €Tr = O
si dovrebbe avere f(z) = f(—1)+ f 1 9(2)dz con g integrabile in [—1, 1]. Il rapporto incrementale

(5-8) Ovviamente agli estremi dell’intervallo [a,b] si ha solo limite destro e sinistro rispettivamente
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in x della funzione integrale e % ff+h g(2)dz. In modulo tale espressione ¢ maggiorabile con

|h| | fx-l-h (2)|dz < sup__ » Bl oy Bt IR |g(2)|. Essendo integrabile, g ¢ limitata e dunque si

puod fare sup,e(_y 1] suph?ﬁo SUp,  n-inl o, n+int |g9(2)| ed ottenere una quantita limitata. Se
7 Tt Selrh o

pero si calcola la stessa quantita su f si ottiene

SUPge(—1,1] SUPh20 iy |(f (& + h) — f(2))] = +oo in quanto sup,e_1 ) |f'(z)] = +oo. Infatti

quest’ultima implica che VM > 0 3 x,, t.c. |f'(z,,)| > M ossia hmh_> %|f(a: +h)—f(z,,)| >

M. Se ne ricava che supy, 4 ﬁ|f(xM +h) — f(x,,)| > M e quindi

VM>03x, tc sup,y ﬁ|f(xM +h) — f(x,,)| > M ossia 'insieme {y € R:y = ﬁ|f(xM +

h)—f(z,,)| h # 0, } & non limitato da cui la impossibilita di verificare f(z) = f(—1)+ [*, g(2)d=z

per qualunque g integrabile.

E evidente che il precedente ragionamento non funziona con f(x) = z?sin % per z # 0 in quanto

sup,e(—1,1) [/ ()| < +oo ossia é una quantita limitata. Automaticamente cio non implica che

esista g(x) per cui f(z) = f(-1)+ [© L g z)dz ed infatti bisogna dimostrarlo. L’affermazione

che vogliamo provare ¢ che f(z ) = f(-1)+ ffl dz(2z sin — CoS = ) La funzione integranda
¢ integrabile essendo una funzione continua fuorché in z = O L’ uguaghanza ¢ evidentemente
vera per x = —1. La dimostrazione e conclusa non appena facciamo vedere che la derivata
della funzione f(z) — f(—1) — [, d2(2zsind — cos 1) & identicamente nulla. Se z # 0, per il

dx

il teorema non puo essere applicato in quanto la funzione integranda non € continua e bisogna
1

teorema di Torricelli-Barrow, 2z sin 1 — cos 1 = 4 [f(—l) + f_xl dz(2zsin L — cos 1) | |;20. In 0

calcolare direttamente hmh_m 5 fo dz(2zsin - —cos - ) Per il primo contributo si puo procedere

cosl |h fo dz(2zsin = )| < | h| il cui limite da zero. Per il secondo contributo € necessaria una

integrazione per parti (esplicitata nel prossimo esercizio) ottenendo 0 che ¢ esattamente f/(0) e
quindi 'uguaglianza di derivate che ci eravamo proposti di dimostrare ¢ completata.

Per la seconda domanda basta prendere una qualsiasi funzione che abbia una discontinuita di
salto.

Ben piu difficile e rispondere alla domanda: e vero che se una funzione f:[a,b] - R ammettte
derivata limitata in (a, b) allora si ha la relazione f(z) = f(a) + [ f'(y)dy per ogni z € [a, b]?
La risposta ¢ no ed il controesempio (celebre) dovuto al matematlco Vlto Volterra si trova nella
prima appendice appendice

22.8 1l fatto stesso che si definisca F'(z f f(2)dz implica che f(z) & limitata e dalla
limitatezza segue che F' & continua. Infattl supponiamo che M = sup,<,<;, | f()| (il sup esiste

in quanto f & limitata); si ha la maggiorazione |F(z) — F(2')| = | ff/ dzf(x)] < f;/ |f(z)|dx <

f;/ SUP,<,<p | f(7)|dz = M (2’ —z) (supponendo =’ > x) e quindi F' & addirittura uniformemente
continua. Da cio segue che i) — v) = vi).

i) = ix) E il teorema di Torricelli Barrow

i) #= x) Contrariamente a quanto si possa pensare non ¢ detto che F’(z) (che certamente
esiste in tutti i punti di continuita di f) sia continua laddove ¢ continua f. In molti casi F’(z)
¢ continua (ad esempio si pensi f(x) = 1). Si prenda pero la funzione

1
f(x) = n n+17" < fal < n Si dimostri che lim, 0 f(z) = 0 e quindi f & continua in
0 z=0

0 ¢ quindi F'(0) esiste (F(z) = F(—1) + [ dzf(2)) e si ha F'(0) = f(0) = 0. Non esiste
pero lim,_,o F’(x) in quanto non esiste un aperto (—e,¢) con € > 0 tale che F’(x) esiste per
ogni x € (—&,¢) e quindi non si puod eseguire il limite condizione indispensabile per studiare
la continuita della funzione. Il motivo di cio risiede nel fatto che f(x) ha una successione di
discontinuita di prima specie che si accumulano nell’origine.
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Ny ' ) B €T ZL’G[_LO]
ii) #£= ix) Slaf($>—{x+1 x € [0,1]

¢ di prima specie. Il Corollario 6.2 pag.238 impedisce ad F(x) = —1+ ffl dz f(x) di essere
derivabile in 0. Infatti F'(07) = f(07) # f(07) = F’(07) da cui la non derivabilita di F. Dunque
dalla discontinuita di f in 0 abbiamo dedotto che la derivata in 0 della funzione integrale non
esiste. E vero pero anche il contrario ossia f puo essere discontinua in un punto e la funzione
integrale essere derivabile in quel punto.

In questo caso f(0) # f(07) e la discontinuita

1
. . sin—  x # 0 < 4 . : .
Si prenda ad esempio f(x) = x f € discontinua in 0 che per noi ¢ il punto ¢
0 z=0

dell’esercizio (lim,_,o f(x) non esiste) e tuttavia F’(0) esiste e vale zero. La dimostrazione ¢

’ RT 1 rh .1 . . . . 1 oo sinz __
la seguente F’(0) = limp_,q = fo dzsin - che possiamo riscrivere come limy o 7 f% dz¥5% =

. 1 Ccos z
limy, o n [_ 22

 + / I dz%} Il limite della prima parte della parentesi quadra e chiara-
= h
h

. . N . N o — 1 o
mente zero. Il secondo integrale si pud stimare cosi: | [; dz%| <2 alzzi3 = h2. A questo
h h

—2sinz
3

. . . 2
punto ¢ evidente che limy,_, |—}1L|\ [ dz | <limp_0 %' =0.
h

o . 9 sin?z™! z#£0 | , 1
Se si rifacesse lo stesso conto con la funzione f*(z) = 0 0 9 avrebbe F'(0) = —3
xr =
e quindi f? non ammette come primitiva I’integrale indefinito. Si pud dimostrare che la funzione
f?(z) non & una derivata.

ii) #= x) Non ¢ detto pero che se f ha una discontinuita in ¢ la A non ha derivata con-
tinua in c¢. Si prenda una qualsiasi funzione derivabile dappertutto tranne in ¢ dove abbia una
discontinuita eliminabile.

iii) = viii) Sia A(z f f(z)dz con a < x < b. La funzione ha la concavita rivolta
verso I’alto se presi due qua181a81 puntl dell’asse delle ascisse 1 < w3, il grafico della funzione A

giace al di sotto della corda che ha per estremi i punti (x1, A(x1)) e (x2, A(x3)). Tale corda ha
A(zz)—A(z1)

T2 —T1

equazione y = A(xq1)+ (z —x1) e quindi dobbiamo verificare se per ogni 1 < z < x4

e vera la disuguaglianza A(x) < A(x1) + %ﬁm(x — x1) ossia (mx) f(ml) < A(mjg fl(ml)

Quest’ultima disuguaglianza equivale a dire il coefficiente angolare della retta passante per i

punti (x1, A(x1)) e (z, A(z)) & minore di quello della retta passante per i punti (z1, A(z1)) e

(22, A(x3)). La precedente disuguaglianza implica che A(Ii:fl(xl) A(sz):f(x) che in termini
" dzf(2) "2 dzf (= " dzf(2)

/ _ e J _

di integrali equivalgono a = . Ora essendo f crescente si ha = <
r—xTq To—x r—x1

sy, <o f(2) < f(@) < ingase, [(2) < w

iv) #= x) Tale affermazione fa il paio con l’aﬁermazmne i) &= x) ed infatti la relativa
funzione e derivabile in zero con derivata uguale ad 1. La dimostrazione utilizza il teorema
ponte. Sia {z;} una successione tale che limg_, ., 2 = 0. Sia A, = {k € N:|zy| € [n+1, L)}
f(mk) fO) _ flze).
Tk

e quindi la disuguaglianza ¢ dimostrata.

Costruiamo il rapporto incrementale ; per ogni k esiste un n che dipende da
k e che indichiamo con n(k) tale che k E An(k) In tal modo il rapporto incrementale si puo

maggiorare e minorare come "(’“) < f(f:) < ( . E chiaro che per k — 400 n(k) — 400 e
n(k) 1 (k

qu1nd1 per il teorema del confronto il limite fa 1.

N

iv) = ix) Se esiste f’(c) allora f ¢ continua in ¢ e quindi A’(c) esiste
v) = ix) Come iv) = ix)
v) = x) La continuita di f’ in ¢ vuol dire che lim,_,. f’(z) = f’(c) e quindi f’ esiste in un
intorno di ¢ e quindi f & continua nello stesso intorno. Dunque 'uguaglianza A’(x) = f(x) &
vera in un opportuno intorno di ¢ e quindi essendo f continua anche A’ ¢ continua.
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23.8 Si dimostra per induzione.

s s

2 0 2
Ippio = / drsin®"t2(z) = coszsin® T x| +(2n +1) / dz cos® x sin®" () =
0 0

jus
2

— 2n+1) / " desin?(z) — (2n+ 1) / C drsin? 2 (z) = (20 4 1) (Ion — Ionss)
0 0
(

ossia Iop49o = 2n+1

2n+2
(usare 'induzione) Iy = 7. Identico discorso vale per I, 41 e Iy = 1.

S . . 2n—1)!! . .
1>, e si puo verificare che la relazione I, = 5 (gn),? soddisfa la relazione

24.8 Che sin®" ™z <sin®"z < sin?* ! z ¢ evidente in 0 < z < 5. Integrando si mantengono

((2n)!1)? ;o en)1(2n—2)!

@n—DNe2ntDl’ ‘n = (@n—D)nZ -

Dimostrare che ¢,, € crescente e ¢, ¢ decrescente e quindi convergono per n — oo essendo
n q g p

le disuguaglianze e dunque si arriva a ¢, < 5 < ¢;, dove ¢,, =

limitate entrambe nel senso giusto. Inoltre e facile vedere che lim,,, 4 % = 1 da cui segue che

lim,, 400 ¢y — ¢, = 0 e quindi ¢,, e ¢, convergono entrambe a 5 (si raccomanda di verificare

ossia rendere evidenti tutte le affermazioni fatte). Quindi da lim, 4 ¢, = 5 segue che

T (2-4-6-8-10...2n)° B
2 ni1-(3-3)-(5-5)(7-7)...2n—12(2n+1)

oo

22 42 62 (2n)? 4k? °°
= 1
nteo1-3 3.5 5.7 (2n—1)(2n+1) H4k2 1;[

25.8 Sia Fg(x) con 0 < z < 1 e sia G(t) = Fg(e™?). Se x — 0 allora t — 400 mentre se
x — 1 allora t — 0; G(t) ¢ una funzione derivabile infinite volte per ogni ¢t > 0 G( ) = F6(1) =
fol dt(1 — cos 1) mentre limy_, 1o, G(t) = 0. G'(t) = —e " Fy(e™") = —e7 (1 —cos 1)[, —e-+ =0
per ty = 21k. G (t) = e 'F.(e7 ) + e 2 Fp.(e7?) e quindi G” (t) = 0 essendo F, = m12 sin <.
G"(t) = —e "Fp(e™) =3¢ 2 Fypp(e™") —e 3 Fypp(e™") ed essendo Frpp(z) = Zsinl — L cosd
e quindi G"(t,) = —(27k)* (& negativa come ci aspettiamo). La conclusione & che G(t) degrada
verso il valore 0 per ¢ — 400 subendo ad ogni valore di f; una diminuzione di ordinata. “Lo
scalino” e orizzontale essendo ivi nulla la derivata seconda e diversa da zero la derivata terza.

E opportuno notare che limy 4 oo (tgr1 — tx) = 0 (si verifichi ci0). Ha nulla da osservare lo
studente/ssa in relazione al fatto che si vuole una funzione monotona decrescente per ¢t — 4007

27.8 Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, essendo f(z) = )+ f f'(y)dy V =

si ha lim, 4 ! (Im) = lim, 1o f'(x) = 400. Del resto se la funzione fosse uniformemente

continua allora per il teorema 5.16 esisterebbero due costanti a e b tali che |f(z)| < alz| +b

e quindi |f|(;|)| <a+ E | Cio implica che il rapporto |f|(m‘r|)| ¢ limitato contrariamente a quanto

accade con le ipotesi dell’esercizio.

28.8**  (Cominciamo dal caso 1’”1—1 e n pari. Consideriamo la equazione 2™ = 1 dove z € un

numero complesso. Sappiamo che tale equazione ha n soluzioni per il teorema fondamentale

dell’algebra. Scrivendo z in forma polare z = €’ I’equazione diventa ¢ = €*7 con k intero
. . . N 2mik .
relativo e le soluzioni sono, come € noto, zx = e » con k = 0,1,2,...n — 1,. Osserviamo

che per k = 0 si ha zp = 1 mentre z2 = —1. Ricordiamo inoltre che per ogni valore di k

ve ne ¢ un’altro k' tale che z, = Zj. Infatti essendo Im(zg) = smm, sel <k < 35—

segue che Sinw = —sinzg—k e quindi il risultato Dall’aver trovato le radici segue che

m—1= HZ;& (z — zx) e quindi zn—_ =3 0 (Z b ) rendendo evidente che ora bisogna trovare
i valore di Ay per ogni k. Per trovare tali valori si procede nel seguente modo. Supponiamo

di voler trovare Ag. Moltiplichiamo tutto per z — 1 ottenendo 3 _1 Sz L E=DAe oqin

n k=0 (Z—Zk;)
1 = Sl DA o honjamo 2 = 1 ottenedo £ = Aq. Se invece si vuole A; si
2 14zn—24 . 41 k=0 (z—=zg) P n 0- 1
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procede in modo analogo avendone
1 n—1 (z—z1)Ayg 1
= ==Lk avendone A; = ——7. A questo punto
Zn_1+Zn_221+Zn_32%+“.+2111—22+2111—1 k=0 (Z_Zk) 1 nZ"lq’_l q p
possiamo scrivere

11 1 e _ 1
S = Zkozn1ZZkequ1nd1 L =150 ”1mz . Ora

% =1 Z T In(x — zi). 11 calcolo dell’lntegrale ¢ finito tranne il fatto che bisogna

tornare ad una espressmne reale essendo reale l’espressione di partenza. Per questo bisogna

: —1 1
scrivere 2 371 % In(z—2z) = 2 317, 2k In(z—2) ed osservare che i termini con k = 0 e k =

% danno luogo a ln 1’—+1 Per quanto riguarda gli altri prendiamo zi In(z — zx) + 2z In(z — 2zp/)

dove k' & in relazione con k secondo la regola prima trovata e quindi zg In(z — zx) + Zx In(z — Zi)

da cui ay(In(z — z1,) + In(z — 2)) + ibx(In(z — 2x) — In(x — 2x)) dove ar = Re(zx) = cos 2ZE

e by = Im(zx) = sin Z£= 27”“ ap(In(z — z;) + In(x — Z)) = cos 228 In(2? — 2z cos 22k 27Tk +1) ed e

una espressione reale. zbk(ln(aj —zi) — In(z — Z)) = ibg In % ed inoltre blsogna osservare

che il numero complesso gi:;i% ha modulo 1 per cui puo scriversi come % = ¢ con p =
(w=zg)

arctan W:;’;f) da cui segue che ¢ = arctan mﬁ%’fk’}fé’ff W In definitiva si ha In gi:g’; g =ip =
fL’*Zk

i arctan 22‘;’21’3;2;” > e quindi alla fine Pintegrale & dato da - In 225 + & 22;11 cos 22 In (2

k

21 cos =% 2”’“ +1) —sin &£ 2”’“ arctan ﬁé’;ﬁ’ﬁfﬁ 7= - La precedente espressione, una volta sostituito ad
k k
ar € by i rlspett1v1 valorl da il risultato finale ma e ancora insoddisfacente in quanto, usando la

x—cos 22k

: 2k 2k 2k
3.1.2 6), essa diventa + lnm—H—i— Zk 1 cos 278 In (2 — 2z cos 2ZE +1) —2 sin 22X arctanW

che ¢ il risultato finale a meno di costanti 1n1nﬂuent1 sul calcolo dell’ 1ntegra1e indefinito.

29.8** Tintegrale si scrive come

lim lim /A flaz) = f(bz) dr = lim lim (/%A f(b) dx — /A f(bz) daj)
x a 5

A—~4006—0 5 A—+005—0 5 X x

b

Poi scriviamo

/fbx d+/ UG d+/ f AAf(zx)dx:

e [ —LA o
/ szc o) — £O) +/ £(0) bA f(bx)—f<+oo>dx_/;@d

54 z
Sia A tale che |f(z) — f(4+00)| < ;“6 oy per ogni x > max{A, #A} ed inoltre ¢ tale che
|f(z)— f(0)| < % |11(1€%\ per 0 < z < min{d, 24} e otteniamo
/O+°° f(ax) ; f(bx)dx — (f(+00) f(O))ln% +0(e)
Se f(x) = arctanz si ha gln%. Nel secondo caso per trovare la f(x) si cambia variabile

o dt 1
—(e7® — 7% da cui il risultato — In —.

nell’integrale ™ =t e diventa /
o ¢ noa
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30.8%*
+o00 B Ag A
/ f(az) f<bx)dx: lim lim [/ ' —f(bx) da:—/ —f(bx) da:] =
0 x 6—0 A—+oc0 5 X 5 x
5 A 5 _ 5
= lim lim @da: — de = lim lim de-i—/ &da: =
d—0 A-)-"OO 6% €T A% €T d—0 A—)—'—OO 6% €T 5% €T
N—_—— ———
—0
a
= —f(0)1In =
o)
T f()
usando come prima la continuita nell’origine e il fatto che / Tda: esiste per £ > 0. La
g

prima applicazione prevede f(x) = e~ ** e chiaramente / dx converge per ogni A positivo.

A
Il risultato ¢ In(b/a).
*° cosx

La seconda applicazione prevede f(x) = cosx e / dz converge (vedi l'esercizio 2.8%%).

A T
1l risultato ¢ In(b/a).
1
11 terzo integrale puo essere riscritto come sin(ax) — sin(bx) = i(cos(\a — b|)x — cos(a + b)x) e

quindi f(z) = cosz. Le considerazioni dell’esempio precedente ci portano a dire che il risultato

1 ) a+b

¢ —1In
2 |a—0b

sinx

b
Nel quarto integrale si ha f(z) = ab e quindi il risultato ¢ abln —.
a

1. sin3z — 3sinx sin

> dx
Il quinto integrale si puo riscrivere come / —( 4) e quindi f(z) =3
0 x x

da

cui 1l risultato %ln 3.

1 ,42—3 3y—4x
t Y _ 3y
31.8 / dt
0 |

nt

oo dt

Cambiando variabile l'integrale diventa / 7(et(4x_3y_1) — e_t(“_?’y“)). Nell’intorno di
0

t = 0 la funzione & lineare in t e quindi 'integrale converge per ogni valore di x e y. L’integrale

converge solo se 4z — 3y — 1 < 0 e 4z — 3y + 1 > 0 e quindi possiamo applicare il risultato
1+4x — 3y

1—4z+ 3y

Un altro modo di calcolare I'integrale ¢ (per la convergenza € necessario e sufficiente che a > —1,

b>—1)
1 e — tb 1 0 0 1
/ dt = / dt(t* — tb)/ tYdy = / dy/ (" — ") dt =
0 Int 0 +00 +oo 0

/0 . paty+1 ’1 thty+1 1 L aty+1)0 1 1+4x — 3y
IN\axyrilo bryrilo

x

precedente con la funzione f(z) = e~ avendone In

=In =In————
too b+y+1l+c 1 -4z + 3y

Il passaggio dello scambio dei due integrali necessita di una giustificazione. Usiamo il Teorema

Teorema Supponiamo che: 1) la funzione f(x,y) sia continua per * > a e y > c¢

+oo
2) lintegrale / f(x,y)dy converge uniformemente in ogni intervallo [c,C] 3) lintgerale
C

23/dicembre/2021; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 72



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

+oo
/ f(z,y)dx converge uniformemente in ogni intervallo |a, A]. 4) Almeno uno degli inte-
a

+o0 +oo +o0 +o0
grali / dm/ |f(z,y)|dy e / dy/ |f(x,y)|dz converge. Allora i due integrali

+o0 +o0 “+o0 +o0
/ daz/ flx,y)dy e / dy/ f(x,y)dx esistono entrambi e sono uguali

+o0o d b a +o0 b a

. . uuU —u ) 1w’ —u
Riscriviamo l'integrale come — — uYdy per cui f(u,y) = ——————,u > 1,
0 uy ua+b+2

1 'LL2 ua—l—b
y > 0.

b b

1w —u* v —u
uy yatbt2 = gatbt2

“+o0
0< = / f(u,y)du converge uniformemente
1

) ) ) . 1 Ub —ul B Ub _a
Poi consideriamo la funzione — ———— = e ¥YMu______
uy ua—l—b—|—2 ua—l—b—|—2

[1,400) in due intervalli Iy = [1,1+¢] e Is = [1 + ¢, +00).

e suddividiamo l'intervallo u €

ub —u < e—yln(l—l—&:) 1 - 1
ua+b+2 — (1 + 5)(1—1—2 (1 + €)b+2

—ylnu

(&

+oo
e quindi I'integrale / f(y,u)dy converge uniformenete per u € [1 + €, +00).
0

Ora consideriamo u € [1,1+¢|. Inu = In(1+(u—1)) > (u—1)/2 e quindi maggioriamo 'integrale

come
+o00o b a +o00o b a
dye—ylnuu —u < dye—y(u—l)/2u —u
0 ua+b+2 — 0 ua—l—b—|—2

. : N . oo 2dv ub — u® ,
e poi cambiamo variabile y(u — 1)/2 = v ed otteniamo /0 e_vmm (supponiamo
b>a)
2 ub—u® | b—a b b—a—1
mm_2u ﬁ, u —1+( —CE—1>§ (U-].)
e

b—a +oo b a
U -1 o 2dv u® —wu
sup 2u*— < (C = / e~V s
1<u<l+e u — 1 0 u — 1 UCH' +

—+o0o
converge uniformemente e quindi / f(y,u)dy converge uniformemente per u € [1,1 + ¢].
0

Il punto 4) ¢ chiaramente verificato. La funzione ¢ positiva.

+o00 —mx —nx)2
e —e
( ) dx. e~* =t produce
0 z?

/1 (tm _ tn)2@ B -1 (tm B tn)

1 Lo@tm — ) (mtm=1 — nt" 1) 2mIn2m  2nln2n
R d —
In?t t Int + 0 = +

0

Int m-+n m-+n
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l—xd
/ T Inz =t produce
0

l+xzlnz

0 o0 — - I Foo
/ 1— tdt / e — tdt Z / d_x(e_(2-|—k-)m . e—(k—l—l)m) —
14 et Tt o et x

+o0

k—+1 k+1
=) (—1)k1 = i —1)fIn—— =
RZZO( flngos = tim > (-1l

n—1

:ngrfoo—QZm (2k) +2Zln (2k+1)+In(2n+1) =
@)

n—+oo

= lim [ 2nln2—21nn'+21n +ln2+lnn}:

= lim [—2n1n2—2(nlnn—n+ln(2w)+h17n)

n—-+oo 2
+2(2n1n(2n) — 2n + ln(227r) + ln(22n)) —2nln2+
In(2 | 2
—2(nlnn—n—|— n(27r)+ 112”)—1—1112—1—11171} In —
T

Due parole sullo scambio fra serie e integrale

+oo0 — _t +oo +o00
e dt Z de , _ " _ .
/0 e t+1 ¢ <_1)k/ ?(e F e )

k=0 0

+oo ¢t —t +oo
et —1le 'dt dr , _ . .
/O A § {/O (—1)F = (e~ Fthz _ g=(ktDayy

T

oo I KA opp (k+1)
—|—/ —1)"—(e™ T —e” v
; ) (—1)F=( )

k=N x
¢ +
‘/-i-oo kdx( —(2+k)z _e—(k+1)m) _ /+oo dz e~ (N+1)z) B e~ (N+2)z)
0 x 1+e® 1+e®
—I—oo —(N—i—l)x _ —(N+2)x N 2
S/ ¢ c dr = In + -0 N — +o0
0 X N —+ 1
31.1.8

X —ax —bx —cx
lim lLim lAE——J+Bf___+cf__dx}:
X X

0—0 X——+o0 5 x2 2 2
X —azx o —ax X —ax X2t —ax
. . e b e b e abh e
= lim lim A 5 dr + -B 5 dr + -B 5 dr + -B 5 dz+
=0 X —>+o0 5 i st a X Fy a X X a X

o —azx X —az X< —az
+ EC’e 5 dm—i—/ ECe dx—l—/ ECe dzx
0

a
og
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Sviluppando gli esponenziali a + = 0 emerge che le condizioni per la convergenza dell’integrale
sono A+ B+ C =0, Aa+ Bb+ Cc =0 e quindi

X —azx X —azx X —ax
/ AS +/ bpe da:—i——i—/ ot —dx| =0
5 x? s a x? s a a2

X< —azx
i [ / ot de =0
a T

Rimaniamo con (usiamo Taylor)

) — 1) —
. b _e c ax b 1 a 1
i [ Bt [ O dw_éli%ﬁ(a—b—s—“mb)*‘C<a—c—5—“mb)+0<5>

_BHC bBAC % o ® — bBIna— eClna+bBInb+ ¢Clne—
) ad b c
=aAlna+bBlnb+cClnc

31.2.8 Si usa la formula

+oo T +oo T
/0 [e‘”(l +(a+c)x) —e (1 + (b+ c)aj)} dx = /0 c [e_‘” — e_b‘r} d——i—

2 T

e~ (14 ax) — e %(1 + bx) ‘Jroo

0

oo d b
-l—/o [e™* (1 + az) — e "*(1 + ba)] x—f :clna - .

+o0 b
+ / (b2 — g% ) =¢cln=-+b—a
0 a

‘Siaazl,b:—i,c:i‘

dx dx

+oo too
Si ha/O [e™"(1+ (14 i)z) — 2)] 3= /0 [e™ (14 (1 +1i)z) — (cosz + isinz)x)] P

—Ti +oo d
z’Ln(—i)—z‘—1:¢ﬂ—1—z‘:g—l—idacui/ [e_m(l-i-x)—cosa:)]—f:g—l
0 e

2
+oo d
e z/ [e "z —sinz)] _32: =—i
0 X
o b — oo 1 1 d 1
‘Slab_l’c_ ¢ 1/2‘/0 [(a—l)e_m-i-(;—5)(6_”—6_%)}%zl—a-l-(a-i-i)lna

too (& dx
Studiamo / (Ax(1+ agx) + Brz)e  ** | —
oo (] dz
/ Z A1+ agx)e”™ ™ — (14+apz)(A1 4+ ...+ Ap_q)e” 7 | — =
400 n—1
/ Z Ak 1 + aka:) TakT (1 + anaz a”x Z Ak — ak Z Aray,
400 [n—1 n— n
/ Zkae—akm —&(By + ...+ Bp_1)e %" ZBk ln— = —ZBk In ay
0 -

400 n—1
/ ZAk 1-|—ak33) T — (14 apx)e 4n ZAk n— Q) ZAkak
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32.8*%* Essendo f limitata nell’intervallo chiuso [«, 3] si dimostra che

wlfie, Bl = sup f(z)— infﬁ]f(w)EM—m

z€[a,B] z€le,
Usando la notazione del libro, V e > 0 3 D, t.c. 0 < S(D., f) — s(D., f) < € e quindi I'estremo
inferiore delle somme integrali deve essere zero. Ora

Ds7f ZM — T 1) Daaf Zm] —Tj— 1)

n

S(De, f) = s(De, f) = Y _ (M — my)(x; — wj-1) =Z [f; 2j-1;) (2 — 25-1)

j=1

3

e quindi 'essere f integrabile ¢ equivalente alla condizione i%f wlfizj—1,z;](x; —x;-1) =0.
j=1
Dobbiamo ora mostrare che w[f;«, 5] = sup f(z) — inf f(z) =M — m. Per definizione di
€[, B €[a,f]
estremo superiore ed inferiore

Ve>03z,, N apte f(z,)>M—c¢, flx,m) <m-+e

Ne segue che f(x,,) — f(xm) > M —m — 2¢ e quindi
sup |f(z) = f(y)l = sup (f(x)—f(y))2M—-m= sup f(x)— inf f(z)

mvye[avﬁ] m,ye[a,ﬁ] .’EE[a,,B] me[a B]

Inoltre f(z) — f(y) < M —m perognix ey dacui sup |f(z)— f(y)|<M—m.
z,y€[o,f]

33.8*%** Facciamo vedere che se ¢ vero il criterio di Du Bois—Reymond allora f ¢ integrabile
secondo Riemann. Sia data f limitata nell'intervallo [a,b] con F' = supy,  f(@) — inf(, 5 f(2)
e sia (I1,1s,...,I;) la famiglia finita di intervalli che viene citata nel criterio. Se |Ix| & la
lunghezza di Ij; allora Y ,_, |Ix| < é. Consideriamo una partizione D di [a,b] in cui indichiamo
con II I'insieme degli intervalli di D e sia IIj, il sottoinsieme di II che contiene (I3, Is, ..., Ij).
La somma delle lunghezze degli elementi (intervalli) di II; puo essere maggiorata con ¢ +2I dove
[ & la lunghezza dell’intervallo piu grande di II. Imponiamo che [ < g dimodoché § + 21 < 24.
Procediamo ora per assurdo. Supponiamo che f non sia integrabile e quindi

infp Z?Zl w(fizj_1,z;](x;j—xj—1) = 0 > 0 (U'inf esiste essendo la somma positiva). Cio implica
che per ogni partizione D si ha Z?Zl wlf;zj_1,x;](x; —xj_1) > o e scegliamo la partizione
descritta precedentemente. La somma precedente si spezza quindi nella somma di due contributi.
Nel primo ’indice j corre sugli intervalli che fanno parte di II; mentre nel secondo corre sugli
intervalli che fanno parte di II\II;. Indichiamo con Z Lwifsxjo1, 2] (z; — xj—1) il primo
contributo e con Z 2 wlfsxj—1,2;](zj—x;j-1) il secondo contributo (chiaramente ni +ns = n).
Essendo > 71 w[f;xj-1,2;](x; —x;-1) < 2FJ per ipotesi,ne segue che > 72, w(f; -1, ;](z; —
rj_1) >0 —2F) >0 per § < 5% che ¢ possibile in quanto ¢ puo essere preso piccolo a piacere.
Ne segue immediatamente che per almeno un jo € (1,2,...,n2) si ha w[f;zj,—1,2j](z;, —

—2F§ . b—a o ~ii: ) ~2F% .
Tj,—1) = T ese |wy, —xj, 1| < min{l, 2=} si ottiene w[f;xj,—1, z5,] > F=2. Quest’ultima
minorazione contrasta con l’ipotesi di veridicita del criterio di Du Bois—Reymond non appena
e < o= 2F5
“b—a

Dove entra il fatto, apparentemente non usato, che nel criterio di Du Bois—Reymond gli intervalli
debbano essere in numero finito?

Dimostriamo ora il viceversa ossia l’ipotesi ¢ 'integrabilita e dobbiamo mostrare che il criterio e
vero. Anche qui procediamo per assurdo. Supponiamo che il criterio sia falso. Cio vuol dire che
esiste € > 0 ed esiste 0 > 0 tale che qualunque sia l'insieme finito di intervalli che contengono
Uinsieme dei punti ¢ per i quali w(f;c|] > €, la somma delle lunghezze ¢ superiore a .
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Sia £ un punto tale che w[f;€&] > e. Per definizione qualunque sia l'intervallo [a, 8] 2 &,
si ha w([f;a,B] > e. Consideriamo ora una certa partizione D dell’intervallo [a,b] e sia II
Iinsieme degli intervalli che di essa fanno parte. Sia inoltre IT" il sottoinsieme di II che con-
tiene i punti che hanno oscillazione maggiore di €. Abbiamo Z;.Lzl wifixj_1,z)(x; —x-1) >
th.c.[xj_l,xj]en/ w(fixzj_1,2;](x; —xj_1) > €d e quindi I'inf della domma non potra mai essere
Zero.

Anche in questo caso dove entra la finitezza del numero degli intervalli? R.: Sia nel primo
che nel secondo caso entra nel fatto che le somme di Riemann sono fatte su di un numero finito
di intervalli che nel limite diventano infiniti (come numero e non certo come lunghezza). Prima
del passaggio al limite o il che e lo stesso, prima di passare all’inf delle somme integrali, si ha
un numero finito di intervalli ogni volta.

34.8*%**  TFacciamo uso del criterio precedentemente dimostrato. Un punto di discontinuita ¢
di f e per definizione un punto in cui ’oscillazione della funzione & diversa da zero. Ordiniamo
tali discontinuita nel seguente modo: nel primo gruppo A; mettiamo quelle la cui oscillazione &
maggiore od uguale ad 1; nel secondo gruppo As quelle la cui oscillazione ¢ maggiore od uguale
a % e via dicendo (chiaramente Ay D A;.) Se la funzione ¢ integrabile secondo Riemann, per il
criterio precedente, ciascun gruppo A; ¢ contenuto all’interno di una quantita finita, detta I,
di intervalli la cui lunghezza & §; = 3. Chiaramante I = U524 1; contiene tutte le discontinuita.

Inoltre la lunghezza della somma degli intervalli U7_,; I; € minore od uguale alla misura di I,
che ¢ % Ne segue che comunque prendo § la misura di I ¢ minore di .

Supponiamo ora che sia verificato il criterio di Lebesgue. Dobbiamo concludere che la funzione
¢ integrabile e quindi che infp Z?Zl wlfixzj_1,2;](x; — xj—1) = 0 ossia il criterio di Du Bois—
Reymond.

Supponiamo che sia falso il criterio di Du Bois—Reymond; vuol dire che esiste ¢ > 0 ed esiste § > 0
tale che qualunque sia l’insieme finito di intervalli che contengono insieme dei punti ¢ per i quali
w[f;c] > € la somma delle lunghezze ¢ superiore a 6. Ma allora suddividiamo le discontinuita di
f in due gruppi. Nel primo gruppo ci sono le discontinuita con oscillazione maggiore od uguale
a € e nel secondo quelle con oscillazione minore di €. Il primo gruppo consiste proprio dei punti ¢
la cui oscillazione € maggiore od uguale a ¢. Il fatto che qualunque sia I’insieme finito di intervalli
che lo contiene la somma delle misure dei suoi intervalli € maggiore di J significa che qualunque
sia I'insieme, finito o numerabile, che contiene le discontinuita, la somma delle misure dei suoi
intervalli € maggiore di § e questo contraddice il criterio di Lebesgue.

35.8***  Per ogni punto razionale in % € [0, 1], eccezion fatta per i punti 0 e 1, costruiamo

Pintervallo aperto (£ — %,% + %). L’insieme di tali intervalli & chiaramente numerabile e
N . . oo q—1 § N .
la somma della loro lunghezza & maggiorabile da - =, > "7 75 che ¢ una serie convergente

proporzionale a § che puo essere preso piccolo a piacere. Dunque il criterio di Lebesgue e
verificato e la funzione e integrabile secondo Riemann.

Per la funzione di Dirichlet il discorso precedente non puo essere portato avanti in quanto i punti
intorno ai quali costruire I'intervallo piccolo sono tutti i punti di [0, 1]. Qualunque sia 'intervallo
costruito intorno a ciascun punto, I'unione di tali intervalli copre tutto l'intervallo e quindi la
somma delle loro misure € non inferiore a 1.

Va detto che se si conoscesse soltanto la misura di Peano—Jordan le cose sarebbero un po diverse.
Come noto, in tal caso un insieme ha misura nulla se V € > 0 puo essere ricoperto da una famiglia
finita di intervalli aperti la somma delle cui lunghezze ha misura minore di €. Si dice che una
funzione e generalmente regolare se I'insieme dei suoi punti di discontinuita ha misura di Peano—
Jordan nulla. Ebbene in tal caso la funzione dell’esercizio 6.5** non sarebbe integrabile secondo
Riemann.

36.8 La funzione integranda, grazie al fatto che ¢ > 1, & continua sull’insieme [0, 5] % (1, 400).
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La sua derivata rispetto a t ¢ data da lﬂ—zﬁ che e anch’essa continua sullo stesso insieme.

Possiamo applicare il Teorema 8.10 sull’insieme [0, 5] x [t,,t1] con t, > 1 avendone I'(t) =

fo 7 o2tz (con I(t) ho indicato 'integrale da calcolare). Ora cambiamo variabile z = arctany

—sin“® x
ed otteniamo 2t f oo 7 t2dy1) = \/tg =. Dunque fino ad ora abbiamo ottenuto il risultato per
cui %&t) = \/ﬁ— Ora integriamo rispetto alla variabile ¢ ottenendo [ dt=2~ dl(t) = \/t;T—_l da cui

Ity = [ m + C. Per svolgere l'integrale [ m si cambia variabile t = cosh z e I'integrale

diventa 7 [dz = z 4+ C' = 7(cosht)("Y) + C' = wln(t + V2 — 1) + C’ e quindi, alla fine si
ha I(t) = wln(t + vVt2 —1) + C” (C” = C + C"). L’ultimo passaggio riguarda il calcolo della
costante C”. Essa va calcolata in quanto 'integrale, essendo definito, non ha costanti pendenti.
C" & un numero che non dipende da ¢ e se noi sapessimo calcolare fog dx In(t? — sin? ) per un
qualche t, € [to,t1] avremmo C” = fO% dzIn(t? — sin®z) — 7ln(t, + /12 — 1). Il punto pero &
proprio che non sappiamo calcolare 'integrale non avendo la primitiva

Per trovare C” eseguiamo il seguente calcolo: fO% dz[lnt? +1n(1 — Sm L8] =wlnt+ fo dxIn(1

S ) = ln(t + tM) +C" =72t +7In(1+0(1)) +C".

Nell’integrale definiamo la variabile 7 = l ed osserviamo che la funzione In(1—72 sin? x) soddisfa

le condizioni del Teorema 8.10 in [0, 2] [0, 7] e quindi possiamo passare al limite per 7 — 0

ottenendo fof drlnl = 0. Quindi si ottiene wlnt + C” = wln2t ossia C” = —7w1n2. Alla fine
I'integrale & dato da I(t) = mIn Y=L Vf_l

36.1.8*%* Convergenza per ogni valore di a. Sia a = 0. Spezziamo lintegrale in due:
Omo f(z;a)dx + fg:goo f(x;a)dz. Nel secondo si cambia variabile 3 = t e quindi diventa
3 f +oo ;‘11‘}3’,5 dt che converge grazie alla Proposizione 2.8.1. Alternativamente si puo integrare

per parti.
e Sia a < 0. Stavolta non spezziamo l'integrale di partenza. Gli stessi calcoli ci fanno giungere

all’integrale f0+oo %Z(ii)la\ sintdt dove h(t) & la funzione inversa della funzione x® + |a|z e quindi

(h3 + |alh)(t) = t. La derivata della funzione BhZ(i)l ¢ data da 57 \h2 |3h‘2—|(—5|h\

tende a zero per t che tende a +00, 'integrale converge.

e quindi e negativa

da un certo t in poi. Poiché 3h2(+)| |
e Sia a > 0. Si rifanno i calcoli di prima ma stavolta bisogna spezzare 'integrale di partenza in

quanto 3h% — a si annulla per un certo valore di t. Il risultato ¢ sempre la convergenza.

e Convergenza uniforme. Integrando per parti il secondo integrale nella formula 3 / rsin(z® —

1 a 3 1 3 —ax)

2 .
ax)dr = —(5 + T)Cos(x —ax) — /(? + %)COS(QZ?’ — ax)dr + %/de si

23

ottiene una identita . Supponiamo che —A < a < B e dimostriamo la uniforme convergenza
dell’integrale. Dalla formula precedente € immediato verificare cio attraverso ’applicazione del
Teorema 3.8. E ovvio che non si puo prendere A = —oo oppure B = 4o00. Facciamo vedere
infatti che I'integrale non ¢ uniformemente convergente su di un intervallo infinito a destra.
Spezziamo l'integrale in due: [ f(z;a)dx + f;;oo f(x;a)dz. 11 primo integrale & certamente
uniformemente convergente in quanto si pud stimare |z sin(z® — az)| < x e l'integrale [;° z dx
converge. Per quanto riguarda il secondo integrale applichiamo la definizione data dal teorema
Toerema 3.8. Come si vede non e possibile prendere a in un insieme illimitato. Per dimostrare
che l'integrale non & uniformemente convergente in un dominio illimitato dobbiamo far vedere
che 3 e >0: Vy3Iayp >y,q > y:|f;;’ f(z,ay)dz| > e. Prendiamo una successione di

valori di a che tende all’infinito e precisamente ap = ((§ + 2k7r)3—\2/§)2/3. Sex =uxp = /%

si ha 322 —ar, = 0 e (23 — aka:)‘m:mk: Z + 2km. Inoltre dallo sviluppo f(z) = 2® —az =
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For) + flan)(@ — o) + 5 @)@ — o) + 3 (@)@ —20)® = 5+ 5f () (@ — 21)? +

111

e f () (x — p)? segue che se |z — x| < Cy/ay, ossia z, — Cy/ay < z < xy, + Cy/ay, allora
3
13/ % (2 — xp)? 4 (x — 2)?| < #az con C' indipendente da ai. A questo punto consideriamo

3 Ik—l-l

. - Ik+1 . _ 1
Iintegrale I = fmk_l xsin(z® — agx)dr e possiamo minorare [ > \/— f xdr = 75Tk dove

3
sin(z3 — apw) > % in quanto Z + 2km < xk—1rgn;r§lxk+1(x3 —agr) < ZW + 2km

e [ultimo passo e studiare 'uniforme convergenza in un intervallo infinito a sinistra. Cam-
“+o0
biando variabile 2 + |a|x = t si ha / he (t)R,(t) sintdt dove x3 + |alz = t e quindi h3(t) +
0

la|hq(t) = t. Si ottiene h (t) = _1 da cui /+OO _ha(t) sintdt = /+OO (t)sintdt =
o a] + 3n2 o lafrsrz T ) d )

(t) Cost‘o +/+OO '(t) costdt e ¢'(t) = W lal - 3h lal = 3hq

R P PN Jal+3mz Jal +3h2 (o] +312)?
+oo

lim; 4 o0 ho(t) = 0, rimaniamo con / g'(t)costdt e |g'(t)] < (la| + 3h2)~2. Inoltre sap-
0

. he hy (1) ( t2 N |al n t>1/3 ( t2 N lal t)1/3 - ( t2 N |al n t>1/3 -
iam o(t) = — 4+ —= 4+ = — — 4+ = — = > — 4+ — 4+ = >
PIATHo Che 472173 4721 2 4 o1 T2

1 a¥/2 t\1/3 ~1/6 |af3/2\1/3 —5/6(41/3 Vlal
<E<§ + 373 5) = 92 (t + 3\/§> > 2 (t + W> Ne segue che

oo oo Va4 ™ oo gt
/ |g’(t)cost|dt§/ 2_10/3<t1/3+%> dt§2_10/3/ +2° 10/3/ —
0 |

<
0 3 0 a? ajarz t43 7

. Essendo h,(0) =

a|3/2

C s : :
m per una opportuna costante positiva C. Ne segue 'uniforme convergenza dell’integrale
a

—+ o0
/ rsin(z® — ax)dr per ogni intervallo limitato o illimitato a sinistra.
0

+o0 dre—axrsinz sin x

37.8** Sia F(a)déf 0
quindi F(0) = F(hma_m)def e d $D2 — lim,_,o F(a). Per la continuita di F ¢ sufficiente la

uniforme convergenza Teorema 2.8. Spezziamo F(a) come Fy(a)+ Fs(a) = fol dpe™ @ SLL 4

. Vogliamo dimostrare che F'(a) ¢ continua in [0,+00) e

f;roo daze_‘”%. La funzione e_‘”Si%, in [0,1] ammette la maggiorante integrabile |%| e
quindi vale il Corollario 1.8. Purtroppo la stessa cosa non vale nell’intervallo [1, +00) in quanto
[T da|E2E ) = 400 (vedi esercizio 2. 8**) e quindi bisogna agire diversamente. Si potrebbe dire

—a

che [emo7siRe| < € " ma I > 0 per cui la funzione F'(a)
& definita da un 1ntegrale unlformemente convergente solo se a ¢ strettamente positivo mentre
noi abbiamo necessita di avvicinarci tanto quanto vogliamo ad a = 0. Integrando per parti si
ottiene Fy(a) = e % cos 1 —floo da: cosz(at—+%5); <5 <z 2e [ drz? < 00. Per a®—

—aa:

possiamo dire che ae™%* < 1 e ! per cui a® < e~ 1272 il cui integrale ¢ convergente. Come
si vede le maggiranti integrablh ottenute non dipendono da a ed essendo e~% cos1 certamente

continua ne segue che la funzione F'(a) ¢ continua in [0, 400). Ora rimane da calcolare F'(a) per
a > 0 e poi fare il limite. Si ha I'uguaglianza — [;° dxsinze™* = [° 4 gmawsins Vogliamo

portare la derivata fuori dall’integrale e per questo facciamo uso del Teorema 4.8 le cui ipotesi
sono certamente verificate nell’intervallo di a [a,, +00) con a, > 0. Infatti dd —arsilT & continua
in (z,a) € R x [0,+00). — [, dwsinze™®® converge uniformemente nell’intervallo [ao, +00)
a, > 0 ed inoltre fo dx Slgx e convergente.Allora si puo applicare il Teorema 4.8 ed ottenere

I 4 p-azsine — 4 o eTeTshL — —ﬁ ossia F'(a) = —ﬁ da cui F(a) = C — arctana.
limg_s 1o F(a) =0 e quindi C' = § e d’altro canto F'(0) = C' da cui il risultato.
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38.8** Useremo il criterio della maggiorante integrabile dimostrando che |Coso‘mx;2c°sﬁm| < g(x)
dove g(z) = Z sex > leg(z) =2sex < 1. La prima parte della disuguaglianza & evidente. Per
la seconda SV1lupp1am0 il coseno avendone cosax = 1 — 2a?x? + O(z*) per cui COSO‘Z;QCOSBI =
(a —B2)+0(2?) <2per0<a<1,0<f<1e0<t< 1 Dunque l'integrale ¢ uniformemente
convergente

f0+ood cosaz—cosfz _ O+O° dx ff dys‘in%. Se0 < a<1,0< B <1/lintegrale f0+°° d;(;m% &

x2
uniformemente convergente e quindi per il Teorema 5.8 si puo scambiare l'integrazione avendo

S dy{ J7 dr Ty = 55 — ).
+oo |COS ax—cos ST

Come ulteriore sviluppo si puo notare come, essendo [, — |dz uniformemente con-

vergente per 0 < a <10 < g <1 si puo passare al limite & — 0 dentro l'integrale ottenendo
2 By

—+oo 1— By __ +oo sin S5 _ 7p
fo dy C;;y_Qfo dy e =

39.8 Prima soluzione

1 a a
t* —1 d t* — da
_ — = =In(1
/0 Int dt /0 / Int dt / / dtda Int /0 1+« n(l+a)

—X

Seconda soluzione Scriviamo e % =t e otteniamo

+o0 e_m(l . e—am) B oo _-a +oo (—a)ka:k B +oo ak(_l)k—l B
/0 da:—/o . Z —Zi—ln(lﬁ-a)

T k! k
k=1 k=1

40.8*** R.: Sia data la funzione distanza da C ossia per ogni punto t € Dom(f) sia p(t,C) =
infgec |¢€ — ] (che ¢ un minimo essendo C' compatto). Si costruisca poi la funzione f(x) =
fo (t,C)dt. Essendo la distanza una funzione continua (vedi l’esercizio 44.5) la funzione f &
derlvablle per il teorema fondamentale del calcolo pag.363. La sua derivata vale f'(x) = p(x, C)
che vale zero se © € C mentre se z ¢ C allora F’ > 0 (strettamente). Se ne trae la conclusione
che f(z) ha un insieme infinito, non—numerabile, di punti di flesso ascendente. Tali punti stanno
sull’asse delle ascisse. Corrispondentemente a tali punti sull’asse delle z vi sono i punti dell’asse
delle y cui appartiene f(x). La proprieta 3) di C ci dice che € non denso in alcun punto e quindi
se prendiamo due diversi punti x ed 2’ per i quali x < 2/, f’(x) = 0e f'(2') = 0 certamente esiste
un intervallo aperto I C (z,z’) tale che INC = (. Inoltre si ha | f(x) — f(z')| > [; p(t,C)dt > 0.
Se ne conclude che la funzione f ¢ iniettiva e quindi l'insieme 7'(f) & non-numerabile(*-8)
41.8** Sappiamo che se la funzione ¢ integrabile allora vale il criterio di integrabilita di
Lebesgue (vedi esercizio 34.8***). Supponiamo che 'insieme Cont(f) # R e quindi R\Cont(f)
€ un insieme non vuoto, aperto, e tutto costituito da punti in cui la funzione ¢ discontinua.
Esiste dunque un punto p € R\Cont(f) ed un intervallo aperto U tale che U C R\Cont(f).
La lunghezza dell’intervallo ¢ 2r ed in esso non cadono punti di Cont(f) per cui non si puo
soddisfare il criterio di Lebesgue.

2x
42.8*%* Dimostrazione del libro Sia f non decrescente e sia a # —1. / y* f(y)dy >

x

2z
f(x)/ r%dr = f(z)z*t' “——= > 0. Chiaramente si ha lim y*f(y)dy = 0 da cui
x o+ 1 z—0t

X
2x

il risultato. Se a = —1, allora /

xT

2x
Yy f(y)dy > f(:l:‘)/ z7 dx = f(2)In2 > 0 e il risultato ¢

lo stesso.

(4.8) Per i lettori interessati ’insieme C & [’insieme di Cantor. Si veda pure ’Appendice 1 e 2
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43.8**  Sia dato 'intervallo I = (a,x) con a < x < b. Consideriamo la partizione P di I data da
a=z9<x <T3<...x,=zxelasommay ,_ (f(zx)—f(zk—1)) = f(z)—f(a). Per il Teorema
di Lagrange si ha > ., f'(tx)(zr —zk—1) = f(z) — f(a) con xj_1 <ty < z. Essendo f’(z) una
funzione integrabile, & limitata e quindi si puo scrivere -, my(xp —xp—1) < >y f'(tr) (2 —
Tp—1) < D My(zp — z—1) dove my, = infy, | coca, f'(x) € My =sup,,  _yop, f'(2). Della
disuguaglianza, a sinistra prendiamo 1’estremo superiore rispetto a tutte le partizioni e a destra
Destremo inferiore. Ciascuno dei due & pari a [ dtf'(t) e quindi f(z) — f(a) = [ dtf'(t)

44.8*%* Cominciamo dalla funzione 6.5*%*. Gli esercizi 32.8**, 33.8*** 34.8%%* ci dicono
che essa ¢ integrabile secondo Riemann e verifica il Criterio di Du Bois—Reymond e quindi
Ve>0V4d>0{xe Dom(f):w[f;z] >0} C UL, L, I; intervallo tale che Y 1 | |I;| <e.

Consideriamo 'insieme dei razionali per i quali £ > § ossia ¢ < 1. In corrispondenza a ciascun
q 19

numero ritagliamo un intervallo centrato di lunghezza -1 e chiamiamo S l'insieme di tali inter-
valli. Costruiamo le somme di Riemann facendo in modo che gli intervalli del gruppo S facciamo
parte della collezione di intervalli con i quali si effettua la partizione dell’intervallo [0, 1]. Cerchia-
mo una partizione D tale che infp Z?Zl wlf;zj_1,x;](x; —xj—1) = 0 (vedi I'esercizio 32.8**).
Quando j corre lungo gli indici relativi agli intervalli dell’ insieme S abbiamo che la parte di

somma Z?zlw[f;a:j_l,a:j](x] xj_1) si stima con 21/6 a0 q 1< 21/_615q+1 < 6. 11
numero 1 deriva dal fatto che negli intervalli dell’insieme S 'oscillazione della funz1one € mag-
giorata da 1. La rimanente parte di Z;.Lzl wlf;xzj_1,2;](x; —x;j—1) si stima con § moltiplicata
per la lunghezza dell’intervallo ossia 1 dove w[f;z;_1,x;] < 0 negli intervalli che non fanno parte

del gruppo S. La somma da §(C + 1) che & piccola a piacere essendo 0 piccolo a piacere.
Perché il ragionamento non funziona se si considerasse la funzione x?

Dunque fox dyf(y) = 0 e quindi la derivata ¢ identicamente nulla. Che fosse nulla nei punti
dove f & continua lo sapevamo dal Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale essendo f(y)
continua in [0, 1]\Q. In Q il Teorema non dice nulla e bisognava fare il calcolo.

Per I’altra funzione dell’esercizio 63.5*** il discorso e analogo.

+o0
47.8*%* Dal fatto che / dz f(z) = 400 e dal criterio di Cauchy segue che
0

kx’ —l—’“

V'de>0: VnImm >n: Z/ def(x) > ¢
kx! —%-

kx' —l—m
Inoltre essendo f > 0 si ha Z / dxf(z) > € per ogni m; > m’. Supponiamo che non

kx'— %
esista alcun z, che soddisfi la relazione Zf(ka:o) = +o0. Vuol dire che T € (0,400) =

k=1

+o0 oo

Z f(kxT) < +oo. Chiaramente se Z f(kxT) # +oo allora & convergente grazie al fatto che
k=1 k=1

la funzione & positiva. Anche in questo caso usiamo la proprietda di Cauchy e quindi V & >
n2

03 ne : ny,ng >ng = Z f(kx) < €. A questo punto prendiamo n = n.,, m = ny, m' = ns
k=n1

e quindi otteniamo

’ ’
m m

km+m kx’ +I
Z/ da f(x Z/k . dof(z)— Y f(ka'))+ Y f(ka').

I{J:’I'TL k;:m
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/

/
— k' + =], si pud prendere z’ cosi
2

2

Essendo uniformememnte continua nell’intervallo [kz' —

piccolo che
v
kx'+ %

> [ def@) - Y s <2
k=m =5 k=m

per cui, dato ¢, prendiamo z + ¢’ < € e cadiamo in contraddizione.

—+o0o +o00 —+oo
48.8** Integrando per parti si ha / fdx = xf‘ —/ xf'dx e quindi I'unica cosa da
0 0 0

dimostrare ¢ che esista lim xf(x).
r——+00

Tr——+00
T2

+o0
Supponiamo che / fdr < 400 e dimostriamo che lim xf(z) = 0. Infatti dalla convergenza
0

dell’integralesihaVe >03 2. >0: 29 > 21 > 2. = fdx < € e quindi, data la monotonia

1

di f, (xo —x1)f(z2) < (w2 —x1) inf f(x) < / fdx < e da cui il risultato.

z1<z<z2

1) Si prende una funzione nulla dappertutto tranne intorno ai naturali dove il profilo della
funzione ¢ dato da un triangolo i cui vertici sono (k — 0, 0), (k + 20x,0), (k,yx) e o ~ 1/k,
yp ~ 1/ V'k, . In tal caso la funzione ¢ derivabile dappertutto tranne nei vertici dei triangoli. Per
averla derivabile basta modificarla leggermente nell’intorno dei vertici del triangolo in modo da
mantenere le caratteristiche. Infatti la funzione tende a zero in modo non monotono. | oo fdxr =

_ 00 k k+26 .
> ok 30kyk ~ D k 32, f+ xf'dwzz;kfk_akxg_:dx"‘ k:+ kxzkakdeZkkyk:‘f'OO

2) La funzione & costante nell’intervallo (py, prx+1 — dx) € vale yx dove pr = Inlnk, yp, = 1/VInk.

Nell’intervallo (px+1 — Ok, pr+1) la funzione & lineare decrescente, la pendenza & % e con-

nette i punti di coordinate (pxi+1 — Ok, yx) con il punto (prti1,Yr+1)- f+oo fdx ~ > yr(1 —
0k)(Inln(k+1)—Inln(k)) mentre f+oo zf'de ~ 3, [PF x%dw ~ > Dk (Y —Ykt1) =

Pr+1—0k
Yo Inln(k + 1)( \/1111_k — \/ln(lk—l—l)) e la prima somma diverge mentre la seconda converge.

cosz !z #0

49.8***  Nell’esercizio 22.8*** ¢ stato dimostrato come la funzione f(z) = { 0 0
xr =

sia la derivata di F(x) = / f(t)dt. Supponiamo ora che f? = (F’)? sia la derivata di
0

una qualche funzione h(z) e definiamo G(x)déth(aj) — 2F(z/2). La derivata ¢ G'(z) =

2cos?(z™!) —cos(2z7H) 2 # 0 1xz#0
{ @) ( )7 e quindi G'(x) = { 7
Ne segue che G'(x), avendo una discontinuita di salto, non verifica la proprieta dei valori inter-
medi il che e assurdo.

Nel primo articolo richiamato vi € una generale interessante dimostrazione che si trova negli arti-
coli: 1) A.M.Bruckner Derivatives: Why they elude classification, Math. Mag. vol.49
(1976), 5-11 2) A.M.Bruckner, J.Marik, C.E.Weil Some Aspects of Products of Deriva-
tives, American Mathematical Monthly, vol.99, Issue 2 (Feb.., 1992), 134-145].

Supponiamo che f:[0,1] — R e f? siano derivate. Ne segue che la funzione G(z) tale che
G’ = f? ha derivata non negativa e quindi & monotona non decrescente. Per un noto teorema
di Lebesgue (la derivata di una funzione monotona non decrescente & sommabile) G/ = f? &
integrabile secondo Lebesgue e quindi anche f lo e . Basta dunque trovare una funzione F' la cui
derivata f non ¢ integrabile secondo Lebesgue. Il prototipo di tali funzioni & F(z) = z%sin 272,
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F(0) = 0, la cui derivata non & integrabile secondo Lebesgue nell’intorno dell’origine (si veda
I’Appendice 1).

Indichiamo con A linsieme delle funzioni derivabili (definite su R) e con A’ I'indieme delle
derivate Uno dei problemi studiati in letteratura e : Quale é una classe di funzioni, detta E e
E CApercuise feFE alloraf-ge A’ per ogni g€ A'?

Certamente E # A come abbiamo visto sopra con F(z) = x?sinz~2, F(0) = 0. Prendiamo le
funzioni f € A con derivata continua ossia f’ continua. Allora fg = fG' = (fG) — f'G in

/

quanto g € A’. Inoltre f'G & continua e quindi f'G = (/ f’Gdaj) per cui fg € una derivata.

Dunque il sottoinsieme di E costituito dalle funzioni che hanno derivata continua soddisfa alla
richiesta.

Una classe di funzione piu larga e quella delle funzioni derivabili la cui derivata e localmente
sommabile ossia le funzioni f € A per cui per ogni punto zg € R esiste un intervallo aperto

U > z¢ tale che / f'(x)dz esiste. Sappiamo che in tal caso f & la differenza di due funzioni

U
monotone per cui dimostriamo la proprieta

ge A', f €A, f continua e nondecrescente allora fg € A’
Sia G' = g e sia H(x) = fG — /Gdf. Allora H(x +h) — H(z) = f(x + h)(G(x + h) — G(x)) —

z+h
/ : (G(y) — G(z))df (y) da cui H' = fg e quindi fg € A

1 1 1 1 1
52.8*% Per <x < —sihan < - <n+1 e quindi [—} = n. Dunque / {—}dw =
n+1 n x T 0o T
n 1 n
. o1 . 1 1 .
LD /ﬁ% ~ k)de = nﬂlfm;@n(“ D) —Ink) — k(g - m)> = Jim_(in(n +

1)—n+zki+l> :ngr}rloo(ln(n—i—l)—n—i—n—;%“) :nEI}}OO(ln(n—i—l)—l;%—f—l) =

Inn+1)+1— (In(n+1) +'yn+1)> =1-—7

e Per il secondo integrale conviene osservare che, detta f(x) = {é}{%}, si ha f(= —

o [F 1 B

x) = f( + z) equlndl/f —2/ flx dx:2”£r£°°kz_2/k+rl(5_k)(1_$_l)dx_
1 1 1 1

2nETmZA+1 : _x—i-k dx:2ngrfoo;((1—@(1n(1—k—+1)—1n(1+E>)+k(E—k—H)).

A parte il limite, le somme sono date da

2> (1 —k)(Ink —In(k+1) —Ink +Ink) + %ﬂ) _

- 1
:2k222<k:1n(k+1)—(k:—1)1nk—lnk+1) 2Z<klnk (k— 1)ln(k:—1)—lnk:—|—2k—+1>:

Q(nln(n—i—l) —In2— kzn:zln(k—i—l) —nlnn#—nglfooz:lnk) +Z o 1)

1
(nln(n-l—l)—nlnn—ln2—ln(n+1)+ln2+22——2 1+2)>
k=2
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1
=2nln(n+1)—2nlnn—2In(n+1)+2In(n+1)+2y,11 —3 =2nIn(l + —) 4+ 27,41 — 3 e nel
n

limite si ottiene 2y — 1

53.8% Detta fo(a:) 1—ux, per la concav1ta si ha f(x) > fo(z) per ogni 0 < z < 1. In-
oltre ( fo fo(z)dx)? — 2f0 22 fo(x) = & — (— - %) = -5 e quindi la relazione da dimostrare
dlventa 2]0 (f(x) — fo(x ) Ydx < fo dx f(x fo dx f ( ))2. Facciamo vedere ora che: 1)
2 [ 22 () — folw))de < [ du(f(x) - ﬂm»2> T do )+ A 1)+ il

(f
il rlsultato in quanto si hanno le disuguaglianze 2 fo f(x) fo(z))dz < fo dx(f(x)— f(z0)) <
(Jo def (@) = [y dafo(x))?

La 2) & immediata dalla definizione di fy e dal fatto che f(x) & concava. La 1) & equivalente
a 2f01 dzz?f(z) + 3 < fol dzf(z). Sia ¢(z) la corda che congiunge i punti (0,1) e (1, f(1)). E
immediato verificare che fol dz(g(z) — 22%¢(z)) = % e quindi la relazione da dimostrare diventa
fol dz (222 — 1)(f(z) — q(x)) < 0. La funzione f(z) — q(x) & positiva per x # 0,1, vale zero per
x = 0,1 ed & concava. Ne segue che fol dr(22? — 1)(f(z) — q(x)) < fo dr(222 — 1)F(z) < 0
dove F(x) = {yox/ﬁx 0ses 1/\/5
yo 1/V2<z<1
maggiorazione & vera in quanto, nell’intervallo (0,1/v/2) si ha (222 — 1)F(z) > (222 — 1) f(x)
per la concavita e viceversa nell'intervallo (1/4/2,1) sempre per la concavita.

yo ¢ il massimo della funzione nell’intervallo [0, 1]. La

54.8%* L’insieme dei punti in cui una qualsiasi funzione f:[0,1] — R ammette limite si puo

scrivere come H ﬂk LU {ze 2,140 y,ze(x——x—f— )\{:c}:>|f( )= f(@)] < £}
Per lpOteSI sapplamo che [0,1] = H ed inoltre ¢ chiaro che A4, P o {zelt1-1]: yze
(z—Lz+I\{z} = |fly) - flx)| < £} = [L,1-2]. Supponlamo che la funzione non sia

1ntegrablle Secondo Riemann. Sulla base del risultato dell’esercizio 33.8***_ vuol dire che esiste
o tale che I'insieme dei punti in cui la oscillazione della funzione ¢ maggiore o uguale a ¢, detto
M, non ¢ nulla (nel senso di Peano—Jordan). Sia A la misura di M. Poiché la la misura di M

e pari alla misura di ]\04 , vuol dire vi & un insieme aperto contenuto in M, detto O, di misura
A e costituito tutto da punti la cui oscillazione della funzione f € maggiore o uguale a gg. Sia
ora { € A, N O (Uintersezione c’¢ se n e grande abbastanza). Prendiamo due punti &, & e
&3 = % appartenenti tutti a (§,& + %) N O. Se k e abbastanza grande 'oscillazione della
funzione in &3 € minore o uguale a 1/k ma &, & possono essere scelti in modo tale che la loro
oscillazione sia maggiore o uguale a gy e questo € impossibile non appena 1/k ¢ piu piccolo si

€p- In questo caso si e usato il criterio di Du Bois-Reymond

Il ragionamento dell’autore, invece, fa uso del criterio di Lebesgue ed e molto piu semplice.
Sia A € [0,1] l'insieme dei punti in cui f ¢ continua e A° l'insieme in cui ¢ discontinua. Per

flx) z€A
ipotesi le discontinuita sono solo di salto. Si definisca la funzione F(x) = lim f(y) =€ A°"
Yy—T

Naturalmente F'(x) ¢ continua. Sia g(a:)d:eff(x) — F(z). Nei punti in cui & continua, g(x) vale
zero. Nei punti in cui e discontinua, il limite di g € zero. Sia A def{x € [0,1]): g(x) > 1/n}.
Se A, e infinito, allora A,, ammette almeno un punto di accumulazione, diciamo p. Abbiamo
9®)| = [(9(p)=g(zn)) +9(wn)| = l9(zn)|=|g(p)=g(zn)| > 5 —&. Infatti limy, oo g(wn)—g(p) = 0
per ipotesi e g(x,,) > 1/n pure per ipotesi. Ne segue che g( ) > 1/n e questo & impossibile in
quanto, nei punti in cui ammette limite, g(x) vale zero. La contraddizione si risolve dicendo che
A,, e finito per ogni n e quindi ha misura di Lebesgue nulla.

55.8*%* Sia H,, d—efl-l- +. -|—— e quindi C,, —Cs,, = (H,—Inn)— (Hs, —In(2n) =In2+H,, —
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Hy, = In2 - 337 i1 E- Scriviamo fo T = fo i:;l - fol 2 = In2 4+ fol xilgldx. Quindi
dobbiamo far vedere che fo T +;1d Z h—nt1 k

. . . . . 1 (22-1)d 1
Possiamo procedere per induzione. Sia n = 1. Bisogna mostrare che fo % = fo x—1)dx =

1 . .. . . . 1 p2n+2_4 . _1
—5. Poi scriviamo la relazione al passo n + l-esimo ossia fo 1+x dx fo . dz +
1 $2n+2_x2n - 2n+2 1‘2 27’L .
fo 1+m Zk n+1 k + fo 1tz Zk n+1 k + fo - 1)d37 =
Z + 1 x2nd2 g
k=n+1 k 2n—|—2 2n+1 — k=n+2 &k
. Lg2r—1 _ rl, 9p s k_ x~oo ()P
Un secondo modo consiste nello scrivere fo T = Jo (x°™ = 1) Zk—o(_ x)¥ = Zp on pIT
(—)* 2n—1 (5)* 11,1 _ 1,1 _
D k0 TIT = ke RE l+5-—3+3-—5++. - +t35 = -y V(@25 427+

2g+-~-+2%) Zk n—l—lk

56.8** Siosserva che f(r) ¢ strettamente crescente e quindi possiamo effettuare la sostituzione
f(z) = t (Vinversa di f verra indicata con h(t) ossia (f o h)(t) = t e (ho f)(x) = x. Sia
to = f(0). L’integrale diventa f £(0) fs(l}?(i))dt. Poiché f’ 7 400, segue che f 7 +oo e quindi
h(t) /* +o0. Quindi abbiamo f’'oh ,* +o00. Applichiamo il risultato dell’esercizio 2.8 ed abbiamo
la convergenza dell’integrale. La stessa cosa accade per l'integrale con il coseno.

L’integrale f0+oo sin(ef®)) f'(z)dx possiamo riscriverlo come f0+oo St ¢ grazie al cambio di co-

ordinate e/(*) = t. L’essere f' — 400 per £ — 400 implica che e/ ) — 400 e quindi gli estremi
di integrazione in ¢ sono t = 0 e 400

L’integrale f0+oo cos(ef @) f'(x)dz, una volta spezzato in
fOA cos(ef @) f/(z)dx + f cos(ef @) f/(z)dzx, si tratta allo stesso modo.

57.8*%*  Data una funzione f: |0, +00) — R uniformemente continua e tale che f0+oo fdx esista
come integrale improprio, dimostrare che lim,_, ;. f(z) =0

e come segue. Siprocede per assurdo e quindi si suppone che 1) la funzione sia uniformememente
continua, 2) la funzione non ammette come limite zero (potrebbe anche non ammettere limite
affatto). 3) la funzione & integrabile secondo Riemann

La condizione 1) ¢ datada Ve >0 3 d.: [z —y| <. = |f(x)— fly)| <e

La condizione 2) ¢ datada 3&: Vn Iz, >n: |f(z,)| >

Da 1) e 2) segue che, prendendo € < g, si puo scrivere f(z) > € — € oppure f(z) < —% + € per
ogni x € (x, — s,y + 0-). D’altra parte, detta {a;} una qualsiasi partizione della semiretta
(0, +00) (ag+1 > ag), dal fatto che I'integrale improprio esiste, segue che la serie Zf::“ fdx

converge e quindi limg_, 4 f “*H1 fdr = 0. Ma questo ¢ in palese contrasto con quanto detto

prima non appena si prendono gli a; in modo tale che gli infiniti valori x,, + J. coincidiano con
alcuni di essi (o anche tutti).

+oo i (2n+1)w +oo
sin x cos T cos T

58.8 Integrando per parti si ottiene / dx = ’ — / 5 dx =

@n+l)r T L l4oo @n+l)r L
cosx |(2n+1)7  gin x|+ T ging

‘ — ‘ —2 / dx da cui il risultato. L’altro integrale si tratta
x 4o x? l@nt+1)r @nt1)r T

allo stesso modo.
59.8**% Prima si esegue la sostituzione t2 = =z e poi si integra per parti ottenendo
f;“ sin(t?)dt = %cos(m%(% — I%rl) + 3 1+2 (cosz? — cos(z + 1 f(x_H) S2dz. Ora
|11 cos(z?)(L - x—+1 )| < 522, |3 f(IH) z13“/§| < 1(: - %H) < 1. Da ultimo costruiamo una

successione xy, tale che |cos 23 — cos(zy + 1)?)| > ¢ per una opportuna costante positiva c¢. Una
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volta dimostrato cio , segue che |T1+2(cos x? — cos(z +1)?)| > TR

Sia 2z + 1 = (2ny, + 1)m ossia 2, = (ng + 3)7 — 3 con ny, intero da determinare. |cosz? —
cos(zg+1)?)| = 2| cos 23| = 2| cos((n —%)ﬂ'——) | =2|cos(nim? —npm+ 2+ —m(ne—1))| =
2| cos(nim? + in? + 1 + 2))| = 2|sin(nin? + ”TH))\
Come tutti i numeri reali, 7 puo essere sviluppato in frazione continua con la solita notazione
m = lag,a1,...] dove a; € intero. Se indichiamo pk/chkf[ao,al,...,ak] sappiamo che |r —
Pr/qk| < ak+11q2 per cui scriviamo nim? = wn2(m — EL) + 7rn2 Bt Prendiamo ny = gx per cui
2| sin(nkw - Ehl 4+1))| = 2| Sm(wnk(w—é’—:)—i—” )| =2 Smwni(w——) cos T +1)|—|—\ cos Tng(m—

Be)sin = +1)|

2

|Sln7rn%( )COS = —H)‘ S |COS = :l)hq% ak«kllqi S quz akjl‘]i - ak7:-1
Ora supponiamo che 'insieme degli a1 sia illimitato. Ne segue |cosmni(m — B =1/2e

1 1
™ + )|7Tq£ ak+1qi

non e dlmostrato, anche se molto verosimile, che I'insieme degli a; sia illimitato nel caso di .

| cos < € con € piccolo a piacere a patto di prendere k grande. Il punto e che

In ogni caso, per dimostare che |T1+2(cos x? — cos(z + 1)?)| > 53 ¢ sufficiente che esistano
infiniti indici n tali che a,, > A con A grande abbastanza e naturalmente c dipende da A.

61.8 Una volta dimostrata la disuguaglianza di Hadamard la disuguaglianza oggetto
dell’esercizio ¢ immediata. La parte destra e conseguenza diretta della convessita f(Ax +

(1= N)9) < M) + (1= V() ed integrando. [ 0 + (1 = Ny < 5(f(@) + /(0.

t 1-t¢ t 1-t¢
La parte sinistra ¢ pit complicata. Scriviamo f(x —; y) = f( il )x—2|— v+ )y) =

f<tl’+(1—t)y+ (1—-t)z+ty 1

< = (f(tx +1=-ty)+ f(1—-t)z+ ty)). Nell’ultimo passag-
gio si & usata la convessita della funzione. Integriamo ora ¢ fra 0 e 1 ottenendo f(

2 2 )_2 .
u)g

1, 1 1
3 (/ flte + (1 —t)y)dt + / f(1=t)z+ ty)dt). Nel secondo integrale poniamo t =1 — s e
0 0

o + ! ! !
quindi f(%) < 5(/ f(tas—l—(l—t)y)dt-i—/ f(sa;+(1—s>y>ds) :/ Ftz + (1 —t)y)dt.
0 0 0
y
Poi cambiamo variabile tz + (1 — t)y = z da cui / f(2)dz e quindi la disuguaglianza
-
segue Y N
400 —_— 1 400 Lo 0
62.8 Scriviamo / e " Tadr = 302 e~@+3) dz. Poi scomponiamo / f(z)dz +

+o0 —+o0o
1 1 1
/ f(x)dx ed effettuaimo la sostituzione x — — = u. L’integrale diventa / 2—26_“2 5(1 -
0 X (&

+o0 —+oo — >

U 1 21 U 1 2 ﬁ
——)d —e " - (14+ ——m)du = — v d

u2+4) u+/_oo 2¢2° 2( " u2—|—4) 4T 2 /_oo ¢ T e
u—vVu?+4 u+vVu2+4

funzione di u ¢ x = —5 mentre per x > 0 e x = 5

Per x < 0, x in

+o0 4t2

2 _ 22 5 dt,
oo (B2 —p2)2 44t
p = (a — b)/2. Il denominatore & t* + 2(2 — p*)t?2 + p* e A = 24/1 —p2. Se [p| > 1 allora
certamente t* + 2(2 — p?)t2 + p* > 0. Se |p| < 1 allora t* + 2(2 — p?)t? + p* > 0 se e solo se
t? < p* — 2 —24/1 — p? (impossibile) oppure t* > p? — 2 + 24/1 — p? (sempre vero per ogni t).

63.8 beffa Prima soluzione; x — (a + b)/2 = t porta l'integrale a /
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P> 3] 4 22— p2)2 4 p* = (124 20/p2 — 1t +p2) (12 = 2/p% — Lt +1?) e

42 1 t 1 t
(2 —p2)2 + 42\ /p2 — 12— 2/p2 — 1t +p2  /p? — 112+ 2/p% — 1t + p2
1 t 1 t

VR —1(t—pP—12+1 Vo —1(t++/p2—1)2+1

e quindi

[ g i [ [
e (t2 —p2)2+4t2 p — t2+1 p — t2

+oo 2
/ A o

. @t
)(t24 i 2)(2 —p) 4t = (= (0P - 24201 -p?))( - (0 -2 - 2V1—p?)) =
t“—A)(t*—B), A,B<DO.

t2 A 1 B 1
(t2—-A)(t2-B) A-Bt?-A A-Bt?-B

/+°° 42 dt_4/+°°< A 1 B 1 )dt_zm\/ﬁ_zm\/ﬂ
o (12— A)(t2 - B) A-Bt?*—A A-Bt*-B A-B A-B
B 4n

V=B- V-4

<\/— V—A)? \/ —p2+2— 2\/1—7+\/ —p? +2+2\/1—7) = —2p" +4+2p° =4

da cui il risultato 47r% = 2.

— 00

2
1 1
(m—i—a + 1‘—|—b>

2
1+ (s +2h)

Seconda soluzione La funzione da integrare si puo scrivere come e po-

1
da cui 2%y + x(ya + yb — 2) + yab — a — b = 0. L’equazione genera

_|_

. 1

B I —

tre soluzioni z1(y), ¥y < 0, z2(y), y € R, x3(y), y > 0 e definiamo Z(y) = x1(y) se y < 0 e
> 0. L’

Z(y) = z3(y) se y > tegrale diventa

0 d _|_ood —|—ood —I—ood —I—ood
_(/_Oodiyldy+/_oo d—”;dx+/0 di;dx)f( @)):—(/_oo ?idy+[m di;d:v)f( (1))

el +wxy=2/y—a—>bdacui(z) + 25 =-2/y% Lintegrale diventa

+oo 1 2
—(—2)/ —yizdy =27

ceo Y214y
oo az 207 b2 (x —b)
64.8 / (==1? dx. Si effettua la sostituzione xw = u e si nota che per x > 0
x _—
. . (x —b)? . . . .
il grafico della funzione f(z) = xﬁ consta di due rami. Il primo per 0 < z < 1, il
x J—
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secondo per x > 1. Inoltre il secondo ramo si puo suddividere in due parti ciascuna della
: : : : : : : (z —b)*
quali ha come immagine tutto 1’asse non negativo delle y. Dunque 'equazione xﬁ =u
a;’ —_—
ammette tre soluzioni reali, 0 < x1(u) <1, 1 < z9(u) < b, z3(u) > b. Quindi possiamo scrivere
(z —b)? (z —b)?
(x—1) (x—1)2
234+ 2%(=2b—u)+2z(b*+2u) —u = 0, ne segue la ben nota formula z1 (u)+z2(u) +z3(u) = 2b+u.

— 2 1 b —+o00
Detta h(x) = x%, spezziamo 'integrale come / h(z)dx —l—/ h(z)dx —l—/ h(z)dz. 11
L= 0 1 b

+o0 too
cambio di variabile descritto diventa / e (2] (u) + 25 (u) + 25 (u))du = / e (2} (u) +
0 0

—u = (x — x1(u))(z — z2(u))(x — x3(u)). Essendo x = wu scrivibile come

a

+o00o 1
zh(u) + x5 (u))du = / e "Mdu =
0

+o0 ( _ 400 —at2(2_b2
e - 1>2 dx. La sostituzione x = t? ci porta a / 2t%e =12 dt. Dopo definiamo
0 0
2 2.
t . . . t . . .
%271 = u e come prima osserviamo che la funzione tt271 consta di due rami aventi la stessa

struttura del precedente integrale. Si ha t3 —t?u —tb+ u = 0. e quindi le tre soluzioni ¢;(u),
ta(u), e t3(u) verificano le relazioni

ti(u) + ta(u) + ts(u) = u,  ta(uita(u) + ta(u)ts(u) + ts(Wita(u) = —b,  ti(u) +

t3(u) + t3(u) = u? + 2b, e quindi t3£L) + t3(u) + t3(u) = u? i_ 3ub — 3u. L’integrale
o0 © >

diventa 2 t%(u)ti(u)e‘““Zdu + 2/ t2(u)th (u)e_‘“‘ du + 2/ t%(u)té(u)e‘““zdu =
0 0 0

2 [* oo 1

—/ (#3(u) + £3(u) + £3(u)) e du — 2/ (W2 +b— ey = YT (L 1)

3 0 0 a 2@2

65.8 Se a = 0 abbiamo g(z) = arccos(— cosz) = arccoscos(mr—z) e 0 <m—xz <7wse0 <z <,

per cui arccoscos(m —x) = 7 — z. Se a = 1 abbiamo arccos \/% = arccos %\/1 —CcoST =

arccos \/_ 2sin® £ = Z=Z_ Quindi si ottiene I(0) = Jo (m — z)sinzdz = 7 integrando per

1(0)

parti. Chiaramente si ha I(1) = . Sia ora a > 0, a # 0, 1. Integrando per parti otteni-

amo fOTr g(z)(—d(cosz)) = g(x) Cosx} + [ —Cosm(acosm D g(0 )+ fo ( T+ 232 +

14+a2—2acoszx

a*—1 1
4a 14+a?—2acosx

_ a—1 1—a? a*=1 (7 dx . . .
)da: = arccos =7 + T~ + “= Jo Traz-2a Cosmda:. Attraverso il cambio di

dt —
(1+a)?2t2+(1—a)?

variabile x = 2 arctant 'ultimo integrale diventa 2 f0+oo 1_2a2 arctan ifit‘g:

ﬁ. Mettendo tutto assieme si ottiene il risultato.

67.8 Si definisca F(z) = e~ [ f(y)dy. Sapendo che F(0) = F(1) = 0, il Teorema di Rolle ci
dice che esiste z. € (0,1) tale che F'(z.) = 0 ossia il risultato.

68.8 Definendo f(z) — xf'(a) possiamo supporre che f’(a) = f/(b) = 0. Definiamo allora la
funzione g(x) = W se 7 # a e g(a) = 0. Essendo g(z) = L@t/ (elz—a)tolv=a)=fla) _

r—a

O(I ;), g(z) ¢ continua ed inoltre lim,_,,+ g(x) = 0 da cui la continuita di g(z). Abbiamo

g’(b) = —(—b). Se g(b) > 0 ossia f(b) > f(a) allora ¢’(b) < 0. Essendo g(b) > 0 allora, per il

teorema di Lagrange < 9(b)=9(a) ) g (@) — = ¢'(§) > 0. Siccome le derivate verificano il teorema dei valori
intermedi, ne segue Che fra € e b esiste un punto ¢ tale che ¢’(¢) = 0. Derivando abbiamo

g'(c) = J; /_(2) 1 ((CC)__QJ;(QG) = 0 da cui la tesi. Se invece ¢g(b) < 0 si ripete il ragionamento a parti

invertite. Se invece g(a) = g(b) allora applichiamo direttamente il teorema di Lagrange per dire
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che esiste ¢ tale che ¢'(¢) = 0.

flz)  _ f(x) 2f () .
69.8 Se S = f x)dr < +oco allora scriviamo f: Fw)ds (f()m Fu)dy—5)55 < =grsexe

sufficientemente grande. Ne segue chiaramente la convergenza dell’integrale f0+oo fmj;(i(m))d
o fwdy
Supponiamo ora che S = +oo ossia limz,+oo, fox y)dy = +oo. Affinché lintegrale

+oo  f(x)
Jo IR

n_ f() n_ f() o (7 f@ _ ) @y [ f(a)da
ne =7 y dv <. Ora fk f f(y)dydx — K fnf(y)dy f f(z)dx
| o @)

f f(x)dx
di 1 — 1/2 e questo vuol dire che I'integrale diverge.

dx converga ¢ necessario e sufficiente (criterio di Cauchy) che Ve > 03 n.: k,n >

Ora se n e abbastanza grande possiamo dire che 'ultima espressione € maggiore

70.8 Esistono diverse dimostrazioni. La seguente appartiene all’autore dell’integrale.

/1 arctan v/2 + x? p 7r/1 1 p /1 arCtanqx—Qixz p
r= = x — x
0o (1+22)vV2+ a2 2 Jo (14 22)vV2+ 22 o (14 22)v2+ 2

T /1 1 d /Smh( . dt
J— :L‘ = —_— - =
2 Jo (14 22)V2+ 22 ~ Jo 14 2sinh*¢

r=+/2sinht

tanh(sinh( =1 (1/v/2)) du T % du w2
/ 1+uz 2 o l+uw 12

T
~ 2
t=tanh(=1 ¢

1

) dx )

Nel secondo usiamo arctan — = a > da cui
a 0o r*ta

1 arctan =, 1
T
/0 (1+22)V2+ a2 /0 (1+l‘2>\/2+$2

1 1
1 1 1
A yA (I+y*)(2+ 2% +y?) A y%; 1+y2L+x2 2+ 22 + 42

per cui

da:\/2+a:2/ =

2+2+ZE2

2 2

! ! 1 1 bode T
0 0 1+y2)2+22+y%) 2\ Jg 1+a? 32

di Vit ) 2 2 572
(§] 11111 1 nte raee —_— — — =
d HLes 12 32 96

dz si pud anche sostituire ¢t = x/v22 + 2, do = v2/(1 —

t2)3/2dt e I'integrale diventa

/f 1 V2 ﬁ_/% dt
1+t2 2 m% o 1+t

1t2

Oppure si pud scrivere z = /2 tant, da cui

/ arctan(Jz) cos?t cost \/_ 7 du
0 cos? +2sin’t /2 cos? t

u= 51nt

23/dicembre/2021; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 89



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

71.8 Bisogna tenere conto di due fatti circa le funzioni monotone. Il primo ¢ che in ogni
punto ammettono derivata destra e sinistra eventualmente disuguali. Il secondo ¢ che una
funzione monotona € continua ovunque eccetto al massimo una quantita numerabile di punti
dove ammette discontinuita di salto. Sia xg un punto in cui f e discontinua. zg € punto di
accumulazione di punti in cui f € continua, diciamo zg € A’ e f & continua per ogni £ € A.
Grazie al teorema di Torricelli F'(§) = f(§), £ € A. Poiché hm flx)=1Te lim f(x)=1"

.’E—).’EO m—>m0

esistono, possiamo quindi dire che hm F'(€) = I* = 2¢ ossia It = [~ e quindi f & continua.
5—)1’

Una volta dimostrata la continuita di f possiamo scrivere F'(z) = f(x) = 2x per ogni x e quindi

f(x) =2z.

72.8 ((31aml)oiamo varilabile yo 1 —)a; per cui I = fo m f1 f(l_f;;?%y) dy =
Jo sty = Jo dy = [ sty dy da cui =172

73.8 Supponiamo che I'integrale converga e scriviamo

fla x+1> s M f) - 1)
/ dw‘z/k f@ 2

35 ﬁ( [ @ [ reenw) =3 ([ e |

k=m
k+2

f(x)daj)

+1

k=m k=m
1 m—+1 1 n+1
= — f(x)dx — —/ f(x)dx
(m) Jim f(m) Jy
1 1’L+1
Ora prendiamo n cosi grande da rendere ‘m f(x)dx| < € per cui abbiamo
m

n . 1 m—+1
/ /(@) f(f()a;—i— )dx > —/ f(x)dr — €. Possono accadere due cose. La prima &

m x
che frequentemente / x)dx > ¢ > 0 con c fissato da cui si ha la divergenza grazie

1 m—+1
a Cauchy. La seconda € che V.¢ > 03 m.: m > m, = m/ f(z)dz < ¢ os-
m m
1 m+1 +oo 1 +oo

sia lim —/ f(z)dz = 0. Consideriamo allora / <1 - M) dr = Z(l -

k+1 k+1 k+1 k+2

1 1 1 1

/ Mdaj) / flo+ )daj < / flz+ 1)dx = 7/ f(z)dz il

k f(z) k f(z) f(k+1) Ji f(k+1) Jra
cui limite € zero e quindi la serie non puo convergere.
74.8 Consideriamo [(a) = O+OO e_“”i%dx, a>0e solo per a > 0 deriviamo sotto il segno di
integrale ottenendo I'(a) = O+OO —e " sinxdr = 2 T Per poter derivare sotto il segno di
integrale per a > 0, ci basta I'uniforme convergenza di fo —e *sinxdx a > ap > 0 con ag > 0

. . —+o0 _ . —+o0 _ . .
qualsiasi e per questo basta osservare che | [ —e™ %@ sinazdz| < [T —e"%dx = 1 (criterio
0 0 a

della maggiorante integrabile). Va notato che non possiamo estendere la derivata di I(a) fino

ad a = 0. Poi integriamo I'(a) = 2+1 da cui I(a) = —arctana + C. Poi osserviamo che

. . + _ .

lim, 0 I(a) = C e tale valore, che ¢ evidentemente lim,_,q fo > _e = 2dx, dovrebbe essere
400 . Can si +oo g s 1

uguale fo *lim,_0 e WEEdr = fo > *~*dz ma per questo serve la possibilita di passare al

limite sotto il segno di integrale in I(a) fino ad a = 0.
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Dobbiamo far vedere che I'integrale ¢ uniformemente convergente per a > 0 per cui dobbiamo

verificare che V¢ > 0 3 z., p,q > z. = qu e‘“de%dx’ < eV a > 0. Integriamo per

. . —_ 3 p— p —ax —ax \ . .
parti ed otteniamo f; e @rHELL dy = a4 f; cosx (—ae — + ) dx ed e immediato
q

COos T
x €T

(&

constatare che 'inetgrale ¢ piccolo a piacere se p e ¢ sono grandi abbastanza.

Una volta stabilito che possimo scrivere lim,_, I (a) otteniamo I(a) = — arctana + f0+oo SIDT oy

o0 ginx
T

e poi passando al limite a — +o00 otteniamo 0 = —5 + f0+ dx da cui il risultato.

75.8 Dimostare che il grafico della funzione ¢ compreso all’interno del rombo di vertici (0, 0),
(1/2,1/2), (1,0), (1/2,—1/2). Supponiamo infatti che esista 0 < x tale che f(x) > x. Allora

€T

730:5(0) > 1 ma per Lagrange esiste 0 < y < z tale che f/(y) = @ > 1 da cui la contrad-

dizione. Lo stesso accade se f(z) < —x. Abbiamo

/01 f(x)dx

1
1 1 1
< <1.-Z2.2. ==
< [lr@lar<1eg 5=

77.5 Scriviamo

<_w>kdw:/1ﬂ:/1d_ﬂf_/lw:
1 —1 0 1+[13 0 1+$ 0 1+$

N N N S e L
=n2- (1+x)(n+1)’o+n+1/0 (1+x)2dx

n

e via integrando per parti si ha

2 N (_1)n+1 B (_1;n—|—2 (_1)n—|—3 3 (_1)n—|—4

2n+1) AntDn+2)  An+t)n+2)(n+3) S (n+k)
31 /1 (o) *Hda
2[Ths(n+k) o (1+2)°

per cui
N e L | 1 1
m2=3 = (g e OGS

k=1

78.5 La “dimostrazione” classica ¢ di natura grafica

Y

T
—

Una possibile dimostrazione analitica (certamente non la piu elementare possibile) & invece
la seguente. Cominciamo con b = f(a). Supponiamo che f(z) sia derivabile. ~Abbiamo

/Oaf(x)dx—i—/of(a)h(a:)da::/Oafd:c—i—/oaxf’da::/Oaf(a:)dx—i—(scf)‘Z—/Oaf(x)d:c:af(a).
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Per la dimostrazione generale nel caso in cui f sia solo continua e strettamente crescente, ap-
prossimiamo f(x) con una successione {f,} di funzioni derivabili con derivata continua tali

che definitivamente sup |f,(z) — f(z)| < e. Inoltre supponiamo le f, strettamente cres-
0<z<

centi. Basta prendere una partizione (zg = 0,z1,...,2, = a) di [0,a] abbastanza fitta e
tale che f(xx) — f(zr—-1). < e. All'interno di ciascun rettangolo [zp_1,xk] X [f(zr—1), f(xk)]
costruiamo il segmento L,, , ., che passa per i punti (zx_1, f(zk-1)), (k, f(zk)]. Chiara-

mente si ha sup |L — f(z)] < e. Nei punti xp con k # 0, si raccorda in
Tp—1 <<z}

modo derivabile e derivata continua, ad esempio con tratti di circonferenza. Ora defini-
a fn(a)
amo F(f,) = / fn(x)dx —/ hyn(z)dx — afp(a) = 0 (h, ¢ Pinversa di f,.) Scriviamo

0 0
F(fn) =F(fn)—F(f)+F(f) =0 e facciamo vedere che per ognie > 0, sup |F(f,)—F(f)|<e
0<z<a
fn(a)

a fn(a)
definitivamente. Ora scriviamo F(f,)— F(f) = / (fn—f)dz -l—/ (hp —h)dx -l—/ hdzx
0 0 f(a)
ed osserviamo che per ogni € > 0 ciascuna di esse ¢ definitivamente minore di £/3 in modulo.
Bisogna usare il fatto che h,, converge a h uniformemente. Quindi |F(f,) — F(f)| < & per ogni

e > 0 ossia ¢ nullo e quindi F'(f) = 0.

LTh—1,Tk

Ora facciamo vedere che se si ha uguaglianza, allora b = f(a) ossia che se b # f(a) non si ha

a b a h(b)
uguaglianza. Sia f come prima derivabile. / fdx + / hdx = / fdxr + / yf'(y)dy =
0 0 0 0

a h(b h(b) a a
/ fdx + yf(y)’ —/ fdx = f 4 bh(b) > ab se e solo se fdx > b(a — h(b)) che
0 0 0 h(b) h(b)

a
pO essere riscritta come / fdz > f(&)(a — &) e che & vera data la crescenza di f(z) e quindi
13

positivita di f(x). Lo stesso argmento di prima ci consente di passare alle funzioni crescenti
ma non derivabili (ovunque). Implicitamente abbiamo pure dimostrato la disuguaglianza per

b# f(a).

c+h
79.5 Prima dimostrazione (Titchmarsh) Sappiamo che |f(x) — f(e)|de = o(h). Infatti

essendo f uniformemente continua si ha |[f(z + h) — f(z)| < € per ogni |h| < .. Quindi

c+h
/ |f(x) — f(c)|dx < |h|e per ogni € > 0 da cui il risultato. Sia ¢ € (a,b) e sia h = (b—c¢)/n,
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1=1,...,n

c+ih c+h
[ - s@ae= [ G- 1m) - sl =

c+(i—1)h

c+h 1—1
:/ 'Z (z+ kh) — f(z + h(k = 1)] + f(z) = f(c)|dx <

c+h11 cth
- [ [ sl [ 15w - fOlde -

k=1
—1

c+hk 7 cth
:/C+h(k 1)‘;[f(y+h)—f(y)]‘dy+/c 1f(z) — fle)|dx <

SS/CW \f(y+h)—f(y)\dy+/:+h|f(x)—f<c)\dxg

</ T e - sy + / @) - Fellde <
</ b

Cb
|

b c+h
In quanto / fly+h)— f(y))dy < € per ipotesi e / |f(x) — f(c)|dz < eh per le proprieta

degli integrali. Ora sommiamo su 4 ed otteniamo

c+h
f+ 0~ flay+ [ 1) - folds <

c+h
f(y‘l‘h)—f(y)’dy-l-/ |f(z) — f(c)|dx < eh + eh = 2he

n c+ih —c
Z/ |f(a:)—f(c)|d:):§25bn n=2e(b—c)

Ne segue che f(z) = f(c) per ogni ¢ < x < b. Lo stesso accade per a < z < ¢ e quindi

f(z) = flo).

Seconda dimostrazione (G.H.Hardy). Siano ¢, d due punti in (a, b). Se / |f(x+h)— f(x)|dx =

h) allora / |f(x+ h) — f(x)|dx = o(h) ed a maggior ragione / (f(x+h)— f(z))dz = o(h).

Ne segue

/d+h dx—/ oo — o) s /dd+hf(x)dx_/cc+hf(g;)da::o(h)

d+h
ossia /d i f(x)dx —/ f(x)dx = o(h) se e solo se

o(h) o(h)
da cui f(d) — f(c) = o(h) e quindi f(d) = f(c). Siccome ¢ e d sono arbitrari, f & costante.
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80.5 Dimostriamo prima il risultato seguente. Sia

o { 1L Ee<l k=00,
THZN 1 ok—1<wz<2k k=12, ..

Sia f:[0,+00) — R decrescente. Allora se [a,b] C [0, +00), esiste ¢ € [a, b] tale

Per la dimostrazione definiamo

A= (@) [ g G - | " ()t

G(z) ¢ chiaramente continua e quindi ci basta far vedere che

min G(z) < A < max G(z)
z€Ja,b] z€[a,b]

Se a = b (1) chiaramente & vera. Sia a € [2k,2k + 1) per qualche k e sia a* il piu piccolo intero
piu grande di a. Inoltre d = a* — a. Per come & definita g(¢) e dalla descrescenza di f(t) si ha
che per ogni b
b
| awrwar<o
2k+1

Per tale ragione

*

b a
/ g(t) [ (t)dt < / g F (D)t < f(a)(a* —a)

Per le stesse ragioni

b a* a*+1
/ g(t)f(t)dt > / g(t)f(t)dt+/ gt)f)dt > f(a™)(a* —a) - f(a”) = f(a")(a" —a—1)

a*

da cui f(a)(a* —a—1) < ffg(t)f(t)dt < f(a)(a* — a). Se G(z) assume i valori a* — a e
a* —a — 1 il risultato & dimostrato. Se = < a*, G(z) = (x —a). Se a* < z < a* 4+ 1, si ha
G(x) = (a* —a) — (x — a*) per cui se x = a*, G(x) = a* — a, mentre se z = a* + 1, si ha
G(x) = =1+ a* — a. Cio vuol dire che la ¢ della (1) si trova tra a e a* + 1.

Se a € [2k + 1,2k + 2) basta prendere —g(t) al posto di g(t) e si usa la stessa dimostrazione.
Ora prendiamo f(t,z) = x /(2% + t2)

/b £t 2)g()dt v / (t)dt| < —~ 1
x = = —
o g 2+ a? ag ~22+a? " 2a
oo xg(t)
Da tale disuguaglianza segue la uniforme convergenza per x > 0 dell’integrale / mdt.
0 X
Inoltre
+o0 —+o0o
x x
——=g(t)|dt = ———=dt =7m/2
/0 x2+t29() /0 22+ ¢2 m/
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se x > 0 mentre se x = 0 l'integrale vale zero e quindi 'integrale e assolutamente convergente.
Per la stessa ragione l'integrale col modulo non e uniformemente convergente generando una
funzione discontinua in z = 0.

81.5 Prima dimostrazione 1) E immediata dalla seguente disuguaglianza e dalla continuita
di f e della nonnegativita di g

b
in 1) [ o< [ toitorie = a1 [ oo
b

Se / g(x)dx = 0 allora /f z)dr = 0 e quindi / f(z)g(z)dz = f(c) /abg(a:)d:c per

a

qualsiasi c¢. Se I = / g(x)dx # 0 allora
b
m= win [ / F@ e < max f(x)=M = fe)I = [ f@(e)da

2) Sia G(x) :/ g(y)dy (G & continua) e f/ <0

b b b
| H@ga)ds =G50 - [ G@)f@)de = 60)F0) - Gla) [ f()dn =

da 1)
— a @ — _@ o a «
= f@) (00 = (1= 5 )6@),  a<ash
Ora grazie alla continuita di G abbiamo
1 (0) _a-1® a) = G(c a<c S
FOb - (1= 56 =G a<e<h (o< <)

per cui
b c
[ @) = 1) [ g(a)as
b
Sia f’>0e G(z) = / 9(y)dy (G & continua)

b

b b
[ f@g(a)ds = G@)f@) - [ Ga)f@)de = Gla)f(a) - Gla) [ f(a)da

a

= f(b)(%G(a) -(1- —)G(OO), a<o<h

Ora grazie alla continuita di G abbiamo

fla) f(a) _ f(a)
F O~ (1= FG@) =6l a<e<a (0< 7<)

per cui

F(@)g(x) = F(b) / o(z)dx
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b
3) Sia f monotona non decrescente. Dalla seconda parte di 2) si ha / (f(z) — f(a))g(z)dx =

c b c “ c
(1)~ (@) [ gla)de e quindi [ f()g(a)de = 7(0) [ gado+ f(a) [ ooz
Seconda dimostrazione (Hardy) Sia {f;} monotona. Si usa l'identita

Jm = fnt1

F— (@mfm + fro(@mer + ...+ an)+

amfm++anfn:

fm—l—l — fm—|—2

—|—ﬁ«am—l-amﬂ)fm-i—fn(amﬂ"‘"'+a")+"‘+
k n—1
4 Ine 1_f”(fm(am+ Fan 1)+ faan) = Z Je — fk+1 (fm Y ak+fn > an)
f In m = Jn j=m J=k+1
e quindi

min fmza]"'fn Z ajgamfm ot anfn < maX fmza]"'fn Z a;

m<k<n—1 m<k<n

Jj=k+1 j=k+1
n—1
Sia ora f:[a,b] — R monotona non crescente e g:[a,b] — R integrabile. Z fzr)g(zr) Ak,
k=0
n—1
A = xpy1 — xk (xg = a, ©, = b). Riscriviamo come Z frgr Ak, e chiaramente
k=0
k n—1 n—1
; A . < )
Oginglg_lfozng] +fa Y gl < kagkAk o nax fOZng +ha Y g
J=0 j=k+1 J=k+1
~ n—1 ~ b
Per ogni € > 0 prendiamo una partizione {Ag} cosi fitta che ’ngAk — / g(x)dx’ < ee
k=0 a
k Tr41
}Z fkgkAk—/ f(x da: < e. Per la stessa partizione abbiamo ‘Zg] / g(az)daz‘ <e
a

‘ Z g;A / g(x )da:‘ < e. Ne segue che

j=k+1 k+1

C

in /acg(as)dx-l-fn/ da;</ Fl@)gle)dr < max fo/a g(@)dz + £, /Cbg(a:)d:v

Slaf g(z)dz > 0.

fn /abg(as)dx < argncigbfo /:g(:v)d:v-l— fn /Cbg(:v)dx < /ac fgdx + /Cb fgdx <

c b b
< max fo [ o)zt 1, [ gl@)de < fo [ glado

a<c<b

b
Per continuita esiste un valore ¢ tale che f gdx = fo / gdx + fn / gdx. Il passaggio alla

uguagglianza con hm f(x) al posto di fy e con hrlr)l f(x) al posto di f,, & ovvio.
x—)a r—0o0—
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82.8 La funzione ammette massimo in (¢, f(c)). Ne segue per Lagrange

f(ci:g(O) _ f(CC) = (1), f(ci:{(l) _ Cf(_c)l — fler), O<cr<e c<en<1

[ e [ S g [, 1o

(ea) = fllen).| |1 1
f(c)

Ora

)|lff%@¢n:

>4
c c—l‘_

83.8 Supponiamo che f’(x) 4 0 e quindi esiste ¢ tale che |f/(£,)| > ¢ per una successione
&n — +o00. Sia M = sup | (x)]
R

£ () (= €n)?

f(@) = f(&)] = |f'(&n)(z — &) + 5 >
/ B L)l ) : B (_}M B )
> 17l = &l (1= 51 e = 601 ) 2 1l o = 60l (1 § gy o — &
Prendiamo \f’](\én)l |x — &,] <1 e quindi

[f (@) = f(&)| =2 1/ (&)l |2 — &nl/2

Ora mandiamo x — 400 in modo tale che sia verificata la precedente. Cio € impossibile in
quanto |f(z) — f(&n)| — 0. La contraddizione si risolve dicendo che f’(z) — 0.

84.8 Traslando e riscalando f(z) possiamo supporre [ = 0 e K = 1. Basta passare a (f(z) —
[)/ K. Inoltre possiamo supporre —z f”(x) < K. Se cosi non fosse basta prendere (—f(x)+1)/K.
Procediamo per assurdo supponendo lirJlrrl f(z) #0.

T—r+00

Chiaramente (vedi I’esercizo rich.38 sulle serie)

limf'(z) < 0 < limf'(z) oppure limf'(r) <0 < lLimf'(x)

Supponiamo che limf/(z) < 0 e limf’(x) > 0. Non & restrittivo come dimostrato nell’esercizio
sulle serie. Sia g(x) = f( )/a: e sappiamo per ipotesi che |g(x)| < € per ogni x > x.. Detti
[ =limf'(z) <0, L =limf' (z) > 0 sappiamo che per ogni ¢ > 0

defte |l —e < f'(z) < L+, freq.te f'(z) <l+e<e freqte f'(x)>L—¢

Possiamo trovare un valore A > 0 (ad esempio prendendo ¢ = L/3 da cui A = L/3) ed un insieme
X di valori di x tali che f'(x) > 2\ per z € X; ed ancora un insieme X5 tale che f’(x) < A per
xr € Xo.51aT € X1 exT+h € Xy il valore pit vicino a Z. Infatti ¥ 4+ h appartiene all’insieme non
vuoto datto dall'intersezione [Z, +00) N {x: f’(z) < A} di insiemi entrambi chiusi. E non vuoto
perché frequentemente f’'(x) <[+ e < e. Naturalmente f'(x) > A per x € [Z,T + h). Inoltre

zg'(z) = fl(x) —glx) >AN—¢ z€[xT,T+h)

oh THhy—¢ (A—¢e)h
T+h)—g(@) = "(y)dy > dy >
sarn) 9@ = [ gy [ = T

xT
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T+h z+h
N A< f/(T) - [T+ h)= / ' (y)dy < / %<§

x xX

ossia A < h/T se e solo se h/(ZT + h) > A/(1+ A) e finalmente
26 > g(@T+h) —g(@T)| > AN —e)/(14+)N) <= &(2+3)) > \?

e questo e impossibile se € ¢ molto piccolo.

85.8

x

—1

f@-s-n- [ rwis=w+0ro| - [ ml<y 1) (y)dy

x

= (x4 1)f'(x) - / (v + 1) (y)dy

-1

) 1
[ w-vrway

1
(1) — f(z) = / F )y = (y— D W)
1

— (- 2)f'() / (v — 1) (y)dy

xT

Moltiplichiamo la prima per 1 — x e la seconda per 1 + x e sottraiamo

xT

1
(1— 2)f(x) + (1 +2)f(z) = 2f(x) = —(1 - 2) / (v + )" (y)dy — (1 + ) / (v — 1) (y)dy

-1

che possiamo riscrivere come

1
2f(z) = —/_lf”(y)g(y;w)dy, g(y;x) = {(

Cauchy—Schwarz ci da

2

1@ = ([ roswon) < [ o[ row) <3 [ @re.

1
2 2
essendo / G (y; 2)dy = §(1 —z%)? < 3© quindi la tesi
—1

86.8

b= [ f@xdo= ) = [ (F@) = 1@z = [ (@)= F0) (o + o) =

k—1 ) .
= @+f@=1W)|, - [ (@+asiaan-
k k k
— (k=140 (f(k—=1)— f(k)) — /k_l(a:-l-c)f (x>dxc:1:’fk_/k—1 xf'(x)dr — /k_l cf (x)dx =
k k
= —kf )+ (k= D=+ [ f@de+ (=D = f=10) = [ Fla)dz = (b
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e quindi
[ peydn— f0) - / (@) - FOR)) - — 4 1) = / (f) - FR)) o~ o)) =
= (@)~ I~ L2))|, ~ [ fa)e = Ll = - / P = el
da cul

+oo +oo k +o00
b ! dr = ’ d
Sl <X [ e = [ @l < o

Si puo anche fare

= [ - sww=|[ w [ ron|=|[ a [ row] -

— ‘/k:dyf'(y)(y— k:)dy‘ < /}Cildy|f’(y)|dy

In ogni caso si puo passare al limite

| X] |z L] X X
dim Sbe= tim | [ g+ /L sl e [ sz
7
87.8 Partiamo da i i
/ f@)de — fk) =~ [ f@)(@— z))de
k-1 k—1

e integriamo per parti

- [ r@lehis = -l f @), 45 [ F@e-le)de =5 [ f@)e-lo)ide
Poi osserviamo che

k k k

f(z)(z — |z])dz = f'(z)(z — Lx])‘ — f(x)dx = —(f(k) — f(k—1))

k—1

e giungiamo alla formula

' Lo — —lk"ac z—|z])? —(z— |z x;lk”x 2_y)dx
[t sr@|a-rw =3 [ 5@ (@ Le - @ layae =g [ ><y(1>y>d
Integriamo ancora per parti

k 3 2 k 3 2
3| r@t e =5 - Dre)| =5 [ el -
Poi integriamo
k /—’yﬁ k k
/@)= D de = @) (2D~ [ @z = (70 - £ - 1)
k-1 k—1
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e ci conduce a

<
<

' B ] PR y_3__2_x
L_l{f<x>+2f<x) }d 1= klf()(g e o)

\)
CTJ

Integriamo ancora per parti due volte

vale 0 per y=1
'\

(]
Vs

3 2 4 3 k 5 4 3
moN Y YT Y (iv) ( ¥y oy _/ Y Yy
L4 )dr = — = dr = Z dz

k—1
e la (2) diventa

[ o+ e+ B2 a—rw -3 [ 0wl - L+ b

Poi osserviamo che
k
O (z)yde = — £ (@)dz = —(f" (k) — " (k — 1))
k—1 k—1
e otteniamo

vale 0 per y=1

k " (iv) _ 4 3 K
[ o+ grm+ 52 - }daz—f(m:—l Y A R

12 720 2 Jiy 60 24 36 360
(3)
Integriamo per parti due volte
vale 0 per y=1
_1 [k Wyt P y 1 yO I y y?
_- (v) I I 17 I NI == (vi) _ dr =
2 k_lf (x)<60 24+36 360) 2 Ji_ 1f (@ )<360 120+144 720) o
—1 [k y7 6 5 3
- _ - (vit) Yy Yy . Yy d
) S )(2520 790 T 730 ~ 2160’ ™
Chiaramente
| s e == [ 5@ =~ - £k - 1)
k-1 k—1
e quindi la (3) diventa
k " (iv) (vi)
1, (@) f f
— — de — f(k) =
/,C_l [f(tzf(xH o~ 720 30210 % )
vale OET‘ y=1 (4)
1 [k T 6 5 3 K
__* (vii) y ¥y y ¥y Y d
2 Jiy fr @) <2520 720 + 720 2160 + 15120) v
In generale otteniamo la formula di Euler—-MacLaurin
k k—1
B B -1 B
[ @+ 3@+ S - 2o+ LB e @ L ae— ) 9)
k1 2! 4! (2k)!
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e uguale ad una delle due seguenti espressioni

k
Q2r+1 = ! >/I€1902k+2(y)f(2k+2)(93)d93

1 k
(Qk—l—l) -
) /k—l Var+1(y) f (x)d, Q2k+2 = I

(2k + 1)

dove y = z— 2] e 1 () = 7, p2(x) = 2(x—1), p3(2) = 2(z — 1)@ —1/2), p(z) = 23(@ —1)? ¢
via dicendo sono i Polinomi di Bernoulli. Dal momento che 0 <y < 1, se uno dei seguenti inte-

+o0 Foo
grali / | FCRHD ()| daz, / | £2k+2)(z)|da, allora esiste il corrisponedente integrale Qo1
0 0

0 Q2k+1

Ne segue
/ h {f<>+ Loty + Blpnay = B2 g gy ¢ E Bepony >}d _§f(k>
i 5T a x)+ ... k) x)| dx 2

tende ad uno dei seguenti integrali

1

_1 +o0 ) —+o0o
i), e O T [ o) o

Jopy1 = W

L’unica questione di cui preoccuparsi € la convergenza degli ultimi due integrali ma questo e
garantito dal fatto che il massimo di @or4+1(y) € Yor+1(y) dipende da k ma non da | X |

T Y T T
88.8 Se r = 0 ¢ 'integrabilitd ordinaria. Se r = 1 si ha / dy f)dt = / dt/ ft)dy

/ (r — t)f(t)dt e proseguendo / das1/ dzs . / flxryq dl‘H_l = —/ x — )" f(t)dt.
0

v t
Quindi una funzione ¢ Cr sommabile se esiste lim (1 — ;) f(t)dt = / zf(zu)(l —
0 0

r—+o00

u)"du. A questo punto non e piut necessario pensare ad r intero. Se f(x) = zPe'®® abbiamo che

1
¢ Cr sommabile se esiste lirf Pt / uP (1 — u)"e”*“du. Da [SFM] abbiamo che
T—r1+00 0

zAS eiASa 400 o
/ f z)\S(m)d N Zb Z)\( )Zan(Z/\> n

,\—>+oo =0
=0 (gids) FElee = (5d) S0l

Nel nostro caso A = az, e x = u, S(x) = u, f(x) = uP(1 —u)",a =0, b =1 per cui (supponiamo
p intero r intero maggiore di —1)

dn dn
n=(—1)" (1 — = (—1)Pp!S, p, n=(—1)" (1 — =715,
= ()" (U | = (PR b= ()M —ay| =,
e quindi ‘
eyl 1 (—1)Pp! 1 1
Flaz) = iax (iazx)"  iax (iax)P O(.CCP+2) +O(:UT+2)
e Hardy scrive
o (€T L) | (C)PIT(p 1) 1 1 P(p+1)
Flaz) == (iax (iax)" iax  (iax)P (:CP+2)+O(:CT+2) TS (—jg )Pt
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se r > p.

t

+oo T
e Supponiamo esista / f(x)dz. Vediamo la convergeza C'1. / (1 — —) f(t)dt converge se
x

Tt
e solo se converge / Ef(t)dt. Detta F'(t) la primitiva di f(¢) abbiamo

/méf(t)dt:F(a:)—/mwdx

T

il cui limite esiste dal momento che F'(t) — L per la sommabilita ordinaria di f(z). Dallla
convergenza C'1 passiamo alla C'2 e via dicendo.

e Dimostriamo che (Inz)Pz~!7' non ¢ Cr sommabile. Se non & C1 sommabile allora

X —jalnx
lim (1 - i) ¢ dx non esiste e facciamo vedere che non esiste
X —+oo b(>0) X X
b'e b'e
| | 1
lim (1 - i) de. / Mdm = — (sin(aln X) — sin(aInbd)). Integrando
X—+o00 Jp X T b T a

due volte per parti

b's
/ Wcﬂx(l +a?) = X cos(aln X) 4+ Xasin(aln X) — bcos(alnb) — basin(alnb)
b

e quindi
X
dxr =

lim (1 2
X —+o0 b(>0) X

sin(aln X) —sin(alnb)  Xcos(alnX) + Xasin(alnX)  bcos(alnd) + basin(alnb)
a 1+ a? X(1+a?) B

x ) cos(alnz)
x

e chiaramente il limite non esiste. Basta prenderealn X, = 27k e alnY, = 7 + 2km.
X k-1
x

p  XP

Sia ora r intero maggiore di 1 e consideriamo l'integrale

b's
.. x\" cos(alnz)
dell’integrale /b (1 — X) Tdaz

cos(alnz)dz che & parte

X k=1 > /
I£/b % Cos(alnx)dx:/b e (sin(alnzx)) dr =

aXF
= % (sin(alnz)) ‘b —i—/b m(cos(a nx))'de =
ok X kak X X p2gk-1
= 7 (sin(alnx)) ‘b +m cos(alnx)‘b —/b ok cos(alnx)dz

e quindi

o a? sin(aln X) N k cos(aln X)
a a?

= + O(X_k)} non ammette limite
a

400
D’altra parte se effettuiamo la sostituzione x = €Y otteniamo l'integrale / yPe YT dy

ta

la funzione tPe="“ e C'r sommabile per r > p come visto nel precedente esercizio. Quindi
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X

X e
t . 1 )
esiste il limite lim 1 — — ) tPe't che diventa lim 1— Y In? u-u= %y =
r—+00 X r——+00 X

. x Inu —1+ia . i s . .

lim 1——— | InPu-u du ossia In? u - u'* € sommabile Rr con funzione-somma
T—+00 InX
Inz.
89.8 Siccome A(t) ¢ monotona strettamente crescente, dopo aver definito y = \(t), pos-

N At)\"
siamo invertire t = A1 = e lintegrale lim - —= t)dt diventa
inverti W) = o) e Tiegrate i [ (1= 3 ) g a

Az) T
/}\(0) (1 - )\EJx)) )J\i((]})?((yy)))) dy ossia la convergenza Cr ma della funzione f(p(y))/N (p(y))

90.8 Detta 9(t) = (1 — %) f(t) si ha

a=Y 0 =3[ @o-ven=-3 [ w-uhvod=u ot

w=—[ e-trwa w- [ e-u(i-(1- %)) 7ty

wl< [ Ir ol

Ora

r v, -
| < 57 /V_l O] — Y

v=1

oppure si puo scrivere

]' " /
o / N (O (0t = 57

con |f| < e pert > N e quindi

dt + L /n N (t)f(t)dt

N

I
c\
=
>
~
S—
Kh
~
S—
=
S

Lo A(N) —
}W/o N(0)f (0] < ma |f] ) A(n)

per ogni n grande abbastanza. Inoltre abbiamo

|VV;UV| <[ (- (-39 ) ir e

+oo
Sia ®(t) = /t |f(z)|dx

é:lm < —®(n)+ (1 - ( - %)) (0) — A(Tn) /On (1 - %)H N (1) D(#)dt
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+o0 “+o00
e ciascun termine tende a zero. Quindi Q,, — Z U, = —/ (t— [t])f(t)dt
v=1 0
In? x

Sia f(z) = (Inz)Pz~ 17" =

cui sono applicabili le ipotesi del teorema e quindi la serie > (Ink)Pk~17%“ & Rr sommabile con
funzione-somma In k se e solo se r > p. Questo perché si & dimostrato che f(x) & Rr sommabile
con funzione-somma In x.

(cos(alnz) + isin(alnx)). f'(z) ~ (i — 1) InP 22727 per

91.8 La dimostrazione ¢ esplicita solamente per A(n) = n ossia la convergenza Cr. Riprendiamo
la formula (5) dell’esercizio 87.8 ma con la funzione v (t) = (1 —t/n)" f(t)

v _1\k—1
[ o+ g+ G - o0 v+ P w)| o - v - )

— Gz ) Gmralt = 1L

—+o0o

Dimostriamo ora che se / |F PR+ (1)]dt < 400 e fFERHD(t) = 0 allora

—+oo

N R e e G UL LY

(r2) gy — e gy (1 (1o L) ) per
w0 = fO(0 - (1= (1 1)) re

min{2k+2,r} r—s
2k +2\ (7 t
—1)5g! -s (12 (2k+2—s) ¢
IO W [ O Bl
min{2k+2,r}
Z ¢2k+2 (t— DD Wdt = uy +v, + Y wl
s=1

— /,:1 <Z52k+2z;— 1t]) <1 - (1 — %)T) FEERES) (1) at

wz(f) — Cn* /V ¢2k+2(t _ M) <1 _ E)T_S f(2k:—|—2—5)(t)dt
v—1

n

C, ¢ un numero che dipende da k,r,s ma non da v,n. Se M = max Gokt2(z) si ha |u,| <
_m_

M / | foak+2(t)|dt e quindi ) u, € assolutamente convergente. Inoltre
—1

< M/On (1 - (1 - %)) | FR42) (4t

+oo
Sia ®(t) = / | £R+2) () |du dunque
t

ey (o e
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e quindi Z v, — 0. Inoltre
v=1

S
v=1

con K indipendente da n. Dobbiamo dimostrare che tende a zero.

< Kn_s/ | fEF2=9) (1) |dt s=1,2,...,min{2k + 2,7}
0

1t
Sia s = 1. Siccome f(*¥+1)(t) — 0, chiaramente —/ | fCEFD () ]dt — 0.

(2 ’f)
Sia s = 2. | f(29)) St‘fi / | @R duy = tey con g, — 0 e quindi — / 1R du — 0 e
(2k—1)
FEED (1) = tzftiz(o) 4t ( / f(zk)du) = t?¢; da cui

1
Sia s = 3. Ne segue — 3 / fE=D(4)du = e, e via dicendo per s > 3. Finora abbiamo dimostrato
(1).
Ora torniamo a (0) e dimostriamo che

n

—Qu+ M v %w () —(0)) - %W( )~ 6O) + ..+
\k—1
W)~y (o)
tende a

+oo o= 1)kl
; P(t)dt — ZWV) - {@ + &f/(O) - @f(?’)(()) +.+ (=D By !Bk F@E=1) ()
v=1

2 4l (2k)
‘Sia r=1k= 1‘ ad esempio.
vt = - D, v =T 1 a-bpw, v =0y = O )
e ci serve f(n)/n — 0.
‘Sia r=1k= 2‘ ad esempio.
¢,/(t> — %/(t) + (1 _ %) f”(t), @b’”(t) _ _SJ:/(t) + (1 . %) f”/(t>,
w///<n) _ _3f7:<n)7 ¢///<O) _ _3.];:<0) + f///(o)

e abbiamo bisogno di f”(n)/n — 0.

In generale

S > C)rerw() L (1-1) T = w00 = 0+,

= \4 q) nt
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¢(3)(n) =0ser>s. Ser < s allora

@y (SYEDT e
o = (1) P )
Come conseguenza si ottiene

¥(n) —¥(0) | B

Qu+ P EOL L D) — 9(0)) — Z2 @O ) — 9D (0) 4+
k=1
+ E G D ) — 0 (0)
1\k—1
—Qute - IO By Bpogy - %TB’“#%—U(O) R,

R,, tiene conto dei valori ¥(*)(n) ed ¢

min{| 2L |,
(1) L

(-1)P~'B, (2p—1—7) .
R, = — pz_:l Wfp (n) ossiar<2p—1<2k-—1

e quindi abbiamo bisogno che x_Tf(Qp_l_T) () > 0perx — +ooceperr<2p—1<2k—1.

Come applicazione prendiamo la funzione f(z) = z7%*", 0 <a<1le0 <b< 1. f&(2) ~
(ia)*z*(@=D=bei" 5 0 se s(a —1) — b < 0 ed & assolutamente integrabile se s(a — 1) —b < —1.
Per s = 2k + 2 essa diventa (2k +2) > (1 —b)/(1 — a) ed ¢ vera per k grande abbastanza. La
condizione f(?*+1)(z) — 0 diventa 2k + 1 > —b(1 — a) che ¢ implicata dalla precedente. La
condizione f(?P~1=7)(z) /2" — 0 diventa (2p — 1 —7)(a — 1) —b—r < 0 e basta verificarla per il
minimo valore di 2p — 1 —r ossia2p—1 —r =0 e quindi b+ r > 0. Ma b+ r > 0 & condizione
necessaria per la convergenza C'r. Possiamo quindi applicare i Teorema dell’esercizio e andare a

—+oo
investigare la sommabilita Rr dell’interale / 27t dz. Poniamo t = nut/® = (Nu)'/ ed

otteniamo

1 —-b)/a ! a\r —b)/a|—1 _iNu F((l—b)/&) F(T+1> %
EN(I b/ /(;(1—711/ ) UL(I b)/al 1€N du = m(l €)+W€N(1+€/)

1_.1-0
e quindi l'integrale ¢ sommabile Cr se b+ (r + 1)a > 1 ed il limite ¢ —I'( )/ (—i)E=b)/a,
a a
“+oo
Quindi la serie ) n~e”*" ¢ lintegrale 27 %e"" dx sono entrambe converegnti se a +b > 1,

sommabili R1 se 2a + b > 1, sommabili R2 se 3a + b > 1 e via dicendo.

02.8 SeQu =) (1 _ %) £(v) si ha

v=1

@t 500 = 00) = 51 [ oalt = 1))
P(t) = (1 — %) f(t). E chiaro che ¢(n) = 0 a meno che r = 0 e in quel caso ci serve
Y(z) = f(x) — 0. Inoltre
niy = (1 2O gy _ 2O (MO = D) A\
wo=(1-55) 1o- 55 (-5m) o (- 5m)
r"(t) A\
S (1 56) 10

23/dicembre/2021; Esclusivamente per uso personale; & vietata qualsiasi forma di commercializzazione 106



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

Tutto si riduce a dimostrare che ciascuno dei seguenti integrali tende a zero

1 " / / _# " ’ 9 :L n 9
I_W/O N@)f(tdt, J= (A(n>)2/o N@®))Aftdt K A(n>/0 X' () f(t)dt,

La prima e stato gia dimostrato tendere a zero. La terza e
1 n g _ )\/(n) )\/(0) 1 n ) /
W/o AU(E) f(t)dt = ) f(n)— o) f(O)—W/O N () F()dt

N'(n)
A(n)

e tende a zero se f(n) — 0. Inoltre evidentemente f(z) < eA(x)/N(z) per x > X e la

seconda ¢

m)/jm dt‘ ‘/ (N (t t)dt’-i—m/; N (HA(H)dt

+oo +oo +oo
93.8 Applichiamo la formula dell’esercizio 86.8 Zf(n) = / f(t)dt +/ I (t){t}dt.
1 1

n=2
Poniamo x = e~ con € 0.

+00 +o0o —et +o0
1 +oo .
/ F(t)dt = / e—stylmiagy =~ © v c e~ctmiogy =
1 1 —ia tie 11 wa Jq
—e ia +oo —e ia —e
= e’ — 5— e~tuTedy = S 6_—I‘(1 —ia)+o(1) = ° 4 e"TI'(—ia) + o(1)
1a ta J, a a a
+oo , e—¢t ’ +oo e—ct . +oo {t}
/1 fr(){ttdt = /1 {t}(—e¢ )t1+w dt —(1+ za)/l {t}mdt — —(1+ia) /1 12tia dt
e—0 0
Ne segue

ia t2—|—m

= LG i) — (14 da) (% _ %) +o(1)

+oo “+o00

. 1 . t
E " T = — 4 9T (—ia) — (1 + ia)/ { } dt =
n=2 1

quindi

Zx” —1=ie — (“1ng) T (—ia) 4+ (1 4 ia) + o(1)

400 {t} 400 k41 t—k
dt = —dt =
A t2—|—za Z/k t2—|—za

k=1
B P —ia(k + l)i“ zakm (1 +ia)(k+ 1)1+ (14 da)kia )
. 1 = A
=— — lim —
ia  n—+oo ja(n + 1) 1 +ia = (k + 1 ke

1 1
- gy
kz_l O tia) kit D)7 ia  notsia(nt 1)
1 1 ((4da) 11 ((+ia)

I .
T Uit e 14ia  1+ia " 1+4ia ia  l+ia
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Se

1 1
i — — . =0
n">too ((1+ia)(n+ i ia(n+ 1>w)
Non sembra che il limite esista.

Andiamo a pag.14 di Titchmarsh “The Theory of Riemann Zeta Function”. Sappiamo (s =

o +it)
k
f@)de — f(k) =— [ fl(z){z}de

k—1 k—1

da cui

S fih Z f dx+2/ f(a {:v}dx—/(()+f’(x>{x}>dx

q q P q 1-s _ ,1—s T
ST R =S k) =S k) = / (f@) + f'@) o) do = L / )

k=p+1 k=2 k=2

B ql—s_pl—s /q {x}_l 1
= — —5 ——dx
1—s p T

Prendiamo p = 1 e mandiamo ¢ — +o0 e sia ¢ > 1. Otteniamo

+o0 “+o0 +oo

1 1
Zk—SZ_S/ {}+2d+ +_:_8/ CII
k=2 ! 2 !

rstl -1 rstl s—1

L’integrale converge per o > 0 e possiamo eseguire il limite o — 0. Ponendo s = 1+4ia otteniamo
quanto dovuto

+oo +o0 —+o0o .
s {x} s {:L'} 1 C(1+ia)
k=% = —s dr + = -
Y= S

rstl :z:2+w‘ i 1+ ia

Se invece poniamo p = 1, ¢ = N abbiamo

N 1—s 1—s +oo +oo
st 7 - 1 — s {a:} dr = N - 13_8/ {x}dx-l—s/ {x}das
1

pt —s 1l-—s , astl 1—-s 1- xstl Ny1 x5t

N .
N7
che con s =1 + i« diventa g pm0Fie) — 4 (14 ia) + O(1/N)
—io
k=1

94.8 Senza perdita di generalitd supponiamo che f & definita per z > 0

Dimostriamo (c). |f(z)| < Ap(z) con A costante e |f"(x)| < ey(z) per z > C. Dato P, & dato
N e M spezza a meta il segmento ON. L & scelto in modo che |OL| = |ON]|

T = (x1,0) ¢ scelto in modo tale che tan 8 = e (xg).

f'(z) < ep(x) < ep(xp) =tand = 1 = 20 — _i;(é(;)) — 20 — J;;(::(é)
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P = (zo,y0) = (w0, f'(x0))

~e
@)

Ne segue che il grafico della funzione y = f’(z) giace al di sopra della retta che congiunge i
punti P e T fra C' e N. Supponiamo infatti che per un certo £ tale che C' < £ < N si abbia f/(&)
giacente sotto la retta PT. Per Lagrange si ottiene 1’assurdo

£1€) = £'(a0) _ 0= f'(ao)

§— 2o T1 — Zo

E<n<zo  eP(n)>f'(n)=

= tan v = e(xg)

Si hanno tre casi: (i) M <T < N, (i) L < T < M, (iii) T < L.
(i)

_ TN IPN] 1

2A¢p(x0) > A(p(wo)+p(r1)) > |f(x0)—f(71)| = 5 i(f’($0)>2 cot ¥

da cui (f'(z0))? < 4Ae(x0)p(z0) e quindi il risultato.
(ii).
P = (z0,y0) = (20, '(20))

L T o C 1T M N

Ripetendo gli stessi ragionamenti abbiamo

2Ap(xg) > area(MPN) = area(LPN)/4 > area(TPN)/4 > = (f'(20))? < 164 (z0)¢(x0)

(i)
P = (zo,y0) = (w0, f'(0))

T L O ¢ M N
>

ZoYo

24p(x0) > A(p(zo)+9(C)) > ‘/Cxo f’(m)dm‘ > area(PC'CM) > area(PM'MN) > area(PMN) =

e Se cadono le ipotesi la conclusione non vale. Sia f(z) =zlnz —z, f'(z) =Ilnz, f’(z) =1/z
quindi p(x) cresce mentre 1)(x) decresce e infatti /¢ = Vinz

La proposizione (b) dell’esercizio segue da (a). Infatti f —s — 0 ossia f — s = o(1) e quindi

f—s=0(1).
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La proposizione (a) si ricava con gli stessi ragionamenti della (c).

95.8 Dal teorema precedente, essendo f”(z) = O(gy) si ha f = O(ey'/?), f”
O(pp25FD) = O(ppd), " = O(py?), fI¥) = O(pp2EHD) = O(py), and then
f0 = 0(py=).

A partire da f" = O(p W* It ) otteniamo un altro set di indici

—l_q  ortl_y 2rt2_5 2r1t5_25

1O = Oy =+ 5m0)) = O(py 77 ) o £ = Oy ")

(r)

Si generano infiniti set di indici {ag)} conay’ =1lperr>1e a(()o) =0, 041(10) = 0 per ogni n.

r 2" —1
=T
1 0 2 3 3 2 1 1 3 11 7 11
Oéé) 2( ()+04§)) 2(O+Z>:§’ ag):§(ag)+a§)):§(§+§):1—6
272 — 5 0 1) (2
e in generale oz( "= {O,W} = (ag ),ag ),aé ),...)
NSOV INCINEE VASNE S gl | SN R P 9r+4 _ 25
B2 2 67 327 °? 1327 2rtd

m_ Lo a0y 1o 39 39 o Lo ey 14T ey 27— 12
— 0+ 22y = 22 s =
U 2( tog) =50+ ) =g M 2( tag) =g 91 +6

(7")—{0 39 147 27"+6—125}

A '128° 246" 2r+6

Vogliamo mostrare che hrf a( ") = 0. Sappiamo che a( r = (o, (r 1) + (T+ ))/2 e facciamo
n—-—+0oo
(r )

vedere che al”) < a.”)| e per questo basta oz( ") o™ (r 1) + (TH))/Q. Definiamo ora

A% glr 11) (7" 1) + a(r+1) 20 (7") L AQ (1" 1) <0
Dimostriamo a(T)l > (o, (r 1) + o (T+ ))/2 per induzione.
Sia n = 1. A2a ™" < 0 significa ol " + ol — 20{” < 0. Se r = 1 abbiamo o’ + (¥ —

2oz(()1) =0+1-— 2<O. Ser>1 abb1amol+1—2<0.
Sia n = 2. AQOAY_I) < 0 significa ozg D4 (TH) — 2 Y) < 0. Se r = 1 abbiamo

22 1 2-1

ol + o — 2017 <0 = 04 T —27o S =1/
Se r > 1 abbiamo
r—1 r+1 r
NN CORIPNG 27— -1 2~-1 2"-1 .4
T— 1 rT— I8 ™ '8 rT— I8
A = g el el ol el el )] -

1 T— T rT— T T T rT— T
= 2 [0 + 0l — 200 40l 0l P - 2] = 2 Lazg(r-2 L ta%l), <0

Quindi o < a( ) e quindi esiste lim o = (7). Ne segue da o") = (o, (T 1) + a(r+1))/2

n——+00
che
ot —al) =a) a7V el —al (s=7)
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e quindi
o) = o 4 (r—s+1)(al) —al™Y)

Essendo 0 < ag) < 1, facendo il limite n — +oc si ottiene ozg? - ozgi_l) =0 da cui

ag? = agg) = lim a;m = lim 0=0
n—-+4oo n—4+oo
9 ()

968 Slax(e) = ax ey M = )

Dimostriamo (a).

Se x = O(1) non c’¢ nulla da dimostrare. Se x # O(1), essendo non decrescente, tende a +oo.

f9(z) )

= max

@D @) T 3 )OI () =

da cui £ (2) = O((y)) " (W) "x) o
Applichiamo il Teorema 94.8 (a) con f = O(p) e s = 2 e otteniamo f' = O(p = 7 x2) che a

sua volta e prendendo s = 3 ci da ' = 0(4,0%2@&)(%). Proseguendo f" = O(gprrsngg) e via
r—2 2T—2 1 —s

i L =2 (2 T - () — O iy B
dicendo per cui f =O(prp ™ x 2 ) oppure in generale f'* = O(¢ = ¢¥rx = ). Ne
segue

(z) < x

F& (y) _ma, o N
(@(x))(r—S)/r(¢(y>)s/r—O(X (y)) = O(x (y)) (s < X — +00)

2" -1
o7

e quindi xs(z) = O(x 2™ ) e quindi x(z) = O(X%) ma questo € impossibile se x — +o00. Ne
segue che xy = O(1). La contraddizione si risolve con x = O(1).
Dimostriamo (c). Le ipotesi sono f = O(p) e f") = o(¢). Le ipotesi della parte (a) sono valide

e quindi valgono le conclusioni da cui f("=2) = O(go%zprf) e () = o(1)). L'esercizio 94.8 parte

(c) cida fr=1) = o(goézp%l) che & esattamente la parte (a) con s = r — 1. Poi partiamo dalle
ipotesi

FOY = o(pry

. R .. . (r—2) _ 2 r—2 N o
e di nuovo 'esercizio 94.8 parte (c) ci da f = o(pr1 7 ) che & la parte (a) con s =r — 2.

r—1
T

), Fr=3) = O(@ggb%) (usiamo la parte (c) con s =r — 3)

97.8 Se r < rg, dall’esercizio 96.8 si ha f(") = O(p(ro=")/ror/rogyr/m0) = O(p1)) e quindi
P—400

subentra ’esercizio 95.8

98.8 Hardy e Littlewood dimostrano (c). Abbiamo |fU+?(2)| < ey (x)/(2x) 2 per z > €.
Consideriamo la curva y = f0+1(z).

P = (z0,y0) = (x0, f(T_H)(mO))
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tant = tan(PTN) = ey)(20) /2. Possiamo supporre xg > 2¢ dimodoché M & a sinistra di C.
Se xo & grande abbastanza e M < z < N si ha |f")(2)] < Ap(z)/(2z)" < Ap(xo) /2] e

|fOH 2 (@) < ev(@)/(22)"2 < evp(wo) /25" = tany

Se x1 e 'ascissa si T, possono capitare due casi:

(i) T > M. In tal caso

24¢p(w0) [z = | 7 (x0) — £ (a1)] =

/ " FUtY () dy| > area(PTN) = %( £ (20))? cot (V)

1

da cui il risultato (a)
o 249 (o) 9 (20)

> (T+1) 2
e 2 )

(ii) T > M. La curva y = f("+1) () giace sopra il segmento PM nel tratto M N e quindi

@(x0) 1 (0) 64A%p(x0)

2A¢p(0) /x> area(PMN) = zoyo /4 == yo < 8Ap(zo) /25" = yg < T2 en)
0

usando poi ¢ = o(¢)) arriviamo a yg < ep(xo)t(20)/25? che & il risultato.

Un esempio che evidenzia la necessita della condizione ¢ = o(v). f(x) = x/Inz,= O(z/Inx)

fl(x) ~1/Inz, f"(z) ~ 1/(xlnz) = o(¥)) se Y(z) = x/Inz. xf'(x) ~ z/Inz # o(\/p) =

0 (W) — o(z/Inz).

101.8
ilz - /1xk—1dx: 11—xkdx:/11—(1—x)kdx:/k1—<1—%)’“d$:
k:lk 1 0 0 1—=x 0 s 0 s
ll_l_gk kl_l_gk 11_ l_gk k:l_gk:
0 x 1 €T 0 x 1 €T
per cui
"1 o oo g
v = E—lnkk_H_oo\/ . da:—/l a:dx

1] _ o 1 1 1
/ da::(l—e_x)lna:‘ —/ e_xlna:dx:—/ e *lnzdr
0 € 0 Jo 0

F00 -z +00 +o0
/ dr =¢e7 " lnx’ +/ e *lnzdr
1 x 1 1

+o0
La somma da v = — / e “Inxdx
0

Sostituendo z = —Inwu si ha

400 1 —du 1
v = —/ e “lnxdr = / uln(—Inu)— = —/ In(—Inu))du
0 0 0

u
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a b

b
+oo —x —x +oo —z¢ —(z%)a +oo —u —uP
e — € e — € e — €
—dx = dr = ——du =
0 T 0 T ~ Jo au
u=x®
+oo —u +oo [ —uP
e " —1 e —1
_ / du — / 1
0 au 0 au
1 _—u +oo —u 1 —uP +oo —uP
e " —1 e " —1 e -1 e —1
= du + du — —du — ——du =
0 au 1 au 0 au 1 au
1 —u +oo —u 1 —uP +oo —uP
e " —1 e e -1 e
= du + —du — ——du — du =
0 au 1 au 0 au 1 au A

1 —u oo —u
1— -1 1 —b
:</ c du—/ e—du) <—+—b>=’ya
0 au 1 au a az ab

102.8

/+°° g(sinx) dp — /% g(sinx) a4 T g(sinx) de +/
0 x 0 x z x .
5n ™ s ™
= g(si 2 g(si 2 g(si 2 g(si
n / g(sinx) do 4 — / g(sinz) dz + / g(sinx) i+ / g(sin x>da:—i—
o X 0 X 0 ™= 0 —nT —X
. s . s “+o0
g(sinx) /2 g(sinx) /2 _ 1 & 1 1
“—d = dr+...= — -1
+/0 —2r 4 v 0o 2m+z Sl 0 9(sinz) x+;( ) x—k7r+x+k7r

% .
_ / gsinz) .
o sinz

o0 (
103.8 L’integrale/
0

N

. 27 .
g(sinx) d:z:—i—/ g(sinx) dot
x 3 T

ST
2

[ME]

dx =

2n—+1

sin x
) dx converge sulla base di quanto scritto nella risoluzione

x
dell’esercizio 2.8 con g(z) = (sinx)?"*1.

/+OO (sinz)?n+1 d — /% (sinta:)Q"Jrl dr= T (2n — 1!
0 x 0 sinz 2 (2n)N

+°° arctan(a sin )

L’integrale

dx converge sulla base di quanto scritto nella risoluzione
x

0
dell’esercizio 2.8 con g(z) = arctan(asin x).

i[(a) - i/Jroo arctan(a sin x) d — i/% arctan(a sin ) d — /% dz _
da da J, x da J, 0

sinz 1+ a2sin’x
B /+°° dt _arctan(v'1+ a?t) ‘JFOO_ i e (o) = mln(a+ V1 + a?) LC
o 1+ ({1+a?) Vitaz o 211 a? 2
1 V1 2
I(O):0equindiC’zOdaucuiI(a):7Tn(a—i_2 + )
+o00 1 2 : z +o0 In(1 2
/ n(cos” z) ST e = /2 In(cos® z)dx = —/ Mdt
0 X 0 0 1 +t2

Integrale gia calcolato negli esercizi sulla variabie complessa e vale —m In 2.
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104.8
too f smaz f sin ) f sinz) f sinz) 2T f(sinz)
[ [T e [T [ L
& f(sinz) B 2 f(sinzx 2 f(sinx) 2 f(sinx)
+ . . dr+...= das—i—/o 7(7r—9:)2dx+/0 7(7r+33)2d$+
2 f(sinx) 2 (SlIl.’E) B LR 1 = 1 1
+/o <27r—a:>2d“/o Crrar Tt _/0 fene) ﬁ*é(@_wﬁﬁw)]“
2 f(sinx)dx

- o (sinz)?

105.8 Usando l'esercizio precedente

*°° In(cos? z) 2 In(cos® z) T _In(1 + 2?)
——dr = ———dr = ———=d
I e

5 xr = —T
Sl T

integrando per parti. Opppure

IJ(g)
d T _In(1 + ax?) \ teo _dx -1 too g
da (/0 x? oz /0 1+ax? +/a arctan(y/az) 0 2v/a
per cui U'integrale con la a ¢ I(a) = —my/a+ C. I(0) = 0 da cui C = 0 e quindi I(1) = —m. Si

puo risolvere pure coi residui (esercizio - della raccolta sulla variabile complessa)

/+°O In?(cos? x) gy — /% In?(cos? z) dp — /+°° In*(1 + xQ)da:
0 z? Jo in? Jo

S r x?

2 2 400 400
:7111 <1+x)‘ +/ 74111(1—1—36)(13:_47“{12
x 0 0 1+ a2

(esercizio dellla raccolta sulla variabile complessa)

/+°° In(sin® ) In(cos? z)
0

! dx /% In(sin? a:) ln(cos2 x) dr — /+°° ln(1+x2)(—21n2x+ln(1 +x2>)da:
x 0 sm- x 0 X
_ 21nxln(1—|—zc2)‘+0°_/+°°l 21In(1 + z?) N 4:1:an;3 P ln2(1+a:2)‘+°°+/+oo 41n(1+$2)dx
x 0 0 x 1+z x 0 0 1+ 22
=0—-21+0+0+47In2 =27(2In2 —1)
106.8
too 2adx
/ Jinz) s =
3
2 d T 2ad El 2ad 2 2ad
/ f(sinx) ace -|—/ f(sinas)%—i—/7T f(sinx)cﬁaia;z-l—/%ﬂ f(sinx)ﬁg;2

g 2adx
=+ . f(Slan))m—i——f—
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/+00 f(sina;)imbdglj =

a? + 2
™ 2m
2ad
/ f(sinx) 2+ 2—1—/ f(sin:z: / fsm:z: 5+ . f(sinaj)%—f—
2ad 2ad
+ f(smzz:)a2i_22 : / f(sinx) / f(sinz %4_
/ f(sinz) 2adx / f(sinz) 2adx / F(sinz) 2adx
i i
a? + (7 + )2 a? + a? + (27 + x)?
+oo
dz
l/ i) 3 o -
sin?z = —sinh’a <= 2z = kr +1iaq,
sinh(2a) _ (z — km £ ia) sinh(2a) sinh(2a) +1
Res | —; — | = lim — 5 = - — =
sin“ z + sinh” @ | z=kn+ia z—kmtia sinh” a + sin” z SlIl(2k?7T + 2ZCL) 1
Quindi
inh(2
- 2:31n ( 'a) = 2cotha+
sin” z + sinh” a
+o00 Too
1 1 1 1 1 1
+;k; [lmr-l—ia a lm—ia} +;kz_: [z—kﬁ—ia a z—kﬁ-l—ia} B
+o0 400
—2a 2a 2a
= 2coth —_— =
cotha Z +a2+k_z_: (z — km)? + a? k_z_: (z — km)? + a?
2adx f(sinx)dz

+oo b
e quindi otteniamo /0 f(sin x)m = sinh(2a)/0 (Sinha)? 1 (sin2)2

. 2 f(sinzx)dz / =
h(2 =2 )(1 2kx)d.
sinh(2a) /0 Snha)? + ()2 f(sinz)(1 + ; e~ 2R cos(2kx)dx)
107.8 N ) N
o 1 <1 2
Prima dimostrazione / %dw == / de si risolve facilmente coi residui
0o x2+a 2 x? + a?

Seconda dimostrazione

/0+°O cos(c:v)d _M’JFOO_F/OJFOOM

x2+a2 c(x? + a? c(x? + a?)?

+oo 2 +o0 +00 o 2
I(e) + eI'(¢) = / 22 cos(cx) d — / 2 cos(cx) dr — / 2a* cos(cx) d —
0 0 0

dx = I(c)

(22 + a2)? 22 + a2 (22 + a2)?
+oo 9 +oo -9 2

:gud_/' ﬁ:ﬁ&@d el 1:/’ —2a%cos(cz) .
: (22 4 a?)? 0 (22 + a?)?

Derivando ancora
+oo 2 2.0 70
cI":/ wd.ﬁ:azc]‘@‘l”za% — I(c) = Ae" + Be™ ¢
o (z2+a?)?
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Sia a > 0
+oo 27 si
lim I(c) = lim %(Cg:)daj =0
c—4o00 =0 Jy c(x? + a?)?
o dg arctan(x/a) |+
e I(0) = = ’ = 2a) e quindi A = 0 e B = 2a) da cui
o= =t M) (2a) e v/ (20)
Te ¢ .. [T cos?x T T
I(c) = g equlndl/0 mdx:@-i_@e “
Terza dimostrazione
/+°° cos? costz /+°° 1— sinzx B smh 2a) cos? d —
o x2+a® g x? + a2 0 (SlIthL +sin?z
B

_ sinh(2a) /_ dt _ smh(2a) / dt _
2a o (1+)(t2+ A1 +t2)) o (1+)(t2(1+ A) +t2)

_ sinh(2a) [* 1+4 1 B

- [ = Jt=

2a 1+A)+A 141t
sinh(2a) 1+ A 1+ A +oo  sinhacosha m cosha
=—. \/ " arctan | ¢4/ ) arctan ¢ ‘0 = - 5( ha 1)

_ ™ 1 2a 1—2(1 1 12(1 1—2a _ ™ —2a
_2a<4€ T3¢ Ty Ty _4a+4a

2

/+°° In(cos? x) iy — sinh(2a) /% In(cos? x) g — sinh(2a) /+°° —In(1 + z?)dz
0 o ( 0

x? + a? 2a sinh a)? + sin” 2a

A parte sinh(2a)/(2a) = B

d [T —In(1 4 ba?)da _/+°O —2%dx
o

db Jo  x2cosh®a +sinh?a 22 cosh? a + sinh® a) (1 + bx?)

_ e B 1 de 7, |8 1
_/0 L:Qa—l—ﬁ_l—i—bxz)}a—bﬁ_g( E_%)

t In(cos’z) ! m /8 1. 1  Brm ! —db B
B/O z? + a? d:z:—B/O db2( o \/l;)a—bﬁ_ 2 /0 \/@(\/w_;_\/a)b\:_/;
—Br 1 VB +Va T (e 4 =) 4 In2) —

7 \Ft+f \/_1 7 _a( In(e” +e™ ) +1n2)
= E(ln(l +e72%) —1n?2)

108.8 a). Sia |t| < 1.

2dx Foo 2dy

p) . 12
22 cosh® a + sinh” a

/7r cos(p/2) dp _/+°°
o 1+2t2cosp+tt  Jo  VI4+22(22(1—2)2+ (1+¢2)2) J1 y? - 1(y2(1 - 12)2

—2b—a —2vb% + ab

a

Poi definiamo y = coshu, (1 —#2)2 = a, 442 = b, cosh V(1) = ¢, A =
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—2b—a + 2v/b% + ab

B = > 0 per |t| < 1.
a
oo 2sinhu du B /+°O 8du 8tdt
. sinhu((coshu)2a+0b) ).  ae?v 4 ae=2% +4b+ 2a — at* 4+ (4b+ 2a)t2 +a
u=Int

8 [t 1 1 1 1 1
_Efec 2(B + |4]) <t—\/§+t+\/§)_2(|AI+B t+z\/|7 t—i
oy 2Bl
T a(BHA) T EFA]|

1 1+t foq L 1t
= n Se n
t(1+1t2)  1—t t+2) " t—1

—4 le2— B|  4a -1 |1+2b+% Vb2 tab

2b—a—2i —p2? 2 — 9 —
b>a:(1+t2)2,b:4t2,A: b a Zm:’B: b a -+ Zm

a a
/7r cos(p/2)dp [T 2dzx B
o 1—=2t2cosp+t* Jo VT4 22(z2(1+12)2 4 (1 —12)2)

Foo 2dy 2du

“+oo
1 VY2 — L(y2(1 4 t2)2 — 4¢2) N /0 (cosh? u(1 4 2)2 — 412)

B /+°° 8du B /+°° 8tdt B
Jo ae?® +ae~2u 4 2a — 4b \_1/ . at* +t2(2a —4b) +a
=Int

Foo 4dv 4 T 2(a —b)
(= — arctan ) =
\/ CLU2+U(2CL—4b)+CL \/az a—2b2 2 a2—(a—b)2
t2=v

2t 2arctant

- arct - t<1
oot = oy <V

c)

Prima soluzione

T 2t2sinp dp
tan 2 S0P 404
/0 arctan ——7 n 2 ©

~ a(B+]4]) ne26+|A\ a4\/7w/b_|_a 1 + 2b+a+2vb?+ab -

© 2t° sin o 4 /7T © Cos
:2lntan—arctan7) —4t=(1 — Intan - dp =
4 ) 0 4 (1 —t4)2 + 4ttsin® o 4
™ ™
= —42(1— ¢ / In tan = ik dp = —4t2(1 — t* / In tan = ik
( ) 0 " an4(1—t4)2+4t4sin24p 7 ( ) 0 . am41-|—t8—2t4(:08(2<,0)

—+ o0
Cos 1 Ak
1 +18 —2tdcos(2p) 1 —t4 I;)t cos(2k + 1)

— 4t? Z t4k/ (Insin Z — Incos %) cos(2k + 1)pdp =

—4t22t4k [lntan‘p sin(2k + 1 ] ’ —|—4t22t4k/ sin(2k+1)p 1

do —
2%k + 1 o 2k+1 2sng”

s ?

2 sin(4k + 2 1 N

= 4¢? Z ik / sin(dk + 2); dp”="8 arctant tanh(™ ¢
0 2k+1 sing
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1>kt2kz+1 too £2q+1
2k+1 = 2¢ +1

“+o0
arctan ¢ tanh(™Y ¢ = 4arctant(In(1+4+t¢) —In(1 —¢)) =8 Z (=
k=0

_3g 2p+2 —1)* 8+OO a2t & 1k 1 1 B
Zx 22k+ 2(p— k) +1) p;OQp—i—lkZ:O(_) {(2k+1)_(2(p—k)+1)}_

too 4pt2 2P (—1)* Too  4pt2

€T . T
:8;2}?—1—1;:0(2]{:—1—1) :8;02p+1Qp

Qp soddisfa la relazione ricorsiva

2(p—1) k
(-1) —1 1 4
2Q, =2 ——+2 =2Qp-1 — ———
@ I;) (2k+1) * 22p—1)+1 + 2(2p) +1 @ 16p% — 1

Dobbiamo ora mostrare che

% sin(4p + 2 % sin(4p + 1 dp + 1) si
20, :/ sin(4p + )gpd(p:/ sin(4p + 1)y cos ¢ + cos(4p + )smgpdgp
0

sin ¢ sin ¢
/ (sin(4pyp) cos p 4 cos(4dpy) sin ) cos gpd I
0 sin 4p +1
/ (sin(4pp)(1 — sin? p) + cos((4p+ 1)) do+
= cos cos =
0 sin ¢ PRI eosel Ty
% sin 4p<p /% . . /%
= sin(4py) sin @dy + cos(4py) cos pdyp + =
/O — ; (4pyp) sin dip ; (4pp) cos pdp + =
281114 — 1)pcosy + cos(4p — 1)psin 2 1
:/ (p = Dpcose (p = Dpsi (pd -l-/ cos(4p + 1)p)dy + =
0 sin 0 dp+1
2 (4p — 1)
_ / sin(4p gpcosgod 1 n 2 _
0 sin dp—1 4dp+1
(sin((4p — 2)p) cos @ + cos((4p — 2)p) sin ) cos ¢ 1 2
0 sin dp—1 4dp+1
sin((4p — 2))(1 — sin? @) /% 1 2
= d 4p — 2 dp — =
/O Sinp i cos((4p — 2)ip) cos pdyp o1 Il

((4p — 2 : :
/ (sin((4p — 2)yp) dp — / sin((4p — 2)¢) sin pdep + / cos((4p — 2)p) cos pdp+
0 smgp 0 0

4p—1+4p+1

— /05 (sin((é%p—2)<p)dgp_/7 cos((4p — 1)y)dp — L + 2

sin 0 4p — 1 4p—|—1:
2 (sin((4p — 2 2 2 4
[y, 22,
0 sin dp—1 4dp+1 16p* — 1
T 2t si d
Quindi abbiamo dimostrato che le due serie coincidono e quindi / arctan 1871?4@ - gp(p dp =
0 — S1n bl

8arctanttanh(~" ¢
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Seconda soluzione (non conclusiva)

/7T " 2t2sinp dp p /7T dy 2t281n<p/1 dy
arctan ———— — p= - =
0 1—t* sin¥ o sing 1—t+ Jg 1+y2(2t12_si£<p>2
Y Py L
(1 —t4)2 —|—4t4y (sinp)?
1 +oo 2
_8t21—t4/dy/ HVHQ“CZ“ S
1 +oo
1 dv
—4t21—t4/d/ \/1+ =
0 Y 0 v ((1—1t4)2(1 4 v)2 + 16t4y2v)
1 “+o00
v
_4t21—t4/dy/ ek =
0 0 (1 —t4)2(1 + £)% + 16t4y% )
1 +oo
V1+ kdk
—4t21—t4/dy/ vt S
o 7o =t92(1+ k)2 + 16t4y2k
! oo kdk
_4t21—t4/dy/ 422\F =
o ) -tk 1 16602 (k — 1)
— 82(1 /1 / p?dp
0 1 (1 —1¢%)2p* + 16t*y2p? — 16t%y2
—8tty? £+ 4t?y /(1 — t*)? + 4tty?
(1—t4)2p 16642  —16t%> = 0« p* = — 7 (y1\/(t4)2 TRV 2 AB Ax0
B <0, |A| < 1. Otteniamo
_ 8t2 / /+oo VA 1 . |B| 1 o
1—t4 A+|B|) \/_ 2(A+1B)p+ VA  A+|BlpE+1B]| 7
+oo
82 A \/|B
:1—754/ dy Q(AQB\) \/_ -l-A |‘;|arctan P =
] p+ + V1Bl
8tz " —VA 1— VB
:74/ dy vA In vA arctan /|B|| =7
1—t 20A+B)  1+vA A+|B\
109.8 a) x = arctant da cui
li o ! (Int L (1+t%))dt
im ———(Int — =1n =
e—0t J, (V1 + t2)3/2 2
1 1 +oo o0 11 t
= li Int— =In(1+ ¢ - — dt| =
a—1>r(IJ1+ {\/14-752(11 2 n(l+ ))a +/E (\/14_152(75 1—|—t2) }
i —Ine /2 dx too —Ine arctane
= lim + . ’ = lim —1In — =
e—=0F m arctane ST \/H‘—t2 e—07F m 2
=n2-1
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b)

vl

%
/ sinz(Insinz)?dz = lim [— cos z(In sin 2)?
0

e—0+

%+/_ costzln.(Sinx) dx] _
g

€ sSinx

= lim [cos e(lnsine)? —2(In2 — 1) + 2/2 n(fﬂn@dw]

e—0+ c smx
2 In(sin z) 3 2 cosx x
——~dzr =Intan = ln(sm )| — —— Intan —dz =
. sin 2 € . Ssinw 2
1t 2
= —Intan - ln(sms)——/ 2 ulnw du =
~ 2 2 Juans | u 1+u?
r=2arctanu
In? u ! uln® u ' wulnuw
~—In-1 — — ————=d ——du =
n2 ne 2<1+U’2) /tvanE <1+U’2)2 u+/tan§ 1—|—U2 !
t 5 2 2
1 £ 2 2
~—In-1 Intan -)? — — — ~—
n2n€+2(nan2) 18 48
Mettendo tutto assieme si ha
In® e In®2 72 72
In*c —2In2+2+2(—In*c+1In2l —— —1In2l ~ D) =2-124+1-2
n°e n2+2+ ( n“ce+In2lne + 5 n2lne + 5 24) (In )2+ 15
oo (—1)k 2

1
ulnu —T
/0 1+u2du__z4(k+1)2_ 48

k=0

1 1 | 1 U J 2
st L T e s

/1 uln®u In“wu
du =
tan— <1+U’2) 2(1+U2)

110.8
2) implica 1)

af—th /—d >/ —d:c

2 2x 2 2x 2
F(x)<1/ F) g f—th<1/ F—dt+/ —dx

1) implica 2)

r T2 t2 a

3) implica 2) e 2) implica 3)
Dalla non negativita di f

~+o00 f_F o0 M Y 400 y f(a:) B
2/a dy —2/(1 " dy/a f(x)dw>2/a f(y)dy i a:-i—ydx_
+oo p+oo +o0 x +o0 +00
:/a / 7fgf;y)d”y: / J@)ydz | f;%‘y > / %’)dy / f(a)ds >

>/a+oo%daj/jf(y)dy:%/a+mf—l$daj

1) implica 4)
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Se 1) converge, 2) pure converge quindi

a>/xIFzgy)dy>F2(:c)/xx@:F2(x) — F(z) = o(Vz)

y? 2x

/j{dt:F / Lt = of )-l—o(/;%) — ah(g;):/:w{dt

e inoltre

x t2 X

_ [T, F(t)
h(a:')—/m tdt— ; )

~+e ()

/a Fhdt = / 0(1)+/j fTth: 1) = 2) = 4).

4) implica 1)

/:oofhdx:/:oof(x)/:oo @dt:/jwdt/jdwﬂx)@:/jw %t,

e quindi la convergenza di 4) implica la convergenza di 2) che a sua volta implica la convergenza
di 1).

3) implica 4)

+OO+/+OO F#) gy @) /+Oo F0) gy

5>/2mh2( Ydx > xh(x)/2 = zh(z)——=0

x “+o0 x
/tht:xh2( —ah?(a / t2t/ My dy— = zh?(z) — ah2(a)+2/fhdt:

=o(1) — ah*(a) + Q/fhdt

per cui se 3) converge, converge 4) e quindi 1).
4) implica 3). Se 4) converge, pure 1) converge e quindi 3) converge.

Da ultimo facciamo vedere che se fa+oo f2dx < +o0, allora 1) converge.

2 2
A It
X X X
F _F2z (T F F. Flp
- fy dy = +/ F(g—y—Q)dy:>2 of dy— / —dy

quindi

/ _dy_—2F2
<4/ f(x

da cul la tesi.

x+4/ P2 (2)dz <

x —2F?
—2/ —dy-|-4/ f2(x d:L'-|-2/ —dy—
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Le relazioni 1) — 5') si deducono dalle 1)-5). Sia

G(a:):/mg(t)dt _ /+oog(1/u>du, r(a:):/:g(t)dt

0 ~~ |1 u? U
t:l/u x t:l/u a
“G*(z) a1 “g(x)G(x) 9(1)G()
d e — d d = u v d
/0 p R , G (u) u, /0 . x . " u

/GTQ(x)dx = /+00,«2(1/u) du, /Oag(x)r(a:)da: = /aioog(l/ur(l/u)du,

// x+y /+°°/+°° 9(1/5+ Ul/v) e

La corrispondenza fra i due teoremi e quindi le relazioni 1)-5) e 1/) — 5') &

|~

111.8

la — cosz| < \/1+a2—2acosa: — coslz <1

per cui l'integrale € ben definito.
Se a =1, f(x) = arccos(sin(z/2)) = w/2 — arcsin(sin(z/2)) = (7 — z)/2 e l'integrale vale 7/2

Se a = 0 si ha arccos(—cosz) = m — x e si ottiene il risultato 7. Integriamo per parti

T cosx(acosr — 1 a—1 a+1
f(7r)+f(0)+/0 1+(z(2_2acosazdx:arccos a1 + arccos ot ]
+/”[Cosx+1—a2+a4—1 ! dx:arccosia_l—i—arccos a+1+
o | —2 4a da 14 a? —2acosz la — 1] la + 1]
7(1—a?)  w(a*-1)
da dala? — 1|
Se a > 1 si ha 7r(1—a2)+7r(a2+1) :1.860<a<1siha27r—|—7r(1_a2)+7r(a2+1> =
4a 4a 2a 4a 4a

T | T2 1) = n(1—a/2)

2
T 4a 4a
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