Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

§7 Funzioni di due variabili: limiti, continuita , derivabilita , dif—
ferenziabilita , punti critici vincolati e non vincolati

Per le definizioni e teoremi si fa riferimento ad uno qualsiasi dei libri M.Bertsch - R.Dal Passo
Lezioni di Analisi Matematica, 1 edizione settembre 1996, ARACNE EDITRICE, via Raffaele
Garofalo, 133 A/B 00173 Roma tel.0672672233/22, M.Bertsch - R.Dal Passo Elementi di A-
nalisi Matematica, I edizione ottobre 2001, ARACNE EDITRICE

Il simbolo Es: significa la presenza di una o piu domande a cui ancora non si € data una risposta
o per motivi di tempo o perché non si e riusciti nell’intento

1.7 Studiare la continuitd delle seguenti funzioni laddove sono definite e studiare 1’esistenza
del limite in tutti i punti di R? dove & definibile*-7)

1) f(z,y) =sin(z®y), f(z,y) =log(z*> +y°), f(z,y) =sin(ev)
2) Sia z, € R*\R? . Si dica quale delle seguenti due affermazioni & vera (eventualmente tutte e
due):

E={xeR? |z2>a, y>a, a>0} 22y:E - R lim§_>£o:v2y2+oo
E={zeR? |z>0, y>0} 22y:E - R limg_,, %y = 400

2.7 — Parte prima — Studiare la continuitd, derivabilita e differenziabilita delle seguenti funzioni

Ty xy 2202
z#0 —— 70 id 0
f1(£): $2+y2 f2(£): /1.2+y2 f3(£) — $2+y4 &7&_
0 z=0 0 z=0 0 z=0
3 2 1 sely| > 2?
Ty Ty y| >
0 0
fa(@) = 2 +y* £70 fs(@) =1 2?2 +y* £70 fo(@)=q1 sey=0
0 z=0 0 0 altrimenti
x3y? sin?(x + siny)
z#0 z#0
fr(z) =< xt +yt fs(z) = (22 + y?)>
0 z=0 0 z=0
x4+y4+xy 540 x4—y2—m2y 240
folz) =4 (y*+3zt)> — "~ fio(z) = (y2 +a2)> — 77
0 x=0 0 x=0
(322 + sin® ) £0 arctan(z sin® ) £ 40
x
fii(z) = (4y* + 2?) o fi2(z) = (er*+v* —1) N
0 x=0 0 x=0

— Parte seconda — Per f; ed f> si dica quale dei seguenti limiti esiste:

lim,, f(z)=+o0conz, € (R*\R*)NE; i=1,234

Ei={zeR?: 2>0,y>0}, Eo={zcR?*:2>a,y>a, a>0}), E3={zcR?: y>
5z, y <10z, z >0}, Ey={ze€R?:y> 52, y <10z, z>a, a> 0},

(L7 Applicare la definizione (7.2) di pag.292. Per le definizioni di Rn, R*, 1':{, si veda il capitolo 3 del libro di testo
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3.7*** Al variare di a nei reali si trovi il dominio ed i punti in cui la funzione seguente

ammette limite (anche +o00 oppure —o00): f(x) =

ax

2 x 2
COS“ = S1n
Yy + Yy

4.7 Determinare i punti di continuita delle seguenti funzioni (f1o ¢ da svolgersi dopo avere

studiato gli integrali). f; ¢ dovuta a H.A. Schwarz in un lavoro del 1873. f1; € dovuta a G.Peano

2 2
in un lavoro del 1884. Tutte e due le funzioni servono da esempi per cui 88 g 8(391) #* 88 J a(g)

sin zy sin(zy) 1— e’
y>0 —2 x#£0 —_— >0
f@={ v po={ = 7" pw={ 27
1 y<o0 (0 =0 —x/2 y<0
2,2
22 arctan 2 — y? arctan L z # (0,y) A (z,0) Y y £z
fa(z) = r Y fsl@)=q yv—=
0 £:(07y)v($70) 0 Yy=2x
ye_y/gc2 sey>0, x#0 i w2 +y? <1
fo(z) = T fr(z) = 5, o
0 altrimenti 0 4y >1
6—(1—m2—3y2)_1 72 +3y2 <1 23 +2y2 se y2 < 3
f8(£) = 9 9 f9(£) = 3 4 2 3
0 x4+ 3y° >1 "ty sey >
22 — o2
Y 1 ry——=5 sex #0
flo@):/ dzsin—  fi1(z) = y$2+y2 270
z
“ 0 sex=0

5.7 Data la funzione f:R? - R
T
(] + [o/*?) (1— 1+ A2 ) y#0

_|_ PR S —
/2132 + y2
0 y=20
Stabilire se le derivate parziali sono continue in R? e calcolare la derivata direzionale D, f(0,0)
dove v = (\%, %), stabilire per quali valori del parametro reale 8 essa ¢ continua, derivabile,

differenziabile in (0, 0).

flz) =

6.7 1) Data la funzione f(z) = 22% — zy + y* e v, = (cosa,sin a). Determinare la derivata
direzionale D, f(—1,2). Per quale v, ¢ minima D, f(—1,2)? Discutere la convessita di g(z) =
222 — Bay + y? al variare di 8 € R.

2) Studiare i punti critici della funzione f(x,y) = (x +y)? — 2% — y*

7.7 Per la funzione di due variabili f(z) = 2%y + 2z si:

i) trovi il piano tangente nel punto (1,1)

ii) determini la convessita in un intorno di (1,1) al variare dia <0e 8 <0

iii) determini per quali valori reali di « e 8 (ov 4+ 8 = 1 compreso) esiste un intorno U di (1,1)
tale che f(z) < ax + by + ¢ per z € U\(1,1).

8.7 Data la funzione f(z) = —a:ye_“”2+y. i) Dimostrare usando la definizione che & continua
nel punto (1,1) ii) Determinare eventuali punti critici e studiarne la natura iii) Determinare
I'equazione del piano tangente nel punto di coordinate (1, —1,e~2) iv) Determinare il polinomio
di MacLaurin di grado 3
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9.7 Siano dati n numeri distinti x1,..., 2, ed altri n numeri y,..., ¥y, (non necessariamente
distinti). In generale non & possibile trovare una retta f(z) = ax + b che passi per tutti i
punti ossia tale che f(z;) = y; per ogni i. Si pud comunque trovare una retta che rende minimo
“Perrore quadratico totale” E(a,b) = > "7 (f(z;) —y;)?. Interpretando E come funzione delle due
variabili @ e b determinare tali valori affinché cio accada.

10.7 Sia data la funzione f(z) = 3z* — 42y + y2. Dimostrare che su ogni retta y = max la
restrizione f(z,mx) ha un minimo in £ = 0 ma (0,0) ma non € un minimo per f(z,y). Disegnare
una figura che indichi 'insieme dei punti (x,y) in cui f(z) > 0e f(z) < 0. Tale esempio ¢ dovuto
a G.Peano in un lavoro del 1884. Gli autori del libro E.Hairer, G.Warner Analysis by its History
Springer Eds. 1995, a pag. 329 riportano che Peano scrisse quest’esempio per correggere un
errore contenuto nel libro di Serret del 1868 (Cours de calcul differentiel et integral ). Dicono
anche, riportando opinioni di Peano stesso, che questa come altre correzioni del lavoro dei piu
grandi matematici francesi, dovuta ad uno “sconosciuto italiano di 25 anni”, non fu felicemente
accolta;

11.7 Determinare gli estremi relativi ed assoluti e i punti a sella della funzione f(z):R? — R
f(x,y) = zy(1 — 22 — y?) nel quadrato Q = {z € R%: |z| < 1,|y| < 1}

12.7 Delle funzioni che seguono individuare e classificare i punti stazionari qualora vi siano

fil@) = 202 —wy—3y>—32+Ty, folz) = 2*+y*—3z—3wy, fa(z) = (ButTy—25)e” (@ +ovtv)),
fa(z) =2 — 2y +log/a? +y?+3arctan £, z >0, f5(z) =2?y* +y* +at +y° +27

— 222 + 32y —2y° sey—x>0
13.7 Sia data la funzione flz,y) = 9 ’ 2 ! ’
2y° +5x —22° sey—x <0

i)Discutere la continuita di f ii)Trovare ’equazione del piano tangente al grafico di f nel
punto (—2,—1, f(—2,—1)). iii) Esiste il piano tangente nel punto (0, 0,0, )? iv) Discutere
la convessita della funzione negli insiemi A = {(z,y): y —z > 0}, B = {(x,y): y —x <0}
3 3
T+ se r <
14.7 Sia data al funzione f(z,y) = Y 6 Y 5
Tt+y sex >y

i)Discutere la continuita, derivabilita, differenziabilita di f ii) Esiste il piano tangente nel
punto (0,0,0,)? iii) Discutere la convessita della funzione negli insiemi A = {(x,y)| y*>—z >

0}, B={(z,y)| y* — 2z <0}

15.7 Risolvere l'esercizio 2.1.4 nel caso di n = 3 con le tecniche usate in questa sezione e
constatando come la soluzione sia certamente pit immediata di quanto non sia la soluzione
“induttiva”

16.7** Sia data una funzione di due variabili per la quale sono verificate le seguenti tre ipotesi:
1) limg, f(z) =1 (non ¢ detto che I = f(z,); 'uguaglianza si ha se ¢ continua), 2) esiste
lim, ., f(z,y) per |y—y,| < r per un qualche r positivo, 3) limy,,, f(x,y) per |z—xz,| < 7.

Rispondere alle seguenti domande

i) Dimostrare che con le ipotesi 1) e 2) si ha lim,_,, lim,_,, f(x,y) =1 e che con le ipotesi
1) e 3) si ha lim,_,,_ lim, ,, f(z,y)=1

ii) Trovare un esempio di funzione per cui vale I'ipotesi 1) ma la tesi non sussiste (non verifica
quindi almeno una delle ipotesi 2) oppure 3)).

iii) Dimostrare o confutare la tesi secondo cui se f € continua in z, (e quindi | = f(z,)) allora
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I'ipotesi 1) ¢ sufficiente per avere lim,_,, lim, . f(z,y) = f(z,) e limy;_,,, lim, ,, f(z,y) =

f(z,)

Sulla stessa falsariga dare degli esempi di funzioni per cui

1) esistono due soli dei seguenti tre limiti:

lim,_,0 lim,_, f(z,v), lim, o lim, ¢ f(z,v), limg 0 f(2).

2) esiste uno solo dei precedenti tre limiti

3) esistono i limiti: lim,_,limy,_,o f(z,y), lim,_o lim,_,¢ f(x,y), e sono diversi

4) esiste lim,_,o f(z) = g(y) uniformemente in y; esiste lim, ¢ f(z) = h(x) uniformemente in
x; limy 0 g(y) = lim, 0 h(z) ma lim,_,o f(z) non esiste.

17.7 Sia data la funzione f: B(0;r) — R, f(0) = 0, dove B(0;r) = {z € R" : ||z|| < r}. Sia
Aop={z € B(O;R): x=at, y=pt, t e R} a € R, f € R Sappiamo che V A, 3 3 Cop >
0: 2 € Cop = |f(x)] < Cupllz|. Si dimostri ovvero si dia un controesempio del fatto
che la funzione e continua nell’origine. La condizione data si puo riassumere dicendo che f e
Lipschitziana su ogni segmento passante per 1’origine e contenuto in B(0; R)

18.7 Si studi 'andamento del grafico della funzione f(x,y) = 3zy — 2 — y> in relazione alla
presenza di massimi, minimi, concavita e convessita .

19.7 Si consideri la funzione dell’esercizio 10.7 e si discuta concavita e convessita .
20.7 Si consideri la funzione dell’esercizio 11.7 e si discuta concavita e convessita .

21.7 Si consideri la funzione dell’esercizio 14.7 e si discuta il comportamento della funzione
nei casi in cui almeno uno degli autovalori e nullo.

22.7 Si diano tre esempi di funzioni differenziabili tutte le volte che si vuole f: R?> — R e che
soddisfino rispettivamente le condizioni

1) ha due massimi e nessun minimo.
2) ha due soli punti critici e sono entrambi selle
3) ha infiniti massimi e nessun minimo

23.7 Facendo riferimento al Teorema 2.5 pag. 98 del libro “C.D.Pagani, S.Salsa: ANALISI
MATEMATICA, Volume 2, Masson editore” che qui riportiamo

(0]
Teorema Siano f,g: X — R, XC R" di classe C?. Se la forma quadratica
sz:]_[fximj (2°) = A°Gs,z, (x°)|hih; = (h, H(2°)h), ristretta all’insieme dei vettori h tangenziali
al vincolo in z° ossia (0g(z°), h) = 0 & definita negativa (positiva) allora z° ¢ punto di massimo
(minimo) forte vincolato.
Si intende chiaramente che z° & punto critico vincolato(7)

1) Si stabilisca la natura degli estremi della funzione F(x,y) = —xy — %any + %1n2 x+ 1,
soggetta alla condizione —xy + %1“7”” con x,y > 0 esercizio 3.8 pag.82 del libro: R.Ferretti, T.Isola,

G.Tarantello: ANALISI MATEMATCA 2, Esercizi, ARACNE EDITRICE”

2) Si stabilisca la natura degli estremi della funzione f(z,y,2) = 2> —x +y?> + y(z +  — 1)
Soggetta al vincoli $2 + y2 = 1, T+ Yy + 2z = 1. esercizio 18 pag.121 del libro S.Salsa, A.Squellati: ESERCIZI
DI ANALISI MATEMATICA 2, Parte Prima, Funzioni di piu variabili e ottimizzazione Serie numeriche e di funzioni,

editore Zanichelli

27 L’origine di tale teorema risiede nella meccanica dei sistemi vincolati
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24.7 Sulla curva di equazione y = 22, z = 22 nello spazio R? trovare il punto z° = (z°,y°, 2°
Y

piu vicino al punto (0,0, 1).

25.7 Si stabilisca la natura degli estremi della funzione f(x,y,z) = 22 + y? + 22 soggetta
al vincolo > 77 ., a;;z;x; = 1 dove {a;;} determina una matrice simmetrica positiva 3 x 3.
pag. 96-97 del libro “C.D.Pagani, S.Salsa: ANALISI MATEMATICA, Volume 2, Masson editore” si dimostri che

corrispondentemente all’autovalore 42 si ha una sella.

26.7 Si consideri I'esercizio 11.7 e si studino gli estremi sulla curva di equazione in coordinate
polari p=e=% >0

27.7*** Si dimostri il Teorema 7.7 del libro di testo

o
Sia f: A— R convessa nell’insieme aperto e convesso A =AC R"
i) f é continua in A ed ammette derivate parziali destre e sinistre in A
ii) se f ¢ derivabile é differenziabile

28.7 Determinare il massimo ed il minimo della funzione f(z,y) = xy dove (z,y) appartiene
alla proiezione sul piano della curva data dall’intersezione della sfera z? + y? + 22 = a2 con il
pianox+y+2z2=0

29.7 Si determinino i punti appartenenti alle superfici di equazione z? + y? + 22 =2 e 22 +

y? — 2 = 0 per cui ¢ massima e minima la somma delle coordinate del punto.

30.7 Stabilire la natura dei punti critici e studiare la concavita della funzione f(z,y) = %2 ("”—22 -

D +y? —y(z® —1)

31.7 E data la funzione di una variabile f (). Dimostrare che ’essere derivabile in z, € equi-

valente ad una delle seguenti condizioni: 1) lim x)— (0,0 f(moJ“h});Jkt(%_k) =f'(z),h>0,k>0

htk>0  2)limge, oo D5 = fa), E<a<n  3) lim(ay) s ey, L2010 —
fW)=f(@) _

Y—ZTo

Es: 4) Dimostrare oppure trovare un controesempio alla seguente affermazione: f’(x}) esiste

se e s0lo se T e )y (. 20 %71;(’7) = f'(z7), £ < n e esiste a positivo tale che =12 < a,
2L < g
§—xo —

32.7**** Gj costruisca una funzione che dall’intervallo [0, 1] vada sul quadrato (funzione su-
riettiva) [0, 1] x [0, 1] (curva di Peano).

33.7* Si dimostri che la funzione dell’esercizio precedente, se & continua, non pud essere
iniettiva.

34.7*** Gj trovi una funzione due volte differenziabile, definita su tutto R2, che ha un solo
punto critico, € un massimo (oppure un minimo) relativo ma non & assoluto. Si tenga presente
che per funzioni di una variabile definite su tutto R cid & impossibile. [da: J.Arias de Reyna;
Ole Jorsboe A.M.M. Vol.93, No.4 (Apr., 1986), 307. la cui soluzione proposta & la stessa contenuta in B.Calvert,
M.K.Vamanamurthy J. Austral. Math. Soc. (series A) 29 (1980), 362-368. Altri esempi possono trovarsi in
D.Smith, J.Marshal Ash, H.Sexton, I.Rosenholt, L.Smylie, Mathematics Magazine 58 (1985), 146-150 ]

Nella seconda referenza vi sono tre teoremi interessanti che cito senza dimostrazione

Teorema 1 Se un polinomio cubico in due variabili ha un minimo locale (diciamo in x = 0)
allora il polinomio ha almeno un altro punto cricico.
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Teorema 2 Se un polinomio quartico in due variabili ha un unico punto critico (diciamo in
z =0), ed é minimo locale, allora il minimo é assoluto.

Teorema 3 Se un polinomio cubico in tre variabili ha un minimo locale (diciamo in x = 0),
allora il polinomio ha un altro punto critico.

35.7** Si dia un esempio di funzione due volte derivabile in (z = 0) (nel senso che esistono
le due derivate prime e le derivate seconde calcolate nell’origine) f(z,y) tale che: 9f(0) =0, la
matrice hessiana ¢ positiva ma l’origine non ¢ un punto di minimo. [da: Bu Qi-yue A.M.M. Vol.95,

No.7 (Aug. — Sep., 1988), 666—667; ’esercizio proposto nell’articolo ha una formulazione un po diversa dalla precedente]

36.7** Si dimostri il teorema:

Sia f:R? — R una funzione C! che ha un minimo locale, non globale (o assoluto) in un punto.
Se f~1(K) ¢ compatto non appena K & compatto, allora f deve avere almeno un altro punto
critico.

37.7***%*% Es: Scrivere una funzione f:R? — R differenziabile almeno due volte che abbia
due soli punti critici, ambedue massimi [da: A. Durfee, N.Kronenfeld, H.Munson, J.Roy, I. Westby A.M.M.
100, No.3 (Mar., 1993), 255—271; le prossime due domande sono riprese dallo stesso articolo]

Es: Scrivere una funzione f:R? — R differenziabile almeno due volte che abbia due soli punti
critici, ambedue massimi e la funzione verifichi f(x,y) = f(—=x,y) oppure f(x,y) = f(z,—y)
Es: Scrivere una funzione f:R? — R differenziabile almeno due volte che abbia solamente k
punti critici, tutti massimi e £ > 2.

38.7** Si trovi una funzione f:R™ — R tale che |f(z)| < ||z|| e ||2f(0)] = v/n
[da: H.Kestelman A.M.M. Vol.78, No.8 (Aug., 1971), p.907]

39.7** Si dica se ¢ continua nell’origine la funzione di tre variabili (z,y, z) e si dia una stima

di d.
2322 4 y322x + By + 228y + 22yPr + 25 40
€T , L7 Y
fz) = 2hy2 + yda? + 2422 4 2224 4 yha2 4 y224
0 z=0
40.7 Si consideri un qualsiasi polinomio simmetrico di n variabili P(x1,...,z,) che abbia un

minimo assoluto in un punto y. Non ¢ detto che le coordinate di y; siano tutte uguali. Dimostrare
perd che esiste un punto 3’ con coordinate tutte uguali tale che JP(y') = 0. 1l risultato non
vale per funzioni C'*°. Si dia un esempio. [da: W.C. Waterhouse; D.Neuenschwander A.M.M. Vol.94, No.4
(Apr., 1987), p.386]

41.7  Sitrovi il minimo della funzione f(z) = Y ., z; In(z;) soggetta alla condizione y ;" | z; =
1.

42.7 Es: Sia f € C1(R",R) limitata inferiormente e tale che se V C R ¢ limitato, allora
f~Y(V) & limitato. Dimostrare che f ha almeno un punto critico.

SOLUZIONI
§7

1.7 - primo del gruppo - La funzione ottenuta come f(z,y) = sin(fi(z,y)f2(z,y)) dove
filz,y) = vy, falz,y) = 22, e quindi Dom(f) = R2. Inoltre essendo tutte le funzioni fi, fo,
sin x, continue nei rispettivi domini ne segue che la funzione f & continua.

1.7 - secondo del gruppo - Dom(f) = R?\{0}. Anche in questo caso la funzione ¢ continua
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nel suo dominio poiché & composizione della funzione continua f(z) = logz e della funzione
f(x,y) = 2% + y? che a sua volta & somma di funzioni continue. Il punto 0 ¢ Dom(f) ma
0 € (Dom(f))" e quindi possiamo ivi definire il limite. Usando il fatto che V M < 0, 34,, t.c.0 <
x <6, = log(z) < M siha che per 0 < \/z2 +y2 < /6, si ha log(z? + y*) < M e quindi
lim, 0 f(z) = —o0

1.7 - terzo del gruppo - Dom(f) = R®\{z | y # 0}; & continua sul suo dominio. Sia 5 tale

che |2 < 6 = [€=1 — 1| < ¢
lyo|  =2lzel 2o ) 7 lvel 50 (q . lzo] Il
Se [lz — z,|| < min{= 1l Tt <(1—|—5)(1 +eh)  BelalD (14 ), el allora | f(a) -

f(z,)] < &’ da cui la continuita.

1.7 2) 1l primo limite & vero; il secondo ¢ falso.

2.7 fi(z) : Dom(f1) = R?, ¢ differenziabile in R? \{0}. Nell’origine non & continua; am-
mette derivate parziali ma non ammette derivata lungo una qualsiasi direzione diversa dagli assi
coordinati.

2.7 fo(z): Dom(fs) = R2; ¢ differenziabile in R? \{0}. E continua e derivabile nell’origine
2.7 fi(z): Dom(f3) = R?; la funzione & differenziabile su tutto il dominio.

2.7 fu(x): Dom(fs) = R?; la funzione & differenziabile su tutto il dominio tranne il punto
(0,0)

2.7 fs(x) : Dom(fs) = R?; la funzione ¢ differenziabile su R? \{0}. In 2 = 0 la funzione

non € continua.

2.7 fe(z): Dom(fs) = R? la funzione ¢ differenziabile su R? {z € R? | |y| = 2? V y =0}.
Se y = +22 V y = 0 non & continua. Va notato che ogni derivata direzionale calcolata in 0
¢ uguale a zero e quindi 9, f(0) = 9f(0) - v = 0 benché la funzione non sia neppure continua
nell’origine. B

2.7 fz(z) : Dom(f:) = R2; la funzione ¢ continua e derivabile su tutto il dominio. E
differenziabile su R? \{0}.

2.7 fs(z): Dom( fg) R?; se a < 3 la funzione & differenziabile. Se 1 < a < 1 la funzione
& solo continua. Se oo < L la funz10ne e derlva,blle e se o > 1 la funzione non ¢ continua.

2.7 fo(z): Dom(fy) =R?* InR?\{0} la funzione ¢ differenziabile. Se o < 7 ¢ differenziabile
anche nell’origine. Se a < % ¢ continua ovunque. Se a < % e derivabile ovunque.

2.7 Per quanto riguarda 'ultima parte abbiamo che il limite di f; non esiste in E; per qualsiasi
1 mentre per f5 il limite esiste per F3 ed Fjy.

3.7 La funzione ammette limite nei punti: z € R?\{0} se a = 2p, p € Z, ze€R?sea=1,
{zeR|y=0,2#0}sea=2p+1,peZ\{0}, {2eR’|y=0,2#0}sea="72pg
primi fra di loro ¢ # 1, {zeR?|y#0}seacQ

4.7 fi(z) : Dom(f1) = R?, e la funzione & continua sull’insieme dei punti per i quali y >
0V (y=0A2=1) V y<0.0,f(x) esiste per ogni punto ma 9, f(z) esiste solo se x # (&,0)
con ¢ # 1. La funzione ¢ differenziable in R? \{z | y = 0}.

4.7 fo(z): Dom(fz) = R?; la funzione ¢ differenziabile ovunque.
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4.7 f3(z): Dom(f3) = R?; la funzione ¢ differenziabile ovunque.

4.7 fi(z): Dom(fs) = R?; la funzione ¢ differenziabile ovunque.

4.7 fs5(z): Dom(fs) = R?; la funzione ¢ differenziabile in R? \{z | y = z}

4.7 fe(z): Dom(fs) = R?; la funzione ¢ differenziabile ovunque.

4.7 fz(z): Dom(f;) = R?; la funzione ¢ differenziabile in R? \{z | 22 + ¢y? = 1},
4.7 fs(z): Dom(fs) = R?; la funzione & differenziabile in R? \{z | 2% + 3y? = 1}
4.7 fo(z): Dom(fe) = R?; la funzione ¢ differenziabile in R? \{z | y*> = 23} U {0}
4.7 fio(z): Dom(fio) = R?; la funzione & differenziabile ovunque

6.7 1) 0y, (—1,2) = (5+tana)cos; il minimo lo si ha per a = arctan(—2); se |8] < 2v/2 1a

funzione ha la concavita diretta verso I’alto. Se |3| > 21/2 la concavita non ¢ definita. 2) 1
punti (0,0), (0,£1) sono delle selle mentre (1,1) e (—1,—1) sono dei massimi

2) 1l punto (0,0) & una sella mentre i punti (1,1) e (—1,—1) sono dei massimi

7.7 i): 2=(2+a)z+Py+1—a—p3; ii): Sea < 0e S <0 allora la funzione & convessa ossia
f(z) < az+by+c; per ogni z tale che [|(z,y) — (1,1)| < 3. iii): a>0,8>0e0<a+B<1.

8.7 i) (0,0) ed ¢ una sella, (i\%, —1) e sono altre due selle iv) y =e 2 — (x — 1)e~?

Zq

" T'L— TiYi— 5y 1yz 1 1
9.7 b_%<2z 1Yi — azizll‘i)eazzt— E(ZZ
i=1 l

0,0), By = (1,0), R_ = (~1,0), P, = (},1), P, =
(5 2), Ps = (5, 3), Pr = (3, Dalla matrice hessiana viene fuori che P; e P3 sono
dei massimi relativi e f(Py) = f 2 mentre P, e Py sono dei minimi relativi e f(Py) =
f(Py) = —%. Ry e Q4 sono selle. Essendo f(1,1) = f(-1,-1) = -1 < —% sono punti di
minimo assoluto mentre f(1,—1) = f(—-1,1,) =1 > % e quindi sono massimi assoluti.

11.7 1 punti critici sono dati da P
)
5)

A[\j
I = I

12.7 Per f; abbiamo I'unico punto critico dato da (—%, —%59) ed e una sella. Per f; abbiamo

i punti critici (0,0) e (0, —3%) e sono rispettivamente un minimo ed una sella.

13.7 i) f(z,y) ¢ continuain {z € R? | y # 2} U{(0,0)}U{(1,1)}, ii) 2 = 5z — 2y +4, iii) Non
esiste, iv) se y > x la concavita e rivolta verso il basso, se y < x il determinante della matrice
hessiana € negativo e non & possibile individuare una concavita definita (tutti i punti sono di
sella).

14.7 i) f(x,y) ¢ differenziabile ovunque tranne sulla curva x = 5. E continua in {z €
R? | y? # 2} U{(0,0)} U{(1,1)}. Non & derivabile in (0,0) ed in (1,1) ii) Il piano tangente
in (0,0) non & definito iii) se x > 3 la concavitd non stretta ¢ rivolta verso l'alto. Se z < y3
lo stesso la concavita non stretta e diretta verso 'alto per y > 0 mentre per y < 0 la concavita
non stretta e diretta verso il basso.

Si veda a tal proposito I'esercizio 21.7

16.7** Per la dimostrazione di i) si veda la risoluzione. Per quanto riguarda la ii) si consideri
la funzione
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xsin ! y#0
flz) = y

0 y=0
Essendo |f| < |z| la funzione ammette limite nell’origine uguale a 0. La ipotesi 2) non &
verificata in quanto lim,_,o f(z) esiste solo se x = 0 ed infatti lim, o lim, ,o f(z) = 0 ma
lim,_,o lim,_,¢ f(z) non esiste.

Essendo inoltre nell’origine continua se ne deduce che la continuita in un solo punto non e
sufficiente per dimostrare la proposizione. Quindi la stessa funzione funge da controesempio
alla domanda iii). Quello che serve & la continuita in un intorno del punto. In altre parole
se la funzione ¢ continua in un intorno di (z,,y,) allora ¢ vero che lim,_,,, lim,_,, f(z,y) =

limy—>yo hmm—mo f(:E, y) = hmg—@g f(iL‘, y) = f(mm yo)'

Detta infatti B(0;r) la sfera aperta di raggio r intorno all’origine, sia (x,,0) € B(0;r) un
punto della sfera aperta. Essendo la funzione ivi continua si ha lim,_, o) fla(z) = f(z0,0)
dove A = {z € R% 21 = z,,|22] < a A z € B(0;r)}. Essendo poi continua in (0,0) si ha
lim, o f|g(z) = £(0,0) dove B={z € R? | 22 = 0,|21| <b A z € B(0;r)}. A questo punto
possiamo scrivere f(z)— f(0) = (f(z)— f(x0,0))+(f(z0,0)— £(0,0)) e ciascuno dei due addendi

€ piccolo per quanto scritto. Ne segue la tesi.

Per quanto riguarda il punto 1) le risposte sono date da :

1 1 y? — 2
Tsin — y#0 ysin — x#0 —_— z#0
flz) = Y flz) = x flz) =4 y*+2?
0 y=20 0 =0 0 =0
Per quanto riguarda il punto 2) le risposte sono date da :
2 2 2 2
Yy —x 1 Yt —x 1
——— +xsin — 0 ——— +ysin — z#0
fla)=q =* + ¢ y V7 fay=4 2+ N 7
0 Yy = 0 z=0
rsin — + ysin — x#0
fla) = 7
0 z=0
Per il punto 3) e 4) la risposta & data rispettivamente da
2 2
Yy -
S——s T#0 L zy#0
A f@:{o ry =0
0 z=0 Y
17.7 La funzione seguente, che puod trovarsi sul libro di testo,
YV ryE a#0 . : U .
flz)y=< = verifica le ipotesi ma non e continua nell’origine. Si veda a tal

0 z=0
proposito 1’esercizio 27.7.

18.7 Gli unici punti critici sono (0,0) (sella) e (1,1) (massimo). Nell’insieme {z € R? | 4zy >
1 A x > 0} la concavita & rivolta verso il basso. Nell'insieme {z € R? | 42y > 1 A z < 0}
la concavita ¢ rivolta verso l'alto. {z € R? | 4oy <1 A z > 0} ¢ costituito da punti che non
hanno concavita definita.

22.7 1) f(z,y) = (%4 - %)e‘y2 ha tre punti critici. Due sono massimi ed uno ¢ una sella,
2) fla,y) =5 (5 =Dy 1) 3) fle,y) = (o +sinz)e
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26.7 Vi sono infiniti punti critici che soddisfano la equazione tan(26) = %, p=e"?,
A = sin(20)p(1 — 2p?)

28.7 Massimi in (0, %) e minimi in (+a, 0)

34.7**  f(x,y) = —25 — 2* — y? + 2y2? + 2y2® + 2% ha un massimo relativo in (0,0) con

f(0,0) = 0, non ha altri punti critici ma non & sempre negativa o nulla.

La stessa cosa accade per la funzione f(z,y) = 2° — 2* + 2% — 22 — y? — 22y — 2ya® G
rt+9t 3
— 5 5%y z#0 : .
35.7**  f(r,y)=1< 224y 2 .Ovviamente la funzione non deve essere due volte
0 z=0

differenziabile perché altrimenti il punto deve essere per forza di minimo. Si verifichi che x =
(0,0) & un punto critico, la matrice hessiana ha autovalori positivi ma ’origine non € un minimo

in quanto f(z,z) = —32?

39.7** Dimostrare che se a,b,c > 0 allora Z a’b?e < Z a*b?

sym sym

RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI

1.7 sin(z?y) Dom(f) = R? . Applichiamo la definizione

Ve>030 >0te (@—2,)2+ (y—yo)? < 6 = |sin(z?y) — sin(z2y,)| < e. |sin(z?y) —
sin(3yo)| < [(2%—22)y+a3(y—yo)| = [(w—2,)(2+2,)y+25(y—yo)|. Ora imponiamo [z —z,| < 1
e [y —yo| < 1 ottenendo |sin(z?y) — sin(a2y,)| < (1 + 2|zo|)(1 + [yo|)|z — zo| + 22|y — yo <
max{(1 £ 202o)(1 + lyol), 22}v2y/(F — 2o + (5 — o) < = non appena

— 2 _ 2 £ . .
\/(33 To)? + (Y — 40)* < el (I 2lma) () 2213 © quindi

J— 3 [
e = min{V2, S D e va
Si poteva stimare anche nel seguente modo |sin(z?y) — sin(z2y,)| < (1 + 2|z,])(1 + |yo])|x —
ol + 23ly — yol < (1 + 20201 + |yol) + 22)V2/(& — 20)2 + (y —y0)? < € da cui &, =
: . . N
min{v/2, ((1+2|%|)(1+‘y0‘)+x2)\/§} che & non piu grande del precedente.

In conclusione lim,_,,, ,.)sin(z?y) = sin(z2y,) e quindi la funzione & continua in R* .

In relazione all’esercizio successivo vale la pena sottolineare che le formule precedenti valgono
qualsiasi sia x, e y,.

E forse utile dire due parole sulla risoluzione. La maggiorazione che definisce la continuita ossia
|f(z) — f(z,)] < e & costituita dalle due disequazioni f(z,) —¢ < f(z) < f(z,) + ¢ ed in
generale ¢ impossibile, oltreché inutile, risoverle nella loro generalita. E impossibile poiché le
disequazioni risolvibili sono poche cosi come le equazioni. E inutile in quanto cio che interessa
e la risoluzione delle disequazioni in un intorno del punto x,. Per questo motivo, a partire dalla
formula |f(z) — f(z,)| < € si cerca di arrivare a scrivere | f(z)— f(z,)| < A(z,)||z—z,||* < € con
a > 0. In tal modo si ottiene d. = (ﬁmo))i. Un ulteriore problema che lo studente/ssa incontra

risiede nel fatto che |f(z) — f(z,)| non é nella forma f(||z — z,||) e bisogna quindi manipolare
la funzione in modo tale da maggiorarla con qualcosa che abbia la dipendenza voluta. Se si
guardano i passaggi precedenti si notera che essi sono tesi proprio ad assolvere allo scopo. Tali

(B-7) J Arias de Reyna; Ole Jorsboe A.M.M. Vol.93, No.4 (Apr., 1986), 307 e B.Calvert, M.K.Vamanamurthy
J. Austral. Math. Soc. (series A) 29 (1980), 362-368 propongono la stessa funzione ossia f(z,y)=x>+y>(14+z)3.
Altri esempi possono trovarsi in D.Smith, J.Marshal Ash, H.Sexton, I.Rosenholt, L.Smylie, Mathematics Magazine

2
58 (1985), 146—150 e precisamente f(z,y)= 1;;2 —l—(2y2—y4)(em—&—1_‘_1902)7 flz,y)=e"Y" (223 —3z24+1)+e ¥ (223 —322) e

ancora f(xz,y)=3ze?—x3—e3¥ ]
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maggiorazioni sono il piu delle volte necessarie ma non sono gratuite. Infatti il prezzo che si
paga si risolve in un §. piu piccolo di quello che si avrebbe se si riuscisse a risolvere esattamente
le disequazioni |f(z) — f(z,)| < . A tal proposito ci viene in aiuto il fatto che davanti a 6. vi é
3 e quindi ce ne basta uno (ancorché piccolo).

1.7 log(z? + y*) Dom(f) = R? \{0}. Cominciamo con il trovare il limite in un punto del
dominio. Dobbiamo risolvere la disequazione log(z2 + y2) — ¢ < log(z? + y?) < log(x2 + y2) +
e. Facendo l'esponenziale e sottraendo x2 + 32 si ottiene (22 + 32)(e™° — 1) < (2% — 22) +
(v* = v2) < (22 +yg)(ec — 1) e quindi (2? — 27) + (y* — v7) < min{(23 +y7)(e™* — 1), (a7 +
y2)(ef — 1)} = (22 + y2)(e™° — 1). Ora poniamo |z — z,| < 3|zo| € |y — yo| < %|yo| da cui
(2% = 22) + (* = y2)| < |2 = zollw + ol + |y = Wolly + yol < |2 — zol3lo] + |y = yol31yo| <
V(@ —20)% + (y — yo)2V2max{2|z,|, 2|y,|} ed a questo punto imponiamo

V(@ —20)% + (y — yo)2V2max{3|z,|, 3|yo|} < (#2 +y2)(e° — 1) da cui discende

6o = min{ % (|zo] + [vol), \f(fn;j())f;:hglyol}}

Si puo notare come sia consentito che z, = 0 oppure y, = 0 ma non tutte e due. Il valore del
limite nell’origine e stato studiato precedentemente.

1.7 Esaminiamo solo sin(ev). Dom(f) = R2\{(z,y) | y = 0}, (Dom(f))’ = R2 e quindi ha
senso esaminare il limite in tutti i punti del piano. Cominciamo dai punti che stanno sull’asse
delle ascisse. Su tali punti il limite non esiste. Sia infatti x, # 0 (ad esempio z, > 0) e
consideriamo le successioni z,, = (%o, Yn) con yp S 0ez, = (xo,y),) con y, N\, 0. Si ha

2
lim,, s 1 00 sin(eﬁ) = 0 essendo lim,,_, (e yn) = 0. Del resto si ha pure lim,,_, 1 (€ yn) = 400
e quindi il limite non esiste a causa del Teorema ponte. Dunque nei punti (z,,0) il limite
non esiste e la stessa cosa accade nei punti con z, < 0. Se x, = 0 allora consideriamo la
successione (2, ma,) con z, — 0. Quello che si ottiene & f(z,, mx,) = sinem e quindi il limite
dipenderebbe dalla successione considerata che € come affermare la sua non esistenza.

Sia ora p = (Z,,Y,) con y, # 0 un punto del dominio. Dobbiamo dimostrare che ¥V e > 0 3 §. >
0 t.c. /(r1— (20)1)2 + (11 — (Y0)1)2 < 0 = |f(z) — f(z,)| < € e quindi bisogna studiare
la disequazione |sines — sines | < e. Usando la ovvia identitd: |sinev —sineve | = |(sinev —

S . @0 . #o . : o £ Zo . Zo
sine )+(sinev —sinewo )| ed essendo ]smx smy| < |z—y|, maggioriamo con |ey—e v H—]e v —

e e | che pud essere riscritta come [e v (1—e™ v~ )|+|eve (1—e 5 ~ve )| = e (1—e v )|+|eve (1—
ZoWo )
e o )] E evidente che ciascuna delle precedenti espressioni tende a zero per r — x, € Yy — Yo.

|yo|
2

Per stimare . bisogna fare del lavoro ulteriore. Imponiamo \/(z — )% + (y — y,)? <

(perché & importante porre la limitazione 3|y,|?). In tal modo si ha % = |yo| — @ < |yl <

Zo T—Zo lzol| X—To
Yo| + |y° = 3|y,|. Si ottiene subito |e ¥ (1 —e v )| < e’Tvol ](1 —e v )|. Ora usiamo il fatto
che —e+1 < 6—71 <e+1lper|z| < 5. L’espressione |6170( —e )| puo dunque maggiorarsi

lzol T—x T—x
con e*Tuol 2(1 + 5)' r |°| per 2122l o |°| < 6 ossia lx — zo| < ?"2|(5£-) Il secondo contributo
Zo zo(Wo )
leve (1 — e “wio )| si stima con eToel 2(1+¢) EO" ‘y|yy|°| per 2|y |2 ly — o < 6. Ora mettiamo

assieme i due contributi ottenendo la seguente stima superiore e’ et 2(1+ 5)% + em 2(1+

)l‘zzlly yo|? = 2(1+5)|1’ Io|l+||y yol(e |y0| + leolle\yo ) < 2(1+5)|w mo|l+||y Yol 2‘yo (14 I‘aro‘l) se

|z —z,| < |y"|(5(1) e 2‘5"“2 Yy — yo| < 5. Dunque se |z —z,|| < mm{T§ 5 ol =215t ((1 +e)(1+

-1
%)) ,;“%5(1)( ||‘;:|‘), |y2°|} allora |f(z) — f(z,)] < &' da cui la continuita (*7). Appare

evidente che y, = 0 ¢ escluso da tale contesto.

(4.7) La cosa migliore da fare per lo studente/ssa consiste nel rifarsi i calcoli in proprio e poi eventualmente confrontare
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1.7 2) Applichiamo la definizione 7.2. In questo casol € R*\R ,V,, = {z € R | 2z >
M,M >0}, U, ={z € R? ||z|>r,r>0}, X=FE.
Dobbiamo dimostrare che V M >03r >0 |z €U, NE = z?y e V,, ossia 2%y > M.

zy > O/x2 + 32, (C da calcolare)

1 1
Eleviamo al quadrato zty? = §x4y2 + §x4y2 > C?%(2% + y?) per cui

1 1
§w4y2 > (0% = §x2y2 > (2

e cio e implicato da

1 4
5(@y)? > % > (0% = C<d®/V2
L’altra equazione ci da
ed anche qui operiamo
1 1
542§CL4202 < CSCLQ/\/E

Abbiamo ottenuto che per z,y > a > 0 e per C < a?/+/2 si ha

2y > C\/a? + 12

Ne segue
?y>CVa2+1y2>M = r> maX{M/C’, \/ﬁa} > maX{M\/é/az, \/§a}

Si puo notare come r = r(a, M) — +00 per a — 0 per ogni valore positivo di M. Questo fatto ci
dice che il secondo limite e falso. Prendiamo le due restrizioni di f determinate dai sottoinsiemi
di £

E\CE, E={zeEuz=y}, Ey={zecEy=1/2"}

Chiaramente lim f|g, = 400, f|g,(z) = 1 per cui il limite vale 1. La conclusione ¢ che il limite

r—x
= =0

non esiste.

2.7 —Parte prima— fi(z) : La funzione e discontinua nell’origine a causa del Teorema 7.1.

Infatti se indichiamo con A = {z € R? |y = mz,x € R} siha0 € A’ e quindi per essere continua

deve aversi lim,_,o f |a(z) = 0. Essendo pero (da dimostrare) lim, o f |a(z) = lim,_, f(x, mx)
m

elim, o f(z, mz) = 1 += 7 0 se m # 0 ne consegue che la funzione non ¢ continua nell’origine.

Dimostriamo ora che lim, o f |a(z) = lim,_o f(x, mz).

Supponiamo che esista lim,_,o f|a(z) =1 (I € R). Cio vuol dire che Ve > 0 3 6, t.c. 0 <
lz|| < 6. N x € A = |f(z)—1] < e. Considerando ora chi & 'insieme A, essa diventa
Ve>030 te. 0 < VI+m?|z| <= |f(z,mzx)—1| <e.

L’affermazione lim, o f(z, mx) = [ per definizione ¢ Ve > 0 3 dote.0<|z| <6 = |f(x,ma)—

I| < e. Se dunque si prende 6. = ﬁ si ottiene che la esistenza di lim, o f |a(z) = [ implica

lim, o f(z,mz) = I.

con quanto scritto sopra.
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Supponiamo ora che lim,_,o f(x, mz) = [ e ad e corrisponda d.. Ebbene il valore d.v/1 4+ m?2 &
il valore corrispondente ad € che si trova impostando limy_,o f |a(z) = L.

Negli altri punti ¢ continua in quanto e il rapporto di due polinomi ed il denominatore non
si annulla mai. Naturalmente cio non costituisce una dimostrazione ma bisogna impostare il
seguente conto: Ve 3 6. tc. ||z —z || < 0 = |f(z) — flz,)| < e. Sia z, = (20,Y0) #
wyrstayys —ewoyo—y royo

(0,0); la disequazione da risolvere per ||z — x| < 0. & data da | D) | <
e. Per questo riscriviamo il tutto come (“g;;ﬁzgggggi;go) = ((m_‘ro)zé;jj;gz)f‘(’;ﬁgéy)yo_m") Es-
sendo (o, 9,) # (0,0) si pud porre [z — z,| < 3llz,/l e quindi Flz,[ > llzll > 3zl

Di qui si passa a |yyo — 220 < max{[yo], [rol}v2|z| < max{]yol. lﬂfo!}\/_(Hon + zllz.l) =
max{|yol, [2o|}V23l|z, [ < V23 llz,)1? (si & usato max{|z,|, [yol} < llz,|). noltre |(z — zo)yo +
Zo(Yo — )| < max{|y,l, |z.|}V2||z — z,|| < V2|2, |||z — z,||. Riunendo tutte le stime si puod dire

scrivere |f( ) ( )| < lz, V23 [lzo ) V2llz, llllz—z, | _ 12”1 z,l da cui 6. = m1n{2||x H €||l’o||}

2,112 21z, |2

(anche qui si vede come essenziale sia stablhre che x # 0.)

llz, |l

3.2 3.2
yz x2y2 z70 $2 x?; 2 70
Ouf(z) =1 (2* +9?) Oy f(z) =« (z*+y?)
0 z=0 0 z= Q
D, (0) = limy_o %f( 201v9) = limy_yq 222 ed il limite non esiste se vy - v # 0

Verifichiamo che la funzione non ¢ differenziabile nell’origine. limj_,o m( f(0+ h) — f(0) —
9f(0) - h) = limp_o ”—iﬂf(ﬁ) = limy, o W # 0 (basta prendere la direzione h; = hag;

notare che lungo uno qualsiasi degli assi il limite non & nullo).

La funzione ammette infiniti punti critici e precisamente l'insieme dei punti {z | y = +z}. Su
tali punti la funzione vale %

@3 3 P 3 444 gu2y2 . .
One f(2) = =LHZEY, 0y f(2) = —Pr 3%, Oy f2) = — (455 ovviamente le derivate
seconde valgono per z # 0. E evidente che la matrice hessiana ha determinante nullo pery = +x
(perché?)

A tal proposito va detto che se una funzione é solo derivabile in un punto (ad esempio l'origine)

ma non differenziabile, si puo certamente definire la quantita f(0)+0f(0)-h. Cio non vuol dire

che esiste il piano tangente in quanto non ¢ verificata la relazione lim || 1h)— f(|(|))” 9Ok _ ),

E questa una delle differenze maggiori rispetto alle funzioni di una variabile perché in quel caso
f(x0+h)_f(xo)_f/(a:o)h — O
- =

lesistenza della derivata implica che limy_,q

2.7 fo(x):  Dom(f)=R? Per quanto riguarda la continuita fuori dall’origine si possono

. . . . . 1 . . .
rifare esattamente i calcoli d1 prima xe(zi/ ottenere 6. = min{ 15+5 f’ 5llz,||}. Si tratta di risolvere

2+ ~ e _| < e per ||z —z,|| <J.. Siottiene (modulo a parte)
Yy x

(2= wo)y +(y —yo)to | VIS~ VIEHYE (= To)y (Y — o)t
JET AR/ A
o+ Yo — 2% —y?
(V73 +y3 + /22 +y2)\/w§ +y2y/2? +y?
e prendendo ||z — z,|| < 3||z,]| si pud maggiorare il primo addendo con

infatti la disequazione | 7

+

T ToYo

3
2ol 5|z, I +lz, llly=yol -

zllz, |l -
3 V2| z—
x r—x . . .
2 H_O||1||$Hﬂ ol < 3v/2||z — z,|| mentre il secondo si maggiora con
2 11Zo
Iz H2Im—wo\(lwo|+%||£O||)+|y—yo|(|yo|+%IIQOH) < lzPllz—z, 5 V2 20Hx x|
211=0 HERTERTERES N - Sz, II?
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Sommando i due addendi si ottiene |fo(z) — f2(z,)] < (5+ 2v2)|lz — z,| da cui
6. = min{—2— 1]z, }.

Per la continuita nell’origine basta porre |zy| < (22 4 3?) per convincersi che la funzione &

2
continua anche nell’origine.

La funzione & ovunque derivabile fuori dall’origine. La derivata direzionale nell’ origine vale

lim;_,q % fa(tvr,tvg) = 3 |t|i/1% e quindi il limite non esiste valendo \ \ v}vz 2 11 limite esiste
solamente se v1v2 = 0 ossia quando la derivata direzionale e in realta parmale da cui 9f2(0) = 0.

Nell’origine non e diffenziabile in quanto limy,_.q A —Mha 165 & nullo se hy = ho.
A2 R\ /n2+n2

2.7 f3(z) : Per la continuita in z # 0 si puo dire che la funzione e il quoziente di due
polinomi ed il denominatore ¢ non nullo dunque ¢ continua. Nell’origine pure ¢ continua in
virtu della disuguaglianza z? + y* > 22 da cui segue che |f(z)] < y? < ||z||? < € per ||z]| < /.

2275 2:1:2y(a:2 . y4)
0.f@—{ @iyp =70 0@ =] @ryp 70
’ z=0 0 z=0

Infatti nell’origine le derivate sono 0, f(0) = lim;_,0 (f(¢,0,) — f(0,0)) =0 e
9, f(0) = limy—o 1(f(0,¢,) — f(0,0)) = 0.

Per quanto riguarda la differenziabilita nell’origine bisogna vedere se € nullo il limite

212

limy, o W (f(h1,h2)—=f(0)=0f(0)-h)) = limy_o m hngth‘l Stante la maggiorazione usata prima
= — 1 2

si ha 2y < £ < |y| ossia ”}1L“ h}; fh4 < |h2| e quindi la funzione ¢ differenziabile

(@2 4yt /a2 +y? T a2ty
in z = 0. La dimostrazione che negli altri punti pure e differenziabile oppure no e piti complicata
per via del fatto che in generale le derivate parziali non sono nulle. Si puo ricorrere al Teorema
7.3 e quindi bisogna dimostrare che le derivate parziali sono continue per x # 0. Che cio
e vero lo si evince usando lo stesso argomento che ha condotto a dire che la funzione era
continua in qualsiasi punto che non fosse I’origine. E interessante verificare se le derivate parziali
sono continue anche nell’origine. Gli indizi che abbiamo (la differenziabilita nell’origine) ci
dicono che 0, f(z) e 0, f(y) potrebbero essere continue per z = 0. Cominciamo dalla derivata
rispetto ad y. Dobbiamo far vedere se V € 3 6. t.c. ||z|| < d. = |9, f(z) — 0, f(0)| < € e quindi
2y (2% —y?)

(:r2_|_y4)2
10, f(z)] <2 m;’iyy4 | <ly| < ||z]| e quindi & continua nell’origine. Passando alla derivata parziale

dobbiamo risolvere la disequazione | | < e. Essendo 22 — y* < 22 + y* si ottiene

rispetto ad x si deve risolvere la disequazione 2% < e. Considerando ora il limite lungo la
curva {z € R? | y = azl/ 21 si ottiene lim, .o % che dipendere dal valore di a e quindi il

limite non esiste concludendo che 9, f(z) non & continua nell’origine.

2.7 fi(z) : Dom(f) = R2; E differenziabile in R\{0}; basta usare gli argomenti degli
esercizi precedenti.

Per la continuitd nell’origine usiamo la solita formula |zy?| < 1(z* + y*) da cui segue che
|f(2)] < |yl < ||z|| e quindi §. = e. Pensare di far discendere la continuita dal solo fatto che
lim, o f(z,mz) = lim,_,o 11‘;—212 = 0 per ogni m fissato ¢ sbagliato. Quello che bisogna ancora
dimostrare e la uniformita in m del limite. Il calcolo che segue esemplifica il concetto. Vogliamo
dimostrare la seguente

Proposizione La funzione é continua nell’origine se e solo se, detta r una qualsiasi retta
passante per l'origine, si ha lim,_,¢ f|,(z) = 0 uniformemente in r

La notazione f|.(x) vuol dire come al solito la restrizione di f all’insieme r
Dimostrazione
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=-: supponiamo quindi che la funzione & continua nell’origine e sia . sia 'intorno che entra
nella definizione di continuita. Si badi bene che J. dipende chiaramente solo da e (oltreché dal
punto in cui si sta esaminando la continuita ma quest’ultima dipendenza non ci interessa in
quanto attiene alla uniforme continuita che non & oggetto di attenzione ora). Cominciamo a
considerare come retta r I’asse delle ordinate. In tal caso abbiamo f|.(z) = 0 e quindi d. puo
essere qualsiasi numero positivo.

Consideriamo ora una retta di equazione y = mux.

Ebbene dal Teorema 7.1 e dalla particolare forma dell’insieme r segue che qualunque sia il
valore di m, purché sia Va2 + m?z? < 0., si ha |f4(z,mx)| < € e 0. ¢ il numero che entra nella
definizione di continuita (vedi l'esercizio fi di 2.7. Poiché tale numero & certamente indipendente
da m si ha 'uniformita in m.

<: Ora come ipotesi abbiamo che il limite ¢ uniforme su tutte le rette passanti per il punto.
Procediamo per assurdo supponendo che la funzione non sia continua. Supponiamo quindi che
de>0 |Vi>0Tzs | llasl <0 A [falzs)] = e

A questo punto consideriamo una successione di valori {dx} = {%} k=1,2,3,..., e per ogni
valore di k individuiamo il punto T1 = (x 1,y1 ) come dalla definizione precedente. Ogni punto
z1 individua una retta passante per ’origine e per il punto z 1 stesso con un coefficiente angolare

my, dato da 2% (per z1 = 0 il cioefficiente vale +o00). Il fatto che + — 0 per k — +00 vuol dire

che esiste una successione di coefficienti angolari {my} = {Z*} rispetto alla quale d.(my) = 1
tende a zero e quindi non si avrebbe uniformita rispetto al coefficiente angolare contrariamente

all'ipotesi. Non si ha uniformita nel senso che infxen dc(my) = 0.

Vogliamo mostrare ora che nel caso della funzione f4 si ha la uniformita rispetto al coefficiente

angolare del limite per x — 0.
2

Dire che lim,_.q f4(x, mz) = 0 significa dire che Ve > 0 3 6.(m) | || < -(m) = H'_Z%—ﬁmg' <e
e notare che necessariamente 6 dipende, oltreché da e, anche da m. Il problema che ci si pone
adesso e di cercare l’estremo inferiore di d.(m) al variare di m nei reali. Se tale estremo
inferiore € un numero positivo allora si ha uniformita nel coefficiente angolare m e quindi la

31,.2
% < e ossia m3z? < (1 + miz?) se
m > 0 e quindi m32%(1 — em) < e. Se m = 0 qualsiasi valore di = va bene e quindi J. = +o0.

Sem >0 A 1—em < 0 ossia m > %, vale ancora J. = +00. Se0<m<§allorasi ha

2] < #ﬁ = 6c(m).

La cosa importante da notare ora & che inf,_,, 1 d.(m) = 2 > 0 e quindi abbiamo ottenuto un
valore buono per ogni valore di m.

|

continuita della funzione. La disequazione diventa

Se m < 0 la disequazione da risolvere & data da —m3z2(1 + em) < 0. Se 1 +em > 0 ossia

m < —1 allora §. = +oo. Se invece —2 < m < 0 allora si ha |z| < (_m)%m = 6:(m) ed

inoltre inf_1_,,,d:(m) = &? > 0. Alla fine abbiamo ottenuto che d.(m) = € per ogni valore
di m per cui della funzione ¢ dimostrata la continuita nell’origine anche per quest’altra strada.
La funzione f5 rappresenta un caso opposto ossia i calcoli analoghi ai precedenti portano ad
avere l’estremo inferiore cercato prima nullo.

p2 cos 0sin® 0

Se si usassero le coordinate polari si dovrebbe dimostrare lim,_, T 01 si 0 = 0 per avere

continuita. Non e lecito dire che lim,_ &% = lim, g W e che
lim,_,0 % = 0 in quanto al numeratore vi & una potenza positiva di p. Infatti p?sin® 6
tende a zero rispetto a cos® 0 solo se O # 5 + 2km (si veda l'esercizio 4.7 f5 e 17.7)

Passiamo ora alla derivabilita parziale. La funzione & ovunque derivabile sul suo dominio.
Nell’origine le derivate sono 9, f(0) = lim;—,0 1 (f(¢,0) — £(0,0)) =0 e

9, £(0) = lim, o L(£(0,2) — £(0,0)) = 0.
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d,f(x) = mz'quzl - (fzafgj)z = ?;2__;[;4%?; ayf<£) = I32y_iZ4 - (x;lfj;p = 3?;29&_'3:;496)%6-

limg 00, f(z,/Z) = 1 #0 e lim,_0 0, f(x,a/z) # 0 per a # 1 per cui le derivate parziali non
sono continue in (0, 0).

Per quanto riguarda la differenziabilita nell’origine abbiamo limy, o ”ﬁ (f(h1,he)—f(0)—0f(0)-

: 0
h)) = limp_,0 ”,11—H h’;f,; e lungo la curva hy = y/h; il limite non esiste (che le derivate parziali
- — = 1 2

non potessero essere entrambe continue in (0,0) era gia evidente)

2.7 fs(z): Dom(f)=R2; E continua ovunque fuorché nell’origine in quanto

lim, o f(z,/x) = % Altrove ¢ differenziabile. E opportuno osservare che lim,_o f (x,mx) =
limg 0 775552 = 0 per ogni m in altre parole il limite nell’origine ¢ zero lungo qualsiasi retta
passante per l'origine chiaramente. Facciamo vedere ora che sulle rette tale limite € si zero
ma non uniformemente rispetto al coefficiente angolare m della retta. Dire che tale limite e
uniforme rispetto ad m significa che V e 3 6. t.c. |x| < 6. = |f(z,mx)| < € e la cosa importante
da osservare e che . non dipende da m. L’impostazione del conto precedente, nel nostro caso,
implica dover risolvere la disequazione em?z? + ¢ > |ma|. Se m = 0 & vera per ogni = e quindi
de(M)m=0 = +oo il che andrebbe bene. Se m > 0 e x > 0 la disequazione da come risultato
1-V1-4e? = 1+Vi—de?

rT< T =5~ Vo>xy =—F——¢€ poiché ci interessano valori arbitrariamente vicini
all’origine consideriamo 0 < x < x_. Se m — +o0, z_ — 0 ossia inf,,~ox_(g,m) = 0 e questo

e il segno che non si ha uniformita rispetto al coefficiente angolare m.

2.7 fe(z) : E continua in {z € R? | |y| # 22 V y = 0}. Che sia discontinua su {z €
R? |y =422 vV y = 0}\{(0)} ¢ evidente. Un po meno evidente & che sia discontinua anche
nell’'origine. Infatti si ha lim,_,o f(2, mz) = 1 per ogni m ma lim,_,o f(z, £2%) = 0 da cui la non
continuita. Non essendo continua nell’origine non puo verificarsi che il limite lungo una qualsiasi
retta sia uguale ad 1 uniformemente rispetto all’inclinazione della retta ossia non puo verificarsi
che Ve 3 6. t.c. x| <. = |f(x,mz) — 1| < ¢ e la cosa importante da osservare ¢ che d. non
dipende da m. Dato infatti m deve aversi per forza J. < [|{]| dove £ ¢ il punto di intersezione
fra la parabola y = 22 e la retta y = mx ossia & = (m, m?). Ne segue che 6. < m+v/1 +m?2 e per
m — 0 6. — 0 da cui deriva la non continuita della funzione nell’origine.

d,f(0) =0, f(0) = 0 e quindi la funzione ¢ derivabile ma ovviamente non differenziabile. Negli
altri punti di discontinuita la funzione non & derivabile in quanto vi & un salto (si verifichi cio
attraverso la definizione). Nei punti di continuita la funzione ¢ differenziabile.

Inoltre lim;_,o 3 (f(tv1,tv2) — f(0)) = 0 in quanto Vv € R? 3¢, | [t| < t, = (tvy,tws) € {z €
R? | |y| > 2?}. Dunque ¢ valida la relazione 9, f(0) = 8f(0) - v = 0 ma la funzione in 0 non &
continua. B

2.7 f:(z): Di questo esercizio verra mostrato solamente come 1'uso delle coordinate polari
per dimostrare la continuita nell’origine debba accompagnarsi a qualche precisazione solitamente
dimenticata dagli studenti.

Infatti in coordinate polari centrate nell’origine il modulo della funzione puo maggiorarsi con
m e unico argomento che a volte erroneamente si usa per dire che lim,_,¢ ¢ zero ¢,
la presenza di una potenza positiva a numeratore. Tale argomento € errato come ’esercizio 5)
del 4.7 e lesercizio 17.7 mostrano Infatti qualunque sia la maggiorazione di |f;| usata, essa
deve essere tale da togliere la presenza della variabile 6. In altre parole si deve arrivare ad una
maggiorazione del tipo |f7| < h(p) e lim,_oh(p) = 0. Per arrivare a cio nel nostro caso si

possono seguire due strade. La prima ¢ fornita dalla proposizione seguente

Proposizione La funzione f:R — R f(§) = cos*6 + sin®# ha un minimo con ordinata
positiva.

Prima di dare la dimostrazione facciamo vedere come si usa tale risultato. Secondo la propo-
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sizione esiste un valore o > 0 tale che cos?* 6 4 sin® 6 > a > 0. Cosi essendo si pud ulteriormente
maggiorare |f7| < £ da cui la continuita (h(p) = £ indipendente da 6).

Dimostrazione Sia f(f) = cos*# + sin*#: R — (0,2). La funzione & periodica di periodo 7 e
quindi si puo considerarla definita in %, %] ossia si definisce un’altra funzione f 0):1-5.5] =
[0,2] tale che Im(f) = Im(f). La funzione f & definita su un compatto ed & continua per cui
I'immagine del dominio, che chiameremo J, ¢ un insieme compatto sottoinsieme di (0,2). J &
chiuso e quindi ammette minimo («) e massimo (/) contenuti entrambe in (0,2) che ¢ aperto

per cui a # 0 (8 # 2 ma non ¢ importante per i nostri fini).g

Va notato che il precedente argomento non ci dice chi € o ma solo che esiste certamente e per
la sua esistenza abbiamo bisogno solo della periodicita e della continuita della funzione

Il secondo metodo consiste nello studiare la funzione di una variabile cos?* 6 +sin 6 con i metodi
finora conosciuti e dimostrare attraverso la derivata prima che essa ha un minimo per 6, = %
con f(6,) = % ed e esattamente il valore di « la cui esistenza ¢ stata dimostrata prima. Va
notata la differenza rispetto al metodo precedente. In questo caso si trova il valore dell’ordinata
del minimo ma bisogna far uso della derivata della funzione mentre prima abbiamo usato solo

la continuita.

La differenza fra i due metodi mette in luce un aspetto usuale della matematica: piu dettagliate
sono le proprieta che vogliamo conoscere della soluzione di un problema e piu dettagliate devono
essere le ipotesi.

Vi & un terzo metodo. Basta osservare che a?+b% > (|a|+|b])?/2 ed applicarla al caso a = cos? 0,
b =sin? . La disuguaglianza ¢ equivalente a (|a| — |b])? > 0.

Dunque la funzione ¢ continua e derivabile ovunque ma non ¢ differenziabile in 0 poiché

' 1 _hih3 : : 1 i _
limy, o T RT3 bon © zero (la funzione vale 55 sull’insieme hy = hs).

Vale la pena ritornare sull’uso delle coordinate polari per risolvere il presente come qualsiasi altro
esercizio. Supponiamo di avere una funzione f: R¥ — R f = f(z) ed una funzione g: R*¥ — R
g = (91(2),92(2),---,9n(z)). Supponiamo che lim;,, f(z) = [ e che lim,_,, g(z) = L con
L = z,. Ossia supponiamo che Ve > 034, |0 < |z —z,] < d. = |f(z) =1 < ¢ e che
Ve'>0300 [0< |z -2, <0 = |g(z) —L| <€

Supponiamo inoltre che g(z) # L definitivamente per z — z, ossia esiste una sfera di centro z,
e raggio r B(z,;7) tale che g(z) # L V z € B(z,;r). Se stessimo trattando funzioni continue
non sarebbe necessario specificare tale fatto. Costruiamo la funzione fog:R*¥ - R fog =
fog(z) = h(z). Non ¢ difficile dimostrare che lim,,, h(z) = [. Se infatti ¢ = 4. allora
0<|z—2z|<e = 0<|z—z,]<d.. equindi |f(z) - f(z,)| < e. Dunque dalla esistenza
dei limiti per le funzioni f e g segue la esistenza per la funzione h. A parole si puo dire che la
composizione di funzioni che ammettono limite ammette anche essa limite.

Supponiamo ora di avere una funzione F:R? — R, F = F(z), z, = 0e G:R?> - R?. G =
G(p,0). z, = 0 vuol dire p = 0 e 0 qualsiasi valore. = (z,y) = G(p,0) = (pcosb, psinb).
FoG(p,0) = f(p,0). Negli esercizi in cui si passa a coordinate polari si arriva ad avere una
funzione delle coordinate polari. Se ne cerca il limite e poi da esso si cerca di inferire il limite della
funzione originaria data nelle coordinate (x,y). In altre parole si cerca il limite della funzione f e
poi si passa al limite della funzione fo(G)™! che & esattamente la F' originaria. Nel far questo si
cerca di usare il risultato precedente ossia che la composizione di funzioni che ammettono limite
ammette anche essa limite. Senonché la funzione che i ¢ data da g ¢ qui data dalla inversa
di G che é non univocamente definita e nell’origine (z,%) = (0,0) non ammette limite. Infatti
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N

G Yz, y) = (G Mz, y), Gy Mz, ) =
G- @y) = (G (@,9), Gy (@y)) 9:arctany+k7r,kGZ,seQG(—g+kﬂ,g+kw)

Dunque apparentemente ’'uso delle coordinate polafi sarebbe del tutto inutile in quanto non si
puo usare il risultato. In realta osservando attentamente la definizione di limite in coordinate
polari la situazione si risolve. Infatti la definizione ¢ data da: Ve > 036, |0 < p < 6. =
|f(p,0) — 1] < e. Come si vede ¢ assente la variabile 6 dalla definizione di intorno definito da
de. Ora 0 < |zl < a = 0 < p < a ed inoltre y/x2 4+ y? # 0 per ogni sfera aperta con
centro 0. Quindi la composizione f o (G)~'(z,y) = f(y/22 +y2, G5 (x,y)) ammette il limite
per (z,y) — (0,0) il che vuol dire che esiste lim(, ) (0,0) F'(7,%). Se ne deduce che pur non
essendo G~ ! una funzione continua nell’origine, Ql_l lo ¢ e questo basta per avere il limite nella
funzione F' in quanto il limite della f & uniforme in 6.

2.7 fs(z): Essendo |sinz| < |z| e (z + 2/)? < (|z] + |2’])? si ha che per a < 1 la funzione
¢ continua. Infatti si pud maggiorare con sin(z + siny) < (x + siny)? < (|z| + [siny|)? <
(Jz| + |y))? < 2(]z|* + |y|?). A questo punto ancora non si é concluso il discorso sulla conti-
nuita in quanto bisogna mostrare che la funzione non € continua per a > 1. Se a = 1 si ha
sin2(;3 + sizn Y) 40
(% +y?)
0 0
a > 1 lo stesso limite ¢ +o00.
Derivabilita in (0,0) rispetto a tutte le direzioni:

sin? (tvy +sin tv
Lm0 §(f (tvr, toa,) = £(0,0)) = limyy § e e =

= lim;_,q %#M = lim;_,¢ m}tﬁ—ﬁﬁ = lim;_,o t172%(1 + 2v11v3). Se a < % allora il limite
¢ 0 e quindi 9, f(0,0) = 0. Se a = 1 allora la derivata & 1+ 2vyv2 e quindi 9, f(0) =1 =9, f(0).
Se v] =vg = \/75 la derivata vale 2. Se o > % il limite non esiste.

Differenziabilita: certamente in R?\{0}; In (0,0) si ha

limy, ¢ H_él\ (%%M — f(0) — 9f(0) -Q) e supponiamo che o < % Si ha

IS

e lim, o f(z,2) = 2 # 0 da cui lassenza di continuita. Inoltre se

jen)

I8

.2 . 2
limﬁ_@(%) = limﬁ_@(%) = 0 e quindi la funzione ¢ differenziabile. Se o > %

non e differenziabile in quanto il precedente limite non esiste.

2.7 fo(z) In coordinate polari la funzione & presto scritta:
9— ¢ p° cos* 0+p? sin? 0+ 2 sin 6 cos 0

P sin? 0+3 cos% 0

¢ > 0 (e ¢ facilmente calcolabile; vedi I'esercizio con f7(z)). Se o = 5 il limite non esiste come

si vede facendo lim, o f(p,6 = 3) = 3. Se a < 3 il limite non esiste non essendo definito.

Derivabilita: Certamente in tutti i punti che non siano l'origine per ogni valore di . Nell’origine

si ha 8, f(0) = limy—,0 1 (f(¢,0) — f(0,0)) = limy_o tg?j# per cui se v < 2 il limite & zero. Se

. Se a < % la funzione & continua in quanto sin* @ + 3cos* 6 >

a = % il limite e 3% mentre se o > % il limite non esiste. Dunque
0 a<3/4 0 a<3/4
0. f(0) = 3-% a= 3/4 Allo stesso modo si ha 9, f(0) = ¢ 1 a=3/4
A a>3/4 A a>3/4

Differenziabilita: Certamente in tutti i punti che non siano l'origine per ogni valore di a.
1 hi+h5+hihso
21p2 (hy+3hy)™

per cui nell’origine e differenziabile solo se o < i.

=

ed il limite & zero solo se a <

Nell’origine, se « L1 ¢ ha lim -
gine, <32 =0 Tl /%

2.7 — Seconda Parte — La funzione % non puo ammettere limite su F; in quanto la funzione
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ristretta ad una qualsiasi retta di equazione y = max con m > 0 diventa f(x, mx) = 1’:’m2 che

non e certo +oo.

Consideriamo ora la funzione ‘Zi = in Ej. Potendo maggiorare f(z,y) < % si ottiene
x2 4y

AM>0|Vr>03(r,,y,) €U NE |

5”2?’ < M. Basta prendere y, < 2x—M se x, > =

Va?+y? V2

oppure z, < 2y—M se Yo > \/Li da cui il fatto che il limite non esiste. Si noti che qualsiasi restrizione
ad una funzione y = max con m # 0 avrebbe dato +o0.

ry

Consideriamo ora la funzione Eaw in Fs. Il precedente ragionamento non funziona piu in
y

X
quanto non si possono rendere x oppure y arbitrariamente piccoli. Se pero consideriamo la
restrizione della funzione ad una retta verticale di ascissa maggiore di a’ > a allora la funzione,
per y — 400 tende al valore a’ # 400 per cui il limite non solo ¢ diverso da +o0o ma non esiste
in quanto dipenderebbe dalla restrizione.

Consideriamo ora la funzione \/% in E3. Potendosi minorare f(z,y) >
@2ty

T
10/1+100 se T >

10v/101M e quindi y > M+/101 e quindi /22 +y2 > 101M = r,, si ha \/% > M. Dunque
z24y

il limite ¢ 400

Consideriamo ora la funzione \/% in F4. Valgono le considerazioni precedenti solo che r,, =
z2+y

max{a/2, 101M}.

BTN f@)= oy hle) = () = bl )
Y Y

a=0 = f(z)= COSLQQ
Y

Dom(f)=R*\{zeR? |y=0 Vv T ==+5 +km, k € Z}. Nei punti dove ¢ definita, la funzione
e continua e quindi ammette anche 1l limite. Ci chiediamo ora se esistono altri punti del piano,
che non fanno parte del dominio della funzione ed in cui la funzione ammette limite. L’asse
delle ascisse non fa parte del dominio della funzione. Nonostante cio ha senso chiedersi se esiste
lim,_, (z,,0) f(z) in quanto un qualsiasi punto (x,,0) ¢ punto di accumulazione di Dom(f). Sia
xo, > 0 e consideriamo la successione di punti {(zx,yx)} = {(z,, m)} con 0 < e < (un

rapido calcolo fa vedere che la condizione 0 < e, < 7 serve a far si che {(z,yx)} € Dom(f)). Si

vede facilmente che cos? fj—’; = sin? e, e quindi limy_, 4 oo COS”;—’%_k = limg 4 serTOsk esecp — 0
Yk

tale limite vale +o00. Del resto qualunque sia I'insieme di R?, diciamo A, tale che (z,,0) € A’ si
ha lim,_, (5, 0) fla(z) = 4o00. Infatti il fascio di rette % =+% +kn,k € Z, ha (z,,0) come punto
di accumulazione. Sulle rette la funzione non e definita ma e illimitata sul complementare. Ne
segue che il limite non puo che essere infinito. Tale “evidenza” necessita di una dimostrazione.
Supponiamo infatti che lim,_, (5, 0) fla(z) =1 > 0 # +o00. Dalla definizione di limite segue che
esiste un intorno aperto di (z,,0), diciamo U, tale che z € U\{(2,,0)} = % < fla(z) < 2I. Ma
dentro U cadono punti del fascio di rette % = +7 + km, k € Z, definitivamente per |k| — +oo e
quindi ¢ impossibile la relazione f|a(z) < 31.

Sui punti diversi dall’origine che appartengono al fascio di rette % # £5 + km, k € Z, il limite
fa +oo per le stesse ragioni.

Sempre nel caso a = 0 consideriamo ora x = (0,0). La restrizione della funzione all’asse delle
ordinate ha come limite zero per cui se tale limite esiste deve essere zero. Consideriamo pero i

- : _ (1 1 _ _ 1 1
punti di coordinate (zg,yr) = (5-, %) con ay = 5 + 7k +ep. f(ar,Yr) = e st e © 5€

limy 4 k:s% = 0 allora il limite ¢ +00 mentre noi sappiamo che deve essere nullo.
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C’¢ ben poco da dire. Dom/(f) = R?. La funzione ammette limite in ogni punto del piano.

Siaoraa € Z AN a=2p, p# 0. Poiché¢ +5 + ak = +p + 2pk € Z, il denominatore si annulla e

quindi Dom(f) =R*\{z € R?* |y=0V v =+5 +km kel

Le conclusioni del caso o = 0 ci dicono che il limite nel punto (z,,0) con z, # 0 ¢ +oo. Ed

infatti se ad esempio si esamina cosa accade lungo la sucecssione {(2x, yx)} = {(zo, zr729)}
2

un rapido calcolo da cos 35 = cos(§ + km + €5) = —(—1)* sine; mentre sin Sk = sin2p(§ +
km 4+ er) = (—1)Psiney da cui il limite che fa +o0o0. Analogamente a prima nel punto (0,0) il
limite non esiste.

Il caso successivo e « € Z A a = 2p+ 1, p # 0. Il denominatore non si annulla mai e quindi
Dom(f) = R*\{z | y = 0}. Sulla successione (x4, yx) = (%o, 5% ) (2, # 0) la funzione vale iden-

ticamente x, mentre sulla successione (zy, yx) = (%o, #ﬂr%)) siha f(zr, Yr) = 5000 “i"(war%)

ed il limite non esiste (perché?)

limite per  — 0 ¢i da: Ve >0 3 6.(m) | |2| < e(cos® L +sin® &) = |f(z,mx)| < e. Inoltre
si ha inf,er(cos? L + sin® 2) = inf,cg) o) (cos® t + sin® ta) > infier (cos®t + sin® tav). Ora la
funzione F: R — (0,2), F(t) = cos® t+sin® ta & periodica di periodo I e quindi Im(F) = Im(F)
dove F:|0, 2] — (0,2). Essendo la funzione continua ed il suo dominio un intervallo chiuso e
limitato (compatto) I'immagine sara un intervallo chiuso e limitato, diciamo [a, b], sottoinsieme
di (0,2). Ne segue che inf,cg (cos? t + sin? ta) = a. Di conseguenza inf,,cgr d.(m) = ca e quindi
abbiamo ottenuto un valore di d. che va bene per ogni valore di m. Ne segue che la funzione
ammette il limite lim, o f(z) quando o = 2p+1 e p # 0. La restrizione di f alla retta verticale

condotta per x, ha come limite zero.

Sia ora x, = 0 e consideriamo f(z,mx) = al variare di m € R. L’esistenza del

Sia ora o € Q o = g, q # 1 e pe qprimi fra di loro. Le conclusioni sono le stesse del caso

percedente. Scegliamo la successione (7x,yx) = (%o, o525 ), che si accumula in (x,,0). Si ha

f(xg,yx) = W per cui il limite non esiste. Se x, = 0 allora il limite esiste come nel
q

precedente caso.

Da ultimo & rimasto il caso a € Q¢. Il denominatore non si annulla; Dom(f) = R*\{z €
R? | y = 0}. E continua certamente nei punti con ordinata diversa da zero.
Consideriamo ora il quadrato di lato 7 evidenziato dalla figura

0 = arctan <2
w1
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ed identifichiamo i lati opposti in modo tale che se venissero realmente congiunti si otterrebbe
una ciambella (& la generalizzazione di quanto si ottiene da un segmento in cui si identificano
gli estremi che una volta congiunti danno luogo ad una circonferenza). Tale insieme, detto toro
bidimensionale, si indica con T?.
Data ora una coppia di numeri reali w = (w1, ws), consideriamo la applicazione f,: R? — T?
data da f,(x%,28)(t) = (z§ + wit, 25 + wyt) (modulo 7 per entrambe le componenti); In altre
parole, prendiamo ad esempio la prima coordinata, da x§ € [0, 7|, si ottiene z{ + wit con t € R
e si individua quell’unico punto p del segmento [0, 7| la cui coordinata ¢ data da z§ + wqt — 7k,
k € Z. Lo stesso si fa con la seconda coordinata. Il disegno riporta il caso in cui w; = 2 ed
wy = 3. L’insieme {(z,y) € T? |z = 29 + wit, y = 25 + wat} & detto “orbita”. Se accade che
esistano due valori t; e ty tale che (wity,waty) = (wite,wsts) (modulo ) si dice che l'orbita e
chiusa.
Ad esempio nel disegno si ha z{ = 0,25 = 0, we = 3, w1 = 2 ed infatti una volta arrivata nel
punto (7, 7) lorbita si & chiusa essendo (7, 7) equivalente a (0,0).
Definiamo poi la mappa M:T? — V C R?2 (Im(M) =V) M(z},25) = (z,y), * = cos®’x] y =
sin? xh. Se ora facciamo la composizione M o f otteniamo una mappa da R in V data da
(M o f)(t) = (cos?(x1 + wit),sin?®(xy + wat)). Si noti che Im(M o f) # Im(M) in quanto
m(f) # T2,

Il risultato preciso che dimostriamo e:
Proposizione £2€Q = Im(Mof)=Im(Mof); £2¢Q = Im(Mof)=V

Osservazione 1) a parole si puo dire che se z—f ¢ Q allora I'm (Mo f) & densa in V mentre se &
razionale Im (M o f) & un insieme chiuso in V' 2) Se la mappa f,, fosse definita per ¢ > ¢, > 0
oppure t < t, < 0, il risultato della proposizione non cambierebbe 3) Nell’esercizio in
questione si pone w; =1 e wy = & (5.7)

Dimostrazione i

xy + wity = 7k per t, = %_lml corrispondentemente a t; si ha xo(ty) = x§ — Z—ixi’ + Z—fﬁk.
In altre parole, in corrispondenza ai valori ¢ il punto (x1(tx), z2(tx)) si trova sull’insieme A =
{(z,y) € T? ]x—w y =T+ 2rk} dovexg—x2—u“j—fxf.

To(te) — w2(te) = 2m(k — k') e quindi se £ = £ (p e ¢ interi e primi fra di loro) allora per
k — k' = Nq (N intero) si ha zo(ty) — z2(tp) = TNgp ossia (x1(tx), x2(tx)) = (x1(tg), x2(tr))
e qindi l'orbita e periodica.

Se Z—f non € un numero razionale allora lo stesso ragionamento porta a dire che I’orbita non si
richiude mai su se stessa anche se cio non significa che sia densa.

Supponiamo quindi che % non e razionale. L’esercizio 8.3*** ci dice che 'insieme A descritto
prima e denso sul segmento verticale di ascissa 7. Immaginiamo ora di tracciare, per ogni punto
di coordiante (7, z2(t;)), una retta avente per ogni punto la stessa inclinazione purché non sia
verticale. Tale fascio di rette ¢ denso nel quadrato T? . Ne segue che 'orbita (z1(t),z2(t)) &
densa nel quadrato T? . Dunque abbiamo dimostrato che Im (f) = T?. Essendo M continua
essa manda sottoinsiemi densi in sottoinsiemi densi e quindi I'immagine secondo M di I'm (f) &

densa in V. fine della dimostrazione

Dalla dimostrazione segue che qualunque sia la coppia (x¢,x3), l'insieme {(x,y) € T? | x =
9 +wit, y = 2§ + wat} & denso su T?. Quindi 'orbita interseca il segmento di ascissa F. Se lo
interseca una volta lo interseca infinite volte e quindi ¢ data la successione 1 (tx) = § + k7 da
cui t, = 5 + k7 (prendendo z¢ = 0) e quindi z2(tx) = Fa + akm = T +mak (si ¢ preso 2§ = 0).

(5.7) La dimostrazione che verra esposta & tratta dal libro V.I.Arnold “Equazioni differenziali ordinarie” Edizioni Mir
pag.181. La dimostrazione della stessa proposizione si trova nel libro G.Gallavotti “Meccanica Elementare” Editore

Boringhieri pag.112 e G.Gallavotti “The Elements of Mechanics” Springer Verlag Ed.
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Essa & densa sul sottoinsieme di T? dato da = = 5. Dunque dalla successione si puo estrarre

una sottosuccessione {y, } tale che {(z1)x,, (22)r,} = (tk,,tr,,) = (5 + 7ky, T + Tak,) ed

inoltre ¢, = 5 (modulo 7) e (22)g, — 0 (modulo 7). Cio vuol dire che Ve > 03 n. [V n >
ne 3 qp | |ak,m+ & — mg,| < € ossia ja+ E — | < £

Sia dato ora il punto 0 € R? e consideriamo la restrizione della funzione alla parabola y = 2

ossia f(x,2?) = o7 Tiopr s © poniamo z = 2 per cui f(3, %) = %m Consideriamo
inoltre la sottosuccessione di prima {(z1)k, , (z2)k, }; cos®(tx, ) + sin2((x2)%n) = cos?(ty,) +

sin®(aty, ) = sin®(% + mak,) = sin®(ark, + & — 7g, + 7q,) = sin®(rak, + % — 7g,) ~ (T2ak, —
TG0 + T)2.

- . 11y 1 1 1 1 . :
Quindi abbiamo f(tkn , K) = ik s (rakn =T > Tk (e FE)?) € 0ra prendiano
1 1 1 1

1 . 1
€ = 7 si ottiene Tk, (mak che tende a +o00 per n — +o0.

—— >
n_WQn+w)2 - %+7Tkn —12
ki

Nei punti (z,,0) il risultato e lo stesso ossia il limite & +o0.

4.7 fi(z): E chiaro che nei punti che hanno ordinata diversa da zero la funzione ¢ differen-
ziabile tutte le volte che si vuole. Consideriamo ora i punti con coordinate del tipo z = (z,,0)
ed indichiamo con Y = {(z,y) € R? |y >0}, Y~ = {(z,y) € R? | y < 0}. In base al Teo-
rema 7.1 se esiste lim,_,(,, o) f1(2) allora esistono e sono uguali i limiti lim,_,(,, o) f1 |y+(2) ,
lim, (o, 0) f1 |y~ (z) essendo (z5,0) € (Y*)' € (20,0) € (Y~ )

limg_, (4, 0y f1|y-(2) = 1 e é. qualsiasi numero positivo per cui la funzione puo ammettere
limite solo se lim,_, (4, 0y f1 [y+(z) = 1.

Ipotizziamo lim,_, (4, 0y f1 [y +(2) = ,. Se cosi fosse dovremmo dimostrare che Ve > 034, [ 0 <
|z — (2,,0)| <6- AN z€e YT = |fi(z) — z,|] < &. Impostiamo dunque |
lo sviluppo di Taylor centrato in y = 0 di sin(zy) come funzione della sola y e considerando x
come costante si ottiene sin(zy) = zy — $2° cos(an)y® dove 0 < n < y (si badi che n > 0 in

sin(xy)—woy| — |7%m3 COS(wn)y3+y(w*wo))| e qumdl si pub
! 2
trovare . in corrispondenza a ¢. Infatti maggioriamo |z — z,| + |z|?y? e prendiamo |z — x,| < 1,

0<y<ldacuil|z—m,|+ 5y < |z—z0|+ (1+|20])%y < (1+|20])>V2\/ (7 — 7,)2 + y2 da cui
0 = m Tenendo conto che il precedente d. era 400 ne ricaviamo che 6. = m
Abbiamo mostrato come lim,_,(,, 0) f1 |y+(2) = ., da cui si deduce che il limite puo esistere
solo se z, = 1. Quindi consideriamo (x,,y,) = (1,0). A rigor di logica ancora non abbiamo
mostrato che lim,_, 1,0y fi(z) = 1 in quanto fino ad ora abbiamo esaminato due restrizioni
solamente (ancorché particolari): Y™ ed Y ~. Il Teorema 7.1 parla perd di qualsiasi restrizione
che abbia (1,0) come punto di accumulazione. Sia quindi A C R? tale che (1,0) € A’. Cio
vuol dire che esiste una successione di punti {zx,yr} C A tale che limg_ oo (zr, yx) = (1,0)
per cui definitivamente /z% + yi < m Poiché si ha {zk,yx} C YT UY ™ ne segue che

limg s oo f(2R, yr) = 1.
Prima di proseguire ¢ bene dire due parole sullo sviluppo di Taylor appena scritto. Si puo

3 3
osservare che il resto verifica il limite lim(, ,y_(1,0) %% =
pag.333, formule 7.31 e 7.32 con m = 2 si ha che zy ¢ I'unico polinomio tale che fi(z,y)—

xy & un o-piccolo di (z — x,)? + y? quando (x,y) — (2,,0). Verifichiamo che il polinomio ver-

sin(@y) =209 | 64 ysando

quanto (z,y) € YT). Dunque si ottiene |

0 per cui dal Teorema 7.6

1 JzPy® 5 . . .y
1,0) 5 m=a2) 2792 = 0 e scaturente dall’eseguire le derivate parziali

della funzione ¢ esattamente quello scritto ossia xy. Detta f(z,y) = sin(zy) si ha 0, f =
ycos(zy), Oy f = xcos(zy), Opx f = —y? sin(xy) Oy, f = —x? sin(xy), Opy f = cos(zy)—zysin(zy),
Oraef = 4P cos(zy), Oyyyf = —%cos(ey), Duayf = ~2ysinry) — v cos(zy), Oyyaf =
—2x sin(zy) — %y cos(zy). Ora dalle derivate fino all’ordine 2 e calcolate in (z,y) = (,,0)
si ottiene x,y + (z — x,)y che & esattamente zy. Nell’ordine le funzioni (z — z,)3, ¥2, (z — z,)?y,
((z — z,)y? sono tali che divise per (z —x,)? +y? danno come limite zero e quindi si & riottenuto

ificante la relazione lim, )

6/maggio/2015; HEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 22



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

quanto scritto prima.
Detto z, = (1,0) si 0, f(z,) = 0 essendo 9, f(z) = 0 per ogni punto della forma (z,0). 9, f(z,) =
lim— 7 (f(1,¢) — 1); il limite sinistro & nullo in quanto la funzione vale 1 per ordinate negative.
Il limite destro da lim;_,q+ %(Si;‘t —1) = 0 e quindi 9f(1,0) = 0. Vediamo ora 9, f(£,0) con
¢ # 1. La derivata sinistra e nulla mentre quella destra e lim;_,q+ %(

esiste.

sin £t

- — 1) ed il limite non

La funzione e differenziabile per y > 0. Per y = 0 ha senso solo per z = 1.
limp, g ”—,llﬂ(f((l, 0)+h)—1) =limy_g ﬁ(% —1) # 0 (si esamini cosa accade lungo la
famiglia di curve (hy, h?)).

rcosxy sinzy

y>0

coszy y >0 Y y?
0 = 0 =
0 (x=1Ay=0)V y<O0
Calcoliamo le derivate seconde. Se y > 0 allora 9,, f(z) = —ysinay, 9,, f(z) = =25 coszy +

MLy (4 —2?), 0, f(z) = 0,, f(z) = —wsinzy. Se y <0 allora d,, f(z) =0, f(z) = 0,, f(x) =
9,,f(x) = 0. Se (z,y) = (£0), essendo (9, f(§{ +1,0) —0,f(§,0)) =0,V ¢, tsihad,, f(z)=
lims_,g %(ch( €+t,0)—0,f(&0)) =0 per ogni £ (1 incluso). Se £ # 1 certamente non possono
esistere 0, f(z) e 0,, f(z) in quanto non esiste 9, f(z) in quei punti. Vediamo ora 0,, f(z) in
(£,0) e £ # 1. Dobbiamo eseguire 9, f(z) = limy_,0 +(9, f(&,t) — 0, f(£,0)) = limy—0 10, f(&, ).
Ora se t < 0 si ha 0 in quanto 0, f(&,t) = 0 e quindi lim;_,q- %8@]‘(5,75) = 0. Se t > 0 abbiamo
lim;_, o+ %Qvf(f,t) = lim,_,o+ %cos £t che non esiste e dunque non esiste neanche 9, f(z) nei
punti dell’asse delle z con ascissa diversa da 1. Oy, f(1,0) = lim_,0 (9, f(1,t) — 8, f(1,0)) ed
il limite sinistro vale zero mentre il limite destro vale —% per cui la derivata non esiste. Si puo
quindi scrivere

sinzy , 2

. —2%cosxy+ (—2—11;2) y>0
9 fla) —ysinzy y>0 9 f(a) Y y oy
) = €Tr) =
B 0 yz0 M B y=o
0 y <0
—xsinzy y >0 —xsinzy y >0
9,,f(z) = A y=0 0,.flx)=q A y=0
0 y<0 0 y <0
4.7  fo(z) : Fuori dall’asse delle ordinate la funzione e differenziabile tutte le volte che

sin zy

si vuole. Se x # 0 si ha 0, f(z) = Lcosxy — =24, 0, f(z) = cosxy, 0,, f(z) = —ysinzy.
Sia ora x = 0. La funzione ¢ continua in ogni punto del tipo (0,y) ma la dimostrazione non
consiste nel far vedere solamente che lim,_.g Sm% = y in quanto il precedente & un limite
unidimensionale (ad y fissato). Indicando Yy = {x € R? |y #0} e Y, = {z € R? Ly =0}
abbiamo che R? = Y; UY, e quindi per ogni insieme A C R? si ha A C Y; UY,. E chiaro
che lim,_, (9 4,) flv,(2) = yo e che lim,_, 4. flvi(2) = yo. La prima ¢ evidente in quanto
fly, (z) = y. La seconda & meno evidente. Sviluppando sin(zy) in serie nell’intorno di x =0 e

. 2
considerando y come costante abbiamo sin(zy) = zy+o(2?) e quindi w —Yo = (y—yo)—i-@

da cui si conclude che il limite z — 0 € 0. Se si fosse scelta la strada di sviluppare secondo Taylor
la funzione di due variabili sin(zy) nell’intorno di (x,y) = (0, y,) si sarebbe ottenuto esattamente
2

lo stesso polinomio ossia xy. Infatti lim, ,)—(0,y,) ;QLHJ)Z = 0 e per l'unicita contenuta nel
Teorema 7.6 il polinomio che si otterrebbe facendo le derivate rispetto ad = ed y e lo stesso
ossia xy.

Sia ora A C R* ¢ tale che (0,y,) C A’. Essendo A C Y, UY; ne segue che lim,_, (g ,.) f(2) = yo.
Derivabilita:
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83@ f(O, yo) = limtﬁo %(f(tvyo) - f(ovyo)) = hmtﬁo %(% - yo) = hmtﬁo %%2% =0.

d,f(0,9,) = 1 infatti lim; o %(f(O,t +yo) — f(0,9,)) = lim;_¢ %(t + Yo — Yo) = 1 e quindi

Y sin zy
= — 0
o fla)=4 T T2 7
0 x=0

cos Ty x#0

Q,f(z):{l =0

Le derivate parziali sono continue ovunque. Infatti lo sono chiaramente nei punti che non stanno
sull’asse delle y. Sull’asse delle y, per quanto riguarda 0, , si studia lim ;) (0,y,) | a2 |.
Il numeratore & maggiorabile per |z| < 1 e |y —y,| < 1 con |(cos xy — 1)zy +zy —sinzy| < alzy|?
per una opportuna (e calcolabile) costante a6 7)) (se nel limite (x,y) appartiene all’asse delle
il valore della funzione & zero) e quindi la derivata parziale & continua. Un identico discorso puo

farsi per 9, e dunque la funzione ¢ differenziabile ovunque avendo le derivate parziali continue

ovunque. E immediato inoltre osservare che

sinzy , 2 9 2y
T (P—y)—ﬁcosxy z#0 —zrsinzy = #0
Y 0 x=0
el v=0
—ysinzy x #0 —ysinzy x #0
0 = 0 =
.o S (2) { 0 2—0 o S (2) { 0 z—0

4.7 f3(z): E chiaro che la funzione & continua in tutti i punti che non stanno sull’asse delle
ascisse.

Sia ora z, = (2,,0) un punto dell’asse delle . Consideriamo ora la funzione f(z) = —%.
Applicando la definizione di continuita Ve 3 ¢ t.c. |[z—z, ]| <dc: ANy <0 = |f(z)—f(z,)| <e
si ottiene che [f(z) — f(z,)| = | — § + 3| f e diventa |*5%| < € e quindi J. = 2e. ]

Consideriamo ora la funzione f(z) = 1_;;;” . Dobbiamo studiare ’espressione |% + % 1

numeratore si riscrive come 1 — e(F=o)y*+20y® — 1 _ (14 zoy® +o(y?) 1+ 9% (x — o) +0(y?)) =

— myQ

2oy +o(y?) e quindi lim(, y)y(z,.0) Sz + 5 =
Quindi si arriva a |f(xz) + Z2| < ¢ certamente per ||z — z || < 5§1) A 1y > 0. Prendendo il piu
2 o

piccolo fra d. e 5§1) si ha la continuita.
Derivabilita: Certamente fuori dall’asse x; 9, f(z,,0) = —3 chiaramente.

t21’o

0, f(xF,0) =limy o+ (15— + %) =0ed, f(z;,0) =lim;_o- +(—% + %) =0 e quindi la
funzione e derivabile anche sull’asse delle x.
Differenziabilita: in questo caso eseguiamo il limite limy_,o (f(£0+@_f|(|%ﬁ)_Qf(z")@. h ¢ un

. X . _ _hZ(zo+4hy)
vettore centrato in (z,,0) e se hy > 0 allora si ha hmh_ﬂ)(% + 5+ %hl)m =
- - 2

200
limﬁ_@(%(mo +h1) + 5+ %hl)\/ﬁ—hg = 0. Se he < 0 allora ’argomento del limite e
1

identicamente nullo da cui la differenziabilita ovunque.

4.7  fy(x): Nei punti che non stanno sugli assi la funzione ¢ differenziabile. Sia ora P =
(2,,0) e cambiamo coordinate x = z, + £, y = n dimodoché il limite ¢ stavolta per £ — 0 ed
17 — 0 (come y del resto per cui lasciamo y nel prosieguo).

£(@) = FO)] = f(@o+& )| = |(zo+&)?arctan L —y? arctan 2| < (5, 4£)2 4422 <
< Zy? + |yllzo + €. Se y| <1 e & < |z, allora si pud maggiorare con |y|(2|zo| + 5) < (2|xo| +
TIVE2 + 9?2 per cui 0. = min{1, [z,], m} Essendo f(x,y) = —f(y, x) la dimostrazione vale
anche per i punti che stanno sull’asse delle y.

(6.7) Lo studente/ssa dovrebbe calcolarla o meglio darne una stima
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Derivabilita. 0, f(z) = —y + 2zarctan? e 0, f(z) = x — 2yarctan { nei punti (z,y) in cui
x#0ANy #0.Se (z,y) = (z,,0) e volendo calcolare la derivata direzionale generica si ha
aﬁf(xm 0) = hmt—)O %[f(xo + thlythQ) - f('TO? O)] =

= lim; 0 § [(xo + thy)? arctan xotf;—t?,h — t2h3 arctan %’;hl] =
= lim¢_,0 7272 wotf:fhl = z,hy e quindi 9, f(7,,0) = zohe = 0, f(2,,0) =0 e 9, f(z,,0) = z,.
—y+2.acarctang x#0 Jz—anurctanz y#0
0,f(z) = v 9, f(z) = Y
-y r=0 x y=0

Si puo verificare che le derivate parziali sono continue sugli assi cartesiani per cui la funzione &
differenziabile anche sugli assi cartesiani. Bisogna far vedere che
limg (5,00, f(x) =7, € limy_,(0,4,) 0, f(z) = 0. Essendo

10, f(2) — x| = |2 — o — 2y arctan {| < £ per V(z —x,)2 + 32 < 4. la continuita in (z,,0) &
dimostrata. Un analogo argomento (anche piu facile) consente di dimostrare che 0, f ¢ continua
in (0,y,) e quindi ¢ ivi continua anche 0, f.

Per quel che riguarda le derivate seconde si ha

2xy Y
- + 2arctan = =z Ovy=0
0. fw)={ Pt e TV
A r=0Ay#0
2 arctan ~ + —22Y £0Vaz=0
—2arctan — 5 5 Ty T =
d,,f(z) = y oty
A y=0Az#0

22 — g2

0 fw) =1 e VPOV =0nA0)

-1 r=0ANy=0
22 — ¢
— 0V (z=0A 0
azyf(g) _ 2 + y2 x # (SC Y F )
1 r=0ANy=0
Se ne deduce che 0, f(0) = +1 = =3, f(0) per cui le derivare miste non sono uguali nell’origine.
Inoltre si ha

(

—4y° 43

——— x#0 — Y F#0

\ /EI =0 /EI y= 0
)

47> —4yx?

A 0 — 0
o, f0= @t T o fay -0, @) = @rpE U7
\ A z=0 A y =
4ayy? —4yx?
——5 T #0A 0 — ONz #0
0., 0@ = @rE TTINTY ey T VTN
0 r=0VvVy=0 0 r=0Vy=0
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—4z%y 4xy?
—— x#0Ay#0 ——— x#0Ay#0
0,,.f(x) = (% +y?)? d,,,flx) =1 (=*+y?)?
0 r=0Vy=0 0 r=0Vy=0

Calcoliamo ad esemplo D00 f(20,0) =limy_,0 1(8,, f(zo+t, 0)—8Mf(:co, )) = limt_m(O—O) =0

y.tz

. 2 2 2
4.7 f5(z): Poiché lim,_,o f(z,2 — 23) = £00 la funzione non & continua nell’origine

La funzione e utile per mettere in evidenza un errore commesso sovente dallo studente alle prime
armi. Puo infatti accadere che si scelga di passare a coordinate polari ottenendo la seguente
stima per x # 0 |f(z)| < p/|sin@ — cos]; a questo punto sarebbe un errore passare al limite
per p — 0 concludendo che il limite ¢ zero ed indicando come continua in x = 0 la funzione.
In tal modo si tralascia di considerare che il denominatore puo annullarsi. Cio che sembra far
funzionare la dimostrazione della continuita e il fatto che a numeratore vi € una potenza positiva

di p. In realta e pero impossibile maggiorare ulteriormente m%néﬂ eliminando la dipendenza
da 60 ed infatti la funzione non e continua.
4.7 fo(x) - Se (z,y) e {z e R? |y <0 V (y > 0Az # 0)} allora la funzione &

differenziabile. Infatti se y < 0 allora la funzione ¢ identicamente nulla in un intorno del punto
e dunque e differenziabile.
Se y > 0 allora % ¢ differenziabile e e! ¢ derivabile come funzione di una variabile e dunque

e~ 2% ¢ differenziabile. Cominciamo da p = (0,90) (yo > 0 chiaramente).

Continuita: Ve > 0 3 6. t.c. ||(z,y) — (0,4)] < 6= = |f(z,y) — f(0,y,)] < €. Essendo
te=t < 1 per ogni t > 0 si ha ye_w% < 2?2 < 22+ y? e quindi 5. = &. Se (x,9) = (0,7)
allora f(0,7) = f(0,y) = 0 e quindi §. = € va ugualmente bene in quanto se |y| < J. si ha
f(07y) - f(o?yo) =0<e.

Derivabilita: Chiaramente 9, f(0,y,) = 0. La derivata parziale rispetto ad « da 0,f(0,vy,) =

limy—0(f (¢, 90) — f(0,9,)) = limy_¢ %yoe_%o = 0 usando la maggiorazione di prima.

Differenziabilta: (sempre in (0,%,) chiaramente e y, > 0). Sia h = (hy, he) un vettore in R? tale
che [|h|| < |yo| in quanto vogliamo che il punto (0, y,)+h stia nel semipiano superiore. Dobbiamo
studiare quindi limy, o [|A]| 7" (f(h1, Y0 + h2) — f(0,Yo)). Il modulo pud essere maggiorato con
(usando t?¢™" < 1 per 0 < t < t, e t, calcolabile e |y, + ha| > i|y,| per |ha| < Z|yo|)

Yotha
hal = Yo +h2|eih—? < |y|‘;:‘};2| |yo—lﬁz = che a sua volta ¢ maggiorabile con |2 N
quando ||A|| = 0. Dunque in P = (0,y,) e y, # 0 la funzione ¢ differenziabile.
Sia ora P = 0. La maggiorazione |hy| < 1 5|Yo| non ¢ realizzabile e quindi bisogna tornare allo
studio di lim_,¢ m(f(h) £(0) —3f(0) - h). E evidente che 3f(0) = 0 per cui il limite diventa

limy, g H_él\ f(h). Se ha < 0 la precedente espressione vale 0 per ogni valore di h; per cui si puo

che tende a zero

dire che se hy < 0 e ||h|| qualsiasi valore si ha limy_,o HT1“]f(ﬁ)] <e.

h2 ho
. e . . . w2 h2 T2
Se invece ho > 0 allora il limite diventa limj_,o ”i;f“ "1 =limp_0 Z% ”—hl”e "<

2 2 -
< limy_o IIthIIL < limy_ %L < limp_0 |h1|L = 0 dove L = max,~oxe*. Ne segue che che se
|h|| < % siha m]f(ﬁ)] < € per cui 6. = 7. Dunque la funzione ¢ differenziabile nell’origine e
quindi e ivi anche continua.

Rimangono da studiare i punti del tipo (z,,0) con x, # 0. Si verifica facilmente che la funzione
e differenziabile anche in quei punti.

4.7 f;(z): Cambiamo variabili
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x = pcosf p=Va?+y?
y = psinf :arctang+k:7r,k:€Z, se9€(—%+k7r,g+k:7r)

e nelle nuove variabili la funzione si scrive

F(x(p,0),y(p,0)) = F(p,0) = { i /;ill

e quindi F' dipende solo da p. La continuita, che nelle variabili (x,y) sarebbe limj_,o(f(z, +
h) — f(z,)) = 0, nelle variabili (p,8) diventa lim,_,, (F(p) — F(p,)) = 0 dove ||z, || = po €
|z, + k|| = p. Se p, < 1 oppure p, > 1 il limite fa chiaramente 0 in quanto sono interessate due

diverse funzioni ambedue continue. Se p, = 1 si ha lim, ;- e'=»* = 0 e quindi la funzione ¢

continua.

Per quanto concerne la derivabilitd bisogna studiare i limiti lim;_,o +(f(z, + tv) — f(z,)) dove
lv]| = 1 ez, = (pocosb,, p,sinb,) mentre v = (cosa,sina). Per come & fatta la funzione se
po > 1, prendendo [t| < p, — 1, si ha che ||z, + tv|| > 1 e quindi il limite fa chiaramente 0 ed
analogamente se p, < 1. Se p, = 1 si ottiene f(z,+tv) = F(|z,+tv|?) = F(||lz,||*>+|t|* +2t(z, -
v) = F(p2 + 1% + 2tpy(cos B, cos a + sin O, sin ) = F(1 + t? + 2t cos(f, — ). La derivabilita si
traduce in limg_,o T F (1 + ¢ 4 2t cos(0, — )). Se cos(#, — o) > 0 allora ||z, + tv|| < 1 per t <0
e ||z, +tv]| > 1 per t > 0. In tal caso $F(1 + t? + 2¢(cos f, cos a — sinf,sina)) = 0 per t > 0

1 1
mentre per ¢t < 0 si ha %e(1+f2+2fcos(90*a>>*l = %et2+2fcos(9ra> che tende a zero per t — 0.

Se cos(f, — a) < 0 allora ||z, + tv|| <1 pert >0 e ||z, + tv| > 1 per t < 0. In tal caso 1 F (1 +

1
t2 + 2t(cos B, cosa — sinf, sin)) = 0 per ¢ < 0 mentre per ¢ > 0 si ha 1@ 2rcoso-a)—1 =

- 1
Le@Fareosto=a) — ) per ¢ — 0,

Se cos(f, — a) = 0 allora ||z, + tv|| > 1 per ogni valore di [t| e la funzione diventa +F(1 +t?) =

1% + O:I:
z€et? — oo per t — 0~.

Ne segue che dato un punto z, tale che ||z,|| = 1 non esiste la derivata nella direzione ortogonale
al vettore z, (si sta qui indicando con lo stesso simbolo tanto il punto di coordinate z, = (x,, Yo )
quanto il vettore che ha come punto di applicazione l'origine e come estremo il punto z,).

La funzione e differenziabile per p, # 1 mentre non lo ¢ per p, = 1. Il seguente disegno esemplifica
la situazione

_> —
OP' =z, ]?}%Etyl (ﬁgzgo+ty1 P'OA = 45°

@E@Q @Ego+ty2 P?’TQ:—ZLE)O
0< POA<45° A=(2,00 B=(0,2)

Ji

4.7 fo(z): La funzione ¢ z* + 2y sull'insieme {z € R? | 2 >0 A |y| < 2%/2}. 23 +2¢% =
23+ yt per z = (0,0), z = (2%, +/2). E facile mostrare che in tali punti la funzione & continua.
Dunque la funzione non & continua nei punti che stanno sulle curve di equazione |y| = z2 e che
hanno ascissa positiva ma diversa da 0 e 23

Derivabilita. In (0,0) per la derivata rispetto ad z si ha: lim; g+ %(f(t,O) — f(0,0)) =
lim,_, o+ %% =0 e lim;_,o- %(f(t,O) — f£(0,0)) = lim;_,o+ %% = 0. Per quella rispetto ad y

4

si ha Timy o 2(f(0, ) — £(0,0)) = lim,0 1£* = 0.
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In (25,2) = (20, Yo) si ha 0, f (20,55 ) = im0~ +(f(Zo, Yo + 1) = f(o, o)) = lim_o- (23 +
2(yo + )% — 5 — 2y3) = 4o

8yf<x07y3—) = limy o+ %(f(xmyo +1) = f(%0,Y0)) = limy_,o+ %(xg + (Yo + t)4 - 1‘2 - 2yc2)) =
lim; o+ %(yﬁ — 2y2 + 4ty3) = 4y3 per cui la funzione non & derivabile. Essendo simmetrica
rispetto alla trasformazione x — x e y — —y lo stesso risultato lo si ottiene per il punto
(%o, —Yo). Inoltre si ha, ma non lo dimostriamo, che d_f(x},+y,) = 0, f(x,,+y,) per cui la
funzione ha la derivata parziale rispetto all’asse .

Differenziabilita. Essendo limy_,o ﬁ(hi’ + 2h3) = limj,_0 ”—Illn(h? + h3) = 0 la funzione &
differenziabile in (0, 0). - -

Per quanto concerne la concavita si pud dire che per |y| < z3/2 (z > 0,) la matrice hessiana ¢

(60x Z) e quindi ¢ definita strettamente positiva. Dunque nell’insieme {y? < 23} la funzione

ha la concavita rivolta verso l’alto (¢ convessa secondo la definizione del libro di testo).

0
0 122
Dunque per x > 0 e y # 0 la concavita e rivolta verso ’alto mentre se x < 0 e y # 0 i punti non
hanno concavita definita.

Se y? > z2 allora la matrice hessiana ¢ ( , e per y = 0 si puo solo avere = < 0.

Se ora ci mettiamo in un punto P = (z,,0) con x, < 0 la matrice hessiana ¢ (6(;1: 8) , che ¢
semidefinita negativa ma la concavita non e definita. Infatti vediamo che il piano tangente ha
equazione z(z) = 23+ 3x3(x — 1,) e quindi si ha f(z) = 2(z) + (z — 2,)? (370 + (z — x,)) + y* da
cui se si fissa y = 0 e ci si muove lungo l'asse delle = di una quantita piccola (tanto piu piccola
quanto piu z, € vicino a 0) si ha f(z) < z(z) mentre se si fissa x = x, e ci si muove lungo ’asse
T =z, si ottiene f(z) > z(z) e quindi effettivamente se ne conclude che in P la concavita non
¢ definita.

Una analisi a parte & necessaria per i punti che stanno sulle funzioni y = +z3/2. In (0,0) la
funzione e differenziabile ma non e due volte differenziabile per cui non ha senso scrivere la
matrice hessiana nell’origine. Il piano tangente & dato da z(z) = 0 da cui segue che la funzione,
per ogni (z,y) € {y? < 23}, f(x) > y? e quindi sta sopra il piano tangente nell’origine mentre
se y2 > 23 la funzione sta sopra o sotto il piano tangente a seconda che ci si muova lungo I’asse
delle y oppure delle x e quindi la concavita non ¢ definita.

Se y = +2%/2 2 #£ 0, z # 22/3 non pud esistere un intorno per quanto piccolo in cui la funzione
ha concavita definita in quanto non ¢ ivi continua ed il Teorema 7.7 ci dice che se la funzione ¢
convessa & continua (vedi 'esercizio 27.7***). La stessa cosa avviene sui punti del tipo (z, +3/2)
exr # 22/3 in quanto non e possibile ricavare un insieme aperto contenente quei punti in cui
la funzione e continua. Peraltro la stessa considerazione poteva farsi per 'origine ed il conto
effettuato non fa altro che confermare quanto detto dal Teorema 7.7.

4.7 fio(z) : Basta scrivere la funzione come [ dz sinl

foy dz sin% e derivabile in x per ogni valore x = 0 compreso. La dimostrazione che e derivabile
anche in x = 0 si trova nella risoluzione dell’esercizio 22.8.

xT o
— fo dz sm% ed osservare che

6.7 1) Essendo la funzione differenziabile si ha D, (z,y) = cosad, f(z) + sinad, f(z) e
quindi Dy _(z,y) = cosa(4r—y)+sina(2y—z) e se z = (—1,2) si ottiene g(a) = 5sina—6cos a.

¢ (o) = bcosa + 6sina = cosa(b + 6tana) e quindi la funzione ha un minimo per a =
5 — 6 i — =5 i — L (6. —
arctan(—g). cosa = o mentre sina = —= da cui v, = \/67(6, 5)

Poiché D, (z,y) = 9f(x) - v, e tale espressione ¢ minima quando v, ¢ diretto secondo 9f (2)

ma ha verso opposto. Dunque essendo 9f(—1,2) = (—6,5) si ha che il vettore corrispondente

. . . . . N 1
alla derivata direzionale minima ¢ dato da \/—67(6, —5)
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Il determinante della matrice hessiana & 8 — 32 mentre la traccia & 6 per cui se —2v/2 < 5 < 2v/2,
usando il punto i) del Teorema 7.11, la funzione ha la concavita rivolta verso I’alto ossia la
funzione & convessa secondo la definizione data all’inizio del capitolo 7.6). Se|B| < 2v/2
la concavita non e definita.

Se —2v/2 < b < 24/2 la funzione ¢ strettamente convessa

Se |8 = £2v/2 si ha f(z) = (V2x Fy)? e la concavith & rivolta verso l'alto. Infatti basta
cambiare coordinate nel seguente modo =’ = z, iy = v2z F y e la funzione diventa (y')? da
cui il risultato. Va detto perd che se 8 = —2v/2 la retta di equazione y = v/2x & una retta
ogni punto della quale costituisce un minimo di ordinata 0 per la funzione (essendo la funzione
differenziabile su ogni minimo il gradiente ¢ nullo). Ogni altro punto che non sta sulla retta ha
ordinata positiva. Se 8 = 2v/2 la retta diventa y = —v/2x. La esistenza di tale rette & la ragione
per cui se —2V/2 < b < 24/2 allora la funzione & convessa e non strettamente convessa. Infatti il
piano di equazione z = 0 & tangente alla funzione nel punto (0,0) e ”tocca” la funzione in tutti
i punti della retta y = +v/2z. La relazione di convessita f(z) > f(0) + 9f(0)z diventa f(z) > 0
senza la possibilita di avere maggiore stretto.

Si puo altresi dire che la esistenza della retta y = v/2z sulla quale la funzione assume lo stesso
valore minimo ¢ motivo sufficiente per affermare che il determinante della matrice hessiana ¢
nullo ossia che almeno uno degli autovalori & nullo. Sia infatti z = (z,v/22) un punto della
retta in questione e sia h un vettore tale che z + h appartiene alla stessa retta. Abbiamo
flz+h) = f(z)+0f(z) -h+ 5(h, H(z)h) +o(|[2]|*) = 5(h, H(z)h) +o(||hl[*) = 0 per [|A] = Oe
h = u(1,v/2)V/3,. Ne segue che (h, H(x)h) = 0. La matrice & simmetrica per cui decomponiamo
h secondo i suoi autovettori ossia h = cjv; + covy (1 - c2 # 0) corrispondenti agli autovalori
A e Xa. (b, H(z)h) = 32X\ + c3Xa = 0 (gli autovettori sono normalizzati ad 1). Dobbiamo
subito scartare I'ipotesi che A1 - Ao > 0 e A1 - A2 < 0 in quanto e contraddetta nei fatti. Rimane
A1 - A2 = 0 che contempla i seguenti sottocasi: 1) Ay =0, ca =0, ¢1 # 0, 2) A2 =0, ¢c; =0,
co # 0, 3) A1 = A2 = 0. Ne segue che almeno uno degli autovalori ¢ nullo.

2) 8xf(l',y> = Q(x + y) - 45537 8yf(m7y) = 2(1‘ + y) - 4y37 8m:cf(337y) =2- 81;27 ayyf(xuy) =
2 —8y?, Ouy f(z,y) = 2. Gli unici punti critici sono (0,0), (1,1) e (—1,—1). La matrice hessiana
Q2
2 28:1; 5 —28y2 : il suo determinante ¢ D(x,y) = (2 — 82%)(2 — 8y?) — 4. D(1,1) > 0
e D(—1,—1) > 0 per cui sono dei massimi essendo 9, f(1,1) = —6 = 0., f(—1,—1) = —6.
Essendo D(0,0) = 0 non possiamo dire nulla se non che non puo essere un massimo in quanto
uno degli autovalori della matrice & A = 4. Siccome f(x,7) = 422 — 22% e f(z,—x) = —22*
segue che e una sella.

e

7.7 1)0,f(1,1) =z P+ 2|01y =2+, 9,f(1,1) =By a¥1,1) = B e quindi il piano
tangente ¢ z = 2+ o)z +pfy+1—a—p i) Opr f(2) = aa — 1)z 29, 9y, f(z) = B(B —
DyP =22, 0,y f(z) = afz* 1y~ 9,, = Oyy. Tenendo in mente la matrice 2 x 2 (é IB;) ,
la matrice hessiana ¢ tale che A = O, f, B = Oyyf, C = Oyzf, D = Oy, f. 1l suo primo termine
& positivo. Infatti a(aw — 1) > 0 in quanto a < 0 ed inoltre 2% 2y® > 0 se x appartiene ad un
intorno abbastanza piccolo del punto (1,1). Il determinante & 22*~2¢?=2a8(1 — a — ) ed &
positivo per le stesse ragioni. Dunque la funzione ha la convessita rivolta strettamente verso 1’alto
in ogni punto dell’insieme |[|(z,y) — (1,1)|| < 3. iii) L’esercizio chiede in pratica di trovare i
valori di v e B per cui la funzione ha la concavita rivolta strettamente verso il basso in un intorno
del punto (1,1). La relazione f(x) < ax + by + ¢ in pratica & f(z) < f(z,) +9f(z,)(z —z,) con
z, = (1,1). Basta che sia a(a — 1) < 0 e af(1l —a — ) > 0 da culi il risultato.

ITcasia=0,8=0,ea-8>0a+ [ =1 vanno considerati separatamente. Infatti in questi
casi la matrice hessiana ha determinante nullo ed il Teorema 7.11 ii) nulla ci dice sulla sua
concavitd o convessita stretta. Se o = 0 deve verificarsi la relazione y® < By + 1 — 3 che &
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certamente vera per 0 < 8 < 1 ed analogamente per g = 0. Tale relazione ci dice che la funzione
y” ha la concavita strettamente rivolta verso il basso in un intorno di y = 1.

La stessa cosa accade se =0

Se invece 0 < a + 3 = 1 deve verificarsi la relazione z%y!~* < ax + (1 — a)y che per z = y
opportuni in un qualsiasi intorno di (1, 1) non & vera. Quindi non puo esistere I'intorno U > (1, 1)
tale che f(z) < az +by+ c per z € U\{(1,1)}.

8.7 i): dobbiamo risolvere la disequazione |1 — zye¥~* | < ¢ al variare di (z,) in un intorno
del punto (1,1). ll—xyey_““”Q] < |1—(:B—l)yel_z2ey_1—yel_$26y_1] = |1—(:1:—1)y61_126y_1—
(y _ 1)61—w2ey—1 _ el—wgey—1| S
< |1 —ayev=" |+ o — 1| [yl eV + Jy — el ev=!. Ora e? L =1+ (y — 1) + 2ec(y — 1)?
e prendendo 0 < y < 2siha —1 < ¢ < 1 per cui €® < e. Inoltre e}~ = 1+ (1—2%)+ 1eb(1—2?)?
e prendendo 0 < z < 1 si ha 1 < b < 3 per cui e’ < €3.

2 2
elmT eV =14 (y— 1) + (1 — 2?) + 2e(y — 1)} + LeP(1 — 22)%ev~! da cui discende la
stima

2

1—e' e <y — 1+ [1—zl[L + 2] + get(y — 1)* + 3e*(1 = 27)* < [y — 1| + 3|1 — 2| +
let(y—1)2+29ef(1—2)2 < (1+ §)|y — 1]+ (3+ 2e*)|1 — 2| e quindi
1—ayer=="| < (1+5)|y—1|+3+Fe)[1—a|+ 2tz —1+elly—1] < \/z — )2+ (y — )22
3+ 2et + Jet) < e se
( 2
Vie—1)2+(@y—1)2< 2\/5(3+2€e4+%e4) e quindi 6. = min{ 2\/5(3+25e4+%e4), 1}.

ii): 0, f(z) = —yey_m2 + 2:1:2yey_m2 = 0 ossia 2yz? —y = 0 e quindi y = 0 oppure = = j:\/ii.

d,f(z) = —zeV " — gyev™® = —ze¥~" (1 +y) = 0 ¢ quindi se y = 0 si ha 2 = 0 mentre se
x = i\% sihay=—1.0, f(z) =2xzyeV=" (—222 + 3), 9,,f(x) = —zeV" (2 + ), 2,,f(z) =
0 -1

—ey_xz(l + )(22? — 1). La matrice hessiana calcolata in (0,0) da H(0,0) = , ed

-1 0
essendo il determinante minore di zero 'origine ¢ un punto di sella. Inoltre nei due altri punti
+4e 3 0
critici si ha H(+-1,—1) = V2 s |, ossia altre due selle.
V2 0 :Fie_ﬁ
V2

iii): z=e"2—(x—1)e 2 e quindi ¢ un piano parallelo al piano individuato dagli assi z e z.

iv) f(z) = Y=o %a@f‘go (x — 2,)k ed alla luce di tale formula si ha f(z) = —xy(1 +y) +

dzk
o(|z|?). La formula precedente va interpretata nel seguente modo: se k = (k1,ks,...,k;) ¢ un
vettore ad | componenti intere o nulle dove [ ¢ il numero di variabili della funzione in questione,
si definisce

l k k|—k k|—ki—k kl—|ki|—|k2|—...—|k;—
B =ik Sier = Sha Zio St D e

1 1

El T kilkol Kyl

Skl gk1tkat.. .tk

axﬁf S T ax’{l ; (2 — 2,)E = (@1 — (o)1) (w2 — (w0)2)*2 ... (@ — (o))"
T o2 ...0x)

9.7 Siha E(a,b) =Y [az; +b— y;]?; vogliamo minimizzare tale funzione rispetto ad a e b
per cui B, =237 wilax; +b—y] =0, B, = 2> [ax; + b — y;] = 0 ed inoltre calcoliamo
Euo =230 122, By = 2n, Eg =2 | x;, per cui la matrice hessiana non dipende da a e b
ed il suo determinante & 4n > | z? —4(3_" | x;)? e circa il segno di tale espressione pud essere
utile I'esercizio 1.1.3 -quinto del gruppo- da cui si evince che e positivo. Essendo FE,, positivo
se ne conclude che tutti gli eventuali punti critici della funzione sono dei minimi (essendo il

sistema E, = E, = 0 lineare in a e b si avra un unico punto critico). La soluzione ¢ data da
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b=y —adlx)ea= El:i Zylx2_§’zl yz e ™ Se si indica con z* = LS @
i=1 7

ey*=1%" v sihacheb=y* —az*.

10.7 f(0,y) = y* da cui l'origine ¢ un minimo su tale restrizione. f(x,mz) = z*(32? —4mx +
m?), f'(x) = 2x(62? — 6mx + m?) da cui la funzione ¢ decrescente per x <0 V z_(m) < x <
x4 (m) dove x4 = 3mim e crescente per 0 < x < x_(m) V = > x4 (m) da cui viene fuori che
la funzione di x ottenuta ha un minimo nell’origine. Del resto scrivendo f(z) = (222 —y)? — 2*
e dunque si puo risolvere la disequazione f(z) > 0 ossia (222 — y)? > 2% ossia |22 — y| > 22
Se 222 > y la disequazione diventa 2x2 — y > 22 e quindi ¥y < 22 da cui si evince che se
z € {z € R? | y < 2%} allora f(z) > 0. Se invece 22? < y allora la disequzione diventa
—22% +y > 22 ossia y > 322 e quindi se z € {z € R? | y > 32%} f(z) > 0. Dunque se
z€{reR? |22 <y < 32?2} f(z) < 0. Ne segue che la funzione ha in (0,0) una sella. Questo
esempio rientra nel punto vi) del Teorema 7.13) essendo la matrice hessiana semidefinita
positiva.

11.7 0, f(z) = y(1 —y* —32?), 9, f(z) = x(1 — 2® = 3y?), 9,, f(x) = —6ay, 0,, f(x) = —6ay
0,,f(z) = 1-322—3y? 9, f(z) = 0 per y = 0 oppure y> = 1-3x2. Se y = 0 dalla derivata rispetto
ad y otteniamo (1 —22) = 0 ossiax = 0 e z = &1 per cui i punti critici sono dati da P = (0,0),
Ry =(1,0), R_ = (-1,0). Sey?> = 1—32% si ha invece 1—22—3(1—322) = 0 ossia z = £ per
cui i punti critici sono dati da Py = (3, 3), P> = (5 ,2) Py = (530, = (5,5) Dalla
matrice hessiana viene fuori che P; e Ps sono dei massmn relativie f(Py) = f (Pg) % mentre
P, e P, sono dei minimi relativi e f(P2) = f(Py) = —4. R+ e Q4 sono selle. Essendo f(1,1) =
f(=1,—1) = =1 < — sono punti di minimo assoluto mentre f(1,-1) = f(-1,1,) =1> g e

quindi sono massimi assolutl Si noti che i vertici del quadrato non sono punti critici.

12.7 Basta fare le derivate ed esaminare la matrice hessiana. Per il punto (0,0) di f5 il
determinante & nullo ma basta osservare che % + y* > 222y? per minorare.....

13.7 i) Continuita: uguagliando le due funzioni si ottengono come unici punti (0,0) e (1,1)
ed inoltre impostando i calcoli che in questo caso eviteremo si ha la contiuita in quei punti.
Dunque la funzione ¢ continua in {z € R? | y # 2z} U {(0,0)} U {(1,1)}}.

ii) z = 5z — 2y + 4 (la funzione da considerare ¢ —2x2 + 3xy — 2y?).

iii) Vediamo se la funzione ¢ derivabile in (0,0) (si badi che anche qualora lo sia cid non ¢
sufficiente a dire che esiste il piano tangente in quanto la funzione deve essere differenziabile). La
derivata destra rispetto ad x in (0,0) & limy o+ 1f(¢,0) = lim;_,o+ +(4¢ —2t%) =4 =9, f(0,07)
mentre 9, f(0,07) = lim;_,o- $(—2t*) = 0 per cui la funzione non ¢ derivabile nell’origine.

iv) Sey >xsihad f= —43:—|—3y, 0,f =3x—6y,0,f=-40,f=-6,0,,f=3dacui
-4 3
3 —6
determinante e dato da 15 ed essendo la traccia negativa la concavita e rivolta verso il basso.

viene fuori che la matrice hessiana non dipende dal punto ed ¢ uguale a , 1l cui

0 4> e dunque tutti i punti non hanno concavita

Se invece y < x la matrice hessiana e (

definita.

14.7 i) Calcoli ovvi ci danno la continita nei punti (0,0) e (1,1) (lo studente/ssa verifichi cio
e non si limiti ad uguagliare sulla curva x = y3 le due funzioni che compongono l’esercizio).
Naturalmente e continua anche nei punti che non stanno sulla curva appena citata.

8, £(0,0) = limy_+ 2(f(,0) = £(0,0)) = limy_,o+ & = 0 mentre 3, f(0~,0) =

= lim;_,o- (f(t 0) — £(0,0)) = lim;_,o- % — 1 per cui non ¢ ivi derivabile. E immediato
verificare che d,f(0,07) =0, f(0,07) =0.

Inoltre 8, f(17,1) = limy o+ T(f(t +1,1) — f(1,1)) = lim;_,o+ +((t+ 1) +1—2) =2
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ed, f(17,1) =limy_o- +(f(t+1,1)— f(1,1)) = lim; ,o- 7((t+1) +1—2) = 1 per cui neanche
in (1,1) & derivabile.
Per quanto riguarda la differenziabilita la funzione ¢ differenziabile ovunque tranne sulla curva
x =1y,
ii) Il piano tangente in (0,0) non c¢’¢ in quanto non ¢ ivi derivabile

0
0 30y*
semidefinita positiva per ogni y da cui la concavita e rivolta verso ’alto.

iii) Se z > 93 la matrice hessiana & ( ) ed e quindi definita positiva per y # 0. E

Giusto per completezza verifichiamo che per (zg, yo) con yo = 0 la funzione ha la concavita rivolta
verso ’alto. La funzione meno il suo piano tangente ¢ pari a f(z) — f(z,) —9f(zy) - (z — zy),=
Y% + (z — 20)? che & sempre positiva per cui anche sul semiasse positivo delle x la concavita &
rivolta verso 'alto.

Se x < > la matrice hessiana ¢ data da 0 ) ed ¢ quindi semidefinita positiva se y > 0 e

0

0 6y
semidefinita negativa se y < 0. Dunque per y > 0 la funzione € convessa mentre per y < 0 la
funzione & concava. Nei punti con y = 0, z < 0 la funzione meno il suo piano tangente cambia
segno se ci si muove lungo ’asse delle y e non ha concavita definita.

Verifichiamo direttamente 1’affermazione precedente. f(z) — f(z,) — 9f(zy) - (x — z,), calcolata
in un punto (g, yo) diventa x +y3 —zo —y5 — (x —x0) — 3y2(y — o) = (¥ — vo) (¥ + yyo — 293).
Sia ora yo > 0 per cui I'ultima quantita e positiva per y > —2y, e negativa per y < —2yy. Ne
segue che esiste un intorno di (zg,yo) in cui f(z) — f(z,) — Af(zy) - (x — ) € positiva ossia la
concavita e rivolta verso l'alto

Se invece yo < 0 allora (y — yo)(y* + yyo — 2y3) > 0 per y > —2y, e quindi la funzione ha la
concavita rivolta verso il basso.

Se yo = 0 (e quindi zo < 0) allora f(z) — f(zy) — 0f(zy) - (x — 29) = 3> da cui segue che se
y > 0 la concavita e rivolta verso il basso e viceversa se y < 0. Il risultato e che la funzione non
ha concavita definita.

16.7** Dimostrazione di i) con le ipotesi 1) e 2).

Sappiamo che 0 < |z — z,|| < d. = |[f(z,y) — | <ececheV |y —yo| <, Ve>036.:0<
|z —zo] < 0 = |f(z,y) — F(y)| < e. Vogliamo far vedere che lim,_,, F(y) = [ ossia che
limy_,, limg_, f(z,y) =1

Infatti dalla disuduaglainza |F(y) 1| < |F(y) — f(z,y)|+|f(z,y) —1| segue che se 0 < ||z —z, | <
Oz, [v—20| < d2 € |y—yo| < 1, si puo maggiorare |F(y)—I| < |F(y)—f(z,y)|+|f(2,y) -] < 5+5.
Le condizioni su |y — y,| € |z — x,| sono implicate dalle seguenti |y — y,| < min{r, 5%} =r e
|z — x| < min{é%,5§} = ry che a sua volta & implicata da |y — y,| + | — x,| < min{ry,ra}.
Volendo una condizione sulla norma di Pitagora otteniamo ||z — z,|| < min{ry,r2}

Una dimostrazione analoga potrebbe essere portata avanti per dimostrare che lim,_,, G(z) =1
ossia che lim,_,, lim, ,, f(z,y)=1

Per quanto riguarda le funzioni seguenti si ha che la prima non ammette solamente

lim,_,0 lim,_,¢ f(z), la seconda solamente lim,_,o lim,_,o f(z) e la terza solamente lim,_,o f(z).
1 1 2 —
xsin — y#0 ysin — x#0 A

2
z#0
fla) = y flz) = x fl@) =1 y* +a?
0 y=0 0 =0 0 z=0
La prima delle seguenti funzioni ammette solamente lim,,_,o lim,_,¢ f(2),

la seconda lim,_,q lim, o f(z) mentre la terza solamente lim,_,o f(z)
2 2 2 2
y“—x 't y“—x o1
+ xsin — 0 + ysin — xz #0
flz) =4 2 +y? y s f@) =< @2+y I ?

0 y=20 0 x=0
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) 1+ 1 20
T sin — + ysin — x#+0
flz) = Y T
0 z=0

Per il punto 3) la funzione seguente ammette lim, ,olim, o f(z), e lim,_,olim, ¢ f(z), ma
sono diversi

2 _ .2
y*—x
0
fo) =) z70
0 z=0
1 0
Per il punto 4) abbiamo la funzione f(x) = il
0 zy =0
) 1 sey#0 . 1 z#0
lim, o f(z,y) = h(y) = B limy 0 f(2,y) = g(z) = _
0 sey=0 0 z=0

ed i limiti sono chiaramente uniformi rispettivamente in y e x. lim,_,o h(y) = lim,_,¢ g(z) =1
ma lim,_,o f(z) non esiste.

17.7 La funzione sta sul 1ibro di testo a pag.303 e si dimostra che non & continua nell’o-
rigine. La dimostrazione fa uso del fatto che pur esistendo il limite sempre uguale su ogni
restrizione consistente in un segmento passante per ’origine, tale limite non ¢ uniforme nell’in-
clinazione del segmento (coefficiente angolare) e quindi la funzione non & continua.

Del resto |f(z)| = tan@|z|| dove tanf = £ (se § = 5 f(z) = 0). Se quindi si restringe la
funzione ad una qualsiasi retta passante per 'origine si ottiene

|f(z)| = min{0,m}v2? +m?2? dove m = tanf) = £. Se ora prendiamo una successione

(1, yx) = (Tp, mrry) T = —5, my = k otteniamo una successione per cui
k2

limy o f(zx, mpzr) = +00.

18.7 f, =3y — 322, f, = 3z — 3y?, fux = —6x, fy, = —6y, fzy = 3. (0,0) e (1,1) sono gli
—?()Sx —%y) ¢ dato da 9(4zy — 1)
che & negativo se calcolato in (0, 0) per cui l'origine ¢ un punto di sella. In (1,1) il determinante
¢ positivo ed essendo f,.(1,1) = —6 il punto ¢ di massimo. Non a caso d?f(1,1) = —3((dx)? +
(dy)? — dzdy) = —3[(dz — idy)? + 2(dy)?] che & sempre negativo mentre d?f(0) = 3dzdy.
Analizziamo ora in generale la covessita della funzione. Se 4xy — 1 > 0 A z > 0 la funzione
ha ambedue gli autovalori negativi e quindi ha la concavita rivolta verso il basso. Se 4xy —1 >
0 A x < 0 succede esattamente il contrario. Se 4zy—1 < 0 la funzione non ha concavita definita.

Sull’iperbole di equazione 4xy = 1 il determinante della matrice ¢ nullo. Risolvendo il sistema
lineare (—?()Sx _?)i) (Z = (8) si ottiene il vettore (1,2z) (a meno di multipli che pero
influiscono solo suﬁnodulo del vettore) lungo la cui direzione 'autovalore della matrice hessiana
e nullo. Dunque per ogni punto della iperbole di equazione 4xy = 1 e definito un vettore di
componenti (1,2z) il cui autovalore & nullo. L’altro autovalore & dato da As(z) = —6z — ==
(AM(z) = 0) e si vede che se > 0 allora Ay(z) < 0 mentre se z < 0 A z # —3 allora
A2(z) > 0 (A2(—3)) = 0. Chiaramente I'autovettore corrispondente a Ay (x) & dato da (2z, —1). Se
calcoliamo il differenziale secondo sull’iperbole e nella direzione (1, 2x) allora otteniamo 0. Infatti
Pf(x) = §(~62)(dr)? + §(~6y)(dy)? + 3(dx)(dy)  quindi df(z, ) lay—sas = —3e(da)? ~
3 (22)%(dz)? + 3(2z)(dz)* = 0 per ogni dz. In generale d? f(z, =) = —2(z(dz) — 3(dy))? e per
x > 0 € una quantita sempre negativa a meno che dy = 2xdx nel qual caso ¢ nulla.

Per sapere sulla convessita della funzione bisogna andare ad investigare le derivate terze della
funzione. fyzz = —6, fyyy = —6 e quindi d*f(z) = —6((dx)® + (dy)?) e poi tenere conto del
fatto che dy = 2xdzr in quanto il vettore (dz,dy) deve essere un multiplo di (1,2z). Inserendo

si ottiene d® f(z, =) |ay=20ac = —6(dz)?(1 + 823) e quindi si ottiene che per i punti con ascissa

unici punti critici. Il determinante della matrice hessiana
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positiva (x > 0) tali che 4xy = 1, se ci si muove nella direzione (1,2x) e dr > 0 si “scende
di quota” se ci si muove nella direzione (1,2x) e dx < 0 si “sale di quota”. Essendo l'altro
autovalore negativo se ne ricava che la funzione “ha la forma di una grondaia rivolta verso il
basso il cui canale centrale ha un flesso discendente sull’iperbole data e se ci si discosta da esso
si diminuisce di ordinata . Se x <0 A x > —% si ha lo stesso fatto ossia per dx > 0 si scende
di quota mentre per dr < 0 si sale e quindi, essendo l’altro autovalore positivo, il grafico della
funzione é localmente una “una grondaia rivolta verso ’alto il cui canale centrale interseca in
ogni punto l’iperbole ed ha un flesso discendente sull’iperbole. Se x < 0 N x < —% Nxy =1
allora si ottiene che per tali punti se ci si muove nella direzione (1,2z) e dx > 0 si “sale di
quota” mentre se dxr < 0 si scende e quindi essendo ’altro autovalore positivo se ne ricava che
la funzione e localmente “una grondaia rivolta verso ’alto il cui canale centrale interseca in ogni
punto l'iperbole ed ha un flesso ascendente sull’iperbole”.

L’ultima discussione riguarda il punto di coordinate (z,y) = (—%, —%) Tale punto ha la pe-
culiarita per cui se ci si muove a partire da esso nella direzione (1, —1) il differenziale secondo
e terzo sono zero. Si puo verificare che anche il differenziale primo e nullo per cui essendo le
derivate di ordine quattro identicamente nulle ne segue che, localmente, il grafico della funzione
non cambia se ci si muove nella direzione (1, —1) ed essendo I’altro autovalore positivo il grafico
ha la concavita rivolta verso l’alto. In pratica il grafico e costituito localmente da una grondaia
rivolta verso 'alto il cui canale centrale non ha alcun flesso. Che il differenziale primo sia nullo
lo si evince dal fatto che df (z, ) |ay=20dz = (2 — 322)dx + (32 — 127 )2xdx = (322 + & )dx

16x2
che vale zero se calcolato per z = —3.

19.7 f, =122% — 8y, f, = —4a* + 2y, fux = 3622 — 8y, fyy = 2, fuy = —8z. Il determinante
della matrice hessiana & —8(23z2 + 2y) e quindi se y > —Z%z? non ha concavitd definita.
Se y < —%xz la funzione ha la concavita rivolta verso l'alto. Sulla parabola di equazione

—362%2 —16x di .
162 9 ) ed i suoi
autovalori sono dati da \; = 0, Ao = 2 4 12822. Corrispondentemente all’autovalore nullo si

_ 2 _
ha la direzione (1,8z) ottenuta risolvendo il sistema lineare < _1%25 12696) (Z) = (8)

mentre all’autovalore A, corrisponde (__1(2533 —_1;2;2> <Z) = <8> ossia a(1, —é) che e
un vettore (guarda caso) ortogonale al precedente. Per sapere il comportamento della funzione
nell’intorno di un punto sulla parabola bisogna andare a prendere le derivate terze. f... = 72z,
froay = —8 e le altre nulle. d°f = Zx(dz)® — §(dz)?(dy) e tenendo conto che dy = 8zdz is ha
& f(z,—Z2?) |\, = —202(dz)? da cui si deduce che:

per x > 0 la funzione, nella direzione (1,8x), a partire dal punto di coordinate (x, —%mQ),
decresce se dx > 0 e cresce se dr < 0 e quindi il grafico “¢ una grondaia rivolta verso I'alto
(essendo l’altro autovalore positivo) il cui canale centrale ha un flesso discendente lungo la
parabola

Viceversa se x < 0 il grafico “¢ una grondaia rivolta verso l’alto (essendo l’altro autovalore
positivo) il cui canale centrale ha un flesso ascendente lungo la parabola”

Dall’esercizio 10.7 sappiamo che l'origine € un punto di sella ed il gradiente e ivi nullo. La

_ 232
Yy=—337

si ha un autovalore nullo. La matrice hessiana diventa (

matrice hessiana ivi calcolata da (8 (2)) e chiaramente l'altro autovalore e positivo. Il calcolo

(8 g) (Z) = (8) da b = 0 per cui la direzione & (1,0). Corrispondentemente all’altro

autovalore ossia A\ = 2 si ha che la matrice diventa (_02 8) ed ogni vettore del tipo (0,b) &

autovettore. Il conteggio del contributo di d® f calcolato sul punto (0, 0) e nella direzione (1,0) &
nullo in quanto d3f = 2z (dz)® — §(dx)?(dy) va calcolato per z = 0 e dy = 0. Bisogna ricorrere

6/maggio/2015; HEsclusivamente per uso personale; ¢ vietata qualsiasi forma di commercializzazione 34



Paolo Perfetti, Dipartimento di matematica, II Universita degli Studi di Roma, facolta di Ingegneria

al contributo di ordine quattro ed ottenere d*f = %(dx)4 da cui si ottiene solo che la funzione
“localmente ¢ costituita da una grondaia rivolta verso l'alto sia quando ci si muove lungo la
direzione (1,0) che (0, 1) ed il cui canale centrale non ha flessi”. Nell’intorno di (0, 0) la funzione
& f(dw,dy) = (dy)* — 4(dw)*(dy) + T (dz)* = (dy)(dy — 4(dx)?) + T (dz)*

20.7 Osserviamo innanzitutto che f(z,y) = —f(—z,y) = —f(x,—y) = f(—x,—y) = f(y, ).
La funzione ¢ nulla sugli assi coordinati e sulla circonferenza di raggio 1. Alllinterno dell’insieme
Q={zeR?: |2 <Ly <1}n {z € R?| 2 >0,y > 0} la funzione & positiva per
22 + 5?2 — 1 < 0 e negativa sul complementare. La stessa cosa accade nell'insieme Q = {z €
R2||z] <1,y <1} N {z € R? | z < 0,y < 0} mentre negli insiemi Q = {z € R?||z| < 1,]y| <
BN {zeR|z>0y<0te@Q={zecR?z <Ly <1}n {zeR?*|z <0,y >0}
la funzione e positiva all’interno della circonferenza e positiva all’esterno. Ne consegue che gli
assi sono costituiti da punti di sella. 9, f(z) = y(1 —y* — 32?), 0, f(z) = =(1 — 2* — 3y?),
0,.f(z) = —6xy, 9,, f(z) = —6wy 0,, f(z) =1 —32° = 3Y*, Ououf () = —6y, Oyyy f(z) = —61,
Orayf(2) = =62, Opyy f(2) = =6y, Ovaayf(2) = =6, Opyyy f(z) = —6

—6zy 1 — 322 —3y3
1 — 322 — 33 —6zy
(1 — 322 — 3y?)? che & positivo se 6|z|ly| > |1 — 322 — 3y?|. Mettiamoci nel primo quadrante
x > 0 ey > 0. Risulta che D(z,y) >0,z € {z € Q |y > —x+\%§, y>:v—\/ig, y <

La matrice hessiana ¢ ed il determinante & D(z,y) = 3622y% —

x + \/Lg} Poiché f,, < 0 in tale quadrante, ne consegue che la funzione ha la concavita rivolta

verso il basso ed infatti il punto di coordinate (%, %) € un massimo. Per le proprieta della

funzione f la stessa cosa accade nel terzo quadrante mentre nel secondo e quarto quadrante
la funzione ha la concavita rivolta verso ’alto. Analizziamo ora quanto accade nei punti in
cui D(z,y) = 0. Cominciamo dalla retta y = —x + \/Lg La matrice hessiana, calcolata su

622 — 2\/§a7 —6x2 + 2\/§x
—622+ 23z 622 —2/3x
Ao(z) = 1222 — 44/3x che & sempre negativo per 0 < = < \/ig Agli autovalori corrispondono gli
autovettori rispettivamente (622 —2v/3z)(1,1) e (—622+2v/3x)(1, —1). Se quindi = # 0 A = # \/Lg
allora il secondo autovalore € negativo e questo vuol dire che se ci muoviamo nella direzione
(1,—1) si diminuisce di ordinata. Se ci si muove nella direzione (1,1) si ha zero e quindi

bisogna andare a prendere il contributo del differenziale terzo. d*f(x,y) = —y(dz)3 — x(dy)> —
3z(dx)?(dy) — 3y(dz)(dy)? e quindi &> f(x, —x + \/Lg) ldo=dy = —\/ig(dx)?’ e quindi se ci si muove

tale retta, diventa ( ) ed ammette i due autovalori \j(x) = 0

lungo il vettore (1,1) a partire dalla retta y = —z + \/Lg per incrementi positivi nelle ascisse si
diminuisce di ordinata e viceversa se l'incremento avviene verso le ascisse negative.

Vediamo ora cosa accade per x = 0. In tal caso la matrice hessiana & <8 8) e quindi gli

autovalori sono nulli. D’altra parte df(0, \/Lg) = —\/ig(alas)3 e quindi se c¢i muoviamo verso il
primo quadrante diminuiamo di ordinata e viceversa se ci muoviamo verso il secondo quadrante.

Usando f(x,y) = f(y,x), si ottiene il comportamento della funzione nella seconda meta del
primo quadrante ed usando le altre proprieta se ne ottiene il comportamento ovunque (sui
segmenti dove si annulla la matrice seconda naturalmente).

21.7 Cominciamo dalla regione x > 3. Dalla risoluzione data si vede che y = 0 allora la
matrice e semidefinta positiva. I soli punti con ordinata nulla sono quelli con ascissa positiva.
Il differenziale secondo ¢ dato da d?f(x,y) = (dz)* + 15y*(dy)? che sul punto (x,0) diventa
d?f(z,0) = (dz)? e quindi se ci si muove mantenendo nullo dy si aumenta in ordinata rispetto
al piano tangente. Il contributo successivo ¢ dato da d°f(x,y) = (dy)® che & sempre positivo
per cui la concavita e rivolta verso ’alto e per giunta strettamente. Nell’intorno di un qualsiasi
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punto di ordinata nulla (z,, 0) la funzione ¢ tale che f(z,+dz, dy) — 22 — 2x,dx = (dx)? + (dy)°®

Se invece z < y? allora le cose sono diverse. In tal caso il determinante della matrice hessiana &
sempre nullo e gli autovalori sono dati da Ay =0 e Ay = 6y. Se y > 0 Az(y) > 0 e quindi lungo
la direzione individuata dal vettore (2) la funzione aumenta di ordinata. Se y < 0 la funzione
diminuisce di ordinata. Lungo la direzione (8) I’autovalore ¢ nullo. 1l differenziale secondo
d?f(z,y) = 3y(dy)? non ci aiuta in quanto esso va calcolato per dy = 0 (b = 0). Bisogna
passare al differenziale terzo d®f(z,y) = (dy)® e si annulla anche esso. Se ne deduce che la
funzione, muovendosi parallelamente all’asse delle y incrementa la sua ordinata se y > 0 e la
diminuisce se y < 0 mentre la mantiene costante se ci si muove parallelamente all’asse delle
x. Praticamente la figura ¢ “una grondaia rivolta verso 'alto per y > 0 e verso il basso per
y < 0. Il canale contrale & paralello all’asse delle ascisse”. Se y = 0 e facile rendersi conto che

la funzione ¢ rappresentata dal piano z = z. In pratica nell’intorno di un punto (z,,¥,) si ha
f(xo +dz,yo + dy) — f(20,Y0) — Of (0, Y0) - (dz, dy) = 3y(dy)® + (dy)*

23.7 Nel caso dell’esercizio 3.8 assumiamo che lo studente/ssa abbia gid trovato i punti di
estremo vincolato con i relativi valori delle variabili e del moltiplicatore di Lagrange. Pertanto

> mentre

siha A =02 = e, y = 2. La matrice fy,5,(2°) — A°0s,2,(2°) diventa

= -1 0
la condizione di tangenzialita dello spostamento ¢ data da %ea - p % =0 dove h = (a,B) e
dp = (—y + %, —T — %) che va poi calcolato in ¢ = e y = % La condizione si traduce in

3ae = % = 0. La forma quadratica del Teorema enunciato nel testo dell’esercizio € in questo
caso —2a3 = —6a2e? < 0 e quindi si tratta di un massimo. Si confronti questa risoluzione con

quella data nel libro contenente 1’esercizio.

Tra laltro la esistenza dell'unico punto di estremo (z,y) = (e,2) ed il fatto che tutti i punti
del vincolo siano regolari ( il gradiente del vincolo & un vettore mai nullo essendo uguale a
(i — 1, —% — x) e la seconda componente mai nulla dal fatto che > 0 y > 0) ci dice pure

che il sostegno della curva definita dall’equazione del vincolo & un sottoinsieme illimitato di R2.
Supponiamo infatti che tale sostegno sia un insieme limitato. Certamente € un insieme chiuso
essendo dato da {z € R? | %mg —zy =0, x > 0, y > 0} e quindi ¢ la controimmagine
continua di un insieme chiuso ({0} € R). Essendo la funzione dell’esercizio una funzione con-
tinua, il Teorema 5.9 pag.200 del libro di testo ci dice che ammette massimo e minimo
(eventualmente piu di uno). Il Teorema sui moltiplicatori di Lagrange implicherebbe che in tali
massimi e minimi la funzione f(x,y) — A¢(x,y) deve avere gradiente nullo in quanto tutti i punti
del vincolo sono punti regolari ma cio avviene per un solo punto da cui ne segue che il massimo
oppure il minimo (sappiamo il minimo) non esiste. La contraddizione si risolve dicendo che
il sostegno della curva ¢ un insieme illimitato e quindi non compatto. Volendo “toccare con
mano” tale proprieta si consideri una successione {my} tale che my — 0 my > 0 e la successione

{(xk)yk))} con T = \/21% lnmik,yk: ,/% llnmLk

e Per quanto riguarda la seconda domanda dell’esercizio, anche in questo caso supponiamo di
sapere gia che esistono i seguenti punti di estremo:

(A1 =1/2 AL = 3/2 (A1 = (A1 =0
P:z=1 Py:¢x=-1 Py:{xz=1/2 P :{x=1/2

y= y=0 y=3/2 y=—V3/2
[ Z = (2 =2 2= (1-V3)/2 2= (1+V3)/2

f(P1) =0, f(P) =2, f(Py) = —1 f(P_) = —1 per cui P, ¢ certamente un massimo e P,
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oppure P_ oppure tutte e due € un minimo. Per sapere la natura degli altri punti bisogna
procedere come nel precedente esercizio. Cominciamo da P;. La matrice fz, — )\1(¢1)H —

2—2)\ 1 0 1 1 0
Ao (P2)za € 1 2—2)\; 1] ecalcolatain Pysiha |1 1 1
0 1 0 0 1 0
s R . . Ja+tb+ec=0 o
La tangenzialita del vettore h = (a,b,c,) da luogo alle equazioni e quindi
2ax + 2by =0

(calcolando in (1,0,0)) a = 0, b+ ¢ = 0. La forma quadratica presente nel Teorema enunciato
nel testo di codesto esercizio e data da

1 1 0 a
(a b c)f1 1 1 b | =a®+ab+ac = a?—b* = —b? tenendo conto della tangenzialita
0 1 0 &

di (h). Ne segue che P; ¢ un massimo.

210 a
Se ora si fa il conto per i punti Py siottiene (¢ b ¢) | 1 2 1 b | = 2a? tenendo conto
0 1 0 c

della tangenzialita del vettore h. Ora a = 0 implica che b = 0 essendo l'ordinata di Py non
nulla. Ma allora segue pure che ¢ = 0 e quindi h = 0 che & da escludere. Ne segue che Py € un
minimo.

-1 1 0\ /a

Da ultimo consideriamo P,. La forma quadraticae (a b ¢)| 1 -1 1 b | =—a®—
0 1 0 c
b2 + 2ab+bc = —a? — b? + ab— b*> = —(a — £b)* — £b% < 0 per cui & un massimo.

Si puo calcolare il determinante della matrice associata ai punti P+ ed ottenere —2 da cui si
evince che dei tre autovalori uno e negativo ed due positivi oppure sono tutti e tre negativi. Se
fossimo stati in una situazione di estremi liberi avremmo concluso che Py sarebbero stati delle
selle oppure dei massimi. Nel caso invece di estremi vincolati si tratta di minimi. Piti o meno
la stessa cosa accade con gli altri punti.

24.7 La funzione da minimizzare & la distanza del punto generico di R?® dal punto (0,0,1)
e quindi la funzione f(z,y,2) = 22 + y? + (2 — 1)? mentre 'equazione del vincolo & ¢;(z) =
y— 2% =0, ¢o(z) = 2 — 2% = 0. Cerchiamo eventuali punti non regolari ossia quei punti per i

quali € minore di due il rango della matrice ( :;i (1) (1)> . Il minore (é (1)) e sempre diverso

da zero per cui il rango & due. A questo punto risolviamo il sistema

{Q(f@) — A1¢1(x) — Aadpa(z) =0

ossia
P1(z) =0, ¢a(x) =0
{2x(1+)\1+)\2):0, 2W—A =0, 2z—1)—X=0

y=2a% z=2>

Si ottengono tre punti P, = (0,0,0), A\; =0, Ao = —2; Py = (j:%, i, }l), A= %, Ao = —%. La dis-

tanza fra P; ed il punto (0,0, 1) &€ 1 mentre fra Py e (0,0,1) & \/g < 1 per cui il minimo ¢’¢ in cor-
rispondenza a Pi. Ad ogni modo applichiamo il teorema dell’esercizio precedente e verifichiamo

a
quanto trovato. La tangenzialita dello spostamento ¢ data da <:g§ (1) (1)) b | = <8) .
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) —2ar+b=0 o i ) R
Dunque si ha che per ogni x implica b = ¢; inoltre calcolata per x = 0 da
—2ax +c=0

b=c=0ea#0.
242 42X 0 O
La matrice hessiana da studiare e 0 2 0 | e nel caso del punto (0,0, 0) bisogna
0 0 2
individuare il segno della forma quadratica
-2 0 0 a
(a b c){ 0 2 0 b | =2(2b% — a?) = —2a? < 0 per cui & un massimo relativo.
0 0 2 c

Nel caso dei punti P+ abbiamo che la relazione di tangenzialita implica che b = ¢ # 0 per cui
0 00 a

(a b ¢){0 2 0 b | =b? > 0 da cui un minimo relativo.
0 0 2 c

Il massimo ¢ relativo in quanto la funzione da minimizzare ¢ illimitata sulla curva (la cui
proiezione sul piano (y,z) e la retta di equazione y = z). Viceversa il minimo & assoluto
essendo la funzione distanza sempre positiva.

25.7 La funzione da “estremizzare” ¢ g(z) = 22 e ’equazione del vincolo ¢ f(x) = (x, Az) = 1.
L’unico punto che verifica I'equazione f(z) = Az = 0 € x = 0 che pero non appartiene al vincolo
e quindi non vi sono punti irregolari. Il vincolo e costituito da una superficie compatta (& un
ellissoide) e la funzione g & continua per cui esistono sia massimo che minimo. E facile vedere che

i punti critici della funzione F'(z, \) = g — A(f — 1) sono dati da z¢ = \/%T dove v, & 'autovalore
i—esimo e y; € il corrispondente autovalore positivo; A\; = . Inoltre ordiniamo gli autovalori

in modo che py < p2 < ps. Il punto che ci interessa e z§ e la condizione di tangenzialita del
vettore h = (a,b,c) & x5 - h = 0. Poiché (9,,0,,95) formano una base nello spazio R? si ha
h = av, + Bv5. La matrice hessiana ¢ 2(I — A3 A) e quindi dobbiamo sapere il segno della forma
quadratica (h, (I — X2)Ah) = a?(1 — 41) + b*(1 — £2) ed appare evidente che se a = 0 allora
b # 0 ed il segno e negativo in quanto % > 1 e viceversa per b =0 a # 0.

Vi & un secondo modo di procedere (concettualmente) identico al precedente. Si tratta di
scrivere il vettore y = ax§ + fx§ e di vedere quanto vale g(y) = gz. Prima deve aversi (y, Ay) =

3 0 03 93 N 2 2 _ 21 1 _ 1 21 1
(QMZ\/I%+5N3 33’04\/;%+5\//%) =a”+p5° =1 g(g) = Qs +5M3 T pe + 5 ( 3 Mz) ed
essendo g(z9) = i si ha g(y) < g(z3). Se ora si rifa il conto con z¢ al posto di x§ si ha il segno
opposto e quindi il risultato

26.7 Scriviamo la funzione dell’esercizio 11.7 in coordinate polari

flz(p,0),y(p,0)) = f'(p,0) = %sin 20p%(1 — p?). 11 vincolo & dato dalla equazione p — e~? = 0.
Poiché (1,e7%) & un vettore non nullo non vi sono punti irregolari. F(p,6) = 1 sin20p?(1—p?) —
Ap — e7%) & la funzione di cui bisogna trovare i punti critici rispetto alle variabili (p, 6, ). Un
rapido calcolo dimostra che bisogna risolvere il sistema

F,=0 = sin20p(1—-2p?) =X, Fy=0 = p>(1—p*cos20 =ec %\, F\=0 =
p =eY Se A\ = 0 l'unica soluzione ¢ data da # = 0, p = 1. Altrimenti bisogna risolvere la
equazione tan(26) = % Facendo il grafico delle due funzioni si evidenzia come vi siano
infinite soluzioni maggiori del valore per cui la funzione di destra ha un asintoto verticale ossia
0, = %ln 2. Per 8 — 400 due soluzioni consecutive tendono a differire per una quantita fissata
ossia 7. Ora non resta che studiare la natura di tali punti critici. Quello con A = 0 conduce allo

studio della forma quadratica
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-2 0 b
passaggio e ottenuto tenendo conto del fatto che il vettore (a, b) deve essere ortogonale al vettore
(1,e7?) calcolato in # = 0 e quindi (1,1).

(a b) ( 0 _2) (a) = —4dab = —4a? < 0 da cui il fatto che & un massimo. L’ultimo

F,, = sin20(1 — 6p%), F,y = 2p(1 — 2p%)cos20, Fyg = —2p*(1 — p?)sin20 + Xe~? per cui
bisogna studiare la forma quadratica seguente (si tenga presente che la tangenzialita del vettore
h = (a,b) impone a = —be™9)

(a b) sin 20(1 — 6p?) 2p(1 — 2p?) cos 20 a)
4 2p(1 —2p%) cos20 —2p%(1 — p?)sin20+ =0 ) \ b ) ~

= a?sin20(1 — 6p?) + 2ab2p(1 — 2p?) cos 20 + b? — 2p?(1 — p?)sin 20 + Ae?

e sostituendo il valore di A si ha b%2e~?[(1 — 6p?)sin20 — 4cos 20(1 — 2p?) + (1 — p?)(cos 20 —
25sin 26)] = b2e%[cos 20(7p? — 3) + sin 20(—1 — 4p?)]

Sappiamo che sin 20(1 — 2,02) = c0s20(1 — p?) e quindi otteniamo che la forma quadratica &
data da —2b 62 5 cos 20(5p* — 5p + 2) che & sempre positiva o nulla quando cos 26 < 0. I valori

di € da sostituire sono tali che tan 26 = —L ossia 26 = arctan(;{= o 2) + k(0)m dove k(6) ¢ un

202
intero che vale k se 0 € [~ + k7, § + lm]. Dunque cos 20 = cos 7r(k;(9))—21;2§i6 .
\/2-6p2+6p

mai nulla ed ¢ positiva per k(6) pari e viceversa dispari. Ne concludiamo che se il valor 6 per

che non ¢

2
cui si ha tan260 = 11:—2‘;2 appartiene all’intervallo [—%5 + km, § + kn] con k pari allora si ha un
massimo altrimenti un minimo.

27.7***  Gia dato quindi A ::Zlc R"™. Supponiamo che 0 € A e che f(0) = 0 (altrimenti
trasliamo nello spazio R" e sull’asse delle ordinate). Facciamo prima il caso n = 2. Essendo A
aperto sia B(0;7) C A una sfera di raggio r e centro in 0. All'interno di tale sfera prendiamo
linsieme Q@ = {z € R? | |z| < I, |y| <1, 0 <1 < \/Li} la cui frontiera e il quadrato
() che e compatto. Supponiamo che la funzione non sia continua in 0. Vuol dire che 4 ¢ >
0|VdIxs||zs]l < A |f(zs)] > e. Consideriamo I'insieme dei punti per i quali f(zz) > e. Per
ogni x5 esiste un punto Zs; € @ tale che x5 = A\sZs. Per la convessita si ha f(AsZ5) < Asf(Zs)-
Prendendo quindi una successione {6} 6, = ¢ si ha che A5, — 0 in quanto ||z, || & un numero
compreso fra [ e v/2l. Poiché ||z; || — 0, I'unico modo per essere coerenti ¢ dire che A5, — 0.
Siccome la funzione & convessa abbiamo f(Az) < Af(x) per ogni 0 < A < 1. Ma allora si
puo dire che e < infy f(z;5, ) < infy A5, f(Z5,) < infy A, SUPgeq f(x) che & una contraddizione
se dimostriamo che SUpPeq f(Z) & un numero finito. Infatti € & un numero positivo ancorché
piccolo.

Dimostriamo quindi che la funzione ¢ limitata su @ in modo tale che sup ¢, f(z) < +00. A tale
proposito si considerino in successione i lati del quadrato (). Prendiamo in considerazione uno
di essi e supponiamo che sia dato dal segmento PP’ nel piano R? . La funzione f|pp/(z) & Lip-
schitziana come deriva dai Teoremi del Capitolo 6.12 (funzioni concave e convesse).
Essendo f Lipschitziana ¢ continua e quindi f|pp/(z) ammette massimo e minimo. Lo stesso
discorso puo farsi per gli altri lati e quindi sup,¢¢ f(z) € il massimo di f su Q

Consideriamo l'insieme dei punti z; per i quali f(zs) < —e e per ogni punto x5 = (zs,ys) le
due rette 1 e rq passanti rispettivamente per (0,0) e (zs,ys) e (0,0,0) (x5,ys, f(z5)). La prima
retta si trova nel piano (x,y) mentre la seconda nello spazio (z,y,z) e sono rappresentabili
parametricamente da 1 = {x € R? |z =at, y = 0t, 0 <t < |la4]|} dove B = Lea=1se
x5 # 0mentre se 25 = O alloraa=0e B =1, ={z€R3 |z =aof, y=Ft, 2 =7t0<
t <llzs|} dove =L a=1ley= I(zg) se z5 # 0 mentre se 5 =0 alloraaa =0e f=1e

llzsl
v = M Per 6 — 0 il rapporto incrementale ]|v|(—5”) ¢ illimitato inferiormente e la funzione deve
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giacere sotto alla retta ro e passare per il punto (0,0,0). Deve giacere sotto in quanto la retta
ro ¢ una corda della funzione. Consideriamo ora le stesse rette ma nel segmento [0, —z].
Facciamo vedere che se f(z5) < e = f(—z5) > ¢ e quindi si ricadrebbe nel caso gia trattato.
Supponiamo infatti che f(—zs5) < e. Il segmento (s) che congiunge i punti (—zg4, f(—z4)) e
(x5, f(z5)) € una corda della funzione e l'ordinata della corda in corrispondenza a 0 ¢ 0. Ora
essendo la funzione convessa, essa deve giacere sotto alla corda s e quindi la sua ordinata puo
essere o negativa o nulla. Non puo essere negativa in quanto sappiamo che f(0) = 0. Non puo
essere neppure nulla in quanto la funzione ristretta alla proiezione del segmento s sul piano
(z,u) € convessa e quindi continua

Rispondiamo ora alla seconda domanda. Come al solito supponiamo che 0 € A che e aperto
e quindi 0 € B(0;7) con B(0;7) C A, » > 0. Supponiamo inoltre che f(0) = 0 ed essendo la
funzione derivabile possiamo supporre le derivate nulle. Altrimenti consideriamo la funzione
f(z) — 0, f(0)x — 9, f(0)y che & ancora convessa. Come prima cosa facciamo vedere che essendo
la funzione derivabile e convessa e derivabile rispetto a tutte le direzioni. Fissiamo quindi un

vettore v in R? di modulo 1 e dimostriamo che lim;_,q (t ) — 0.

Supponiamo quindi che lim;_,q+ (z Y150 (il limite certamente esiste in quanto la funzione
ristretta alla direzione v & convessa e quindi derivabile da destra e sinistra).

Abbiamo quindi che 30 < e <3l |V > 030 < t; < min{d,r} t.c f(zfg)
9
f(tel) f( Eg)

>l —e>0.

Viceversa sappiamo che lim;_,q+ = 0 e lim;_,o=+ =0e quindi Ve>0]36 >

0| |t| < min{é.,r} \f(tgm)\ < e. Prendiamo allora 0 = 0. = p. “Tiriamo la corda”
congiungente i punti (¢,,0, f(¢,,0)) e (0,%,, f(0,¢,)) t, > 0. Le ordinate assunte dalla corda
sono positive e minori di t,. Essendo f(t,v) > tp(l —¢€)e0 < f(tye; o) < toe (t, > 0) ed
essendo 2t,e < t,(I — ) ne segue che nel punto ¢,v l'ordinata della funzione ¢ maggiore della
ordinata della corda e questo € impossibile per la convessita della funzione. Da cio segue che

per forza bisogna aversi lim;_,q+ ! (?) < 0.

f(tv) f(tv)
t t Z

Seguendo gli stessi ragionamenti non puo aversi lim;_,o- < 0 e quindi si ha lim;_,o-
0.

Supponiamo ora che lim;_,g+ f(iy) =1 <0 elim_,o- ! (iy) =1’ > 0. La convessita della re-
strizione della funzione alla direzione data dal vettore v rende impossibile tale eventualita .

Supponiamo ora che lim;_,q+ ( Y —0e lim;_,o- (m) =1’ > 0. La convessita della restrizione

della funzione alla direzione data dal vettore v rende impossibile anche tale eventualita .
f (tv) f(tv)
t

Non rimane che lim;_, o+ =0elim;_,o- = 0 da cui la derivabilita lungo la direzione v

con derivata nulla.

Dimostriamo ora che la funzione e differenziabile. Anche qui cominciamo supponendo che la
funzione non sia differenziabile e supponiamo sempre che le derivate parziali siano nulle 0. Cio
vuol dire che 3& >0 |V 6> 03 hs., [|hs || <min{d,r} t.c. |f(hs. )| > €llhs |-

Se tutti i vettori avessero la stessa direzione, ad esempio hs. = ts5.v, e ||v]| = 1 potremmo

scrivere |f(ts..v)| > €|ts | da cui seguirebbe la non derivabilita lungo la direzione v. E bene
tenere presente questa osservazione.

o
Una proprieta che serve ¢ la locale Lipschitzianita . Una funzione f:ACR? - R A=A ¢
localmente lipschitziana se per ogni punto z, € A esiste una sfera aperta B(z,;r) di raggio r
ed una costante L tale che |f(z) — f(y)| < L||lz —y|| ¥V 2,y € B(z,;7)
A partire da essa dimostriamo la

(o)
Proposizione Una funzione f: AC R?> — R A=A convessa, ¢ localmente Lipschitziana
(6]

Dimostrazione Sia x, € A ed essendo A aperto sia K C A un compatto tale che z, € K.

(¢]
Sia B(z,,2d) C Kuna sfera aperta con centro in z,. Vogliamo dimostrare che la funzione e
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uniformemente Lipschitziana nell’insieme B(z,, d). Prendiamo quindi B(z,, d) e consideriamo le
due frontiere dB(z,,2d) 0B(z,,d). Prendiamo poi due qualsiasi punti 2~ € 9B(z,,2d) e 2= €
0B(z,,d) congiungibili con un segmento tutto contenuto in B(z,,2d)\B(z,,d). La quantita

% ¢ limitata uniformemente in 0B(z,,2d) U 0B(z,,d) da un numero positivo L in

quanto ||z~ — z<|| > d ed inoltre |f(z~) — f(z<)| & limitata essendo dB(z,,2d) C K con K
compatto ed f continua (gia dimostrato). Prendiamo ora due qualsiasi punti z € dB(z,,d)
ey € 0B(z,,d). Congiungiamoli con un segmento e prolunghiamo il segmento fino a toccare

OB (z,,2d). Ebbene usando le proprieta di una funzione convessa di una variabile si puo dire
che L@ =Ff@| ~ |f(@")=f@>)

lz—yll  —  llz>—z<]

< L da cui la uniforme Lipschitzianita in B(z,, d).

Fine della dimostrazione

La convessita della funzione e la sua derivabilita danno luogo a |f(hs.)| = f(hs.) e quindi
Je>0[V6>03hs,, |hsell <min{d,r} | f(hs.) > €llhs |- Sempre dalla convessita abbiamo

fz) < Af(z) con0 < A < 1equindi, scrivendo f(hs ) = f( ||ﬁ<;,5|| ||T’i6’€||) si ha f( Hﬁi’su ||T;i5’g ) <

l
h rh h
”_ff”f(uﬂ_j’s ); 1851 1 essendo |hs || < min{d,r}. Ne segue che |f(hs )| > €[lhs .|| implica

el T

f(vs.) > € con |lus || = 7 ossia i vettori v; . stanno su di un cerchio di raggio 7. Il cerchio &
compatto e I'insieme dei vettori {vs _} al variare di § per il Teorema di Bolzano-Weierstrass ha
almeno un punto di accumulazione che chiamiamo v con ||v|| = r. Vogliamo dimostrare che la
funzione non ¢ derivabile in 0 lungo la direzione v. Poiché la funzione ¢ convessa cio contraddice
I'ipotesi di convessita in quanto la restrizione della funzione ad una qualsiasi retta deve essere
una funzione che in ogni punto ammette derivata destra e sinistra finite ed uguali. Il vettore v
“sarebbe” il vettore v scritto prima nell’ipotesi che tutti i hs . avessero la stessa direzione.

Per definizione di punto di accumulazione possiamo definire una successione di numeri {0y}
tale che |jvs, . —v]| < £. A questo punto usiamo la locale Lipschitzianitd per avere la catena

di disuguaglianze f(6xv) = f(6xv) — f(Orvs,.c) + f(Okvs,.c) > f(Onvs, ) — Lokllvs, . — vl >
€0, — Log|lvs, . — 2| Poi dividiamo per dx ed otteniamo f(drv) > ¢ — Lllvs, . — v|| ossia
f(0rv) > 5 per k abbastanza grande da cui la non derivabilita .

Resta da dimostrare la stessa proprieta per funzioni definite su R™ con n > 2.
28.7 Il vincolo ha equazione 222+ 2y2+2xy = a?. Come al solito attraverso una rotazione (nella

1
x=—("+y)

V2

fattispecie 1 ) esso diventa g(z’,y") = (2/)? + 3(y')? = a? mentre la funzione
- _x/ + /
v="7! y')

da studiare diventa f(z',y") = £((y')? — (2/)?). La funzione F(z,y) = f(2',y') — Ag(2’,y)

ha i seguenti punti critici (z/,y',\) = (O,i\/ig, _?1) e («',y',\) = (£a,0,1). Per studiarne la
natura si puo ragionare in diversi modi. La prima osservazione e che il vincolo & un sottoinsieme
compatto di R? e la funzione da studiare & continua per cui ammette massimo e minimo. Inoltre
la funzione f(z’,y’) & pari tanto in 2’ che in y’. Ne segue che in (+a,0) ha due minimi e due
massimi in (0, +-%).

V3
Un secondo modo di procedere consiste nello studiare la forma quadratica fx;_amjo, — )\nggx;?
. . . - . —1-2X .
ristretta ai vettori tangenziali al vincolo. fwixj — NJaiz; = ( 0 1 _0 3 A) , e calcolata in

1

= da ( _05 8) . I vettori ortogonali al vincolo nei punti (0, 3—%) sono proporzionali al vettore

=1
(0,8) con § € R e quindi quelli tangenziali sono proporzionali a («,0). («, 0) ( 8 8) (g)
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= —%az e quindi i punti sono di massimo. Lo stesso calcolo per gli altri punti consente di

dire che sono dei minimi. B opportuno notare che la matrice ha un autovalore negativo ed un
autovalore nullo e quindi ¢ semidefinita negativa. Diventa definita negativa proprio quando ci
si restringe agli spostamenti tangenziali al vincolo

Un terzo modo (in realta equivalente al primo) & il seguente: una volta arrivati a f(z/,y’) =

%((?/)2 —(@)?) eg(a,y) = %(:c')2 + g(y’)2 = a2, si sostituisce ad esempio (z')? = %az — g(y’)2
nella prima ottenendo f(2’,y') = +((v')? + 2(¥')? — 2a?) e la si studia come funzione di una

@ P 2 3 3
variabile

29.7 Conviene osservare che il vincolo ¢ rappresentato dall’intersezione delle due superfici
22 +y? + 22 =2, e 22 + y? = 2z (una sfera e un paraboloide) che danno come risultato z = —2
oppure z = 1. In R? rappresentano due piani ma solo z = 1 ha significato in quanto il paraboloide
ha ordinata z non negativa. La funzione da massimizzare o minimizzare & f(x,y,2) =z +y+ 2
ma essendo z fissato, essa diventa f(z,y,z) =+ y + 1. Applicando la teoria dei moltiplicatori
di Lagrange otteniamo la funzione F(z,y) = = +y + 1 — A(2? + y? — 1) le cui derivate ci
danno: F, =1—-2\z =0, F, =1—2\y = 0, F) = 2* + y> — 1 = 0. Dalle prime due si ha

rT=y= % che sostituite nell’ultima danno \? = % e quindi \ = j:%. Si ottengono quindi due
punti: P, = \%(1, 1,1) e P, = \%(—1,—1,—1). Chiaramente f(P;) > f(P2). Il vincolo ¢ dato

da un insieme chiuso e limitato e la funzione da massimizzare/minimizzare ¢ continua per cui,
dal teorema di Weierstrass, tale massimo e minimo devono esistere (magari non unici). Non puo
che essere dunque P; massimo e P, minimo.

31.7 1) Supponiamo che f’(z) esista. Dobbiamo far vedere esiste il limite bidimensionale
del testo e che vale f'(x).

fxoth)—f(zo—k) _ h_ f(zot+h)—f(zo) —k_ f(mo—k)—f(wo) _ h flxoth)—f(zo)
htk = Ttk h = itk "y = h—i—k( h - f’(%)) +
rzo—k)—f(xo
hf—k (f( —)lc flzo) f/(xo)) + f/<xo)
La funzione di due variabili h—_’ik, pur non ammettendo limite per (h, k) — (0,0) ¢ limitata per
k

h >0, e k > 0 cosi come

Ne segue che la funzione di due variabili 2 (f(m"Jrh)_f(m”) —

h+k* h+k h

1 (xo)) ha come limite zero avendo il secondo fattore limite zero per ipotesi. Lo stesso dicasi

ro—k)—f(xo
per h—lf-k <f( —)k fxo) f/($0)>
Viceversa supponiamo che esista il limite bidimensionale e valga [. Eseguiamo il limite ponendo
k = 0. Quello che otteniamo ¢ la derivata destra che vale [. Ponendo h = 0 ed eseguendo il limite
otteniamo che la derivata sinistra ¢ [ da cui il fatto che [ = f'(x).

2) Scrivendo f(ﬁg:g;(ﬁ) _ (f(éf):ic()wo) _f/(mo» Eg—_a:no + (f(m;a):f](n) _f/(xo))% + f'(x,) si ricade

nel caso 1).

f(y)_f(xo)

HEZE) iy )y ) O

X
per definizione & f’(z) e quindi la differenza & zero. Supponiamo viceversa che il limite faccia

zero. Se la funzione non e derivabile allora possono verificarsi due evenienze. La prima e che
f(z}) # f'(x;) oppure non esiste almeno una delle due derivate. Se f'(z}) =1le f'(z;) =1
con | # I si ha {@=1() =l+o(l)conx>uz,e % =1"+0(1) con y < x,. Ne segue

T—T,

3) Se f'(z) esiste ciascuno dei due limiti lim, ) (z,,2,)

che f(xg:i(””") — f(y;:i(%) =1—1"+0o(1) e quindi il limite non puo essere zero.

Supponiamo che non esista una delle due derivate al contrario dell’altra ossia f’(z}) = [ ma non
esiste il limite limy, o~ +(f(z+h)— f(z)) (che & chiaramente la derivata sinistra della funzione).

Cio vuol dire che VI e R g t.eV I >0 3 & € (o — 0, 2,) t.c.|% — 1| > g e si tenga
presente la arbitrarieta di [.
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Per 1) > 1, costruiamo la funzione [LE)=£G) _ [0)=f()| _ |([&)=G) z) _ (f(n)—f(x) _ z)\ >

—x Es—x n—x
g; —o(1) se n & abbastanza vicina a z, e quindi 11 limite non puo far zero.

Se supponiamo che non esista tanto f’(z}) quanto f’(x) si ripete il ragionamento. Abbiamo
VIER g t.eV6>03& € (zo— 6,30 t.c.\M—u > g e

§s—To

VgeR e, t.e¥ §>03ns € (20,20 +0) t.c.|%—q| > e,
Prendiamo g; < g e &4 < &4 (I # q) tale che §,+&, < $|l—g|. Ne segue |f(§§3:£(x) — f(";;z:i(x” =
|(—f(§§5)7£(x) — l) - (—f(”;;zfi(m) - q) +(—q)|>|l—q|—5 —F; > 1|l — ¢| qualsiasi sia § > 0 da

cui la impossibilita del limite di essere zero.

32.7****  (li esempi sono diversi. Dapprima costruiamo una applicazione f:[0,1] — [0, 1] x
[0,1] che sia suriettiva, non continua e non iniettiva. Successivamente costruiamo una appli-
cazione che sia suriettiva e continua ma non iniettiva. Avere una applicazione continua, suriettiva

e iniettiva (omeomorfismo) ¢ impossibile
+o0

t
Sia t € [0,1] t = 0, tqtats,.. .dﬁfz 2—2 lo sviluppo binario di ¢ (chiaramente t; vale zero op-
k=1
t ™=t
pure uno). Definiamo z(t) = 0,tolsts,... = Z 2k = 0,t1t3t5,...,= Z 2k—1
k=

evitare ambiguita supponiamo che nello sviluppo d1 t vi siano sempre infiniti zeri. L’ apphcazmne

f(t)déf(m(t),y(t)) ¢ chiaramente suriettiva. Infatti se (z,,,) € [0,1] x [0,1] e , = 0,a10a2...,
Yo = 0, blbg ceey allora f(O, alblagbg, . ) = (.I‘o, yo).

L’applicazione non e continua in t = %. Infatti la successione t; = 0,00100...,t; = 0,001100...,
to = 0,0011100..., converge al valore 0,01 e f(0,01) = (%,0). Invece lim,, 400 f(tn) = (%, %)

e quindi non e continua. Chiaramente non ¢ continua neppure nei punti 2~" con r intero per le
stesse ragioni. La ragione sta nella scelta fatta di utilizzare espansioni che contengano infiniti

zeri. Quindi t,, — 0,001 ma f(0, 001)deff(0, 01). Se si usasse la convenzione che nello sviluppo
binario di t € [0,1] devono esserci infiniti 1 invece di zero, allora si otterrebbe la continuita .
Nel caso precedente infatti, la successione t,, convergerebbe al valore 0,001 e f(0,001) = (5 %)

Non ¢ neppure iniettiva. Infatti f(0,11) = (3, 3) = f(0,1001) in quanto z(0, 1001) = it o =
1 e y(0,1001) = 27!

Dovuto a Hilbert ¢ un secondo esempio di “curva che riempie lo spazio”. Per la sua costruzione
si divida Dintervallo [0,1] nei quattro segmenti I} = [0,1], I = [1,3], s = [3,2], I = [3,1]
e facciamo corrispondere a ciascun intervallo un quadrato contenuto all’interno del quadrato
[0, 1] x [0, 1] secondo la regola: a I corrisponde [0, 3] %[0, 3], a I corrisponde [0, 3] X [,1], a I3
corrisponde %, 1] x [%, 1], a Iy corrlsponde , 1] x [0, %] Siano Q; i = 1,...,4 i quattro quadrati.
Ciascun intervallo Iy,..., I, viene sudd1v1so allo stesso modo e gli vengono fatti corrispondere
quattro quadrati secondo la regola di prima. Ad esempio Iy viene suddiviso in I11, I12, I3,
Iy, dove I1; = [0, %] e via dicendo per gli altri. A I; corrispondono i quattro quadrati Q1;
j=1,...4dove, ad esempio Q1 = [0, ;] X [0, ;] e via dicendo. Ad ogni punto dell’intervallo [0, 1]
¢ associata in modo unico una successione di intervalli {I;,;,. ., } 4; intero, 1 <i; < 4, e quindi
¢ associata una successione di quadrati {Q;,:,.. s, }. Tali quadrati hanno diametro tendente a
zero, sono inclusi I'uno nell’altro e quindi hanno intersezione non vuota e unica che chiamiamo
y. La funzione che definiamo e quella che ad x associa y secondo la regola appena descritta.

La funzione f(x) e continua. Infatti sia @ € [0,1] e sia x — a. Per ogni n identifichiamo
intervallo {I;;,..;, } 3 a (per alcuni punti possono esservi due intervalli; ad esempio per z = 3).
Dalla convergenza di x; ad a segue che da un certo k,, in poi i punti zx stanno dentro 'intervallo
I; iy, (eventualmente una parte dentro lintervallo scritto e un’altra parte parte dentro il
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secondo intervallo che non abbiamo indicato). Cio implica che f(zy) per k > k,, sta dentro un
quadrato (eventualmente due) che contiene a e per costruzione, per n — +oo l’area del quadrato
tende a zero che e come dire che f(z) — f(a)

)

N[ —

La funzione non ¢ iniettiva. Infatti f(3) = f(3) = (3,

D E 16
B c
O A T
Al segmento (0, i) corrisponde il quadrato di lato OA. Al segmento (%, 1—36) corrisponde il

quadrato di lato BC. Dalla ulteriore suddivisione dell’intervallo (%, 1—36) si prende il terzo sottoin-

tervallo dato da (%, &) al quale corrisponde il quadrato di lato DE e via dicendo. Al termine
del processo, sul segmento si converge verso il punto % e sul quadrato verso il punto (2, 1)

212
33.7* Se f fosse iniettiva allora sarebbe invertibile e per l'esercizio 70.5 l'inversa sarebbe
continua. Ora consideriamo il quadrato dal quale abbiamo tolto tre punti nessuno dei quali ha
come controimmagine sul segmento 0 oppure 1. Il quadrato rimane connesso e quindi I'immagine
inversa, che ¢ un sottoinsieme del segmento [0, 1] & anche esso connesso dall’esercizio 71.5. Ma
questo e impossibile perché togliendo tre punti da un segmento lo si sconnette.

34.7**% Facciamo vedere che (0,0) & un massimo relativo (usare I’hessiano & inutile). B suf-
ficiente far vedere che in un intorno dell’origine si ha y? — 2y(x? + 23) + 25 + 2 — 25 > 0.
Si ha A = 32° e se x < 0 allora la disequazione & vera per ogni valore di . Se A > 0 os-
sia z > 0 si hanno due radici reali date da y; 2,= 2% + 23 + 31/245/2 Se x & piccola si ha
y1 = 2% + 23 — 31/225/2 > 0 (fatto questo essenziale) e la soluzione ¢ y < y; oppure y > yo. Ne
segue che se |z| ¢ sufficientemente piccolo allora per y; < y < y2 si ha f(x,y) > 0 e quindi (0, 0)
€ un massimo non assoluto

Che (0,0) & 'unico punto critico lo si vede derivando f, = —6x° — 4x3 + 4yz? + 6yz> + 322 = 0
e —2y + 222 + 52* = 0. I due sistemi generano 1’equazione 152* = 0 che ha x = 0 come unica
soluzione.

Nel secondo caso si ha ancora l'unico punto critico (0,0) e I'equazione f(z,y) = 0 ha come
discriminante A = 323 + 2° = 23(3 + 2?) per cui f(z,y) < 0 sempre per z < 0. Se z > 0 si ha
f(x,y) <0 pery < y; oppure y > yo dove yo = —x — 22 ++/323 + 2% < 0 se z & sufficientemente
piccolo. Quindi (0,0) ¢ effettivamente un massimo. Per y; < y < y2 si ha f(x,y) > 0 e quindi il
massimo non ¢ assoluto (proprieta peraltro evidente anche dal fatto che lim,_,~, f(z,0) = 4+00)

35.7%*
ZC4—y4—|—2£C2y2 3 y4—$4+2$2y2 3
2x — = x #0 2 —=x x#0
0, f(z) = e 20 T e = 1Y e 2° 270
0 z=0 0 z=20
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( y6 + 3I4y2 + 9$2y4 . y6
2

Oza f(z) = (@ +y?)3

\ 2 z

28 + 3yta? + 9y?at — af

2

Oyy f(z) = (22 +y?)3

\ 2

( 2393 2393

0nf@ = @ fTY g =] Cwrep 270

—3/2 z=0 —3/2 z=0

Nell’articolo, I’autore chiede che la funzione f(z,y) sia due volte Gateaux—differenziabile in z,.

Cio vuol dire:

1) deve esistere per ogni h € R? e per ogni z in un intorno di 0 il limite lim;_,o 1 (f(z+th)— f(z)).

Chiamiamo f7(h) tale limite

2) fi(h) deve essere lineare in h

3) ciascuna derivata parziale 9, f e 9, f deve soddisfare il punto 1) con 8, f prima e 9, f poi al

posto di f.

La funzione proposta non soddisfa la richiesta in quanto, ad esempio lim;_.q %893 (th) = hy(h] +

2h2h3 — h3) e non ¢ una funzione lineare del vettore h.

Per avere una funzione due volte Gateauz—differenziabile(™ ") si definisce

f(£)={ 1 x2<y<2x2

z? + 12 altrimenti

#0

1=

0

18
~h
[

=
I
[en)

36.7** Sia z, il punto di minimo locale ma non globale e sia x; il punto tale che f(z;) <
f(zg). Sia tz; + (1 — t)zy, 0 < t < 1 il segmento congiungente i due punti e si consideri
flte, + (1 —t)zy) =g(t),0<t <1 Siam= Oriltiglg( Je M = nax g(t). Se M = f(z,) allora

M = g(to) per un qualche 0 < tg < 1. Sia [ = tz; + (1 — t)xo, O < t < 1 e definiamo 'insieme
f~Y(A) = U. L'insieme U ¢ aperto e limitato in quanto f~1(A) D f~!(A4) & un compatto e
quindi limitato. In U c’¢ un punto, diciamo z,, la cui ordinata ¢ M e quindi deve essere un
punto critico.

IO

38.7*%*% fi(z) = ||:E||2Z
0

[
©

Pl < 2= S <

2 =
ll 2

e questo chiaramente & vero. Inoltre d,, f(0) =1 da cui ||f(0)]| = v/n.

l|lz|| se Zxk >0
k=1
n
— ||z|| se Zxk <0
k=1

Un altro esempio e fo(z) =

-1 =zeS
nella referenza citata la funzione ¢ : f(g):{ dove S ¢ la regione compresa all’interno delle due

z2+y? z¢S

(7.7)

v v

T=cos % cos Y :L‘:% cos % cos ¥
curve f(z)= f(x)= e 0<v¥<2m
y=cos 7 sin ¥ y:% cos 7 sin¥
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Un terzo esempio, f3(z) ¢ dato da una funzione che vale sempre zero tranne quando z =
(0,...,0,2,0,...0) ed in tal caso f(z) = x.

Se n > 2 non puo esistere una funzione differenziabile in 0 che soddisfi le due proprieta richieste.
Infatti sia f(x) differenziabile nell’origine e chiaramente f(0) = 0. Dunque abbiamo f(h) =
9f(0) - b+ o(|[2]])- Se vogliamo che [ f(h)| < |h| deve aversi |0(0) -] < [|2. Sia f2,(0) = a; da

cui Zak =n. Si ha (Z akhk> < Z hi. Ora prendiamo hy, = ax/||al| = ax/+/n. Dovremmo
k=1

3

n 2

ag 1 2 a R

avere ( E ak—) = —(E ai) =n < “k — 1 e cido & vero solo se n = 1. In tal caso

vn n n
k=1 k=1 k=1

f(z) = z & la funzione che fa al caso nostro.

39.7** Usare la AGM ossia (a?b? + a?ct)/2 > a3c?b e simmetriche

40.7 Se P(x1,...,xy) ha un minimo assoluto allora limj; 4o P(%1, ..., 2y) = +00 e quindi
il monomio di grado piu alto mkl voosxkn di P(xq,...,2,) ha potenze ki,..., k, pari. Cio
implica che anche il monomio di grado pit alto del polinomio P(z,...,z) = f(z):R — R ha

potenza pari. Da cio segue che f(x) ha un minimo assoluto in un certo punto z,. Se cosl non
fosse avrebbe infiniti minimi ma questo contraddice il fatto che f(x) & un polinomio. Ma allora

(@) = 35 o Plan, o wn)

sono tutte uguali e quindi %P(zl, ey Ty)

= 0. Dal fatto che il polinomio € simmetrico le derivate

=,

=0perognii=1,...,n

T=Z,

La funzione e*¥(cos(x —y) + 1) (z,y) € R? ha minimo assoluto ma il gradiente non si annulla
mai se r = y.

41 7 Anziché usare i moltiplicatori di Lagrange osserviamo che g( )==zlnze convessa per cui

Z)\zgajz >gZ)\avZ dove0 <A <le) ! A\ =1 Qulndlzlenxl _nz In(z;) >

T : 1 1 . .
E E — = —Inn. Siccome f(—,...,—) = —Inn otteniamo il risultato.
n n n

42.7 Supponiamo che la funzione non abbia punti critici e sia data la successione di sfere B,,(0),
ammette massimo e minimo che pero devono trovarsi sul bordo non

essendoci punti critici. Sia m, € 9B,(0) il punto di minimo. Chiaramente ||m, | — +oo
ed inoltre f(m,, ) < f(m,) per cui f(m,) converge. Siccome la funzione ¢ limitata, f(m,,)
converge ad un valore m. Cid implicherebbe che f=1((m, f(m;)]) D {m,,} e questo & impossibile.
La contraddizione si scioglie dicendo che almeno uno degli m,, € punto interno di B,,(0) e quindi,
essendo la funzione differenziabile, il gradiente e ivi nullo ossia ¢ un punto critico.
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