Esercizi di analisi complessa

Trascritti da: Fabio Musso.



1 Formule di Cauchy—Riemann e applicazioni

Esercizio 1 Caratterizzare le curve di equazione u = cost e quelle di equazione

v = cost associate alla funzione f(z) = 22.

Esercizio 2 Caratterizzare le curve di equazione u = cost e quelle di equazione
v = cost associate alla funzione f(z) = Ln(z).

Esercizio 3 Scrivere le condizioni differenziali di Cauchy—Riemann per le fun-
zioni F(Z) della variabile complessa z = x — iy. Sotto quali condizioni vale

F(z) = F(2)? (specificare in termini di Re(F) e Im(F)).

Esercizio 4 Per quali valori del parametro o le sequenti funzioni possono essere
considerate la parte reale di una funzione analitica?

1. uy(z,y) = cosh(z) cos(ay)

xa

2. UQ(.'E, y) = m
Esercizio 5 Sia f(2) una funzione intera e
Re f(z) = u(z,y) = [x(cosx — sinz) — y(cosz + sinx)]e Y.

Calcolare la funzione

o)=L j(2).

Esercizio 6 Dire se le funzioni di variabile complessa:

T+ 31y
Bl =y

T — 1y
Fy(z) = PN

sono analitiche.

Esercizio 7 Determinare la famiglia di funzioni analitiche la cui parte reale e’

data da:
T

u(z,y) = oyl



2 Integrali curvilinei

Esercizio 1 Calcolare l'integrale

Im 2
L 4zr+1
sul cammino chiuso, percorso in senso antitorario, costituito dal segmento che

congiunge i punti diametralmente opposti exp(in/4),exp(ibw/4) del piano com-
plesso e da una semicirconferenza di centro O e raggio 1.

Esercizio 2 Calcolare l’integrale

% Re z

dz———

L 422 +1

sul cammino chiuso costituito dal segmento [—1,1] dell’asse reale e dalla semi-

circonfernza di centro O e raggio 1 del semipiano superiore, percorso in senso
antiorario.

Esercizio 3 Integrare le funzione |z| sullo spicchio di cerchio delimitato dal
segmento di estremi 0 e R dell’asse reale e dalla bisettrice del I quadrante.

Esercizio 4 Integrare la funzione f(z) = 1/z sul cammino dato dalla circon-
ferenza di centro O e raggio 2.

Esercizio 5 Calcolare l'integrale delle funzioni:

Rez Imz
fi(z) = oy f2(z) = 21

sul cammino chiuso costituito dal segmento (-1,1) dell’asse reale e dai due
segmenti congiungenti rispettivamente i punti -1 e 1 con il punto %z Con-
frontare il risultato con il valore assunto, sullo stesso cammino dall’integrale
della funzione f(z) = (2 +1)71.



3 Sviluppi in serie

Esercizio 1 Calcolare lo sviluppo in serie di potenze della funzione:

f(2)

- z
T 1624 41

nell’intorno di zo = 0 e determinarne il raggio di convergenza.
Calcolare i sequenti integrali di f(z):

1. j{ dzf(z) C1 circonferenza di centro zg = —i e raggio R = 2;
Cq

2. j{ dzf(z) Cy circonferenza di centro zo = —i e raggio R = 1.
Ca

Esercizio 2 Determinare i coefficienti dello sviluppo in serie di Laurent nel-
Uintorno di zo = 1 della funzione:

zsin(zw/2)'

1) =

Dire in quale regione del piano complesso lo sviluppo converge e calcolare l’in-

tegrale:
¢ 1),
c

essendo C' la circonferenza di centro zg = 1 e raggio R = 2.

Esercizio 3 Sviluppare in serie di Laurent:

f(z) =exp (z12> sin® 2.

Calcolare

7{_1 dz22f(2).

Esercizio 4 Sviluppare in serie di potenze la funzione:

1
f(z) - Z2 _ SZ
nelle regioni:
1. 0< |zl < 3,

2. |z —3/2| < 3/2,



3. |z > 3.

Esercizio 5 Determinare la regione del piano complesso in cui converge lo
sviluppo in serie di Laurent intorno a z = 0 della funzione:

g(z) = 1 L sin (E> .

—Z z

Calcolare il coefficiente c_1 di questo sviluppo.

Esercizio 6 Data la funzione

1

1& =25y

svilupparla in serie di potenze nelle regionsi:

1. |z| > 2;
2. |zl < 1;
3 1<z <2.

Esercizio 7 Data la funzione

svilupparla in serie di potenze nelle regioni:
1. |z| < 2;
2. |z > 2;
3. 1<]z—-3|<5.

Esercizio 8 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1
22 —-22-3

f(z) =

nella regione 1 < |z| < 3.

Esercizio 9 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1

e

nella regione 2 < |z| < 4.



Esercizio 10 Data la funzione

() = #?sin (i) :

1. se ne individuino e classifichino le singolarita (tenendo conto anche del
punto all’infinito);

2. se ne determini lo sviluppo in serie di Laurent nell’intorno di z = 0;

3. se ne calcoli il residuo all’infinito.

Esercizio 11 Data la funzione:

z—1
f(z) = m
scriverne lo sviluppo in serie di potenze nell’intorno dei punti:
1. 20 =0;
2. 29 = —1;
3. zp = —i/2.

Specificare in tutti e tre i casi il dominio di convergenza.

Esercizio 12 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1

f(z) = 22 —5z+4

nelle regions

1. |2 < 1;
2. 1< |z| <4;
3. |z > 4.

Esercizio 13 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1
&=
nelle regioni

1. |z| <1,
2. 1< 2| <2,

3. |z| > 2,



4. 0< |21 </(5).

Esercizio 14 Classificare le singolarita della funzione
z

V1—2z2

e svilupparla in serie di potenze nell’intorno di z = 0. Qual ¢ il raggio di
convergenza?

f(z) =

Esercizio 15 Data la funzione

1
22 -32-2’

f(z) =

svilupparla in serie di potenze nelle regioni:

1.0<|z+1<3;

2. |z < 1;
3. 1< 2| <2;
4. |z| > 2.

Esercizio 16 Determinare il dominio di convergenza nel piano z della serie:

£(2) =§:(n+1)2 (1+i>"

n=0

Esercizio 17 Sviluppare in serie di Laurent, nell’anello 1 < |z| < 3, la fun-

zione:
z

22 —42-3

flz) =

Esercizio 18 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

z
1z) = 22 —5z+4+4
nei domini:

1. |z <1,

2. 1< |z| < 4.



Esercizio 19 Data la funzione f(z) = ﬁ, svilupparla in serie di potenze

a) mel dominio 0 < |z + 1| < /3 (Laurent)
Si consiglia il cambiamento di variabile w = z + 1.
b) nel dominio |z| <1 (Taylor)

Esercizio 20 Sviluppare in serie di Laurent nell’anello a — va? —1 < |z| <

a+va?—1 la funzione:
1

1z) = 22 —2az+1

Esercizio 21 Swiluppare in serie di Laurent:

1
23 —1

flz) =

nell’intorno di z1 = 1, 20 = w = exp(27i/3), 23 = W2, specificando in ognuno dei
3 casi il dominto di convergenza.

Esercizio 22 Data la funzione:

1. Se ne classifichino le singolarita’, tenendo anche conto del punto all’in-
finito

2. Se ne costruisca lo sviluppo di Laurent in z = 0, indicandone il dominio
di convergenza.

Esercizio 23 Determinare il dominio di convergenza della serie

= l4nl+ ()2, 1\"
f(z)77;71+(n!)3 2 <1+z) .



4 Classificazione di singolarita

Esercizio 1 Siano fy(z) e f_(z) i due rami monodromi della funzione
flz) = z7sechz

che si ottengono tagliando il piano complesso lungo il semiasse reale positivo;
calcolare:

Ry = Res(f1(2))|z=inj2; R— = Res(f-(2))|:=—ir/2

Esercizio 2 Determinare Res,—q[f(g(2))], sapendo che g(z) é analitica in z =
a, con derivata prima diversa da 0, mentre la funzione f(() ha un polo del primo

ordine in ¢ = g(a), il cui residuo vale A.
Risposta: il residuo vale ﬁ.

Esercizio 3 Trovare i residui delle funzioni

22— 22
&)= e+

g(z) = e* csc?(2)

net loro poli al finito.

Esercizio 4 Classificare le singolarita della funzione:

f(z) = Vztanz.

Esercizio 5 Caratterizzare le singolarita della funzione:

Log(z% — 1)
— 325\ )
1(z) == sinhz

Esercizio 6 Classificare le singolarita della funzione

£(2) = Log(22 + a2)—~

tanh z



Esercizio 7 Determinare in tutto il piano complesso chiuso le singolarita della
funzione:

f(2) = zLog(2* — 1).

Dire come si deve “tagliare” il piano complesso in modo da mantenere distini 4
diversi rami della funzione.

Esercizio 8 Identificare le singolarita della funzione

(24 1)22
sinhz

flz) =

Indicare anche un possibile modo per “tagliare” il piano complesso in modo che
i diversi rami monodromi della funzione rimangano separati.

Esercizio 9 Classificare le singolarita sulla sfera di Riemann della funzione
1/2

f(Z)ZZZTH-

Esercizio 10 Classificare le singolarita della funzione:

f(z) = z3sechz

Esercizio 11 Classificare le singolarita (inclusi i punti di diramazione) della

funzione:
f(z) = V22 — 1sech z.

Esercizio 12 Determinare il pit grande insieme (aperto) A del piano z in cui
e olomorfa la funzione
h(z) =1n[z(1 — 2)],

considerando la determinazione principale del logaritmo.
Determinare, poi, in A, posizione e tipo delle singolarita di

fe) = D

sin?(imz)

Esercizio 13 Classificare le singolarita della funzione

£(2) = Log(s* +a*)——.
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5 Ricostruzione di funzioni

Esercizio 1 f(z) é analitica in un anello di centro O e contenente al suo in-
terno il cerchio unitario (|z| = 1). Quali condizioni debbono essere soddisfatte
dai coefficienti del suo sviluppo di Laurent intorno a z = 0 affinché f(z) assuma
valori reali per |z| =17

Esercizio 2 La funzione f(z) ha un polo del primo ordine all’infinito, dove si
ha:

z—o0 2

essa inoltre vale 0 nell’origine e non ha altre singolarita ad eccezione dei punti
z1 = i, z9 = —i, dove ha due poli semplici con residui ri = 2, ro = —2.
Determinare f(z).

Esercizio 3 Determinare la funzione f(z) sapendo che:

1. ¢ analitica in ogni dominio limitato del piano complesso ad eccezione dei

punti z1 = 1, z0 = —1 in cui ha poli semplici con residui r1 = 1/2, ro =
—1/2;
2. vale lim 1(z) =1;

|z|— o0 22 ’

3. f(0) =0.

Esercizio 4 Determinare la funzione di variabile complessa f(z) che gode delle
sequenti proprieta:

1. ha uno zero doppio nell’origine;

2. & analitica in tutto il piano complesso ad eccezione dei punti zy tali che
z,% =1, dove ha poli semplici;

3. Resf(2)]z=c0 = —1.

Esercizio 5 Determinare la funzione razionale di variabile complessa che gode
delle sequenti proprieta:

1. la parte principale del suo sviluppo di Laurent nell’intorno del punto all’oo
vale 223;

2. ha due poli semplici nei punti z1 = 3, zo = 44 con residuiry = 1, ro = 1/2;

3. wvale 1 nell’origine.

11



Esercizio 6 Determinare la funzione razionale R(z) caratterizzata dalle sequen-
ti proprieta:

1. ha N poli semplici al finito nei punti z;, = exp(2kwi/N), k=0,...,N—1

con residui (—1)F;

3. La parte principale del suo sviluppo di Laurent all’co vale 2.

Esercizio 7 Determinare la funzione razionale f(z) sapendo che:

1. lim (f(z)—1-2%)=0

Z—00

2. f(2) ha, al finito, come unica singolarita un polo di ordine 3 nell’origine;
1 coefficienti della parte principale del corrispondente sviluppo di Laurent
sono individuate dalle relazioni:

(a) lim 2°f(2) =1,

.d
(b) lim (1 (2)) =0,

(e) i T (2f(2)) = 2.

Esercizio 8 Determinare la funzione f(z) analitica in ogni dominio limitato
del piano complesso ad eccezione dei punti zy = i, zo = —i, in cui ha poli
semplici con residui rispettivamente r1 = 3, r9 = 5, sapendo che:

lim f(z) —1-22=0.

Z— 00

Esercizio 9 Determinare la funzione di variabile complessa f(z) che gode delle
sequenti proprieta:

1. f(0) = 0;

2. come uniche singolarita al finito ha 3 poli semplici nelle radici cubiche
dell’unita, tutti con residuo uguale a 1;

3. lim M

|z| 200 Z

=1.

Esercizio 10 Determinare la funzione di variabile complessa f(z), analitica in
tutto il piano complesso ad eccezione dei punti (y, tali che Cg =1(k=123)
in cui ha poli semplici con residui ry, = 7, sapendo che f(0) = 1.

12



Esercizio 11 Determinare la funzione f(z), analitica in tutto il piano comp-
lesso chiuso ad eccezione del punto z = 0, in cui ha un polo doppio, e del punto
all’infinito, in cui ha un polo semplice, sapendo che:

f(2)

z

lim, 022 f(2) = 1;lim. o =2

e che f(z) ha due zeri semplici nei punti z4 = +i.

Esercizio 12 Determinare la funzione razionale f(z) che ha due zeri doppi nei
punti +1, due poli doppi nei punti +i e tende a 1 quando z — oc.

Esercizio 13 Determinare la funzione razionale che gode delle sequenti propri-
eta:

(i) Ha un polo doppio nell’origine con residuo nullo e un polo doppio all’infinito;

(uii) f(1) = f'(1) =0.

Esercizio 14 Determinare f(z) sapendo che:

a. f(0)=0; blim, . f(2)/z=1,

c. f(2) ha due poli doppi in —1 e +1 con residuir—1 =0 ery; =1;
lim, 41(2 F1)2f(2) = 2.

Esercizio 15 Determinare la funzione razionale f(z) che:
a) ha un polo semplice in z = 0 con residuo 1 e un polo doppio in z =1 con
residuo 0.

b) ha uno zero doppio in z = —1 e uno zero semplice in z = 1.
¢) e’ tale che lim,_, fz(f) =1.

Esercizio 16 Determinare la funzione f(z) sapendo che é una funzione ana-
litica in tutto il piano complesso, ad eccezione del punto all’infinito, in cui ha
un polo del II ordine, e delle radici quadrate di —1, in cui ha poli semplci con
residut £1, e che per essa valgono le formule

tim )
£(0) =0
(o) =1

13



Esercizio 17 Determinare la funzione di variabile complessa f(z) che gode
delle sequenti proprieta’:

1. ha uno zero doppio nell’origine;

2. si annulla all’infinito ed e’ analitica in tutto il piano complesso ad ec-
cezione dei punti zy tali che zi’ = 1 dove ha poli semplici;

3. il suo residuo all’infinito vale —1.

Esercizio 18 Determinare g(z) tale che:
1. ha soltanto un polo semplice in zg;
2. ha soltanto uno zero semplice in 2 *;

3. lim g(z) =1.

Z— 00

Esercizio 19 Si ricostruisca la funzione razionale f(z), sapendo che:
e f(0) vale 1;

e la funzione ha due poli, uno semplice in z = —1, con residuo 1, e uno
doppio, in z =1, con residuo pure uguale a 1;

e la funzione tende al valore 2 per z — 0.

Esercizio 20 Costruire una funzione razionale di variabile complessa f(z) che
ha come uniche singolarita al finito due poli semplici nei punti +i con residui
pari a :t%. Usando il I teorema di Liouville, dimostrare che queste proprieta
determinano f(z) a meno di una costante.

Esercizio 21 La funzione f(z) ha un polo del terzo ordine all’infinito, due
soli zeri di uguale molteplicita in z = =+, e un polo semplice con residuo 1

nell’origine. Calcolare
/+°° xdx
1= _—.
oo f(@)

14



6 Integrali di funzioni trigonometriche

Esercizio 1 Dimostrare che i sequenti integrali:

1 (7 1
I, = — _ <1
2w J_. aexp(inf) — 1 “
sono nulli per ogni intero n non nullo.
Esercizio 2 Calcolare l'integrale:
/ ’ do ! <R
r .
—n R2+47r2—2rRcosf’

Provare a calcolare lintegrale, pit generale:

T ein@
de < R.
/,r R2 + 72 —2rRcosf’ !

Esercizio 3 Calcolare l'integrale

_ : exp(2?)
I= }id (22 — 1)2%sin(wz)

dove C' ¢é la circonferenza di equazione |z—1/2| =1 percorsa in senso antiorario.

Esercizio 4 Calcolare l'integrale
T cos? 6
df———
/_W 2+ sin6

Esercizio 5 Calcolare l'integrale

1
I:]{dz_Q,
¢ sin“z

dove C ¢ il cerchio centrato nell’origine di raggio v = 3/2w percorso in senso
antiorario.

Esercizio 6 Calcolare per 0 < a < 1 lintegrale:

T cos(nb)
Iz) _/0 del +asinf

15



Esercizio 7 Calcolare per ( # —1 l'integrale:

7" exp(ind)
1o = /0 d01 +(cosf

Facoltativo: discutere le proprieta’ di analiticita di I1(().

Esercizio 8 Calcolare la successione di funzioni I,(p) definite dalla formula:

I - /7r cos(nb)
") 14 p% —2pcos(h)

Esercizio 9 Calcolare Uintegrale (g #1):

In:/ it sin (nt)

_x 14¢*—2qcos(t)

Esercizio 10 Calcolare gli integrali:

1 2m : 2n
I, = —/ dxm; la] < 1.
21 Jo 1+ acosx

Esercizio 11 Calcolare l'integrale

2
I =P / 900
0

1— sinf’

Esercizio 12 Calcolare lintegrale

I(a) = /2” c<.)s0—c.osozd9.
o sinf —sina

Esercizio 13 Calcolare col metodo dei residui l’integrale

27
- [ e
o 954 3sind

16



Esercizio 14 Calcolare l'integrale:

s 20 _ .2
J(k):/ cos” 6 ks%n29d9
o cos?f 4 ksin® 0

con k reale positivo.

Esercizio 15 Calcolare lintegrale:

T sin(k0)
Iy = df ————; b<1.
b /77r 1+bcosf’ 0<b<

Esercizio 16 Calcolare l'integrale
27 2
I = / dgﬂ.
0 2+ sind

Esercizio 17 Calcolare l'integrale:

27
cos(kd)
I(k,a) = df——————— 0 1, £>0.
(k. a) /0 1+ a2 —2acosf’ <e<L k=

Esercizio 18 Cualcolare l’integrale:
I = / d _cos(nz)
1+a%—2acosz’

Esercizio 19 Calcolare l'integrale

4 1
L= d—— 1
/ 1+ acos(nd) O<a<

—T

Esercizio 20 Calcolare l’integrale:

1:/ Migﬁgﬁ a> 1.
_r a—sin“6

17



7 Integrali di funzioni meromorfe

Esercizio 1 Calcolare il sequente integrale
o0
x
doe———
/_ 1 x3+8

Esercizio 2 Calcolare il sequente integrale

Ccos 2
dz———
L 22(z —1)
dove v ¢ la curva chiusa orientata positivamente, e cosi definita: (i) |z| = 1/3;
(i)z — 1| =1/3; |z| = 2.

Esercizio 3 Calcolare l'integrale:

I:P/ dx%.
0 ¢+ —2

Esercizio 4 Calcolare l'integrale

I S g T 1327 + 802z
27 R—oo Jo, 5320 + 1044

dove Cr € una circonferenza di centro l'origine e raggio R percorsa in senso
antiorario.

Esercizio 5 Calcolare l'integrale:

I:?(Cdzw(z)

con C' circonferenza di centro zo = 0 e raggio R =1 e w(z) la funzione:

2 2

w(z) = Z (=nmzm Z n?z".

m=— n=—

Esercizio 6 Calcolare l'integrale:
3

. z
lim dz o0
R—o0 Cr 2z + 5253 + 27

dove Cg ¢ la circonferenza di raggio R, centrata nell’origine, percorsa in senso
antiorario.

18



Esercizio 7 La funzione f(z) é continua e non nulla sulla curva chiusa vy, e nel
dominio interno ad essa ¢ analitica ovunque ad eccezione di un numero P di poli
(non necessariamente distinti). Siano N i suoi zeri (anch’essi, non necessaria-
mente distinti) Dimostrare la formula (teorema dell'incremento logaritmico):

1 ') _ o
27ri],{dzf(z) =N-P

Esercizio 8 Cualcolare il residuo in z = 0 delle sequenti funzioni:

i) = fal) = = T fu() = en(1/2),

sinhz =z
Utilizzare il risultato per calcolare gli integrali f\z\:?ﬂr /2 fi(2).

n

Esercizio 9 Sia P(z) un polinomio di grado n, con zeri {z;}_,. Dimostrare

la formula:
k
J

n pe
=0, k=0,...,n—2.
ZP’(Zj) ’ ol

Jj=1

Suggerimento: si consideri ¢ dz%, dove lintegrale e’ fatto lungo una opprtuna
curva chiusa C.

Esercizio 10 Utilizzando il teorema dei residui, dimostrare la formula:

=1 A Q(N)(Z)
dove:
N N-1 N
_ H':1(Zi_luj)
(N) () — _ (N=-1)(,\ — _ _
Qe =[G PO = [T n= g o=

Esercizio 11 Senza effettuare l'integrale, dimostrare la formula:

jq{d Iy
A sa—9

dove C' ¢é un cerchio di centro lorigine e raggio R > 9.
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8 Integrali di tipo Fourier

Esercizio 1 Calcolare il sequente integrale

e tiafl
/ "
0 (Int+b)% + a2

(Suggerimento: si consideri un opportuno cambiamento di variabile ...).

Esercizio 2 Calcolare l'integrale:

& 1 — coskx
I = dp—— 27
| e

Esercizio 3 Calcolare gli integrali:

/+°° p cos(kx)

x )

e 22 + a2

+oo in(k
[ Stie)
o Dot 0?)

Esercizio 4 Calcolare l'integrale:

/°° d$c05(2x2) -1
0 T

Esercizio 5 Calcolare l'integrale:

Esercizio 6 Calcolare l’integrale

e t
F(z) = / P aida
0 142

Esercizio 7 Calcolare il sequente integrale:
= / do—t
0 t(tr 4+ 1)

20



Esercizio 8 Si consideri la funzione g(t) definita qui di seguito:

[eS) —ixt
g(t):/ de—°

oo r—€+1id

dove § > 0.
Dimostrare che

Esercizio 9 Calcolare l'integrale:

+oo eik:r
I=P dr————————.
/,Oo @)@+ 1)

Esercizio 10 Calcolare l'integrale:

+oo .
I:P/ d 1—cosx
x2(x? = 1)

— 00

Esercizio 11 Calcolare lintegrale:
+o0 ikx
e
I=P de——-
[m SRS

Esercizio 12 Calcolare l'integrale:

+°° 51n2(kx)
P/ (RN ke R.

Esercizio 13 Calcolare l’integrale:

00 etk
I:P/ dl‘m, G/>O,k€R

Esercizio 14 Calcolare lintegrale:

+oo 3
COS™ T
I = de——-.
/ m1+z2

—00
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Esercizio 15 Calcolare l'integrale:

+o0o
I:P/ P Gl a€R.

— 00

Esercizio 16 Calcolare l'integrale:

0o o
(e, 8) = / sin(ax) — sin(Gz) iz, 0B ER,
0 x
Esercizio 17 Calcolare l'integrale
e sin(kx)
I=P dr———= k .
/0 mx(ﬂcQ . eR

Esercizio 18 Calcolare l’integrale

+o0 eikx
I:P/ dx kel

1
oo T —1

Esercizio 19 Calcolare l’integrale:

4 +1

o / d exp(ikx) .

— 00

Esercizio 20 Calcolare a scelta due degli integrali:

oo cos(ax)
1. —_—
/_ de cosh(bz)’

oo
*  cos(ax)
2. P de———2;
/0 T _ 20
o

3 / dxcos(aa:) —2 cos(bx) '
0 T

Esercizio 21 Calcolare lintegrale:

* cos(kz) — 1

I(k):/o e
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9 Integrali con funzioni razionali di funzioni iper-
boliche

Esercizio 1 Calcolare il sequenti integrale:

P/O (sinh(z — 1))(sinh(z + 1))

Esercizio 2 Calcolare l'integrale:

1:/ dug EPOT)

cosh x

— 00

Esercizio 3 Calcolare l'integrale:

+oo T
e[ eErearey  O<°

Esercizio 4 Calcolare l'integrale:

—+oo
e
o ae® + be=*

con a e b reali positivi.

Esercizio 5 Calcolare l’integrale

+oo et
I=P dt——; 1.
/ sinht’ 0<a<

—0o0
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10 Integrali che richiedono I’uso di funzioni polidrome

Esercizio 1 Calcolare i sequenti integrali:

/°° () logx
0

1+ a2
b
b
/ dea(~—2)1/2

xr+a

Esercizio 2 Calcolare l'integrale:

+oo
t
I:P/ @SR R o] < 1

sinh ¢

— 00

Esercizio 3 Calcolare i sequenti integrali:
+1
1=
I = / oy —
1 1 + X
“+ o0
P

eik;v
L= /_OO dmsinhaj'

Esercizio 4 Calcolare gli integrali:

h:P/ do—""
0

22 _ g2
e In(z)
I = P/o d:rxz — 3

*  coskx
I3 = d
8 /0 v coshfBx

Per lultimo integrale, si suggerisce il cambiamento di variabile t = eP*.

Esercizio 5 Calcolare l'integrale:

+oo T
/ dx , a € R.
_ coshx

oo
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Esercizio 6 Calcolare l’integrale:

Esercizio 7 Si calcoli a scelta uno dei sequenti tre integrali:

(x — a)
d .
/ xx2+27

2/ d:c41
0 .'13'+1

—+o0 e

Esercizio 8 Calcolare l'integrale:

Esercizio 9 Calcolare l’integrale

+o0
P/ dx
0

Esercizio 10 Calcolare il sequente integrale:

oo al
11:/ de" 50 (1> a>0)
0

¢+ 1

Esercizio 11 Calcolare l'integrale

oo gl
I = dr—————:.
/ sz—i—aQ

— 00

Esercizio 12 Calcolare lintegrale:

flnx

x2—|—a2'

I =
0
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Esercizio 13 Calcolare l'integrale:

Esercizio 14 Calcolare lintegrale :

+oo
I:/ dx
0

/2 log (1)
z2+1

Esercizio 15 Calcolare col metodo dei residui ['integrale

. /°° In(z — 1/2)

Nl=

Esercizio 16 Calcolare lintegrale:

dz.
(422 +3) "

Esercizio 17 Calcolare il sequente integrale:

1 —_—
]:/ dx‘/lix;.
1 1+$ZL'2+1

Esercizio 18 Cualcolare lintegrale:

b
I:/ dx (b—z)ln

Esercizio 19 Calcolare l'integrale

o0

1= d
0

Esercizio 20 Calcolare lintegrale:
+o0 ax
e
I = / dx —
oo 14 eP

Esercizio 21 Calcolare l'integrale:

b—ux

r—a

Inx

VRl a)

a€ceR, peZ;0<a<np.

I= / dx xe*sech x, 0<a<l.
0
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11 Sviluppi di Mittag—Leffler

Esercizio 1 Dimostrare la sequente relazione

Z [(27’1/ + 1)71'1 + a]2 o 7cosh2(a/2).

n=—oo

Utilizzare il risultato per dimostare che

7T2

1+ 1 + 1 + .=
9 25 7 8
(Suggerimento: si considerino i poli della tangente iperbolica per trasformare la
serie in un integrale nel campo complesso e ...).

Esercizio 2 Data la funzione:
J(z) = cotz— -
z)=cotz— —
Z’

1. determinarne le sue singolarita in tutto il piano complesso chiuso e calco-
lare i residui corrispondenti;

2. scriverne l’espansione in fratti semplici (sviluppo di Mittag-Leffler);

3. assumendo luniforme convergenza dell’espressione suddetta, ricavare lo
sviluppo
1 - 1 1

il I v Sl g o)

n=

(sviluppo di Weierstrass).

Esercizio 3 Si confrontino tra loro le due funzioni:

too eik:‘n'a:

Glz)= ) s—ikn, z€R, keZ

k=—o00

F(z;x) = e*® cothz

Quanto vale la loro differenza?
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12 Formule di Plemelji

Esercizio 1 Calcolare l'integrale

o t1/2
F(z) :/0 dtm; 2 ¢ RT

e discuterne le proprieta di analiticita in z
Determinare il salto:

A(to) = hH(l) F(to + ié) — F(to — ié)
€E—>
Cosa si puo dire in generale per un integrale del tipo:

F(z):/ooodttfft)z

con f(t) assolutamente integrabile in R* 2

Esercizio 2 Data

&= " tetaz  (ul <R i=1,...N)

zZ— 2z
i=1 v

costruire f7)(2), analitica per |z| < R, e f*)(2), analitica per |z| > R, tali che

lim f)(z)=0

|2l c0
L FOU) - N f2) = F()l sz

Esercizio 3 Determinare le funzioni F(¢)(2) e F(z), analitiche rispettiva-
mente all’esterno e all’interno della circonferenza di centro origine e raggio 1,
e tali che:

lim1 F©(z) —= FO(z) = Rez.

Esercizio 4 Sul cerchio |(| =1 ¢ assegnata la funzione

1

SR - 1 ¢ = expl(if).
1+ acosf’ a<1; ¢ =exp(if)

(9]

Determinare le funzioni F*(z), analitiche rispettivamente per |z| < 1, |z| > 1,
tali che F*(z) — ¢(¢), quando z — C*.
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Esercizio 5 Determinare due funzioni f;(z) e fe(2) tali che:
1. fi(2) sia analitica all’interno del cerchio unitario;
2. fe(z) sia analitica all’esterno del cerchio unitario;
3. wvalga
lim fi(2) ~ lim () =Re(c),  [¢l =1

z—(~

Esercizio 6 Determinare esplicitamente la funzione:

+oo 1
F(z)—/_oo dxm, Imz # 0

e verificare la formula di Plemely:
1

Esercizio 7 Dire se la funzione:

#(2) = /_O; it

t—2z

¢ analitica per z ¢ R e caleolarne la discontinuitd sull’asse reale

A¢zl%¢(t+ie)—¢(t—ie), teR.

Esercizio 8 Dimostrare che la funzione:

r = [ et

t—=z

— 00

e’ analitica per z non appartenente a R e calcolarne la discontinuita sull’asse
reale:
AF(t) = lir%F(tJrie) — F(t — i€)
€E—>
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13 Trasformazioni conformi

Esercizio 1 La trasformazione z — w é del tipo bilineare di Moebius. Su quale
curva del piano z avviene che |dw| = |dz|?

Esercizio 2 Trovare la trasformazione conforme che manda i cerchi
lz—a|l=r; |z4+a|l=r
nei cerchi concentrici:

|lw—0bl=Ry; |w—>bl=Ry

Esercizio 3 Verificare che la trasformazione (detta trasf. di Cayley):

11—z
i
142

mappa la circonferenza |z| = 1 del piano z nell’asse reale del piano w.
A quale semipiano corrisponde lesterno (I’interno) del cerchio unitario del
piano z?

Esercizio 4 Scrivere una trasformazione di Moebius:

az+ 0

v vz 49

che mappa la circonferenza unitaria (del piano z) nell’asse reale (del piano w)
e linterno (I’esterno) del cerchio unitario nel semipiano inferiore (superiore).
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14 Sviluppi asintotici

Esercizio 1 Dimostrare che la funzione di variabile complessa:
e —zt
F(z) :/ )
0 1+ ¢2

e’ analitica per Rez > 0. Assumendo z reale (z = x), determinare lo sviluppo
asintotico di F(z).

Esercizio 2 Dire se sono vere le sequenti stime asintotiche e spiegarne il mo-
tivo:

a) 2sinh(az) ~ exp(az), x— 400, a>0

teo sin(At) .
b) /0 dt(1+t2) = O\, A=

1

— 2
-2 =14+2+0("), z—0

c)

Esercizio 3 Calcolare con il metodo di Laplace il termine dominante dell’an-
damento asintotico per grandi x dell’integrale:

I= /000 dt exp[—z(t + a*/t)]

Esercizio 4 Calcolare il termine dominante nello sviluppo asintotico per

A — 00, dell’integrale:
) = / dre—A(—a)?
0

Esercizio 5 Qual ¢, per A — 400, il termine dominante dell’integrale:

o) e)\sin2(%)
) / e
0

1+ 2

Esercizio 6 a) Sia

cosht

F(z) = /Ooodt exp(—a(t = 1)%)

Calcolare il termine dominante dello sviluppo asintotico per grandi x.
b) Con il metodo della fase stazionaria calcolare il termine dominante per grandi

x et, nella direzione x/t = cost. = v, dell’integrale
o0 ; 1.3
exp(ikx — ik3t)
I(x,t) = dk ——=
(z,1) /_0O cosh k
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Esercizio 7 Calcolare il sequente integrale con un errore inferiore a ——:

1000
7= /°° exp(—1000t)
—J 143

Esercizio 8 Determinare il termine dominante per grandi x dell’integrale:
o0
| dreplizate) s
— 00

con ¢(t) = t2 — a2, f(t) = (cosht)™!

32



15 Prolungamento analitico

Esercizio 1 La funzione G(z) ¢é definita dalla sequente rappresentazione inte-
grale (trasformata di Laplace):

G(z):/ dtt?e .
0

Determinare il dominio di analiticita di G(z) e il suo prolungamento analitico
in tutto il piano complesso privato dell’origine.

Esercizio 2 Sia: -
fu(z) = / dt e *'¢" n € IN.
0

Trovare il dominio nel piano complesso z in cui vale l'uguaglianza:

Fale) = (1" (o).

Esercizio 3 Data f(t) tale che
o0
| s <o,
0

determinare il dominio di analiticita di:
1. Fi(2):= fooo dte ?tf(t),

2. Fy(z) = [Cdte = f(t).

Esercizio 4 Determinare il dominio di analiticita della funzione

F(z):/ dtte”*".
0
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