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1) Disegnare il grafico della funzione f(z) = arctan 7 specificando i punti di minimo/massimo,
x

gli intervalli di crescenza e decrescenza, il comportamento della derivata agli estremi dei vari
intervalli in cui e decomposto il dominio, la concavita per x — +o0

1.1) Dire quante soluzioni ha e perché ’equazione f(x) = ¢, ¢ € (—00, +00)

:L.CL

+oo
1.2) Argomentando si dica per quali valori a converge l'integrale / (7d33
0

cos f(x))"

rz—0

2 tan2 x
2) Calcolare il limite lim (e‘7C —sinx — %)

3) Trovare a e b tale che f(z) = o(x?) per x — 0 dove f(x) = (1 +22)?/3 + az + br? — €37,

In®(1 201
4) Calcolare il limite lim — ( + 3+ 2zlnx)
z—0 sinz(1l — cos3x)?

3 3 Inx
5) Calcolare il limite lim z” (In"(1 + 3z))
2=0 e*(1+ (cos 3x)?)

. . . L ag L " a
6) Dire per quale valore di a reale converge la serie S; = E_ln f<ﬁ)’ Sy = E_ln f(n),
oo 1 oo
S3 = E (=D)"n*f(=), Si= g (=1)"™nf(n), (f(x) & la funzione dell’esercizio n.1)
n
n=1 n=1

Soluzioni

1). 1l dominio & R\{1}.

lim f(z) = arctan(+o00) = 7/2, lim f(z)= arctan(—o0) = —7/2,
z—1+ z—1-

limg, 400 f(x) = £7/2

f(z) > 0 se e solose x > 1.

x(x — 2)

22— 2+ 1424 = = <0, v>2, f(z)=0, [f(2)=arctand

f'z) =

Non ci vuole molto a capire che il grafico e
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Aarctan 2

x—1

‘\._//

(2,arctan4)

Ve

1.1).

Per ¢ < —7/2 non ci sono soluzioni dell’equazione f(x) = c.
Per —m/2 < ¢ < 0 ci sono due soluzioni

Per ¢ = 0 ce n’¢ una.

Per 0 < ¢ < arctan4 non ce ne sono

Per ¢ = arctan4 ce n’¢ una.

Per arctan4 < ¢ < 7/2 ce ne sono due

Per ¢ > 7/2 non ce ne sono

1.2).
+o0
Sia a = 0. L’integrale diventa dxr = +o00.
0

Sia a > 0. L’integrale chiaramente diverge in quanto per x — +oo, f(z) = +00

oo
Sia a < 0 e quindi a = —|al|. L’integrale diventa / 2%(cos f(2))\%dz. Per z — 0 la funzione

0

¢ asintotica a - 1 = x® e quindi converge se a > —1.

Per studiare il comportamento della funzione a 400 scriviamo

:132

cos arctan

T ; xr — . ; r—1 1/
= cos | — — arctan = —sin arctan ~ —1/x
1 2 2 2

€xr —

in quanto arctany ¢ asintotico a y per y — 0 e pure siny. Per £ — +o00 quindi la funzione e
asintotica a z%z!%l = 1 e I'integrale non converge. In conclusione non converge per nessun valore
di a.

2).

2 2 .3 4 3 5 4
em—sinx—% = (1—1—:(:—1—%—1—%—}—%—#0(3:5)—33—1—%—1562—0—1—0(336)—332,2,) = 1—%—1—0(335)

2\ tanZs 4 —x4
(em —sinx — %) = exp{ 332 In(1 — % + 0(5135))} = exp {ta::Qa:(Q—z + 0(334))} —1

3). Si veda qui http://www.mat.uniroma2.it/ perfetti/eserci/eserci.html; file 5.1, esercizio
5.5.1.
4).

In*(1+ 324 2xlnz) (34 2rnz)® =z 812 3
flz) = - - (Inx)® — —o0
(3x 4+ 2z lnx)3 (2zxlnz)?  sinz sinz(l — cos3z)?

7

-

v~ g

1 —1 —1 —16/9
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5). 1l limite fa zero in quanto z® — 0, (In*(1 4 3z))™* — 1, e*(1 + (cos3x)?) — 2. Per il
secondo limite procedere come per il secondo esercizio.

6).
S1. f(x) ¢ asintotica ad x? per z — 0 per cui f(1/n) ~ n~2 da cui la convergenza assoluta e
semplice se a —2 < —1 ossia a < 1.

Ssy. f(x) & asintotica ad 7/2 per x — 400 per cui n® f(n) ~ n%r/2 da cui la convergenza assoluta
e semplice se a < —1. Se —1 < a < 0 il termine generale tende a zero troppo lentamente ed
essendo positiva, determina la divergenza della serie. Se inoltre a > 0, il termine generale non
tende a zero.

Ss. Se a < 1 la convergenza ¢ assoluta come in 5.

Se 1 < a < 2 ¢ una serie di Leibnitz. Infatti n®f(1/n) ¢ positiva per n — oo e quindi
(=1)™n°f(1/n) ha segni alterni. Per dimostrare che tende a zero in modo monotono facciamo
vedere che

1 /
(naf(ﬁ)) < 0 per lo meno asintoticamente

(ne ) = an -ty e (202 )

2 —2x+1+ 24

—1

m:% n2

1 @ (-1 1
= an® ! arctan (ﬁ 1 il n) v (— + o(—)) ~ —an® 2 + 13 4 o(n®2) < 0

Se 1 <a <2, n"f(1/n) tende a zero asintoticamente. La serie ¢ di Leibnitz e converge.

Sempre per 1 < a < 2 si poteva pure fare

o) oo L1 (L
n®f(—=) = —n®arctan — = n® | —
n nn—1 nn-1) n4

Sea>2n%f(1/n) 40

S4. Se a < —1 converge assolutamente come in Ss. Se —1 < a < 0 la serie e di Leibnitz e
converge. Se a > 0 n®f(n) /4 0 e non converge.
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