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Capitolo 1

Introduzione alle wavelets

In molti contesti dell'ingegneria e delle scienze applicate si ha a che fare con
il seguente problema:

Data una funzione f(¢), ¢ € R (un segnale che descriva un fenomeno della vita
reale, quindi realisticamente ha energia finita, f € L?(IR)) si deve trasmettere
e memorizzare tale funzione mediante un apparato finito.

Essendo f descritta di suoi valori su IR & chiaro che lavorando con un dispos-
itivo finito si potra soltanto avere a che fare con una sua approssimazione. In
ogni caso sarebbe auspicabile avere una rappresentazione di f del tipo

ft) = Z cngn(t)

dove basterebbe memorizzare i soli coefficienti c,.

La teoria delle Wavelets nasce dall’esigenza di decomporre i segnali in
modo da localizzare l'informazione contenuta nel segnale stesso sia rispetto
alla frequenza che al tempo (o allo spazio).

In un qualche senso, dato un segnale f(z), si vorrebbe una rappresen-
tazione di esso analoga alla notazione musicale in cui si indica quale nota
(frequenza) deve essere suonata in un certo istante.

1.1 Richiami
Definizione 1.1 (Spazi L?)

Lfa o= {f leb-integrabili t.c. / |f(z)Pdz < +oo} te. 1<p<+o0
' b

Siamo particolarmente interessati a

p=1,2,00, [a,b]=]0,27]
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In particolare noi useremo p = 2 poiché in questo caso lo spazio L[ B oltre

ad essere uno spazio di Banach, & anche uno spazio di Hilbert con il prodotto
scalare

< f,g >= /f d:z:tc f,gEL )

Definizione 1.2 (Spazio [2)

kez

= {{ak}, keZt.c. Z lag|? < —l—oo}

Questo spazio & uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare:

< ag,br >:= Z akbi
kcZ

In particolare se ci mettiamo in [0, 27] ogni f(z) € L[
nel seguente modo
— Z Ckeikz:

kecz

, .
0,2n] PUO’ essere scritta

dove:
1

2m Jo

2m )
f(z)e *“®dz

Cr —

Questa & la rappresentazione trigonometrica dello spazio L2[0, 2.

Tuttavia tale rappresentazione ci da solo una risposta parziale al problema
posto in quanto presenta aspetti positivi ma anche negativi.
Aspetti positivi:

1) Si ha una rappresentazione discreta delle f(z) a cui si giunge con calcoli
espliciti per la determinazione dei coefficienti cy.

2) La rappresentazione di f & basata su una sola funzione, e**, su cui si
operano successive dilatazioni.

3) Il sistema generato .
{eznz:, nc %}
¢ ortonormale e quindi ¢, hanno una rappresentazione semplice.
4) c, rappresenta la media del segnale pesato con e**® sul nostro intervallo,
abbiamo quindi anche una interpretazione geometrica dei coefficienti.
Aspetti negativi:

1) Per costruire ¢, ho bisogno delle infomazioni su tutto il supporto.
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2) tramite i coefficiente, non si riesce a cogliere informazioni “locali” mentre
farebbe piacere una rappresentazione localizzata del segnale sia rispetto
alla frequenza che al tempo.

Questa rappresentazione va bene per funzioni periodiche, ma potrebbe
creare dei problemi se si ha a che fare con funzioni che non lo sono. L’idea &
quindi cercare di rappresentare qualsiasi funzione in L?(IR) utilizzando rappre-
sentazioni diverse che abbiano le proprieta positive del sistema trigonometrico
ma che forniscano alllo stesso tempo una rappresentazione localizzata non solo
rispetto alla frequenza ma anche al tempo/spazio.

Vogliamo quindi una rappresentazione del tipo:

f(z) =) cege(z)
k

dove il sistema delle {g,} sia ortormale in modo da ottenere facilmente
I’espressione dei coefiicienti

e = / f@) @)z = <fogn>.
R

Inoltre sara richiesto che le g, siano a supporto compatto, o al peggio con un
forte decadimento, al fine di rendere possibile una rappresentazione locale.
Un’idea potrebbe essere quella di utilizzare, come funzioni g,, le funzioni
sen(.) e cos(.) troncandole ma questo approccio comporterebbe la perdita
della localizzazione in frequenza.
Considereremo famiglie di funzioni definite a partire da una nuova funzione
P:

Y(z) > Y(Pz — k), 5k € &

dove 7 permette di dilatare e k di traslare.
Ci resta solamente da introdurre un fattore di normalizzazione in modo
che 1; r(z) abbia norma 1. Assumendo che ||| = 1, abbiamo

[p@e—b), = [ 9@z - bp@z -5 -

27 [ $(ep(e) = 27 (e} = 27

vorremo allora

f@) =" cixtir()

JkER

Pin(z) =27 2y(2z — k)

9 prende il nome di funzione madre.
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Definizione 1.3 (Wavelet) Una wavelet é una funzione 9 t.c. con le sue
traslate e dilatate

Vi =22z — k), jkeh

fornisce una base di L?(R). Se tale base & ortonormale si parla di wavelet
ortonormale

ossia

Definizione 1.4 (Wavelets Ortonormali) ¢ é una wavelet ortonormale
se

V f € I2(R)

f@) =" cintji(a)

keZ
dove: ' '
Y p(z) := 272927z — k)

e

<Yk, Yin >=0;10kn
con:.

Cjk :/Rf(x)z/;j,,c(:v)dm
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NOTIZIE STORICHE 5

Notizie storiche
GABOR : propone una localizzazione della trasformata di Fourier

GROSMANN (fisico teorico) - MORLET (geologo che lavora per una
compagnia petrolifera francese) escogitano un metodo per l’analisi dei
segnali sismici localizzati nel tempo basato su un’analogia con l’analisi di
Gabor. L’analisi proposta si basa su traslate e dilatate di una stessa fun-
zione 9 che gli autori chiamano ondelette (wavelet). La trasformazione

e utilizzata nel continuo. ¥(t) = 1/1(%)

MEYER : scopre che considerando solo valori discreti opportuni per le
traslazioni e le dilatazioni in questione si pud in taluni casi ottenere una
base ortonormale di L?(IR). La costruzione di 9 & estremamente difficile.

P(t) = Y(27t — k)

MEYER - MALLAT : inquadrano il problema della costruzione di ¢
nell’ambito di un’interessante struttura matematica: ’analisi di multi-
risoluzione. Mettono in evidenza la stretta connessione con le tecniche
usate nell’elaborazione dei segnali. Mallat, inoltre, mette a punto un al-
goritmo veloce per il calcolo dei coefficienti in base alla decomposizione
da lui proposta.

[. DAUBECHIES : costruisce una famiglia di wavelet ortonormali a
supporto compatto derivabili fino ad un prefissato ordine.

costruzione di wavelet basata su funzioni splines.
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1.3 Wavelet di Haar
Forniamo un esempio di wavelet ortonormale. Definiamo

1 sexz€]0,1)
0 altrimenti

¢u(z) = {

1 sez€el03)
Yu(z)=<¢ —1 sez¢€ [%, 1)
0 altrimenti

Mostreremo che ¥y & una wavelet ortonormale. A tale fine consideriamo i
seguenti risultati.

Osservazione 1 Le costant: a tratti sono dense in L?(R).

Osservazione 2

/ Yy(z)dz = 0.
R

Applichiamo le operazioni di traslazione e dilatazione:

: : .k k41
Yujk(T) == 27124 (27z — k) supporto in [5, 2—3)

: . .k k41
buk(z) == 272 (27 — k) supporto in [E’ 2—])

Osservazione 3
< Yu, ik YHIm >= 0;10km

Infatti Y i, ha supporto in [£ L

1 supportt sono disgiunti il prodotto é nullo.

Se 1 supportt mnon sono disgiunti ma j # l il pwu piccolo dei due deve
essere necessariamente wncluso in una delle due metd wn cui é diviso ol
pu grande (ove la corrispondente funzione é costante) per cui, ricordando
[’Osservazione 2 il prodotto é diverso da zero solo sek=m e j =1.

) € YHm ha supporto in [T, mJl)_ Se

Per dimostrare che %y € una wavelet ortonormale consideriamo le due
seguenti famiglie di spazi:

Sn = span{Ym r,j <n,k € &}

. E k+1
Vv, = {f € L?(R) t.c. f costante in {2—71,2%) ke %}

Allora



1.3. WAVELET DI HAAR 7

o ..CV_ 1 CVyCViCW..
[ feVn@f(2) EVn+1
o feEVve f(-—k)eW

Lo stesso vale anche per S,.
Volendo mostrare che 'insieme

{1/JH,jk: j: k€ %}

¢ denso in L?(R) & sufficiente dimostrare che S, & coincide con V,, perche
l'insieme

UnEZVn
e costituito da funzioni costanti a tratti su tratti diadici ed € quindi denso in

L?(R). In particolare basterd dimostrarlo per n = 0 perche il passaggio al
caso generico &€ immediato. Mostriamo quindi il seguente

Teorema 1.1
So =W

Dimostrazione L’inclusione Sy C Vy & ovvia. Per l'inclusione opposta

notiamo che
Vo 2 f(il:) = Z ch[r,r—l—l)(m)
rch

quindi mi basta vedere che ¢y (z) € Sy. Risulta

S 2Py jo(z) = PYr(2z) = ¢u(z)

7j<0 7j<0

Abbiamo cosi dimostrato che le 1);, formano un sistema ortonormale che
genera L2(R).
Le funzioni g ;i sono a supporto compatto come volevamo ma la loro dis-
continuita non permette di approssimare “bene” e “ velocemente” segnali re-
golari, quindi quello che vorremmo & trovare funzioni piu regolari che abbiano
le proprieta positive della ¥gy.
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Capitolo 2

Analisi Tempo-Frequenza

2.1 Richiami sulla Trasformata di Fourier
Consideriamo lo spazio L2(IR). Definiamo:

Definizione 2.1 (Trasformata di Fourier)
£ fw)= [ f@)eds
R
Affinche tale operazione abbia senso dobbiamo avere:

[

ciot f € L'(R). Per poter definire la trasformata di Fourier in L?(R) si opera
come segue

d:v:/R|f(:z:)|d:z: < +o0

1. si definisce la trasformata in L!(R) N L?(R)

2. si estende la definizione precedente a tutto lo spazio L?(IR) poiche
L*(R) N L?*(R) & denso in L?(R).

Ricordiamo alcune proprieta salienti della trasformata di Fourier.

Teorema 2.1 (Identita di Parseval)

1 -
<f,g>

<f:g>:%

1712 = o |71
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Teorema 2.2 (di inversione)

Vg€ LA(R)A fe L*(R) tc. g=7F
fo) = 5 [ Flae=du

Teorema 2.3 Se f € LY(R) allora | ¢é limitata e continua
(f € L*(R) allora f & limitata e continua)

Dimostrazione. risulta
F@) < [ I(@)ide = 1], < +o0

quindi f & limitata. Inoltre essa risulta continua perché e —*“” & uniformemente
continua. O

Integrando per parti si ha immediatamente il seguente

Teorema 2.4

—
~

FP)(w) = (iw)? f(w)

Osservazione 4 Se
/R F(w)|(1 + [w])Pdw < +00 (2.1)

allora (w)? f(w) & L*(R) e quindi per il teorema precedente f(®) ¢ limitata
e continua = f € CP.

In particolare (2.1) é verificata se esiste una costante C ed un valore
€ >0 per cur

- C

[f(w)| < At w)iere (2.2)

Abbiamo cosi osservato che il decadimento della trasformata & collegato
alla regolarita di f. In particolare, poiché una funzione a supporto compatto
verifica la (2.2) per ogni p > 0, risulta

Osservazione 5
f a supporto compatto = f € C®(f a supporto compatto = f € C®)

Vale inoltre il seguente

Teorema 2.5 Sia f € L?(R) non nulla a supporto compatto, allora f non
puo essere nulla su un intervallo e viceversa.
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La funzione f e la sua trasformata hanno un comportamento “complementare”
rispetto alla localita. Per rendere pitt precisa tale affermazione introduciamo
le seguenti definizioni assumendo implicitamente che le funzioni siano tali da
assicurare l'esistenza delle quantita considerate.

Definizione 2.2 sia f € L?(R)

= [ HOF,

TR NF@)P
(¢ — )2 f (22
A= | P g
A A T

Osservazione 6 t; rappresenta la media di f, A? ne rappresenta invece
la varianza. Quindt avremo “maggior concentrazione” di f nella regione

[£7 = Dgi b7 + Ay

Analogamente possiamo definire (ed interpretare) le stesse quantita per la
trasformata di f.

Definizione 2.3

~.=

e / i .

T

(t — w)?| ()2
A2 .= f dt
o

Teorema 2.6 (di indeterminazione)

1
22
IS S

Non possiamo dunque sperare di trovare una funzione che sia arbitraria-
mente localizzata la cui trasformata sia arbitrariamente localizzata. Ovvero
non possiamo ottenere una localizzazione arbitrariamente accurata sia nel tem-
po che nelle frequenze.

La disuguaglianza fornita nel teorema di indeterminazione & accurata in quan-
to diventa una uguaglianza se f & una gaussiana,2 si puod infatti dimostrare

(esercizio) che se f(t) = e~ allora f(w) = /e~ 7.



12 CAPITOLO 2. ANALISI TEMPO-FREQUENZA

2.2 Tecniche di localizzazione (windowing)
La trasformata di Fourier & uno strumento fondamentale ma risulta inadeguata
in diverse applicazioni perche:

e il valore f(w) dipende dai valori del segnale su tutto il suo dominio;

e la trasformata non fornisce informazioni sull’evolvere della frequenza
rispetto al tempo;

e la trasformata non permette di evidenziare un dettaglio localizzato ad
un certo istante;

e essendo la frequenza inversamente proporzionale al periodo, & ragionev-
ole pensare di ottenere una buona accuratezza considerando, per alte
frequenze, un breve intervallo di tempo e viceversa; ossia sarebbe im-
portante avere uno strumento che automaticamente fornisce (nel piano
tempo/frequenza) finestre di osservazione “ strette” nel tempo per alte
frequenze e “larghe” nel tempo per basse frequenze.

Nell'ambito dell’analisi dei segnali sono state introdotte varie strategie per
cercare di “migliorare” la traformata di Fourier nell’ottica delle osservazioni
precedenti.

Definizione 2.4 dicest filtraggio analogico di un segnale f con un filtro h
la convoluzione di un segnale con 1l filtro ossia

o(t) = (F x1)(®) = [ F(@)h(t - o)
Dalle proprieta della trasforamata di Fourier segue immediatamente che
g = fh.
Definizione 2.5 Un segnale g st dice a banda limitata se §(w) =0, |w| >
wo. Il valore wqy st dice ampiezza di banda.

Per ottenere un segnale con ampiezza di banda wy a partire da un dato segnale
f & quindi sufficiente filtrarlo con un filtro A, t.c.

- 1 sew € [—wp,wo)
h =
wo () { 0 altrimenti

ossia si tratta di usare il filiro (detto SHANNON sampling function)

sen(wpt
hun(t) = 2E01)

Questo filtraggio quindi NON fornisce una buona localizzazione nel tempo.
I segnali a banda limitata risultano di rilevanza per il famoso Teorema di
Shannon:
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Teorema 2.7 Sia f € L?(R) un segnale a banda limitata con ampiezza
di banda Q2. Allora

f@)= 3 fD)*mRe k0

keZ

Definizione 2.6 Si dice WINDOWING del segnale f tramite h in b 1l
valore

< f,h( / f(z)h(z —b)d
Si pud osservare che, assumendo h reale, e ponendo A(t) = h(—t)

(f x k) (b /f b—:z:d:z:—/f h(z — b)d /Rf(:z:)md:z:

quindi
< fh(- =) >= (f x h)(0)
in particolare se h & pari e reale la tecnica di windowing & esattamente il
filtraggio.
Poiche h( b)(w) = e*i‘"bﬁ( ), risulta che se w* e A% sono valor medio e

varianza di k, considerando h( b) essi non variano (il fattore e~** non ha

effetto). Dall’identita di Parseval

1 J—
<f,h(.—b) >:g <f,h(.—b) >
quindi operando un windowing si “osserva” il segnale in frequenza con una
finestra la cui localizzazione ed ampiezza rimane invariata al variare di
b. Per ottenere “finestre di osservazione” che “tassellano” tutto il piano
tempo/frequenza occorre quindi seguire una diversa strategia.
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2.3 Trasformata di Gabor

Per localizzare la trasformata di Fourier nel 1946 Gabor propose di utilizzare la
seguente trasformazione che prende appunto il nome di trasformata di Gabor

Goaf)w) = [ flz)e " ga(a — t)dz

dove
1 ?

ga(w) = 2 /7rae e

Osservazione 7 Fissato w, variando b € R si riottiene f(w) infatti é
immediato verificare che

[ (Guafw)db = fw)
R

quindi st puo’ ricostruire tutto il segnale f dat valor: della trasformata di
Gabor per w,b € R

Posto .
Gapw(T) =" ga(z —b)
risulta
téa b,w = b
2
Aga,b,w =a

Quindi I'intervallo di in cui Gg, , , € maggiormente localizzata risulta

[b—va,b+ Va

ossia, essendo,
(Goaf)(w) =< f,Gapw >

la trasformata di Gabor localizza il segnale f essenzialmente in [b—+/a, b++/a].
Per quanto riguarda le frequenze, dall’identita di Parseval risulta:

1 ~
(Gb,af)(LU) =< f, ga,b,“’ >= % </ ga,b,w >
inoltre con qualche calcolo abbiamo
Qa b w(n) — e_a(W—"l)2e_ib(77—w)

da cui

1 ~ e—ibw 5 iwb T
- - iw —w)2,/ 4
o <FrGeapw > o /]R[fe ]gﬁ(n w) a0
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efibw .

= (G (=)

Abbiamo quindi che

(Goaf)(w) =

ossia la trasformata di Gabor localizza f essenzialmente nell'intervallo

1 n 1 ]
- —,w+ —=].
2,/a’ 2,/a

Quindi, nel piano (tempo, frequenza) avremo una “finestra” di localizzazione
data dal rettangolo

[w

1 1
b— b - — —
b—+Va,b+ o] x [w 2\/a,w+2\/a]
la cui area & uguale a
2
2v/a—— =2
‘/az\/a ’

che, in base al teorema di indeterminazione, & proprio ’area minima che pos-
siamo ottenere per una “finestra” di questo tipo.

Tuttavia modificando b e w, fissato «, il rettangolo viene solo traslato, non
vengono modificate le sue dimensioni.

Al contrario sarebbe auspicabile che la “finestra di osservazione” avesse una
“piccola base nel tempo” per alte frequenze e una “grande base nel tempo”
per basse frequenze in quanto periodo e frequenza sono reciproci. Ne segue
che la trasformata di Gabor, pur fornendo una localizzazione del segnale sia
nel tempo che nella frequenza, non fornisce uno strumento di osservazione che
possa cambiare in modo automatico adattandosi opportunamente alle zone di
frequenza diversa. Questo sara ottenuto tramite la trasformata wavelet.

2.4 Trasformata Wavelet

Correva 'anno 1984. Grossmann e Morlet propongono una trasformata basata
su dilatazioni e traslazioni di una opportuna funzione ¥ nel continuo.

Definizione 2.7 (Wavelet ammissibile) Data ¥ € L*(R), ¢ si dice
wavelet ammassibile se

_ [ PP
c, ._/R o < oo (2.3)
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Definizione 2.8 (trasformata Wavelet)

(Wy £)(a,b) /f ( ab>dccVab€Ra;é0

st dice trasformata wavelet relativa a Y sut punti a,b

Vediamo cosa implica la condizione di ammissibilita e succesivamente
perché I’ abbiamo imposta.

Osservazione 8 Supponiamo ¥ € LY(R) = v limitata e continua. In-
oltre essendo 9 ammassibile, dalla (2.8) seque necessariamente che deve

risultare ¥(0) = 0 ossia

— /R Y(z)dz = 0 (2.4)

ne seque che Y(z) deve NECESSARIAMENTE OSCILLARE. Ci6
giustifica il nome di wavelet

Ora vediamo perché la trasformata wavelet fa quello che ci interessa dal
punto di vista delle finestre (rettangoli) di osservazione. Con facili passaggi
risulta

—b
— -
Y= 9(——)
ty — at* +b
A} — d®A

Quindi la trasformata wavelet corrisponde ad un’osservazione di f localizzata
nell’intervallo
[at* + b — |a|Ay,at” + b+ |a|Ay].

Per quanto riguarda le frequenze, notiamo anzitutto che

(Wy1)(a,b) =< f, ﬁzp (;”) >

a

quindi, dall'identita di Parseval, abbiamo

Wyfian) =< f v () >:%<ﬁﬁf(%) >

Dato che:
¥ (%b) (W) = /Rw (m a_ b) e"wedy =
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of [ $l)e™(5 V) dz = el f(aw),
R

ossia

Wyf)(@,) = 5-\/lol [ Flw)e Flwa)

Inoltre, notando che

Quindi la trasformata wavelet pud essere vista come l'osservazione di f
nell’intervallo:

AW AN

o o’ a " o’

Quindi, nel piano tempo frequenza il segnale & osservato tramite la finestra

* A~ * A~
[at* +b— |a|Ay,at” + b+ |a|Ay] x [w_ -2 dl —d']
a o a o
la cui area risulta 4Ay Az
Ne segue che le finestre di osservazione hanno area che varia in funzione di
1 senza dipendere da a. Inoltre si osserva che, per |a| piccolo l'intervallo in
frequenza si allarga e si posiziona su alte frequenze mentre, rispettivamente,
si restringe l'intervallo nello spazio/tempo. Ossia l'ampiezza e la posizione di
tali intervalli resta determinata da |a|, che & esattamente cio che volevamo.
Conoscendo la trasformata wavelet per a,b € IR si puo ricostruire il segnale,
infatti vale il seguente

Teorema 2.8 (Formula di inversione) Sia 9 wavelet ammaissibile, f e g
€ L?(R). Allora

[ [ 071)(@ 8 0@ B 35 db = Cy < f19 >

e quindi
z—b, da

a "a?./|a|

f(z) = c% L [yt
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Dimostrazione. Per l'identitd di Parseval risulta

/R (Wy £)(a,b)(Wyg)(a, b)db =

L /R fe) =" de [ o)
~lal 5 [ @ / Fl)e™ Plaw)du / gme " h(na)d

(Y= yay =

Ponendo

risulta

[ 041)(@, ) Wy9)(@, )b = al 5 [ o) Geyas =
2
|a,|%/RwF db—%%/f 2)3(z) |Y(az)|?dz

integrando per d—‘; abbiamo

[ [wapeo@a@sien = [ L [ fep@iien)a

R |a,| o
ponendo az = z si ottiene

[ [ (Wo5)(@, 0 0)(@ ) cgds = Cy < f,0 >
R/R a

Inoltre se f & continua in z abbiamo

(t—=)?

£(@) = tima v [ F05 T = lima o < f0a(. ~7) >=

gtimesos [ [ Wen)Ge, b)d—§< gal. — 2), ﬁiﬁ(i) >db =

a

— 1 da
(W, b)y —db
- et

da cui la formula di inversione

— 1 da
w. b)y —db.
C¢ / / ¢f % \/ a2
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Esempio 2.1 Calcolare J;; e valutare se per ¥y vale la condizione di ammissibilita.
Risulta

2

Tnw)] = 2( ~ cos(

jwl

quindi ¥y € una wavelet ammissibile.

specialmente enlle applicazioni & evidente che la conoscenza di
(Wyf)(a,b), a,b € R non & proponibile. Sarebbe aupsicabile poter lavo-
rare su un insieme discreto di valori a, b per poter avere una rappresentazione
del segnale f in SERIE di wavelets. In particolare, soprattutto per questioni
pratiche sarebbe opportuno poter lavorare con traslazioni intere e dilatazioni
che siano potenze di 2.

Osservazione 9 Ponendo

risulta

ﬁ"p (IE - b) — 2j/2¢(2j:1; — k) = Yji(x)

quindi abbiamo

1
< f)'lpjk >= (Wd,f)(&,b), a= E) b= 2_]

E quindi naturale porsi le seguenti domande
e possibile caratterizzare completamente f tramite < f,v;, >7

e possiamo ricostruire STABILMENTE (in senso numerico) f dai vari <

f: ¢],k >7?

e ogni funzione di L?(IR) pud essere scritta come somma (con opportuni
coefficienti) di v, x?

e possiamo scrivere un algoritmo facile che permetta di trovare i coefficienti
di questa somma?

Risposte a queste domande saranno ottenute inquadrando il nostro problema
nel cosiddetto contesto dell’ ANALISI di MULTIRISOLUZIONE.
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Capitolo 3

Analisi di multirisoluzione (MRA)

! Introduciamo adesso una quadro matematico che riconduce la costruzione
della wavelet 9 alla costruzione di una sequenza di spazi ordinati, [3], [4], [6].
Il termine multirisoluzione suggerisce che ci accingiamo a guardare il segnale
con un’accuratezza e risoluzione via via diversa a seconda di quello che serve.
La filosofia dell’analisi di multirisoluzione consiste nel rappresentare ogni el-
emento di L? (R) con approssimazioni successive costruite a partire da un
primo tentativo “sfocato” aggiungendo “dettagli” fino ad ottenere il segnale
stesso.

Definizione 3.1 (Analisi di Multirisoluzione (MRA)) Una sequenza
di spazi V; C L*(R), j € % costituisce un’ Analist di Multi Risoluzione
(MRA) di L?(R) se:

ml) ..CV_1CVyCVi... CV; C Vjy1...

m2) U;cz V; = L*(R)

m3) ﬂjez V;=0

md) fEV; e f(2-) € Vi

mb) feWhe f(- —k)eW

m6) 3oV t.c. Vo =span{p(- — k), k€ %} e

<p(- —k),p(- —3)>=0rj, k,JER

1Si ringrazia A. Melone per una prima stesura di questo capitolo e dei successivi
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Osservazione 10 Le condiziont precedenti mon sono indipendenti. ab-
biamo m6 = mb5 mentre st puo mostrare, ([6/, Sezione 2.1) che
ml,m4, m6 = m3

La condizione m6 afferma che le traslate di ¢ costituiscono una base
ortonormale di V5. Come vedremo, tale condizione & molto restrittiva ed im-
plica condizioni spesso difficili da verificare per la funzione ¢ cosicche risulta
spesso conveniente indebolirla sostituendola con la seguente

m6)* 3 ¢ € Vy tale che l'insieme {¢(- — k), k € Z} risulta una base di
Riesz (o base incondizionata) di Vy ossia

A el <
k

2
> ckp(z —k)| < B ekl (3.1)
k 2 k

ove
0< A< B< +o00.

Le due disuguaglianze in (3.1) sono molto importanti sia dal punto di vista
teorico che pratico. Esse affermano che l'applicazione

T: Zz — Vg, T({Ck}) = ch¢( - k)
k

€ continua con inversa continua. In pratica “piccole variazioni” sulla sequen-
za dei coefficienti comportano “piccole variazioni” sulla funzione descritta e
viceversa. Ossia cambiando di poco ¢ cambia di poco l’elemento ottenuto
come combinazione di traslate di ¢ usando come coefficienti i ¢;. Si ha quindi
una rappresentazione ben condizionata, fondamentale da un punto di vista
pratico.

I1 caso ortonormale & un caso speciale della base di Riesez con A = B = 1.

Esempio 3.1 Un esempio di analisi di multirisoluzione di L?(IR) & costituita dalle
costanti a tratti. Consideriamo

_J1 0<z<1
b (z) = { 0 altrimenti

Allora

E k+1
Vi = {f € L*(R) costanti su [27,2%] k€ %}.

Abbiamo:

m1l) questi spazi sono nidifcati

...CV0CV1C...C‘/}'C‘/J'+1C...
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m2) le costanti a tratti sono dense in L? (R)
m3) (jezV; = {0}

m4) ovvia

mb) ovvia

m6) ovvia, in quanto le funzioni costanti a tratti su con estremi interi sono generate
dalle traslate della funzione caratteristica dell’intervallo [0, 1). Le traslate sono
ortonormali in quanto facendo il prodotto scalare i supporti sono disgiunti.

Vediamo come una MRA sia legata all’esigenza di osservare il segnale da
un punto di vista sempre pit dettagliato.

Osservazione 11 In generale, se ¢ con le sue traslate genera lo spazio
Vo, da m4) e m5) si ha che le funziont traslate e dilatate

die(z) = 212420z — k) con k € %
generano V;.
Sia ora f € L?(R), fissiamo j € %, e sia f; proiezione di f in V; cosi definita:

Fi(@) =" Findin(®), Fin =< fj, bjn >=< f,djn > .
N

Ora, essendo V; C V;,1, 'approssimazione, f;11, su V;; sard non peggiore.
Avremo dunque
Vin=V,@W;, V;1W;

quindi in generale
fivi(z) = fi(z) + 9;(2), g; €W;
Osservazione 12 Abbiamo, per m3)
Jj-1 )
Vi=ViaeW, .=V, oW, 20W,_1 =V, ® Z W, = EBz,;l_ooWr
r=7—1

quinds
LZ(R) = @rezWs

Inoltre W;subsetV; 1 e W; 11V, 1 quind:

WJJ_WJ+1
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Dunque L? (R) si pud costruire in due modi: tramite gli spazi V o tramite
gli spazi W. Gli spazi V sono spazi sempre “pitt grandi” che finiscono con
l'invadere L2 (R). La chiusura della somma diretta degli spazi W & uguale a
L? (R).

Gli spazi W sono una decomposizione ortogonale di L2 (RR).

Esempio 3.2 Cerchiamo di capire come sono fatti gli spazi W riprendendo il solito
esempio delle wavelet di Haar. Ricordiamo che tali spazi contengono l'informazione
aggiuntiva che si ottiene nel passare da uno spazio V allo spazio successivo. Avremo

fir1 (@) =) firimditin (@) fi (@) =) findin (@)
n n
La differenza tra queste due funzioni, che sta in V}, 1, si potra scrivere come

fir1 (@) =i (@) =) ginbisin (2).

Cerchiamo di capire come sono fatti questi coefficienti. Consideriamo quindi la
funzione caratteristica dell’intervallo [0, 1),

1 0<z<1
¢ (z) = { 0 altrimenti

e 'analisi di multirisoluzione generata delle funzioni costanti a tratti su [2%, k;gl]. In
questo contesto, sia f € L? (R) allora

fim = R/ £ @) bron(e)dz = [ f(@)20dn

Notiamo che ¢y € Vo C Vi quindi si pud scrivere come combinazione lineare di
funzioni che generano V3

b (e) = —= (Vo (20) + V245 (22 - 1)
= 400 (2) = —= (10 (2) + b1 ()

Analogamente, ¢p jn € V; C Vji1, quindi si pud rappresentare come combinazione
lineare di elementi di V4.

b n(z) = 2%¢H (2j:v — n) = 2%%\/5 [¢H (2j+1:v - 2n) + éu (2j+1m —2n — 1)]

ossia

b in (z) = % [, +1,2n (T) + bmj11,2n41 ()]
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Allora i coefficienti f;, si potranno scrivere nel seguente modo in funzione dei
coefficienti del livello successivo:

2n+2 2n+1 2n42
27+1 27 +1 27 +1
it1 1 1 1
fin = / f(z)2™ 7§d$ = 7 / et / = 7 (fi+1,2n + fij+1,2n41)
zjz'il zjz'il 2]2:—1

Per capire com’eé fatto il dettaglio che aggiungo e cioé la struttura dello spazio W,
riscriviamo, con le nuove relazioni trovate, la differenza f;1 (z) — f; (z):

1 1
fi@) =) 7 (fi+1.2n + fi41,2n+1) 7 (br,j+1,2n (2) + Prj41,2n41 (2))

fir1 (@) =) fir1,onm541,0n (8) + Fit1,2n4198,541,0n11 ()
n
da cui

1
fivr(2) = fi(z) = Z b j+1,2n (T) 5 [fi+1,2n = fi+1,2n41]

—¢mj11,2n+1(Z) [fir1,2n — fit1,2n41]

; % [fj+1,2n - fj+1,2n+1] [¢H,j+1,2n (ZL‘) - ¢H,j+1,2n+1 (m)] %

Ponendo
_ 1 _ V2 — b(2m —
Yu(z) = %[(ﬁH,l,O(m)_(ﬁH,l,l(m)]_\/5[¢(2m) ¢ (2z - 1)],
(3.2)
Yan (@) = 23yn (Jo—n)

risulta che la differenza tra un’approssimazione e la successiva si pud vedere come
combinazione di funzioni g ;» con certi coefficienti g;,

fj+1 ((L‘) - fj (.’B) = Zgjn¢H,jn (l‘) € Wj

dove le ¥y ;n sono traslate e dilatate di una stessa funzione. Tale differenza non &
altro che ’elemento aggiuntivo di dettagli. Ogni elemento di W; si puo vedere come
combinazione lineare di funzioni che sono traslate e dilatate di una stessa funzione

Yu.

3.1 Decomposizione e Ricostruzione

Mostriamo che quanto visto nell’esempio precedente per la base di Haar vale
in generale.
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Consideriamo f € W}, quindi f € V4, inoltre f (2—J> € V1. Moltiplichi-
amo f per un generico elemento di V}, cio¢ per una traslata e dilatata della

¢.

0= (f,d) = [ ()¢ (Fo—k)2hde = [ 1(5)o(-k)dx

z=2z

dunque f (2—]) € Wy in quanto risulta ortogonale a Vj.

Se abbiamo una MRA, sommando tra loro tutti gli spazi dei dettagli si ottiene
una decomposizione ortogonale di L? (R). Inoltre tali spazi sono generati dalle
traslate e dilatate di una sola funzione. Allora se riusciamo a capire quando
le traslate e dilatate di questa funzione sono ortonormali abbiamo trovato una
wavelet ortonormale (vedere Definizione 1.3).

Ammesso di avere una MRA, se riusciamo a scrivere una funzione ¢ che
genera Wy avremo una famiglia di wavelet. Ipotizzando dunque di avere
una MRA, abbiamo solo bisogno di capire come costruire la 9 che genera
Wy. Successivamente ci occuperemo di capire quando una funzione ¢ genera
una MRA. Prima di affrontare in dettaglio tali questioni, diamo un’idea del
perche questo strumento risulta efficiente dal punto di vista pratico.

Supponiamo, dunque, di avere una MRA e di aver costruito ¢ e ¥ che
costituiscono con le proprie traslate una base ortonormale rispettivamente di
V[) € W[).

Data f € L?(R), possiamo determinare una approssimazione fj; di f
tramite proiezione, ossia

fu €V, fu =) fundbu, (), fu, = (fr0m,) - (3.3)

Dalla m2) risulta che le approssimazioni suddette (proiezioni di f su V;) sono
arbitrariamente accurate, ciog

Ve >0, IM:||f - full <e.

D’ora in poi lavoreremo sempre sulle approssimazioni del segnale negli spazi
V; sulle quali dovremo fare operazioni varie: compressione, trasmissione,
denoising,.... Notiamo che essendo

Vu =Wy 109Wy_—o®..® Wy_r® Vg,

ogni elemento di Vjs si pud scrivere in maniera univoca come somma di
elementi di
Wy-1, Wy—2, ... Wh—i, Vs -
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Indicando con g gli elementi di W e con f gli elementi di V, possiamo scrivere
la nostra approssimazione fjs nel seguente modo

fu=fu—k+gu—i+..+gm-1.
Le osservazioni di base sono le seguenti:
e fir € un’approssimazione migliore rispetto a fas_¢,

e Dall’approssimazione fps_r riesco a ricostruire fi; aggiungendo
successivamente dettagli, dettagli rappresentati dalle funzioni

IM—ky -y M —1-

e A seconda delle operazioni che si devono eseguire su fj; sara pil
conveniente vederlo come elemento di Vj; e quindi esprimerlo come

fu = fu,du, (z)

oppure come somma di elementi di Wy 1, W90, e, War—, Vs k.-

e Saremo avvantaggiati da questa duplice rappresentazione se disporremo
di mezzi efficienti per passare da una rappresentazione all’altra.

I1 processo che da fjs, ciogé noti i coefficienti fj,,, permette di ottenere le
funzioni gpr %, ..., 9mr—1, far—k si chiama processo di decomposizione del
segnale

fu— fu—k+9m—k+ ... +9m—1.

>

Ovviamente & utile anche il processo inverso, ovvero noti i coefficien-
ti della rappresentazione di fjs come somma di elementi degli spazi
Wy-1,Wy—2,.... War—x, Vi, scriverla come elemento di Vs, cioé scrivere i
coefficienti di fj; come combinazione lineare di elementi della base ¢;,.. Tale
processo € noto come processo di ricostruzione del segnale

fvu = fu—k+9m—r+ ...+ 9m—1.

Dal punto di vista concettuale non c’é nulla di difficile, sono solo cambiamenti
di base. Ma essendo gli spazi vettoriali di dimensione infinita, le matrici che
rappresentano il cambiamento di base sono di dimensione infinita. Tuttavia
nella struttura considerata le cose si semplificano.

Vediamo quindi la struttura degli algoritmi di decomposizione e di ri-
costruzione nelle ipotesi che siano assegnate una MRA e una corrispondente
decomposizione wavelet di L? (R).
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3.1.1 Decomposizione
Data ’approssimazione fjs del segnale f come in (3.3) abbiamo

fu €V — fu—1€Vu_1 — fu—o€Vu_o —
N\ N N\

M 1EWy 1 — gu2€6€Wy 2 —

la decomposizione consiste dunque nell’iterare sempre uno stesso passaggio.
Ad un generico livello 7 + 1 avremo

Vis1 3 fi1 = ) fivindsrin (2),
n
ciog, nota la sequenza f; 1, vogliamo determinare

fi=>" fudj ()
A

quindi la sequenza {f;;},

9 = gibji (z)
l

cioé la sequenza {g;;}.

Per capire quali relazioni intercorrono fra le basi di questi spazi, conside-
riamo lo spazio Vi = Vp & Wy.
In particolare v/2¢ (2z) € V; e quindi si pud scrivere come

V2¢ (2z) Za am® (T —n) +Zb o (T —n).

Ancora, la funzione v/2¢ (2z — 1) appartiene allo spazio V;, dunque possiamo
scriverla come somma di elementi di V5 e Wy

\/§¢(2w —1) = Zal_gnqﬁ(m —n)+ Zbl_g,ﬂ/} (z—n).

Consideriamo ora la traslazione generica con indice ! pari, la funzione
V2¢ (2z — 1) € V4 si scrive nel seguente modo:

= = fa(--3))-

l l
;a,%q& (:I: — 3 —n) + ;b,gnw (:z: —3 —n) .
Se consideriamo il cambiamento di variabile £k = n + é si ha

V2¢ (2z — 1) Za (z—k)+> bt (z—k).
k
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La stessa espressione vale se [ & dispari. L’effetto della traslazione sulla fun-
zione di V; determina una traslazione dei coeffiicienti. Nella matrice di cam-
biamento di base, questa struttura si traduce nel fatto che le colonne della
matrice sono ottenute tutte da un'unica colonna per traslazione. Dunque
possiamo scrivere

¢u(z Z ai—2x ok () + bi—2xWPok () -

Esempio 3.3 Consideriamo la MRA di Haar. In tal caso gli unici elementi non nulli
della sequenza sono

ap = 1 b e 1
NN (3.4)
aq ﬁ b]_ = —ﬁ

Si potrebbe pensare che nel passare da un generico livello j al livello successivo
j + 11 coefficienti dipendano da 7, ma questo non accade per la struttura degli
spazi V;. Consideriamo infatti un livello generico j:

2%v/2¢ (2712 1) = 25 5" ap_ondh (22 k) + biow (22— k).
k

Dunque

$ir10(z Zaz 2k Pk (T) + bi—2kPsk (T) -
Quindi
fiv1(z) = Zf]+1l¢_7+1l Zf]-l—llzal 2k Pk (T) + b2k (2)
= Znyﬂlaz 2k Pjk (T +ZZfJ+1lbl 2% Yk (2)
= ngkdhk +;gjk"/1jk

dove

Fik =) fivr 012k, Gik = Y fit1,b1—2k-
1 1

La legge di cambiamento non dipende dal livello 7. Nel processo di
decomposizione sono fondamentali le sequenze a e b.

3.1.2 Ricostruzione

Il procedimento inverso consiste nel ricostruire fj; conoscendo fu x €
IM—k,---, 9n—1- Quindi supponendo di avere un’approssimazione ad un livello
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basso ed i dettagli dobbiamo passare ad un livello superiore. Ricordando che
Vi = Vo ® Wy, per opportune sequenze {p,}, {g.} abbiamo

z) = Z V2prd (22 — k)
k

=> Voqp(2z — k).
k

Come per il caso del processo di ricostruzione, traslando le ¢ e le 9, tale
traslazione si scarica sui coefficienti, mentre le dilatazioni non influenzano i
coefficienti. Otteniamo dunque un risultato simile al precedente, ovvero

P (z an 2APr+1,n (2)

Y (T an 2Pk +1,n (T)

Le due sequenze p e g ci permettono di passare da un generico livello al livello
superiore.

Esempio 3.4 Nel caso dell MRA di Haar risulta

b(2) = V3= (20) + 2=

7 75402 -1)

1 1
Y(2) = Vi (20) ~VEp (20— 1)

Quindi gli unici elementi non nulli delle sequenze p e ¢ sono:

-1 - 1
pO—\/E QO—ﬂ (35)

Ad un generico livello j, l'algoritmo di ricostruzione si articola dunque
come segue:

fivi(z) = fi(z)+yg,(z Zf]l¢]l ) + g1 ()
= Zf]lzpn 2l¢]+1n +gleQn 2l¢j+1,n ((E)

= Z¢]+1n Zf]lpn 21 + Z¢]+1n )Zanzlgjl
n

= Z¢j+1n Zf]lpn o1 + @n— 21951 = Z¢]+1n f]-l—ln
n
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quindi il coefficiente f; 1, che esprime f; i nella base ¢, 1, risulta

fj-l—l,n = Z fjlpn—2l + dn—21951-
A

Anche in questo caso, indipendentemente dal livello a cui stiamo lavoran-
do, cioé dall’accuratezza con cui stiamo cercando di rappresentare il nostro
segnale, il tutto & descritto da due sequenze p e g.

In linea di principio non c’¢ nessun motivo per cui le sequenze a,b e p,q
debbano essere in relazione, in quanto descrivono coefficienti di rappresen-
tazioni diverse. In ipotesi di ortonormalita esiste una relazione speciale tra le
sequenze a,b € p,q (si veda anche ’esempio di Haar). Supponendo dunque di
essere in ipotesi ortonormalita e consideriamo il prodotto scalare:

(jnybjr11) = <¢jn. > aokdsi () + bi—ok Wik (CC)>
%

= <¢jn, > okdse ($)> + <¢jn, > bWk ($)>
k k
= > ok (Bjn, ik () + D b2k (in, Yik (2))
k k

= > @2k = 8i—2n
P

in quanto (¢;n,¥;x) = 0 poiche ¢;, € V; e P;r € W; e V; LW;. Analogamente
si ha

(i1 in) = ¢j—|—1,l:zpr—2n¢j+1,'r‘>
T
— Zﬁr72n <¢j+1,la ¢j+1,r> = 2577271.517‘ = ﬁl72n
T T

da cui essendo
(@ins @i+1,0) = (Pj+1,1: Pin)
risulta
El72,n = Di—2n
Analogamente _
bi_on = gi—2n
Dunque, in ipotesi di ortonormalita le sequenze che descrivono 1’algoritmo
di decomposizione e quello di ricostruzione si riducono in pratica, tramite
coniugio, da quattro a due.
Se abbiamo una struttura di MRA ed una famiglia di wavelet associata

possiamo decomporre e ricostruire il nostro segnale f approssimato in un certo
spazio Vs, con algoritmi molto semplici, basati su al pit quattro sequenze
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numeriche binfinite. Sara caratteristica fondamentale di una wavelet e quindi
dei relativi algoritmi di decomposizione e ricostruzione fornire sequenze il pitl
corte possibile. In ultimo vedremo che “costruzione di una wavelet” vuol dire
costruzione di un’opportuna sequenza di coefficienti.

Dal punto di vista pratico sara importante avere delle sequenze a supporto
compatto o comunque a decadimento molto veloce.

Le sequenze a, b e p, ¢ sono un modo per descrivere le funzioni ¢ e 7.

3.2 Descrizione degli algoritmi di decomposizione e ricostruzione
3.2.1 Decomposizione

Nell’algoritmo di decomposizione i valori {f7, k}xcz, {97, k}recz sono ottenuti
da {fj + 1, k}rez usando un processo di media avente per pesi i valori delle
sequenze {a,}, {bn} rispettivamente. Successivamente solo i valori di indice
pari sono selezionati. Pill precisamente poniamo

Fjl = ij#»l,na'nfla Gjl = ij#»l,nbnfl
n n

tali quantita vengono dette moving average e, a meno del segno,
corrispondono ad una convoluzione discreta o filtraggio digitale. Risulta

fike = Fjok, 956 = Gjok

Il campionamento sugli indici pari viene detto downsampling ed & di solito
schematizzato come segue

— [{a}] —[24] — 1}

a
{fir1,e}
¢

— [{t] —[21]— {932}

3.2.2 Ricostruzione

Analogamente il processo che porta da {f;x}kecz, {fijxtrez a {fj+1,ktkcz PUO
essere descritto come segue:

1. si inserisce il valore O fra due elementi consecutivi delle sequenze di
partenza (upsampling)

2. si eseguono due moving averages con pesi dati dalle sequenze {p;}, {a:}
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infatti posto

[ fim sel=2m . | gim sel=2m
0 altrimenti =Y o altrimenti

risulta
fivie = Z fimPr—2m + GimQk—2m =
m

Z[fjmpk—2m + 0pk—2m—1] + [gijk—2m + OQk—2m—1]

m

Z Faupe—i + Gg—i-
!

Graficamente questo viene schematizzato come segue
= [21] = [{p}| —

N
{fi+1,6}-
a

{o} —[21] — [{ad] —

Naturalmente applicando di seguito i due processi si ottine l’identita (ri-
costruzione perfetta). Graficamente si ha il seguente schema noto come filter
bank.

—>‘{az}‘—>‘2l‘—>‘2T‘—>‘{Pz}‘—>

/! N
{fj+1,6} {fj+1,6}-
N /!

— [ — 24— [21]— [{a}] —

Osservazione 13 come gid osservato

gk =< frse >= (W) gy, ), boj € B

ct0é sono 1 valor: della trasformata wavelet discreta. L’algoritmo di
decomposizione quindi un metodo per calcolare tale trasformata (as-
sumendo di avere un’approssimazione del segnale in Vir). Analogamente
l’algoritmo di ricostruzione permette il calcolo della trasformata inversa.
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3.3 Caratterizzazione delle trasformate di ¢ e di ¢

Supponendo di possedere una MRA cerchiamo adesso di generare gli spazi
W;, ortogonali ai Vj, tramite traslate e dilatate di una stessa funzione 9. Tali
traslate devono costituire un sistema ortonormale.
A tal fine caratterizziamo anzitutto le funzioni le cui traslate generano un
sistema ortonormale successivamente caratterizzeremo le funzioni di Wy (come
ortogonale di V).

Sia ¢ una funzione che genera una MRA, allora

¢(z) =) pnV2¢ (22 —n) (3.6)
quindi
¢ (w) = \/§an / ¢ (2z —n) e “2dz
" R

1 y Z s w
— - n 715&! 7Z§nd
s [$(@)e e s
. R
= —= ne 2" z)e %dz
L 1{ #(2)

- (e = ()5

F(w) =P (%) 3 (g) . P(w) = % ;pne*iwn. (3.7)

Analogamente la funzione 9 &€ un elemento di Wy, quindi in particolare di V7,
dunque

Y(@) =3 0.2 (22— m) (38)
da cui
T=0(5)3(5) @@= 5 ae™n (39)

Se le sequenze p e q sono finite, a meno di un riordinamento degli indici,
P e @ sono un polinomi trigonometrici, altrimenti sono comunque funzioni
2m-periodiche.

Caratterizziamo ora una sistema ortonormale di traslate.
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Proposizione 3.1 II sistema

{¢(- —k), kcZ}

e un sistema ortonormale se e solo se

Z ‘5(7) + 27rl)‘2

€z

=1, gq.o.

Dimostrazione
Supponiamo il sistema sia ortonormale, allora, dall’identita di Parseval,

bor = (@), ¢ (0 — ) = 5 [ $(@)3(— k)
R

inoltre risulta

~

o(-—k) = /¢(:z: —k)e %z = /d)(z) e WreTWhdy — ¢ (w) ek
R

Quindi, vedasi anche lemma

) ) 2m(14+1)
_ Iy 2wk _ = 2wk
dok = g!‘d)(w)‘ e dw—%g 2/l ‘d)(w)‘ e dw
2m
= xR ertan
w=n+27l ZEZO
2m
= i/Z‘EE(n—i—%rl)‘z "™ dn
2T ez

Posto R )
F(n)=)_|¢m+2m)

leZ
F' & una funzione 27m-periodica e

2T
1 — .
g/z ‘¢(17 + 27rl)‘2 e dn
0

lez

¢ il coefficiente k-esimo della serie di Fourier di F'(n). Nell'ipotesi che le
traslate costituiscano un sistema ortonormale sappiano che questo coefficiente
€ dor, ossia la funzione F' (n) ha serie di Fourier con coefficienti tutti nulli tranne
quello corrispondente all'indice k£ = 0 che & 1, da cui la tesi.

I1 viceversa segue percorrendo al contrario i passaggi fatti. B
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Lemma 3.2 Sia ¢ € L2(R) allora

> 1w + 2km)?
P
converge in L'([0,27]) e

/ Ze”“"|¢ (w + 2I7)|? Z/ e |p(w + 2Im)[? (3.10)

leZ ez

Dimostrazione

Posto
= > |fw+2km)?, NeN
|k|<N

per M > N

27 . 5 2(kt+1)m 5
1Fu =Pl = [ % (pwr2mP = L e =

N<|k|<M n=ut 2k n<|k|<p1 7 2ET

2N i (M+1)m 5
Lm0« [0 et
72M7r 2(N+1)w
essendo ¢ € L?(R) tali integrali tendono a 0 quando N tende a +0co0, M > N.
Quindi la successione Fy & di Cauchy in L' per cui converge in L!. Ne segue

| > €™ dw+2km)P| < 0 [dlw +2km)|* < Y |(w + 2k7)* € LT
k| <N k| <N kEZ

Ne segue che, per il teorema di convergenza dominata, vale la (3.10). B

Osservazione 14 Con passagg: analoght st mostra che il sistema

{¢(- —k), kcZ}

e una base dv Reisz se e solo se

0<A§Z‘$(n+27rl)‘2§3
l€eZ

dove A e B sono le costanti che compaiono nella definizione di base di
Riesz.
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Supponiamo ora che ¢ verifichi la relazione di scala (3.6) e vediamo come
la condizione di ortonormalita si traduce in una caratterizzazione di P. Dalla
Proposizione precedente

1 = Z‘qﬁ 77+27rl‘ Z‘qﬁ 2£+27rl‘ = S|P (€ + 7)) ‘¢§+7rl‘

leZ n= 2§lez IcZ
_ Z|P(£+27rl)|2‘$(£+27rl)‘2+|P(£+7r+27rl)|2‘$(£+7r+27rl)‘2
€z
= S IPEP[#E+2m)| + SIPE+mP B+t 2m)|
lcZ I€Z
= IPOP L[ +2m)| +PE+mP L | +m+2m)|
l€Z lcZ

= PP +IPE+m).

Dunque se ¢ verifica la relazione di scala (3.6), le sue traslate generano un
sistema ortonormale se e solo se:

PP +IPE+m)=1 g.o. (3.11)
Possiamo togliere il “q.0.” quando si ha continuita, in particolare cid accade

nel caso in cui la sequenza p € finita, e quindi la funzione P & praticamente
un polinomio trigonometrico.

Esempio 3.5 Si consideri la MRA di Haar. Allora

1 .
—WweT = [pwwe 1 _ _i —iw o l1—e W

/e b=l [e Jo= wi (e b= w

0
inoltre

1 _
P(w) 5(]__+_e ‘Lw),

quindi

PFE) -3+ () P

Sappiamo che il sistema & ortonormale quindi deve essere verificata la (3.11), infatti
risulta

_ . 1, ., ; 1
(e_m; + 1) (ezw + 1) — Z (e—zw +924+ elw) - 5(]_ +COS(CU)

(e+m 1) (el+™ 4 1) = %(1 + cos(w + ))



38 CAPITOLO 3. ANALISI DI MULTIRISOLUZIONE (MRA)

3.3.1 Caratterizzazzione delle funzioni di Wy.
Sia g € Wy C V allora

= Zgn\/ﬁq& (2z — n)
n
per cui
)= 75 Sane 18 (5) = (5)4(3)
- V=M= — 3.12
dove
¢ una funzione 2m— periodica. La funzione g deve essere ortogonale ad una

qualunque traslata di ¢ quindi, con passaggi analoghi a quelli seguiti per la
dimostrazione dell Proposizione 3.1

=(g9,9(: =5 / G (w) ¢ (w)e™*dw

uuk
27r/l%;g (w+2ml) ¢ (w+27rl) dw

questo & e il coefficiente k-esimo della serie di Fourier di

> G (w+2ml) ¢ (w + 2nl)
lcz

quindi la funzione integranda & nulla quasi ovunque, da cui, per le (3.7), (3.12)

0 = > §(2w+ 2nl) (2w + 2nl)
l€Z
= > My (w+ml) ¢ (w+ml) ¢ (w+nl)P (w+ i)
l€Z )
_ ZMg(sz)\a(wMz)\ P (w + )
l€Z

Operando con passaggi analoghi a quelli effettuati per ottenere la (3.11)
abbiamo

0= M, (w)P W)+ M,;(w+m)P(w+m) (3.13)

Questa relazione dice come devono essere fatte le funzioni P e M, affinche g
sia un elemento di Wy.
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Secondo la relazione (3.11) non si pud avere contemporaneamete € g.o.
P(w)= P(w+m)=0.

Inoltre la relazione (3.13) si puo riscrivere in forma vettoriale come un prodotto
scalare nel seguente modo

Myw) \" (Plwtm ) _
My (w+ ) —P (w) N
quindi

Myw) \ [ Pw+n
< M, (w + ) ) - ( ~PW) >A(“’) (3.14)

ove A (w) & 2m-periodica. Inoltre, riscrivendo 'uguaglianza (3.14) per w + 7 si
M, (w + ) ) ( P (w) >
= — ) A(w+m)
( M, (w) Plw+m

Aw) = —A(w + )

per soddisfare tale uguaglianza prendiamo

ossia

A (w) = e“v (2w)
dove v, purché 2m-periodica, & totalmente arbitraria. Allora
M, (w) = A (w) P (w+ ). (3.15)

Riassumendo, affinché g € Wy, deve risultare

§w) =eSvw) P (5 +7)3 (%) (3.16)

per una qualsiasi v 2m-periodica.

In particolare, la trasformata delle funzione ¢ deve verificare la relazione
precedente. I1 fatto che le traslate di ¢ debbano costituire un sistema ortonor-
male impone ulteriori condizioni su v. Considerando la caratterizzazione della
proposizione 3.1, ricordando la (3.9) e (3.11), si ottiene facilmente che,

{111( - k)’ k € %}
¢ un sistema ortonormale se e solo se

lv| =1, gq.o.
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Scegliamo dunque

ossia,

per cui avremo da (3.8)

Q (g) —ei% P (% + 7r>. (3.17)

Osservazione 15 Le funziont di Wy sono esprimibili come combinaziont
lineart delle traslate della ¢, infatti v € una funzione 2mw-periodica dunque
scriwvendo g (w) con al posto della funzione v (w) la sua serie di Fourier

abbiamo
Z uke*“""’dz Z l/k’L/J —k)
e quindi, da (8.17) e (3.16) st ha
w) = Zl/k’(/) (z—k
k

Osservazione 16 Utilizzando la notazione matriciale

Pw) P
#w) = (o) Q)

possiamo riassumere le (8.11) (8.17) affermando che la matrice H(w) é
unitaria ossia H(w)H*(w) é la matrice identitd.

Notiamo che la sequenza g non pud essere qualsiasi, ma & legata alla sequenza
p. Risulta

Q( )_esz(w+7r _e \/_Z— uu‘n, —zwn_\/_Z— zwn+1 1)n

peraltro risulta
1 .
Qw)=—72> que™™*
a5

dunque deve essere —k =n+ 1, quindin = -1 —k

Q (w) — % Zme—iwk (_1)1—k
k

g =P-1-% (1) 7F (3.18)
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Esempio 3.6 Si consideri la MRA di Haar. Gli unici indici della sequenza dei
coefficienti p non nulli sono quelli con ’indice 1 e con I’indice 0.

1

=
—“1-k=1 k=-2 -1
- - 2=

Ci aspettavamo la sequenza qq, g1, mala 1 ora ottenuta non & la stessa degli esempi gia
visti. Tale differenza & dovuta alla scelta della funzione v. La funzione ¥ individuata
differisce per una traslazione ed un cambiamento di segno da quella precedentemente
usata e quindi genera naturalmente lo stesso spazio.

Possiamo riassumere quanto appena detto con il seguente

Teorema 3.3 Data una MRA in L? (R), esiste una base ortonormale di
wavelets per L? (R)

{$sk 3,k € B, Yju(2) =239 (Y2 — k) }. (3.19)
Se f € L?(R), sia P;f la proiezione ortonormale di f su V;, allora

Pi1f = Pif + ) sk (2) (F, 9sk) - (3.20)
k

Se
¢ (z) =) pnV2¢(2z — )

allora una possibile scelta per ¢ é

¥ (z) =) V29 (2z —n)

dove

Osservazione 17 Fissata ¢ é chiaro che ¥ non é unica. Infatti la (3.17)
corrisponde ad una precisa scelta di v. In particolare, scegliendo

—

¢(w) = poeimw,&(w)’ meE Z: |,00| =1

st ottiene una wavelet J che risulta essere una traslata di ¢ moltiplicata
per po-

La questione ora € capire quali debbano essere le ipotesi da fare sulla
funzione ¢ affinché generi una MRA.
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3.4 Caratterizzazione di ¢ che genera una MRA
Assumeremo in questa sezione che la funzione ¢ verifichi le due seguenti ipotesi

H1) §(2) = V25 pnd (20 — )
H2) le traslate intere di ¢ formano una base div Riesz per cui

0< A< [p(w+2km)* < B.
k

Definizione 3.2 ¢, genera una MRA in L?(R) se gli spaz
V; :=span < ¢jx(z) .= 2°¢(Pz — k), k€L >, jEL

verificano m1)—mb5) e m6) o m6)* .

3.4.1 Condizioni necessarie per ¢ affinché generi una MRA
Vale il seguente

Teorema 3.4 Sia ¢ € L*(R) N L%(R), se ¢ genera una MRA com m6)
allora

1$(0)] = | /R $(t)dt| = 1.

Dimostrazione
Sia f € L2(R) con f continua, a supporto in [~R, R] e ||f||2 # 0.
Si consideri la proiezione di f su V;

k
essendo il sistema {¢;x, k € Z} ortonormale, per m6) risulta

1 PN
1PfIE =221 < frgie > 2 = 3015 < e > .
k

k
Poiche ) Lo . _
pir(w) = W¢(§)eﬂwk/y
considerando j sufficientemente grande, poiché f ha supporto compatto,
abbiamo
2

1 iwk /27 dw

1 ~w, 1
\/ﬁ/—zjw f(w)d)(f)ﬁzjﬂ

22m

IPiflIz =
k
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1 iwk/27

si osserva che {\/%We , k € Z} & un sistema ortonormale comple-

to in L?([—27m,277]) quindi nell’espressione precedente abbiamo i moduli al
quadrato dei coefficienti della serie di Fourier di

f¢3( 7)

per cui

1
27r

R ~ ~
1P;fI2 = Hf¢ 1) Paw

Le ipotesi su ¢ assicurano che ¢ & continua e quindi uniformemente continua
nel compatto [—R, R], ne segue che, passando al limite, per m2)

R ~ ~
I718 = tim P18 = tim o [ |F@)d(g)Pdw =

—400 2T J_R

R ~ ~ ~ ~
o [ lm |F@)B(5)Pdw = o IFBISO) = £ B8O

2w J _Rji—+oo

Da cui |¢(0)] =11.

Corollario 3.5 Sia ¢ € L*(R) N L?(R), se ¢ genera una MRA con m6)
allora

1
> P =D Ponii=—=. (3.21)
n n ‘\/ﬁ
Inoltre
$(2mn) =0, n # 0. (3.22)
Dimostrazione

Le ipotesi assicurano che ¢ & continua, quindi

dw) = ()P (5

5)

vale puntualmente. Essendo per il teorema $(0) # 0 risulta

~

$(0) =

-

(0)P(0) = P(0) =1

ossia

% > pn=1 (3.23)



44 CAPITOLO 3. ANALISI DI MULTIRISOLUZIONE (MRA)

Analogamente, poiché le traslate di ¢ generano un sistema ortonormale da
(3.11), che per coninuita vale puntualmente, risulta

1 =|P(0)] + |P(n)[2, = P(r) =0

ossia
Lo (32)

Si verifica facilmente che (3.23) e (3.24) sono equivalenti alla (3.21).
Da 3, |¢(w + 2k7)|? = 1 valutata per w = 0 e |¢(0)| = 1 segue poi la (3.22).
|

Con passaggi analoghi si ottiene

Corollario 3.6 Sia ¢ € L'(R) N L?(R), se ¢ genera una MRA con m6) e
sia Y una wavelet assoctata a ¢ allora

%(0) =0. N

Inoltre

Proposizione 3.7 Sia ¢ € L'(R)NL3(R), se ¢ genera una MRA con m6)
allora

> ¢(z + k) = $(0) # 0. (3.25)
k

Dimostrazione
Poiche ¢ € L?

+oo>/|¢ |dy_2/k1 Y)|dy = /|¢a:+k)|da: (3.26)

quindi, lavorando con serie a termini positivi

+oo>Z/1|¢(m+k)|dm:/1Z|¢(m+k)|dm
g V0 0 %

ossia

> l¢(z + k)| < +oo.
P

La funzione ), ¢(z + k) € 1— periodica. La sviluppiamo in serie di Fourier. I
coefficienti dello sviluppo sono

1 .
Ch = / > ¢(z +k)e " dg
0 %
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Posto

= > ¢z + k)]

k|<n
quindi, applicando convergenza dominata, vedi (3.26), e ricordando (3.22)

1
= — —127n _ 1 3
Cn = zk:/o ¢(z + k)dz = /Rqﬁ(y)e Ydy = ¢(2mn) = ¢(0)d,. W

Proposizione 3.8 Sia ¢ € L?(R), continua, che verifichi H1) e H2) e
tale che

C
< T e>o0
= e

allora le due sequent: condiziont sono equivalent:

a) ;Pzn = ;P2n+1 = %
b) ;¢(m—l):c;é0.

Dimostrazione
a) =b)
Sia

Y-,
A

L'ipotesi sul decadimento di ¢ assicura che la serie & convergente assolutamente
e, poiché ¢ & continua anche f lo &.

flz) = Zd’(m—l):Z\/Eand?(?w—?l—n)
= ZZ\/_pk 2 (22 — k)

v

‘n,:

=Z (2z —k prk 2z—Z¢2m— )=f(22).

k
_,_/
1

Quindi f & continua e tale che f(z) = f(2z), per cui & costante, infatti
supponiamo per assurdo che esistano z e y con z # y tali che f(z) # f (v)

allora
f@=1(5)#f(%)-1w

che porta ad un assurdo per 7 — oco. Quindi Y, ¢(z + k) & una costante c.
Le ipotesi assicurano che ¢ € L!(IR). Ripercorrendo la dimostrazione del
teorema precedente abbiamo

c= Zqﬁ(m +k)= Z$(2k7r) gi2kme,
k k
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Ma essendo ), ¢(z + k) = ¢, integrando in [0, 1]

1 1
:: Z ;:é 8: S } = O/Ce—i27rz:ndm — 0/;5(2]{;,”) ei2k7rwe—i27rzndm _ $(2n7r) ‘

Dunque
$(0) =c¢, ¢(2nm) =0, n#0. (3.27)

Poiche inoltre ¢ verifica H2) abbiamo
—~ 2
Z‘¢(w+2k7r)‘ >A>0
k
In particolare per w = 0 si ha
—~ 2 ~
0< A< |pkm)| =|6(0)
k

per cui

S ¢(z+k)=c=¢0), c#£0.

k

b) = a)
Per quanto visto, (3.27), b) implica

~

¢(2mn) = cdon, ¢ # 0.
Dalla relazione di scala si ha per w = 0 ¢(0) = P (0) ¢ (0) dunque P (0) = 1
ossia la (3.23). Inoltre
0=¢@2r(2n+1)=P(r(2n+1))d(r(2n+1)) = P (1) b (7 (2n +1)).
Se P (7) # 0 allora ¢ (7 (2n + 1)) = 0 Vn ossia
‘2

Z ‘&5(71’ +2nm)| =0

in contradizione con H2). Dunque P (7) = 0 ossia
Z(_l)npn =0
n

che, con la (3.23) fornisce la tesi. B

Osserviamo che nei teoremi precedenti abbiamo usato e dimostrato il
seguente risultato, [1]
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Teorema 3.9 (Poisson Summation Formula) Siano f, f tali che

~

C T C
f(z)] < At f(cc)‘ < At €>0
allora
ST f(z+k)=> f(2km)e ™. 0 (3.28)
k k

3.4.2 Condizioni sufficienti per ¢ per MRA

I risultati della sezione preceente si possono essenzialmente invertire e for-
niscono condizioni sufficienti affinché ¢ generi una MRA.

Enunciamo i risultati rimandadno a [3], pg. 141 e seguenti, per i dettagli delle
dimostrazioni che utilizzano tecniche analoghe a quelle usate finora.

Teorema 3.10 Se ¢ € L? (R) tale che valgono H1), H2) ed inoltre
¢ continua, limitata, ¢(0) # 0

allora ¢ genera una MRA in L?(R). 1

Alternativamente abbiamo

Teorema 3.11 Se ¢ € L? (R) tale che valgono H1), H2) ed inoltre

C

¢ Continua, |¢(CC)| S W,f

>0

Z #(z + k) = costante # 0
k

allora ¢ genera una MRA in L?(R).

Osservazione 18 Dalla Proposizione 3.8 se ¢ é sufficientemente rego-
lare il fatto che genert una MRA st puo leggere in maniera banale sui
coefficients py, ossia Tisulta equivalente a

1
zn:pzn = ;Pznﬂ = E

Esempio 3.7 Le B-spline cardinali (nodi equispaziati) di ordine fissato verificano

S @+ k) = 1.
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3.5 Mancanza di ortogonalita
Data ¢ che verifichi H2) la funzione definita da

$(w)
- 2\ 1/2
(En ‘q&(w + 2n7r)‘ >

P w) =

genera, con le proprie traslate, lo stesso spazio generato da ¢ inoltre le traslate
di ¢# sono ortonormali. E interessante notare che

<o, (. — k) >

fornisce il k-esimo coefficiente di Fourier della funzione
‘2

Z ‘g?(w + 2nm)

Seguendo questo approccio Battle e Lemarié costruiscono una famiglia di
wavelet ortonormali di regolarita arbitraria considerando come ¢ le B-spline
cardinali. Le wavelet costruite non sono a supporto compatto ma hanno un
decadimento esponenziale e sono di clase C*~2 usando B-splines di ordine k.

Esempio 3.8 Consideriamo la B-spline di ordine 2

[ 1—|z| sezxe[-1,1]
() = { 0 altrimenti
Risulta
u sin(%) 2
pw) = |—%
2
da cui
#(z) = V23 pad(2 —n)
con
= _ ! =0, n#-1,0,1
p—l_pl_z\/ﬁ1p0_\/§1pn_1 y Yy L
Inoltre
2
Z |¢(w + 27rk)|2 — g T COSS((U)

k

Quindi ¢ verifica H1) e H2) e, in base ai teoremi precedenti, genera una MRA ma il
sistema delle traslate non & ortonormale.



3.6. STUDIO DEL SUPPORTO 49

3.6 Studio del supporto
Se ¢ ha supporto compatto allora, da H1) per 'ortonormalita

Pn =< ¢) ¢1,n >=0

tranne che per un numero finito di indici.
Viceversa se
Pn =< ¢;¢1,n >= 01 n ¢ [N_1N+]

allora ¢ ha supporto compatto contenuto in [N, N*]. Infatti, data 7 con
supporto [N, , NJr ] consideriamo la successione

m(z) = \/§anm,1(2m —n).

Si verifica che il termine l-esimo della successione ha supporto [N[,Nf']

. [NZ,+N- NI 4N+
contenuto in | ——5—, =%

, la tesi segue passando al limite in quanto

m— ¢.

Concludendo ¢ & a supporto compatto se e solo se la sequenza {p,} ha
elementi nulli tranne che per un numero finito di indici.

3.7 Regolarita
La regolarita di 9 & quella di ¢. Il seguente teorema, [3], Sezione 5.5, lega la
regolarita di ¢ al numero dei suoi momenti nulli

Teorema 3.12 Sia Y tale che
{¢j,k1 J;k € Z}
e un sistema ortonormale e tale che
1. ¥ € C™,
2. YO limitata, VI1<m
3. [9(z)] < (14_‘2‘)%, €>0
allora

/RccldJ(cc)dcc =0, [=0,---,m, ® (3.29)

Da esso segue
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Proposizione 3.13 Sia ¢ € C* e a supporto compatto, allora

{biks 3,k € B}
Non puo essere un sistema ortonormale

Dimostrazione

Se il sistema fosse ortonormale tutte le ipotesi del teorema precedente sareb-
bero verificate per un qualsiasi m, ossia 1 avrebbe momenti di qualsiasi ordine
nulli. Per il teorema di Weierstrass, per ogni € > 0 esiste un polinomio p. per
cui

H¢ - peHoo,K <€
ove K indica il supporto do 9. Da cui

1913 < [ 1W(@) = ple)ll9(@)] < ¢ [ W(@)lde

quindi ||[¢||]2 = 0 in contrasto con l'ortonormalita. W

Ricordando 1’espressione delle derivate della trasformata di una funzione
nell’origine, la (3.29) equivale a

d -
90 =0, 1=0,---,m, (3.30)

ossia 0 & radice di molteplicita m + 1 per 1,7; Da questo, ricordando che per
un sistema ortonormale

$(w) = $(3)e™ P +m)

e che, se ¢ genera una MRA allora $(0) # 0 abbiamo che 7 é radice di
molteplicita m + 1 di P. Ossia

Proposizione 3.14 Sia
{¢j,k) ])k € %}

una base ortonormale di L?>(R) associata ad una MRA. Se

C

(), [¥(z)| < W’ €e>0

e Y € C™ con derwate limitate fino all’ordine m allora

—1w m+1
p@):(“Te) L(w) (3.31)

ove L é 2m-periodica e di classe C™. 1



Capitolo 4

Costruzione di ¢,9¥ Daubechies

Vediamo come costruire ¢ che soddisfi le relazioni viste nei paragrafi precedenti
in modo che

e generi una MRA

e le traslate intere siano un sistema ortonormale
e ¢ sia a supporto compatto

e ¢ abbia una regolarita prefissata.

La funzione ¢ sara nota in caso sia nota la sua trasformata.

4.1 Costruzione trasformata di ¢ come prodotto infinito

Dalla relazione di scala, ricordando che $¢(0) # 0 (normalizzando $(0) # 1),
risulta

k [eS)

$(w) = P(w/2)$(w/2) = limi 100 | | P(w/2)d(w/2*) = [] P(w/27)

=1 =1

ammesso che il prodotto infinito converga. In particolare, noto P(w) sara nota

~

¢(w). Abbiamo

Proposizione 4.1 Se P(0)=1e

Z|npn| < 400

n
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allora

w
P—.
[ P(3;)

k
J=

converge per k — +00
Dimostrazione
1
P(0) = — =1
(0) 7 En:pn
1 . 1 )
Plw) = — e =1+ — e W —1
(w) 7 ;pn 7 ;pn( )
quindi essendo |e~™" — 1| = 2sen(wn/2) risulta

|P(w) = 1] <2/V2 ) |pa|lsen(wn/2)| <2/v2lw/2] ) |palin| < cluw]

da cui
P(w) <1+ |P(w) — 1] < 1+ clu| < e

quindi

k k Y i ,
TP < [T &3 = el Do tl? < et

Abbiamo quindi che il prodotto finito &€ convergente, uniformemente sui
compatti. B

Per quanto riguarda la regolarita la condizione (3.31) & solo necessaria
(come si puo capire considerando la wavelet di Haar per la quale risulata

—iw . .
P(w) = 2= pur essendo ¢, 9 discontinue).
Forniamo ora una condizione sufficiente per la regolarita.

iy N
Teorema 4.2 Sia P(w) = [%] L(w) dove

L(w) = Z l,e tr

se
P0)=1, > |lnlln| <o
n
e
B<2VN~l=2 q >0, B:=sup|L(w)]
w
allora

1

[$(w)] < At jwpirare’

€ > 0.
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Dimostrazione
Abbiamo
1— eiw _ 1— eiw/2 14+ eiw/2 _ _ 1— eiw/Qk ﬁ 14+ eiw/2j
w 15 2 I5% e 2
ossia _
1 — W k 1 eiw/2J
C o hm [
w k—oo -
J=1
w2~k . .
poiche 1_1.521 tende a 1 per k — o0o. Quindi

Essendo

P(0) = 1 implica £(0) = 1 ossia 3., !, = v/2 quindi, con gli stessi passaggi
fatti per la convergenza del prodotto infinito, otteniamo

k

w

et clwl
TG < el v
J:

e Se |w| < lallora |[[32; £(57)] < ¢

e Se |w| > 1 allora 3 J t.c. 277! < |w| <27 e quindi 2(1 + |w|) > 27 da
cui

S CIBJ Scl(szlfafe)J SCII(1+|W|)N7170476 ]

Osservazione 19 Ricordando la relazione fra decadimento di una
funzione e regolarita della sua trasformata dal teorema abbiamo che

¢ € C.

Ricordiamo in proposito la seguente
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Definizione 4.1 Siaa =n+p, n € IN, B €[0,1) st dice che f € C* se
f ha derwata di ordine n continua ed holderiana con esponente B ossia

7™ (y) = fP(z)| < Clz —y)P.

Osservazione 20 Dal Teorema 4.2 abbiamo che per poter ottenere a > 0
occorre
B :=sup|L(w)| < 271
w

Esempio 4.1 Per la MRA di Haar risulta

_1+efiw
o 2

quindi N = 1, B = 1 e le ipotesi del teorema 4.2 non sono verificate per nessun o > 0.

P(w) L(w), Llw)=1

4.2 Costruzione sequenza {p,}
Finalmente vogliamo costruire una sequenza {p,} tale che la ¢ associata

e sia regolare

e sia a supporto compatto

e generi una MRA

e le sue traslate intere diano un sistema ortonormale

Condizione necessaria per avere regolaritd C¥~! risulta (si veda 3.31)

14+e

N
P(w) = (T) L), Lw)=> le “™

Inoltre, volendo supporto compatto, deve risultare [, = 0 tranne per un
numero finito di indici, ossia, a meno di una traslazione di indici, £ & un
polinomio trigonometrico. Avremo

P@IF = [ e )6+ )] 6P = foos 2171

Assumendo [,, € R abbiamo
L(w) = L(~w)

quindi |£(w)|? & un polinomio trigonometrico pari per cui si pud esprimere in
funzione di cos(w) o, equivalentemente di

2, W 2, W
y=1- ).
sen(2) cos(2)



4.2. COSTRUZIONE SEQUENZA {Py} 55

Posto w
Y= cos2(§)
avremo
P =y"Q(1-y), Q(l—y)=I|L(w)
Essendo
cosz(“’—;”’) = sen®(3) =1-y

la relazione di ortonormalita diviene
1=[PW)]?+|Pw+m)* =y"Q(1—y) + (1 —»)"Qy). (4.1)

resta quindi da determinare un polinomio @(y) che verifica la precedente con-
dizione. Ricordando il Teorema di Bezuot, poiché ¥V e (1—)" non hanno zeri
in comune, esiste unico polinomio @ di grado minore o uguale ad N — 1 tale
che la (4.1) & verificata. Per trovare ’espressione di tale polinomio osserviamo
che

Qly) =1—9) M1 -yVQ(1 —v)]

da cui, ricordando che

(1+m)“zz<z>mk, (Z) ::a(a—l)---(a—k—i—l)%, aceR

k>0
ricaviamo
N1/ Lk_1
Qy)= Y. ( " >y’“+yNR(y)-
k=0

Poiche deve esistere un’unica soluzione di grado non superiore a N —1 abbiamo
che posto

N+Fk-— 1>y’° (42)

N-1
Qy) =Qn(y) = ) ( "
k=0

questo polinonomio verifica (4.1). Tutte le soluzioni® di (4.1) avranno quindi
la forma

Q(y) = Qn(y) + ¥V R(y)

ove, affinché la (4.1) sia verificata occorre che R(y) + R(1 —y) = 0. Abbiamo
quindi mostrato la seguente.

di grado anche superiore a N — 1
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Proposizione 4.3 Un polinomio trigonometrico a coefficient: realt della
forma

1 —iw N
P(w) = (%) L(w) (4.3)

verifica
1= [PW)P +|P(w+m)?

se e solo se

L) = Q1 ~y), y = cos()

con

Q(y) = Qn(y) + ¥V R(y),

ove
N-1 B
Qn(y) =) (N +: 1>y’°, R(y)+ R(1—-y)=0
k=0
ed R tale che Q(y) >0, y€[0,1]. B

La proposizione precedente caratterizza completamente |P(w)|?. Per
ottenere ¢ e quindi anche 1 occorre peré determinare un polinomio
trigonometrico a coefficienti reali £(w) in modo che valga

ﬂ)_

@) = Q1 —y), = co’(

Cid non ¢ assolutamente evidente in quanto occorre “la radice quadrata” di Q.
Vale in proposito il seguente Lemma di Riesz, o di fattorizzazione spetirale.

Lemma 4.4 Sia A un polinomio trigonometrico positivo contenete solo
cosent

M
= Z ancos(nf), a, € R
n=0

allora esiste un polinomio trigonometrico B a coefficient: realr tale che

Dimostrazione La dimostrazione & costruttiva. Le linee essenziali della
dimostrazione (si veda anche [3], pg. 172) sono le seguenti. Essendo

7'5-{—6 z£n)

—a0+2an
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si considera il polinomio
1M 1 Y
M M i
=3 z_:o ay—n2" +apgz" + 3 3—1 a2t zi=e",

Risulta A(w) = e *M“P,(e'). Si verifica che le radici di P(z) sono della forma

1
Tky —) k:]-))K

Tk

se reali e della forma )
79 ])zj)z—j)j ) ]

se complesse. Inoltre, le eventuali radici sul cerchio unitario sono di molteplic-
ita pari perché A(w) >0
Infine si osserva che, sul cerchio unitario,

(% —z)(e — 2;7)| = [2;] He* — 2.
quindi, essendo A(w) >0
A(w) = |A(W)| = |Pa(e™)| = |B(w)P?

ove

1
2

J
2 Zjt+z 2
—r) [T (% - 26425 2) + 13,

1 71=1

Sx

o | fia Ml M

k

Esempio 4.2 Si consideri la costruzione precedente con N = 2
1 . .
Qly)=1+2y = Q(1l-y)=3-2y = 3—2c032% = 2—5(6“"—}—6_“") =2 — cos(w)

quindi

1
5(—1+4z—z2):0, z2=2+4+3,2=2-1/3.

Scegliendo la seconda radice si ha

PA(Z) =

L(w) = %[(1 +v/3)e ™ 41— /3]

da cui

P(w) = (1 +;_iw>2 Lw) = =3 e,
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_1-+/3 _3-3 _3+4/3 _1+43
Po 74\/5,171 74\/5,172 74\/5,133 74\/§~

Scegliendo la radice z = 2 + /3 si ottiene invece la sequenza:

_1+v3 0 3+v3 3-8  1-83
pO— 4\/§)p1_ 4\/§7p2_ 4\/§7p3_ 4\/5'

Per valutare la regolarita della ¢ risultante consideriamo il Teorema 4.2. Abbiamo

B :=sup|L(w)| = sup /1+2y=+3
¢ER ]

y€[0,1

quindi
V3 < oN-lma —gl-a’ 4+ 0.207.

In base alla dimostarzione del Lemma di Riesez ed all’esempio precedente
si possono fare alcune interessanti osservazioni

e Se Q(y) ha grado M lo stesso accade per L(w), quindi da (4.3), i termini
non nulli della sequenza {p,} sono

Po, " DN+M-

Questo in particolare comporta che il support do ¢ sia [0, M + N]. Inoltre,
fissato N, ossia il numero di momenti nulli, il minimo valore di M & dato
da N — 1, che corrisponde al supporto

[0,2N —1].

L’esempio precedente fornisce quindi una funzione ¢ a supporto minimo
con 2 momenti nulli.

e La scelta di M radici per descrivere B fra le 2M di Py & libera. Scelte
diverse forniscono sequenze, e quindi funzioni ¢, diverse. Alcune diver-
sitd sono inessenziali (traslazioni, cambiamenti di segno) come accade
per N = 2 per le due sequenze ottenute nell’esempio precedente. Nel
caso N > 2 si possono pero ottenere funzioni ¢ effettivamente diverse.
La celebre famiglia ¢x (si veda [3], pg. 195) corrisponde alla scelta delle
radici in questione nel cerchio unitario e produce funzioni di scala a
supporto minimo rispetto al numero di momenti nulli?.

e Una volta fissato il polinomio Q(y), la regolarita della funzione ¢ de-
terminata ¢ fissata (indipendentemente dalla scelta delle radici di Py).
Per aumentare la regolarita, a parita di supporto, si pud richiedere un

%in generale si hanno 217 1~! scelte possibili. 3]
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minor numero di momenti nulli e alterare la struttura di Q. Ad esempio,
si veda [3], pg. 242., si pud procedere come segue

Qy) = Qn-1(y) +¥" "R(y)
e scegliere opportunamente R.

Per la famiglia ¢ di cui sopra, con numero massimo di momenti nulli
rispetto al supporto e scelta delle radici di P4 nel cerchio unitario si pué
mostrare che

e ¢y & di classe CM, X\ ~ .34 per grandi valori di N. Quindi si puo
raggiungere con tale famiglia una regolarita arbitrariamente elevata, ma
prefissata.

e Le wavelets associate alla funzioni ¢p

: +
N]-—I)I—ir—loo AI‘pNA‘l/;N =t

Questa ultima proprieta & negativa in quanto indica che l'area “della
finestra di osservazione” della trasformata wavelet associata diverge al
crescere di N.

4.3 Approssimazione dei valori di ¢
Data una funzione di scala (o raffinamento)

b2) = > pv/29(22 — k)
k=0

che sia continua, se nepossono determinare i valori sugli interi osservando che

mentre, se ricordando che siamo interessati a ¢ t. c. >, ¢(z + k) = 1, i valori
non nulli sono soluzione del sistema lineare

n n—1
k=0 k=1

Una volta ottenuti tali valori, la relazione di scala permette di calcolare per
ricorrenza i valori di ¢ sui punti diadici. Ad esempio

¢ (%) = En:pm/igb(z —k), l€X.
k=0
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Esiste tuttavia un’alternativa molto efficiente alla strategia precedente per
approssimare i valori di ¢ sui diadici.
Si consideri a riguardo la seguente

Proposizione 4.5 Sia ¢ a supporto compatto $(0) = 1, ¢ € L*(R) ed f
holderiana di esponente o > 0 allora

#(2) =272 | flo+)2/ 9@ y)dy| < C27.

Dimostrazione
Essendo ¢(0) = 1, assumendo che il supporto di ¢ sia contenuto in [R, R,
risulta

£@) =272 [ fo+ P 6@yl =12 [ [f(e) - o+ v)IdFVyl <

[ 17@=f(e+272)|#@)azl < [$l sup |f(@)=f(e+w)] <C2 7% W

[u[<2~7R

In base alla Proposizione i valori
2j/2/ f(z +9)27¢(27y)dy, j >0
R

forniscono una successione di approssimazioni di f (z) che converge esponen-
zialmente rispetto a 7, grazie al fattore 277%, e tanto piu velocemente quanto
pill a & elevato, ossia quanto pit f & regolare.
Ponendo f=¢ez = 2% e notando che

/R $(z +v)2*$(27y)dy =< ¢, $; j2i—n >

la Proposizione precedente permette di approssimare i valori di ¢ sui diadici.
Infatti

< @, Pjpi-n >

sono i coefficienti della rappresentazione di ¢ in V;. Inoltre, tenendo conto che
¢ & ortogonale ad ogni W;, 7 > 0 e che

< ¢1 ¢0,k >= Jo,k,

dall’algoritmo di riscostruzione si ha

2(j+1)/2 < ¢, ¢j+1,n >= 2(j+1)/2 Z < ¢, ¢j,l > Dn_ol. (44)
l
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Ne segue che i valori di ¢ sui diadici possono essere approssimati molto ve-
locemente tramite successive applicazioni dell’algoritmo di ricostruzione, che
risulta semplificato poiché i prodotti

<, %;0>, 7>0

risultano nulli3.

3Nell’ambito della teoria dell’approssimazione 1'algoritmo risultante prende il nome di
algoritmo di suddivisione. In tale contesto il fattore v/2 & generalmente inglobato nella
sequenza {pn}, quindi la relazione di scala (o raffinamento) prende la forma

p(z) =Y prp(2z —k), Bri=pev/2.

k=0
La nuova sequenza {p,} viene generalmente detta maschera e la (4.4) diviene
2002 < piian >= ) 27 <y is > P
1
Ossia un algoritmo di suddivisione descritto da una maschera {f,} ha la forma
Fitin= Z F; 1Pn—21.
1

Gli algoritmi di suddivisione sono una delle tecniche pilt efficienti per generare curve (e
superfici nella loro estensione bivariata) e sono molto affermati soprattutto nel campo della
grafica computerizzata.
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