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Capitolo 1

Introduzione alle wavelets

In molti 
ontesti dell'ingegneria e delle s
ienze appli
ate si ha a 
he fare 
onil seguente problema:Data una funzione f(t), t 2 IR (un segnale 
he des
riva un fenomeno della vitareale, quindi realisti
amente ha energia �nita, f 2 L2(IR)) si deve trasmetteree memorizzare tale funzione mediante un apparato �nito.Essendo f des
ritta di suoi valori su IR �e 
hiaro 
he lavorando 
on un dispos-itivo �nito si potr�a soltanto avere a 
he fare 
on una sua approssimazione. Inogni 
aso sarebbe auspi
abile avere una rappresentazione di f del tipof(t) = Xn 
ngn(t)dove basterebbe memorizzare i soli 
oeÆ
ienti 
n.La teoria delle Wavelets nas
e dall'esigenza di de
omporre i segnali inmodo da lo
alizzare l'informazione 
ontenuta nel segnale stesso sia rispettoalla frequenza 
he al tempo (o allo spazio).In un qual
he senso, dato un segnale f(x), si vorrebbe una rappresen-tazione di esso analoga alla notazione musi
ale in 
ui si indi
a quale nota(frequenza) deve essere suonata in un 
erto istante.
1.1 Richiami

Definizione 1.1 (Spazi Lp)Lp[a;b℄ = �f leb-integrabili t.
. Z ab jf(x)jpdx < +1� t.
. 1 � p < +1Siamo parti
olarmente interessati ap = 1; 2;1; [a; b℄ = [0; 2�℄



2 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE ALLE WAVELETSIn parti
olare noi useremo p = 2 poi
h�e in questo 
aso lo spazio L2[a;b℄, oltread essere uno spazio di Bana
h, �e an
he uno spazio di Hilbert 
on il prodottos
alare < f; g >= Z ab f(x)g(x)dx t.
. f; g 2 L2[a;b℄
Definizione 1.2 (Spazio l2)l2 = 8<:fakg , k 2 ZZ t.
. Xk2ZZ jakj2 < +19=;Questo spazio �e uno spazio di Hilbert 
on il prodotto s
alare:< ak; bk >:= Xk2ZZ akbkIn parti
olare se 
i mettiamo in [0; 2�℄ ogni f(x) 2 L2[0;2�℄ puo' essere s
rittanel seguente modo f(x) = Xk2ZZ 
keikxdove: 
k = 12� Z 2�0 f(x)e�i!xdxQuesta �e la rappresentazione trigonometri
a dello spazio L2[0; 2�℄.Tuttavia tale rappresentazione 
i d�a solo una risposta parziale al problemaposto in quanto presenta aspetti positivi ma an
he negativi.
Aspetti positivi:1) Si ha una rappresentazione dis
reta delle f(x) a 
ui si giunge 
on 
al
oliespli
iti per la determinazione dei 
oeÆ
ienti 
k.2) La rappresentazione di f �e basata su una sola funzione, eix; su 
ui sioperano su

essive dilatazioni.3) Il sistema generato feinx; n 2 ZZg�e ortonormale e quindi 
n hanno una rappresentazione sempli
e.4) 
n rappresenta la media del segnale pesato 
on einx sul nostro intervallo,abbiamo quindi an
he una interpretazione geometri
a dei 
oeÆ
ienti.
Aspetti negativi:1) Per 
ostruire 
n ho bisogno delle infomazioni su tutto il supporto.



1.1. RICHIAMI 32) tramite i 
oeÆ
iente, non si ries
e a 
ogliere informazioni \lo
ali" mentrefarebbe pia
ere una rappresentazione lo
alizzata del segnale sia rispettoalla frequenza 
he al tempo.Questa rappresentazione va bene per funzioni periodi
he, ma potrebbe
reare dei problemi se si ha a 
he fare 
on funzioni 
he non lo sono. L'idea �equindi 
er
are di rappresentare qualsiasi funzione in L2(IR) utilizzando rappre-sentazioni diverse 
he abbiano le propriet�a positive del sistema trigonometri
oma 
he fornis
ano alllo stesso tempo una rappresentazione lo
alizzata non solorispetto alla frequenza ma an
he al tempo/spazio.Vogliamo quindi una rappresentazione del tipo:f(x) = Xk 
kgk(x)dove il sistema delle fgng sia ortormale in modo da ottenere fa
ilmentel'espressione dei 
oe�i
ienti
n := ZR f(x)gn(x)dx = < f; gn > :Inoltre sar�a ri
hiesto 
he le gn siano a supporto 
ompatto, o al peggio 
on unforte de
adimento, al �ne di rendere possibile una rappresentazione lo
ale.Un'idea potrebbe essere quella di utilizzare, 
ome funzioni gn, le funzionisen(:) e 
os(:) tron
andole ma questo appro

io 
omporterebbe la perditadella lo
alizzazione in frequenza.Considereremo famiglie di funzioni de�nite a partire da una nuova funzione :  (x)!  (2jx� k), j; k 2 ZZdove j permette di dilatare e k di traslare.Ci resta solamente da introdurre un fattore di normalizzazione in modo
he  j;k(x) abbia norma 1. Assumendo 
he k k = 1, abbiamo


 (2jx� k)


22 = ZR  (2jx� k) (2jx� k) =2�j ZR  (x) (x) = 2�j k (x)k22 = 2�jvorremo allora f(x) = Xj;k2ZZ 
j;k j;k(x) j;k(x) := 2j=2 (2jx� k) prende il nome di funzione madre.



4 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE ALLE WAVELETS
Definizione 1.3 (Wavelet) Una wavelet �e una funzione  t.
. 
on le suetraslate e dilatate  jk := 2j=2 (2jx� k); j; k 2 ZZfornis
e una base di L2(IR). Se tale base �e ortonormale si parla di wavelet
ortonormaleossia
Definizione 1.4 (Wavelets Ortonormali)  �e una wavelet ortonormalese8 f 2 L2(IR) f(x) = Xk2ZZ 
j;k j;k(x)dove:  j;k(x) := 2j=2 (2jx� k)e <  j;k;  l;n >= Æj;lÆk;n
on: 
j;k = ZIR f(x) j;k(x)dx



1.2. NOTIZIE STORICHE 5
1.2 Notizie storiche1946 : GABOR : propone una lo
alizzazione della trasformata di Fourier1984 : GROSMANN (�si
o teori
o) - MORLET (geologo 
he lavora per una
ompagnia petrolifera fran
ese) es
ogitano un metodo per l'analisi deisegnali sismi
i lo
alizzati nel tempo basato su un'analogia 
on l'analisi diGabor. L'analisi proposta si basa su traslate e dilatate di una stessa fun-zione  
he gli autori 
hiamano ondelette (wavelet). La trasformazione�e utilizzata nel 
ontinuo.  (t))  ( t�ba )1985 : MEYER : s
opre 
he 
onsiderando solo valori dis
reti opportuni per letraslazioni e le dilatazioni in questione si pu�o in taluni 
asi ottenere unabase ortonormale di L2(IR). La 
ostruzione di  �e estremamente diÆ
ile. (t))  (2jt� k)1987 : MEYER - MALLAT : inquadrano il problema della 
ostruzione di  nell'ambito di un'interessante struttura matemati
a: l'analisi di multi-risoluzione. Mettono in evidenza la stretta 
onnessione 
on le te
ni
heusate nell'elaborazione dei segnali. Mallat, inoltre, mette a punto un al-goritmo velo
e per il 
al
olo dei 
oeÆ
ienti in base alla de
omposizioneda lui proposta.1988 : I. DAUBECHIES : 
ostruis
e una famiglia di wavelet ortonormali asupporto 
ompatto derivabili �no ad un pre�ssato ordine.1990 : 
ostruzione di wavelet basata su funzioni splines.



6 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE ALLE WAVELETS
1.3 Wavelet di HaarForniamo un esempio di wavelet ortonormale. De�niamo�H(x) = ( 1 sex 2 [0; 1)0 altrimenti H(x) = 8><>: 1 se x 2 [0; 12)�1 se x 2 [12 ; 1)0 altrimentiMostreremo 
he  H �e una wavelet ortonormale. A tale �ne 
onsideriamo iseguenti risultati.
Osservazione 1 Le 
ostanti a tratti sono dense in L2(IR).
Osservazione 2 ZIR H(x)dx = 0:Appli
hiamo le operazioni di traslazione e dilatazione: H;jk(x) := 2j=2 H(2jx� k) supporto in [ k2j ; k + 12j )�H;jk(x) := 2j=2�H(2jx� k) supporto in [ k2j ; k + 12j )
Osservazione 3 <  H;jk;  H;lm >= ÆjlÆkmInfatti  H;jk ha supporto in [ k2j ; k+12j ) e  H;lm ha supporto in [m2l ; m+12l ). Sei supporti sono disgiunti il prodotto �e nullo.Se i supporti non sono disgiunti ma j 6= l il pi�u pi

olo dei due deveessere ne
essariamente in
luso in una delle due met�a in 
ui �e diviso ilpi�u grande (ove la 
orrispondente funzione �e 
ostante) per 
ui, ri
ordandol'Osservazione 2 il prodotto �e diverso da zero solo se k = m e j = l.Per dimostrare 
he  H �e una wavelet ortonormale 
onsideriamo le dueseguenti famiglie di spazi:Sn = span f H;jk; j < n; k 2 ZZgVn = �f 2 L2(IR) t:
: f 
ostante in � k2n ; k + 12n � k 2 ZZ�Allora



1.3. WAVELET DI HAAR 7� ::: � V�1 � V0 � V1 � V2:::� f 2 Vn , f(2�) 2 Vn+1� f 2 V0 , f(� � k) 2 V0Lo stesso vale an
he per Sn.Volendo mostrare 
he l'insiemef H;jk; j; k 2 ZZg�e denso in L2(IR) �e suÆ
iente dimostrare 
he Sn �e 
oin
ide 
on Vn per
h�el'insieme [n2ZZVn�e 
ostituito da funzioni 
ostanti a tratti su tratti diadi
i ed �e quindi denso inL2(IR). In parti
olare baster�a dimostrarlo per n = 0 per
h�e il passaggio al
aso generi
o �e immediato. Mostriamo quindi il seguente
Teorema 1.1 S0 = V0
Dimostrazione L'in
lusione S0 � V0 �e ovvia. Per l'in
lusione oppostanotiamo 
he V0 3 f(x) = Xr2ZZ 
n�[r;r+1)(x)quindi mi basta vedere 
he �H(x) 2 S0: RisultaXj<0 2j=2 H;j0(x) = Xj<0 2j H(2jx) = �H(x)Abbiamo 
os�� dimostrato 
he le  jk formano un sistema ortonormale 
hegenera L2(IR).Le funzioni  H;jk sono a supporto 
ompatto 
ome volevamo ma la loro dis-
ontinuit�a non permette di approssimare \bene" e \ velo
emente" segnali re-golari, quindi quello 
he vorremmo �e trovare funzioni pi�u regolari 
he abbianole propriet�a positive della  H .
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Capitolo 2

Analisi Tempo-Frequenza

2.1 Richiami sulla Trasformata di FourierConsideriamo lo spazio L2(IR). De�niamo:
Definizione 2.1 (Trasformata di Fourier)f ! bf(!) := ZR f(x)e�i!xdxAÆn
h�e tale operazione abbia senso dobbiamo avere:ZR ���f(x)e�i!x��� dx = ZR jf(x)j dx < +1
io�e f 2 L1(R): Per poter de�nire la trasformata di Fourier in L2(IR) si opera
ome segue1. si de�nis
e la trasformata in L1(R) \ L2(IR)2. si estende la de�nizione pre
edente a tutto lo spazio L2(IR) poi
h�eL1(R) \ L2(IR) �e denso in L2(IR):Ri
ordiamo al
une propriet�a salienti della trasformata di Fourier.
Teorema 2.1 (Identità di Parseval)< f; g >= 12� < bf; bg >kfk22 = 12� 


 bf


22
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Teorema 2.2 (di inversione)8g 2 L2(IR)9! f 2 L2(IR) t:
: g = bff(x) = 12� ZR bf(x)ei!xd!
Teorema 2.3 Se f 2 L1(R) allora bf �e limitata e 
ontinua( bf 2 L1(R) allora f �e limitata e 
ontinua)
Dimostrazione. risultaj bf(!)j � ZR jf(x)jdx = kfk1 < +1quindi f̂ �e limitata. Inoltre essa risulta 
ontinua per
h�e e�i!x �e uniformemente
ontinua. 2Integrando per parti si ha immediatamente il seguente
Teorema 2.4 df (p)(!) = (i!)pf̂(!)
Osservazione 4 SeZIR j bf(!)j(1 + j!j)pd! < +1 (2.1)allora (i!)p bf(w) �e L1(R) e quindi per il teorema pre
edente f (p) �e limitatae 
ontinua ) f 2 Cp.In parti
olare (2.1) �e veri�
ata se esiste una 
ostante C ed un valore� > 0 per 
uij bf(!)j � C(1 + j!j)1+p+� : (2.2)Abbiamo 
os�� osservato 
he il de
adimento della trasformata �e 
ollegatoalla regolarit�a di f: In parti
olare, poi
h�e una funzione a supporto 
ompattoveri�
a la (2.2) per ogni p > 0, risulta
Osservazione 5bf a supporto 
ompatto) f 2 C1(f a supporto 
ompatto) bf 2 C1)Vale inoltre il seguente
Teorema 2.5 Sia f 2 L2(IR) non nulla a supporto 
ompatto, allora f̂ nonpu�o essere nulla su un intervallo e vi
eversa.



2.1. RICHIAMI SULLA TRASFORMATA DI FOURIER 11La funzione f e la sua trasformata hanno un 
omportamento \
omplementare"rispetto alla lo
alit�a. Per rendere pi�u pre
isa tale a�ermazione introdu
iamole seguenti de�nizioni assumendo impli
itamente 
he le funzioni siano tali daassi
urare l'esistenza delle quantit�a 
onsiderate.
Definizione 2.2 sia f 2 L2(IR)t�f := ZR tjf(t)j2kf(t)k2dt�2f := ZR (t� t�f )2jf(t)j2kf(t)k2 dt
Osservazione 6 t�f rappresenta la media di f, �2f ne rappresenta inve
ela varianza. Quindi avremo \maggior 
on
entrazione" di f nella regione[t�f ��f ; t�f + �f ℄Analogamente possiamo de�nire (ed interpretare) le stesse quantit�a per latrasformata di f .
Definizione 2.3 !�bf := ZR tj bf(t)j2


 bf(t)


2dt�2bf := ZR (t� !�bf )2j bf(t)j2


 bf(t)


2 dt
Teorema 2.6 (di indeterminazione)�2f�2bf � 14 :Non possiamo dunque sperare di trovare una funzione 
he sia arbitraria-mente lo
alizzata la 
ui trasformata sia arbitrariamente lo
alizzata. Ovveronon possiamo ottenere una lo
alizzazione arbitrariamente a

urata sia nel tem-po 
he nelle frequenze.La disuguaglianza fornita nel teorema di indeterminazione �e a

urata in quan-to diventa una uguaglianza se f �e una gaussiana, si pu�o infatti dimostrare(eser
izio) 
he se f(t) = e�t2 allora f̂(!) = p�e�!24 :
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2.2 Tecniche di localizzazione (windowing)La trasformata di Fourier �e uno strumento fondamentale ma risulta inadeguatain diverse appli
azioni per
h�e:� il valore f̂(!) dipende dai valori del segnale su tutto il suo dominio;� la trasformata non fornis
e informazioni sull'evolvere della frequenzarispetto al tempo;� la trasformata non permette di evidenziare un dettaglio lo
alizzato adun 
erto istante;� essendo la frequenza inversamente proporzionale al periodo, �e ragionev-ole pensare di ottenere una buona a

uratezza 
onsiderando, per altefrequenze, un breve intervallo di tempo e vi
eversa; ossia sarebbe im-portante avere uno strumento 
he automati
amente fornis
e (nel pianotempo/frequenza) �nestre di osservazione \ strette" nel tempo per altefrequenze e \larghe" nel tempo per basse frequenze.Nell'ambito dell'analisi dei segnali sono state introdotte varie strategie per
er
are di \migliorare" la traformata di Fourier nell'otti
a delle osservazionipre
edenti.
Definizione 2.4 di
esi �ltraggio analogi
o di un segnale f 
on un �ltro hla 
onvoluzione di un segnale 
on il �ltro ossiag(t) := (f � h)(t) = ZIR f(x)h(t� x)dxDalle propriet�a della trasforamata di Fourier segue immediatamente 
heĝ = f̂ ĥ:
Definizione 2.5 Un segnale g si di
e a banda limitata se ĝ(!) = 0; j!j >!0: Il valore !0 si di
e ampiezza di banda.Per ottenere un segnale 
on ampiezza di banda !0 a partire da un dato segnalef �e quindi suÆ
iente �ltrarlo 
on un �ltro h!0 t.
.ĥ!0(!) = ( 1 se ! 2 [�!0; !0℄0 altrimentiossia si tratta di usare il �ltro (detto SHANNON sampling fun
tion)h!0(t) = sen(!0t)�t :Questo �ltraggio quindi NON fornis
e una buona lo
alizzazione nel tempo.I segnali a banda limitata risultano di rilevanza per il famoso Teorema diShannon:
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Teorema 2.7 Sia f 2 L2(IR) un segnale a banda limitata 
on ampiezzadi banda 
. Alloraf(x) = Xk2ZZ f(k �
)sen(
x� k�)
x� k�
Definizione 2.6 Si di
e WINDOWING del segnale f tramite h in b ilvalore < f; h(:� b) >= ZIR f(x)h(x � b)dx:Si pu�o osservare 
he, assumendo h reale, e ponendo ~h(t) = h(�t)(f � ~h)(b) = ZIR f(x)~h(b� x)dx = ZIR f(x)h(x � b)dx = ZIR f(x)h(x � b)dxquindi < f; h(:� b) >= (f � ~h)(b)in parti
olare se h �e pari e reale la te
ni
a di windowing �e esattamente il�ltraggio.Poi
h�e dh(:� b)(!) = e�i!bĥ(!), risulta 
he se !� e �2̂h sono valor medio evarianza di ĥ; 
onsiderando dh(:� b) essi non variano (il fattore e�i!b non hae�etto). Dall'identit�a di Parseval< f; h(:� b) >= 12� < f̂; dh(:� b) >quindi operando un windowing si \osserva" il segnale in frequenza 
on una�nestra la 
ui lo
alizzazione ed ampiezza rimane invariata al variare dib. Per ottenere \�nestre di osservazione" 
he \tassellano" tutto il pianotempo/frequenza o

orre quindi seguire una diversa strategia.
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2.3 Trasformata di GaborPer lo
alizzare la trasformata di Fourier nel 1946 Gabor propose di utilizzare laseguente trasformazione 
he prende appunto il nome di trasformata di Gabor(Gb;�f)(!) := ZR f(x)e�i!xg�(x� b)dxdove g�(x) = 12p��e� x24�
Osservazione 7 Fissato !, variando b 2 IR si riottiene f̂(!) infatti �eimmediato veri�
are 
he ZIR(Gb;�f)(!)db = f̂(!)quindi si puo' ri
ostruire tutto il segnale f dai valori della trasformata diGabor per !; b 2 IRPosto G�;b;!(x) := ei!xg�(x� b)risulta t�G�;b;! = b�2G�;b;! = �Quindi l'intervallo di in 
ui GG�;b;! �e maggiormente lo
alizzata risulta[b�p�; b+p�℄ossia, essendo, (Gb;�f)(!) =< f;G�;b;! >la trasformata di Gabor lo
alizza il segnale f essenzialmente in [b�p�; b+p�℄.Per quanto riguarda le frequenze, dall'identit�a di Parseval risulta:(Gb;�f)(!) =< f;G�;b;! >= 12� < bf; bG�;b;! >inoltre 
on qual
he 
al
olo abbiamoĜ�;b;!(�) = e��(!��)2e�ib(��!)da 
ui 12� < bf; bG�;b;! >= e�ib!2� ZIR[f̂ei!b℄g 14� (� � !)2r �4�d�



2.4. TRASFORMATA WAVELET 15= e�ib!2p�� (G 14� ;! bf)(�b)Abbiamo quindi 
he (Gb;�f)(!) = e�ib!2p�� (G 14� ;! bf)(�b)ossia la trasformata di Gabor lo
alizza f̂ essenzialmente nell'intervallo[! � 12p�; ! + 12p� ℄:Quindi, nel piano (tempo, frequenza) avremo una \�nestra" di lo
alizzazionedata dal rettangolo[b�p�; b+p�℄� [! � 12p�; ! + 12p� ℄la 
ui area �e uguale a 2p� 22p� = 2;
he, in base al teorema di indeterminazione, �e proprio l'area minima 
he pos-siamo ottenere per una \�nestra" di questo tipo.Tuttavia modi�
ando b e !, �ssato �, il rettangolo viene solo traslato, nonvengono modi�
ate le sue dimensioni.Al 
ontrario sarebbe auspi
abile 
he la \�nestra di osservazione" avesse una\pi

ola base nel tempo" per alte frequenze e una \grande base nel tempo"per basse frequenze in quanto periodo e frequenza sono re
ipro
i. Ne segue
he la trasformata di Gabor, pur fornendo una lo
alizzazione del segnale sianel tempo 
he nella frequenza, non fornis
e uno strumento di osservazione 
hepossa 
ambiare in modo automati
o adattandosi opportunamente alle zone difrequenza diversa. Questo sar�a ottenuto tramite la trasformata wavelet.
2.4 Trasformata WaveletCorreva l'anno 1984. Grossmann e Morlet propongono una trasformata basatasu dilatazioni e traslazioni di una opportuna funzione  nel 
ontinuo.
Definizione 2.7 (Wavelet ammissibile) Data  2 L2(IR),  si di
ewavelet ammissibile seC := ZR j b (!)j2j!j d! < +1 (2.3)
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Definizione 2.8 (trasformata Wavelet)(W f)(a; b) := ZR f(x) 1pjaj �x� ba �dx8a; b 2 R; a 6= 0si di
e trasformata wavelet relativa a  sui punti a; bVediamo 
osa impli
a la 
ondizione di ammissibilit�a e su

esivamenteper
h�e l' abbiamo imposta.
Osservazione 8 Supponiamo  2 L1(IR) ) b limitata e 
ontinua. In-oltre essendo  ammissibile, dalla (2.3) segue ne
essariamente 
he deverisultare b (0) = 0 ossia0 = b (0) = ZIR (x)dx = 0 (2.4)ne segue 
he  (x) deve NECESSARIAMENTE OSCILLARE. Ci�ogiusti�
a il nome di waveletOra vediamo per
h�e la trasformata wavelet fa quello 
he 
i interessa dalpunto di vista delle �nestre (rettangoli) di osservazione. Con fa
ili passaggirisulta  !  ( :� ba )t� ! at� + b�2 ! a2�2 Quindi la trasformata wavelet 
orrisponde ad un'osservazione di f lo
alizzatanell'intervallo [at� + b� jaj� ; at� + b+ jaj� ℄:Per quanto riguarda le frequenze, notiamo anzitutto 
he(W f)(a; b) =< f; 1pjaj � � � ba � >quindi, dall'identit�a di Parseval, abbiamo(W f)(a; b) =< f; 1pjaj � � � ba � >= 12� < bf; d1pjaj � � � ba � >Dato 
he: b � � � ba � (!) = ZR  �x� ba � e�i!xdx =



2.4. TRASFORMATA WAVELET 17jaj ZR  (z)e�i!(az+b)dz = jaje�i!b b (a!);ossia (W f)(a; b) = 12�qjaj ZR bf(!)ei!b b (!a)Inoltre, notando 
he b �! ei!b d (a�)!� �! !� a�2b �! �2b a2Quindi la trasformata wavelet pu�o essere vista 
ome l'osservazione di bfnell'intervallo: "!�a � �b jaj ; !�a + �b jaj # :Quindi, nel piano tempo frequenza il segnale �e osservato tramite la �nestra[at� + b� jaj� ; at� + b+ jaj� ℄� "!�a � �b jaj ; !�a + �b jaj #la 
ui area risulta 4� �b .Ne segue 
he le �nestre di osservazione hanno area 
he varia in funzione di senza dipendere da a. Inoltre si osserva 
he, per jaj pi

olo l'intervallo infrequenza si allarga e si posiziona su alte frequenze mentre, rispettivamente,si restringe l'intervallo nello spazio/tempo. Ossia l'ampiezza e la posizione ditali intervalli resta determinata da jaj, 
he �e esattamente 
i�o 
he volevamo.Conos
endo la trasformata wavelet per a; b 2 IR si pu�o ri
ostruire il segnale,infatti vale il seguente
Teorema 2.8 (Formula di inversione) Sia  wavelet ammissibile, f e g2 L2(IR). AlloraZR ZIR(W f)(a; b)(W g)(a; b)daa2 db = C < f; g >e quindi f(x) = 1C ZIR ZIR(W f)(a; b) (x � ba ) daa2pjajdb
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Dimostrazione. Per l'identit�a di Parseval risultaZIR(W f)(a; b)(W g)(a; b)db =ZIR ZIR f(x) 1pjaj (x� ba )dx ZIR g(y) 1pjaj (y � ba )dy == jaj 14�2 ZIR db ZIR bf(!)ei!b b (a!)d! ZIR bg(�)e�i�b b (�a)d�Ponendo F (x) = bf(x) b (ax)G(x) = bg(x) b (ax)risulta ZIR(W f)(a; b)(W g)(a; b)db = jaj 14�2 ZIR dF (b) dG(b)db =jaj 12� ZIRG(b)F (b)db = jaj2jaj 12� ZIR bf(x)bg(x) j b (ax)j2dxintegrando per daa2 abbiamoZIR ZIR(W f)(a; b)(W g)(a; b)daa2 db = ZIR jaj2jaj 12� ZIR bf(x)bg(x)j b (ax)j2dxdaa2ponendo ax = z si ottieneZIR ZIR(W f)(a; b)(W g)(a; b)daa2 db = C < f; g >Inoltre se f �e 
ontinua in x abbiamof(x) = lim�!0+ ZIR f(t)e (t�x)24�2p�� = lim�!0+ < f; g�(:� x) >=1C lim�!0+ ZIR ZIR(W f)(a; b)daa2< g�(:� x); 1pjaj ( :� ba ) >db == 1C ZIR ZIR(W f)(a; b) ( : � ba ) 1pjaj daa2 dbda 
ui la formula di inversionef(x) = 1C ZIR ZIR(W f)(a; b) ( : � ba ) 1pjaj daa2 db:

2
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Esempio 2.1 Cal
olare 
 H e valutare se per  H vale la 
ondizione di ammissibilit�a.Risulta j
 H(!)j = 2j!j (1� 
os(!2 )quindi  H �e una wavelet ammissibile.spe
ialmente enlle appli
azioni �e evidente 
he la 
onos
enza di(W f)(a; b); a; b 2 IR non �e proponibile. Sarebbe aupsi
abile poter lavo-rare su un insieme dis
reto di valori a; b per poter avere una rappresentazionedel segnale f in SERIE di wavelets. In parti
olare, soprattutto per questioniprati
he sarebbe opportuno poter lavorare 
on traslazioni intere e dilatazioni
he siano potenze di 2.
Osservazione 9 Ponendo a = 12j ; b = k2jrisulta 1pjaj �x� ba � = 2j=2 (2jx� k) =  jk(x)quindi abbiamo < f; jk >= (W f)(a; b); a = 12j ; b = k2j :�E quindi naturale porsi le seguenti domande� �possibile 
aratterizzare 
ompletamente f tramite < f; j;k >?� possiamo ri
ostruire STABILMENTE (in senso numeri
o) f dai vari <f; j;k >?� ogni funzione di L2(IR) pu�o essere s
ritta 
ome somma (
on opportuni
oeÆ
ienti) di  j;k?� possiamo s
rivere un algoritmo fa
ile 
he permetta di trovare i 
oeÆ
ientidi questa somma?Risposte a queste domande saranno ottenute inquadrando il nostro problemanel 
osiddetto 
ontesto dell' ANALISI di MULTIRISOLUZIONE.



20 CAPITOLO 2. ANALISI TEMPO-FREQUENZA



Capitolo 3

Analisi di multirisoluzione (MRA)

1 Introdu
iamo adesso una quadro matemati
o 
he ri
ondu
e la 
ostruzionedella wavelet  alla 
ostruzione di una sequenza di spazi ordinati, [3℄, [4℄, [6℄.Il termine multirisoluzione suggeris
e 
he 
i a

ingiamo a guardare il segnale
on un'a

uratezza e risoluzione via via diversa a se
onda di quello 
he serve.La �loso�a dell'analisi di multirisoluzione 
onsiste nel rappresentare ogni el-emento di L2 (IR) 
on approssimazioni su

essive 
ostruite a partire da unprimo tentativo \sfo
ato" aggiungendo \dettagli" �no ad ottenere il segnalestesso.
Definizione 3.1 (Analisi di Multirisoluzione (MRA)) Una sequenzadi spazi Vj � L2(IR); j 2 ZZ 
ostituis
e un' Analisi di Multi Risoluzione(MRA) di L2(IR) se:
m1) ::: � V�1 � V0 � V1::: � Vj � Vj+1:::
m2)

Sj2ZZ Vj = L2(IR)
m3)

Tj2ZZ Vj = 0
m4) f 2 Vj , f(2 �) 2 Vj+1
m5) f 2 V0 , f(� � k) 2 V0
m6) 9 � 2 V0 t.
. V0 = spanf�(� � k); k 2 ZZg e< �(� � k); �(� � j) >= Ækj ; k; j 2 ZZ1Si ringrazia A. Melone per una prima stesura di questo 
apitolo e dei su

essivi



22 CAPITOLO 3. ANALISI DI MULTIRISOLUZIONE (MRA)
Osservazione 10 Le 
ondizioni pre
edenti non sono indipendenti: ab-biamo m6 ) m5 mentre si pu�o mostrare, ([6℄, Sezione 2.1) 
he
m1;m4; m6)m3La 
ondizione m6 a�erma 
he le traslate di � 
ostituis
ono una baseortonormale di V0. Come vedremo, tale 
ondizione �e molto restrittiva ed im-pli
a 
ondizioni spesso diÆ
ili da veri�
are per la funzione � 
osi

h�e risultaspesso 
onveniente indebolirla sostituendola 
on la seguente
m6)� 9 � 2 V0 tale 
he l'insieme f�(� � k); k 2 ZZg risulta una base di

Riesz (o base in
ondizionata) di V0 ossiaAXk j
kj2 � 




Xk 
k�(x� k)




22 � BXk j
kj2 (3.1)ove 0 < A � B < +1:Le due disuguaglianze in (3.1) sono molto importanti sia dal punto di vistateori
o 
he prati
o. Esse a�ermano 
he l'appli
azioneT : `2 ! V0; T (f
kg) = Xk 
k�(� � k)�e 
ontinua 
on inversa 
ontinua. In prati
a \pi

ole variazioni" sulla sequen-za dei 
oeÆ
ienti 
omportano \pi

ole variazioni" sulla funzione des
ritta evi
eversa. Ossia 
ambiando di po
o 
k 
ambia di po
o l'elemento ottenuto
ome 
ombinazione di traslate di � usando 
ome 
oeÆ
ienti i 
k. Si ha quindiuna rappresentazione ben 
ondizionata, fondamentale da un punto di vistaprati
o.Il 
aso ortonormale �e un 
aso spe
iale della base di Riesez 
on A = B = 1.
Esempio 3.1 Un esempio di analisi di multirisoluzione di L2(IR) �e 
ostituita dalle
ostanti a tratti. Consideriamo�H(x) = n 1 0 � x < 10 altrimentiAllora Vj = �f 2 L2(IR) 
ostanti su � k2j ; k + 12j � ; k 2 ZZ� :Abbiamo:
m1) questi spazi sono nidif
ati::: � V0 � V1 � ::: � Vj � Vj+1 � :::
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m2) le 
ostanti a tratti sono dense in L2 (IR)
m3)

Tj2ZZVj = f0g
m4) ovvia
m5) ovvia
m6) ovvia, in quanto le funzioni 
ostanti a tratti su 
on estremi interi sono generatedalle traslate della funzione 
aratteristi
a dell'intervallo [0; 1). Le traslate sonoortonormali in quanto fa
endo il prodotto s
alare i supporti sono disgiunti.Vediamo 
ome una MRA sia legata all'esigenza di osservare il segnale daun punto di vista sempre pi�u dettagliato.
Osservazione 11 In generale, se � 
on le sue traslate genera lo spazioV0, da m4) e m5) si ha 
he le funzioni traslate e dilatate�jk(x) := 2j=2�(2jx� k) 
on k 2 ZZgenerano Vj :Sia ora f 2 L2(IR), �ssiamo j 2 ZZ, e sia fj proiezione di f in Vj 
os�� de�nita:fj(x) = XN fjn�jn(x); fjn =< fj ; �jn >=< f; �jn > :Ora, essendo Vj � Vj+1, l'approssimazione, fj+1, su Vj+1 sar�a non peggiore.Avremo dunque Vj+1 = Vj �Wj ; Vj?Wjquindi in generale fj+1(x) = fj(x) + gj(x); gj 2Wj
Osservazione 12 Abbiamo, per m3)Vj = Vj�1 �Wj�1 = Vj�2 �Wj�2 �Wj�1 = Vj�l � j�1Xr=j�lWr = �j�1r=�1Wrquindi L2(IR) = �r2ZZWrInoltre WjsubsetVj+1 e Wj+1?Vj+1 quindiWj?Wj+1:



24 CAPITOLO 3. ANALISI DI MULTIRISOLUZIONE (MRA)Dunque L2 (IR) si pu�o 
ostruire in due modi: tramite gli spazi V o tramitegli spazi W . Gli spazi V sono spazi sempre \pi�u grandi" 
he �nis
ono 
onl'invadere L2 (IR). La 
hiusura della somma diretta degli spazi W �e uguale aL2 (IR).Gli spazi W sono una de
omposizione ortogonale di L2 (IR).
Esempio 3.2 Cer
hiamo di 
apire 
ome sono fatti gli spazi W riprendendo il solitoesempio delle wavelet di Haar. Ri
ordiamo 
he tali spazi 
ontengono l'informazioneaggiuntiva 
he si ottiene nel passare da uno spazio V allo spazio su

essivo. Avremofj+1 (x) =Xn fj+1;n�j+1;n (x) fj (x) =Xn fj;n�j;n (x)La di�erenza tra queste due funzioni, 
he sta in Vj+1, si potr�a s
rivere 
omefj+1 (x)� fj (x) =Xn gjn�j+1;n (x) :Cer
hiamo di 
apire 
ome sono fatti questi 
oeÆ
ienti. Consideriamo quindi lafunzione 
aratteristi
a dell'intervallo [0; 1),�H(x) = n 1 0 � x < 10 altrimentie l'analisi di multirisoluzione generata delle funzioni 
ostanti a tratti su � k2j ; k+12j �. Inquesto 
ontesto, sia f 2 L2 (IR) allorafjn = ZIR f (x)�H;jn (x) dx = n+12jZn2j f (x) 2 j2 dx:Notiamo 
he �H 2 V0 � V1 quindi si pu�o s
rivere 
ome 
ombinazione lineare difunzioni 
he generano V1�H (x) = 1p2 �p2�H (2x) +p2�H (2x� 1)�= �H;00 (x) = 1p2 (�H;10 (x) + �H;11 (x))Analogamente, �H;jn 2 Vj � Vj+1, quindi si pu�o rappresentare 
ome 
ombinazionelineare di elementi di Vj+1.�H;jn (x) = 2 j2�H �2jx� n� = 2 j2 1p2p2 ��H �2j+1x� 2n�+ �H �2j+1x� 2n� 1��ossia �H;jn (x) = 1p2 [�H;j+1;2n (x) + �H;j+1;2n+1 (x)℄
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oeÆ
ienti fjn si potranno s
rivere nel seguente modo in funzione dei
oeÆ
ienti del livello su

essivo:fjn = 2n+22j+1Z2n2j+1 f (x) 2 j+12 1p2dx = 1p2 2n+12j+1Z2n2j+1 :::+ 2n+22j+1Z2n2j+1 ::: = 1p2 (fj+1;2n + fj+1;2n+1)Per 
apire 
om'�e fatto il dettaglio 
he aggiungo e 
io�e la struttura dello spazio W ,ris
riviamo, 
on le nuove relazioni trovate, la di�erenza fj+1 (x)� fj (x):fj (x) =Xn 1p2 (fj+1;2n + fj+1;2n+1) 1p2 (�H;j+1;2n (x) + �H;j+1;2n+1 (x))fj+1 (x) =Xn fj+1;2n�H;j+1;2n (x) + fj+1;2n+1�H;j+1;2n+1 (x)da 
uifj+1 (x)� fj (x) = Xn �H;j+1;2n (x) 12 [fj+1;2n � fj+1;2n+1℄��H;j+1;2n+1 (x) [fj+1;2n � fj+1;2n+1℄= Xn 1p2 [fj+1;2n � fj+1;2n+1℄ [�H;j+1;2n (x)� �H;j+1;2n+1 (x)℄ 1p2Ponendo H (x) = 1p2 [�H;1;0 (x)� �H;1;1 (x)℄ = p2p2 [� (2x)� � (2x� 1)℄ ; (3.2) H;jn (x) = 2 j2 H �2jx� n�risulta 
he la di�erenza tra un'approssimazione e la su

essiva si pu�o vedere 
ome
ombinazione di funzioni  H;jn 
on 
erti 
oeÆ
ienti gjnfj+1 (x)� fj (x) =Xn gjn H;jn (x) 2Wjdove le  H;jn sono traslate e dilatate di una stessa funzione. Tale di�erenza non �ealtro 
he l'elemento aggiuntivo di dettagli. Ogni elemento di Wj si pu�o vedere 
ome
ombinazione lineare di funzioni 
he sono traslate e dilatate di una stessa funzione H .
3.1 Decomposizione e RicostruzioneMostriamo 
he quanto visto nell'esempio pre
edente per la base di Haar valein generale.



26 CAPITOLO 3. ANALISI DI MULTIRISOLUZIONE (MRA)Consideriamo f 2 Wj , quindi f 2 Vj+1, inoltre f � �2j � 2 V1. Moltipli
hi-amo f per un generi
o elemento di Vj , 
io�e per una traslata e dilatata della�. 0 = hf; �jki = ZIR f (x)��2jx� k� 2 j2 dx =|{z}z=2jx ZIR f � z2j�� (z � k) dzdunque f � �2j � 2W0 in quanto risulta ortogonale a V0.Se abbiamo una MRA, sommando tra loro tutti gli spazi dei dettagli si ottieneuna de
omposizione ortogonale di L2 (IR). Inoltre tali spazi sono generati dalletraslate e dilatate di una sola funzione. Allora se rius
iamo a 
apire quandole traslate e dilatate di questa funzione sono ortonormali abbiamo trovato unawavelet ortonormale (vedere De�nizione 1.3).Ammesso di avere una MRA, se rius
iamo a s
rivere una funzione  
hegenera W0 avremo una famiglia di wavelet. Ipotizzando dunque di avereuna MRA, abbiamo solo bisogno di 
apire 
ome 
ostruire la  
he generaW0. Su

essivamente 
i o

uperemo di 
apire quando una funzione � generauna MRA. Prima di a�rontare in dettaglio tali questioni, diamo un'idea delper
h�e questo strumento risulta eÆ
iente dal punto di vista prati
o.Supponiamo, dunque, di avere una MRA e di aver 
ostruito � e  
he
ostituis
ono 
on le proprie traslate una base ortonormale rispettivamente diV0 e W0.Data f 2 L2 (IR), possiamo determinare una approssimazione fM di ftramite proiezione, ossiafM 2 VM ; fM = Xn fMn�Mn (x) ; fMn = hf; �Mni : (3.3)Dalla m2) risulta 
he le approssimazioni suddette (proiezioni di f su Vj) sonoarbitrariamente a

urate, 
io�e8" > 0; 9M : kf � fMk < ":D'ora in poi lavoreremo sempre sulle approssimazioni del segnale negli spaziVj sulle quali dovremo fare operazioni varie: 
ompressione, trasmissione,denoising,.... Notiamo 
he essendoVM = WM�1 �WM�2 � :::�WM�k � VM�k;ogni elemento di VM si pu�o s
rivere in maniera univo
a 
ome somma dielementi di WM�1;WM�2; :::;WM�k; VM�k:



3.1. DECOMPOSIZIONE E RICOSTRUZIONE 27Indi
ando 
on g gli elementi di W e 
on f gli elementi di V , possiamo s
riverela nostra approssimazione fM nel seguente modofM = fM�k + gM�k + :::+ gM�1:Le osservazioni di base sono le seguenti:� fM �e un'approssimazione migliore rispetto a fM�k,� Dall'approssimazione fM�k ries
o a ri
ostruire fM aggiungendosu

essivamente dettagli, dettagli rappresentati dalle funzionigM�k; :::; gM�1:� A se
onda delle operazioni 
he si devono eseguire su fM sar�a pi�u
onveniente vederlo 
ome elemento di VM e quindi esprimerlo 
omefM = Xn fMn�Mn (x)oppure 
ome somma di elementi di WM�1;WM�2; :::;WM�k; VM�k:� Saremo avvantaggiati da questa dupli
e rappresentazione se disporremodi mezzi eÆ
ienti per passare da una rappresentazione all'altra.Il pro
esso 
he da fM , 
io�e noti i 
oeÆ
ienti fMn , permette di ottenere lefunzioni gM�k; :::; gM�1; fM�k si 
hiama pro
esso di decomposizione delsegnale fM ! fM�k + gM�k + :::+ gM�1:Ovviamente �e utile an
he il pro
esso inverso, ovvero noti i 
oeÆ
ien-ti della rappresentazione di fM 
ome somma di elementi degli spaziWM�1;WM�2; :::;WM�k; VM�k, s
riverla 
ome elemento di VM , 
io�e s
rivere i
oeÆ
ienti di fM 
ome 
ombinazione lineare di elementi della base �M:. Talepro
esso �e noto 
ome pro
esso di ricostruzione del segnalefM  fM�k + gM�k + :::+ gM�1:Dal punto di vista 
on
ettuale non 
'�e nulla di diÆ
ile, sono solo 
ambiamentidi base. Ma essendo gli spazi vettoriali di dimensione in�nita, le matri
i 
herappresentano il 
ambiamento di base sono di dimensione in�nita. Tuttavianella struttura 
onsiderata le 
ose si sempli�
ano.Vediamo quindi la struttura degli algoritmi di de
omposizione e di ri-
ostruzione nelle ipotesi 
he siano assegnate una MRA e una 
orrispondentede
omposizione wavelet di L2 (IR).
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3.1.1 DecomposizioneData l'approssimazione fM del segnale f 
ome in (3.3) abbiamofM 2 VM ! fM�1 2 VM�1 ! fM�2 2 VM�2 ! � � �& & &gM�1 2WM�1 ! gM�2 2WM�2 ! � � �la de
omposizione 
onsiste dunque nell'iterare sempre uno stesso passaggio.Ad un generi
o livello j + 1 avremoVj+1 3 fj+1 = Xn fj+1;n�j+in (x) ;
io�e, nota la sequenza fj+1;n, vogliamo determinarefj = Xl fjl�jl (x) ;quindi la sequenza ffjlg, gj = Xl gjl jl (x)
io�e la sequenza fgjlg.Per 
apire quali relazioni inter
orrono fra le basi di questi spazi, 
onside-riamo lo spazio V1 = V0 �W0.In parti
olare p2� (2x) 2 V1 e quindi si pu�o s
rivere 
omep2� (2x) = Xn a�2n� (x� n) +Xn b�2n (x� n) :An
ora, la funzione p2� (2x� 1) appartiene allo spazio V1, dunque possiamos
riverla 
ome somma di elementi di V0 e W0p2� (2x� 1) = Xn a1�2n� (x� n) +Xn b1�2n (x� n) :Consideriamo ora la traslazione generi
a 
on indi
e l pari, la funzionep2� (2x� l) 2 V1 si s
rive nel seguente modo:p2� (2x� l) = p2��2�x� l2�� =Xn a�2n��x� l2 � n�+Xn b�2n �x� l2 � n� :Se 
onsideriamo il 
ambiamento di variabile k = n+ l2 si hap2� (2x� l) = Xk a�2(k� l2)� (x� k) +Xk bl�2k (x� k) :



3.1. DECOMPOSIZIONE E RICOSTRUZIONE 29La stessa espressione vale se l �e dispari. L'e�etto della traslazione sulla fun-zione di V1 determina una traslazione dei 
oeÆi
ienti. Nella matri
e di 
am-biamento di base, questa struttura si tradu
e nel fatto 
he le 
olonne dellamatri
e sono ottenute tutte da un'uni
a 
olonna per traslazione. Dunquepossiamo s
rivere �1l (x) = Xk al�2k�0k (x) + bl�2k 0k (x) :
Esempio 3.3 Consideriamo la MRA di Haar. In tal 
aso gli uni
i elementi non nullidella sequenza sonoa0 = 1p2 b0 = 1p2a1 = 1p2 b1 = � 1p2 (3.4)Si potrebbe pensare 
he nel passare da un generi
o livello j al livello su

essivoj+1 i 
oeÆ
ienti dipendano da j, ma questo non a

ade per la struttura deglispazi Vj . Consideriamo infatti un livello generi
o j:2 j2p2��2j+1x� l� = 2 j2 Xk al�2k��2jx� k�+ bl�2k �2jx� k� :Dunque �j+1;l (x) = Xk al�2k�jk (x) + bl�2k jk (x) :Quindifj+1 (x) = Xl fj+1;l�j+1;l (x) = Xl fj+1;lXk al�2k�jk (x) + bl�2k jk (x)= Xk Xl fj+1;lal�2k�jk (x) +Xk Xl fj+1;lbl�2k jk (x)= Xk fjk�jk (x) +Xk gjk jk (x)dove fjk = Xl fj+1;lal�2k; gjk = Xl fj+1;lbl�2k:La legge di 
ambiamento non dipende dal livello j. Nel pro
esso dide
omposizione sono fondamentali le sequenze a e b.
3.1.2 RicostruzioneIl pro
edimento inverso 
onsiste nel ri
ostruire fM 
onos
endo fM�k egM�k; :::; gM�1. Quindi supponendo di avere un'approssimazione ad un livello



30 CAPITOLO 3. ANALISI DI MULTIRISOLUZIONE (MRA)basso ed i dettagli dobbiamo passare ad un livello superiore. Ri
ordando 
heV1 = V0 �W0, per opportune sequenze fpng; fqng abbiamo� (x) = Xk p2pk� (2x� k) (x) = Xk p2qk� (2x� k) :Come per il 
aso del pro
esso di ri
ostruzione, traslando le � e le  , taletraslazione si s
ari
a sui 
oeÆ
ienti, mentre le dilatazioni non in
uenzano i
oeÆ
ienti. Otteniamo dunque un risultato simile al pre
edente, ovvero�kl (x) = Xn pn�2l�k+1;n (x) kl (x) = Xn qn�2l�k+1;n (x)Le due sequenze p e q 
i permettono di passare da un generi
o livello al livellosuperiore.
Esempio 3.4 Nel 
aso dell MRA di Haar risulta� (x) = p2 1p2� (2x) +p2 1p2� (2x� 1) (x) = p2 1p2� (2x)�p2 1p2� (2x� 1)Quindi gli uni
i elementi non nulli delle sequenze p e q sono:p0 = 1p2 q0 = 1p2p1 = 1p2 q1 = � 1p2 (3.5)Ad un generi
o livello j, l'algoritmo di ri
ostruzione si arti
ola dunque
ome segue:fj+1 (x) = fj (x) + gj (x) = Xl fjl�jl (x) + gjl jl (x)= Xl fjlXn pn�2l�j+1;n (x) + gjlXn qn�2l�j+1;n (x)= Xn �j+1;n (x)Xl fjlpn�2l +Xn �j+1;n (x)Xl qn�2lgjl= Xn �j+1;n (x)Xl fjlpn�2l + qn�2lgjl = Xn �j+1;n (x) fj+1;n
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oeÆ
iente fj+1;n 
he esprime fj+1 nella base �j+1;n risultafj+1;n = Xl fjlpn�2l + qn�2lgjl:An
he in questo 
aso, indipendentemente dal livello a 
ui stiamo lavoran-do, 
io�e dall'a

uratezza 
on 
ui stiamo 
er
ando di rappresentare il nostrosegnale, il tutto �e des
ritto da due sequenze p e q.In linea di prin
ipio non 
'�e nessun motivo per 
ui le sequenze a,b e p,qdebbano essere in relazione, in quanto des
rivono 
oeÆ
ienti di rappresen-tazioni diverse. In ipotesi di ortonormalit�a esiste una relazione spe
iale tra lesequenze a,b e p,q (si veda an
he l'esempio di Haar). Supponendo dunque diessere in ipotesi ortonormalit�a e 
onsideriamo il prodotto s
alare:h�jn; �j+1;li = *�jn;Xk al�2k�jk (x) + bl�2k jk (x)+= *�jn;Xk al�2k�jk (x)++*�jn;Xk bl�2k jk (x)+= Xk al�2k h�jn; �jk (x)i+Xk bl�2k h�jn;  jk (x)i= Xk al�2kÆnk = al�2nin quanto h�jn;  jki = 0 poi
h�e �jn 2 Vj e  jk 2Wj e Vj?Wj . Analogamentesi ha h�j+1;l; �jni = *�j+1;l;Xr pr�2n�j+1;r+= Xr pr�2n h�j+1;l; �j+1;ri = Xr pr�2nÆlr = pl�2nda 
ui essendo h�j;n; �j+1;li = h�j+1;l; �j;nirisulta al�2;n = pl�2nAnalogamente bl�2n = ql�2nDunque, in ipotesi di ortonormalit�a le sequenze 
he des
rivono l'algoritmodi de
omposizione e quello di ri
ostruzione si ridu
ono in prati
a, tramite
oniugio, da quattro a due.Se abbiamo una struttura di MRA ed una famiglia di wavelet asso
iatapossiamo de
omporre e ri
ostruire il nostro segnale f approssimato in un 
ertospazio VM , 
on algoritmi molto sempli
i, basati su al pi�u quattro sequenze
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he bin�nite. Sar�a 
aratteristi
a fondamentale di una wavelet e quindidei relativi algoritmi di de
omposizione e ri
ostruzione fornire sequenze il pi�u
orte possibile. In ultimo vedremo 
he \
ostruzione di una wavelet" vuol dire
ostruzione di un'opportuna sequenza di 
oeÆ
ienti.Dal punto di vista prati
o sar�a importante avere delle sequenze a supporto
ompatto o 
omunque a de
adimento molto velo
e.Le sequenze a, b e p, q sono un modo per des
rivere le funzioni � e  .
3.2 Descrizione degli algoritmi di decomposizione e ricostruzione

3.2.1 DecomposizioneNell'algoritmo di de
omposizione i valori ffj; kgk2ZZ; fgj; kgk2ZZ sono ottenutida ffj + 1; kgk2ZZ usando un pro
esso di media avente per pesi i valori dellesequenze fang; fbng rispettivamente. Su

essivamente solo i valori di indi
epari sono selezionati. Pi�u pre
isamente poniamoFjl := Xn fj+1;nan�l; Gjl := Xn fj+1;nbn�ltali quantit�a vengono dette moving average e, a meno del segno,
orrispondono ad una 
onvoluzione dis
reta o �ltraggio digitale. Risultafj;k = Fj;2k; gj;k = Gj;2kIl 
ampionamento sugli indi
i pari viene detto downsampling ed �e di solitos
hematizzato 
ome segue�! falg �! 2 # �! ffjkg%ffj+1;kg& �! fblg �! 2 # �! fgjkg
3.2.2 RicostruzioneAnalogamente il pro
esso 
he porta da ffjkgk2ZZ; ffjkgk2ZZ a ffj+1;kgk2ZZ pu�oessere des
ritto 
ome segue:1. si inseris
e il valore 0 fra due elementi 
onse
utivi delle sequenze dipartenza (upsampling)2. si eseguono due moving averages 
on pesi dati dalle sequenze fplg; fqlg



3.2. DESCRIZIONEDEGLI ALGORITMI DI DECOMPOSIZIONE E RICOSTRUZIONE33infatti posto~Fjl := ( fjm se l = 2m0 altrimenti ~Gjl := ( gjm se l = 2m0 altrimentirisultafj+1;k = Xm fjmpk�2m + gjmqk�2m =Xm [fjmpk�2m + 0pk�2m�1℄ + [gjmqk�2m + 0qk�2m�1℄Xl ~Fjlpk�l +Gjlqk�l:Gra�
amente questo viene s
hematizzato 
ome segueffjkg �! 2 " �! fplg �! &ffj+1;kg:%fgjkg �! 2 " �! fqlg �!Naturalmente appli
ando di seguito i due pro
essi si ottine l'identit�a (ri-
ostruzione perfetta). Gra�
amente si ha il seguente s
hema noto 
ome filter
bank. �! falg �! 2 # �! 2 " �! fplg �!% &ffj+1;kg ffj+1;kg:& %�! fblg �! 2 # �! 2 " �! fqlg �!
Osservazione 13 
ome gi�a osservatogjk =< f; jk >= (W f)( 12j ; k2j ); k; j 2 ZZ
io�e sono i valori della trasformata wavelet dis
reta. L'algoritmo dide
omposizione �quindi un metodo per 
al
olare tale trasformata (as-sumendo di avere un'approssimazione del segnale in VM). Analogamentel'algoritmo di ri
ostruzione permette il 
al
olo della trasformata inversa.
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3.3 Caratterizzazione delle trasformate di � e di  Supponendo di possedere una MRA 
er
hiamo adesso di generare gli spaziWj , ortogonali ai Vj ; tramite traslate e dilatate di una stessa funzione  . Talitraslate devono 
ostituire un sistema ortonormale.A tal �ne 
aratterizziamo anzitutto le funzioni le 
ui traslate generano unsistema ortonormale su

essivamente 
aratterizzeremo le funzioni di W0 (
omeortogonale di V0).Sia � una funzione 
he genera una MRA, allora� (x) = Xn pnp2� (2x� n) (3.6)quindib� (!) = p2Xn pn ZIR � (2x� n) e�i!xdx=|{z}z=2x�n 1p2 Xn pn ZIR � (z) e�i z2!e�i!2 ndz= 1p2 Xn pne�i!2 n ZIR � (z) e�i z2!dz=  1p2 Xn pne�i!2 n! b��!2� = P �!2 � b��!2�quindib� (!) = P �!2� b��!2� ; P (w) := 1p2 Xn pne�i!n: (3.7)Analogamente la funzione  �e un elemento di W0, quindi in parti
olare di V1,dunque (x) = Xn qnp2� (2x� n) (3.8)da 
uib (!) = Q�!2� b��!2 � ; Q (w) := 1p2 Xn qne�i!n: (3.9)Se le sequenze p e q sono �nite, a meno di un riordinamento degli indi
i,P e Q sono un polinomi trigonometri
i, altrimenti sono 
omunque funzioni2�-periodi
he.Caratterizziamo ora una sistema ortonormale di traslate.
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Proposizione 3.1 Il sistemaf�(� � k); k 2 ZZg�e un sistema ortonormale se e solo seXl2ZZ ���b� (� + 2�l)���2 = 1; q:o:
DimostrazioneSupponiamo il sistema sia ortonormale, allora, dall'identit�a di Parseval,Æ0k = h� (x) ; � (x� k)i = 12� ZIR b� (!) b� (� � k)d!inoltre risultab� (� � k) = ZIR � (x� k) e�i!xdx =|{z}z=x�k ZIR � (z) e�i!ze�i!kdz = b� (!) e�i!kQuindi, vedasi an
he lemmaÆ0k = 12� ZIR ��� b� (!)���2 ei!kd! = 12�Xl2ZZ 2�(l+1)Z2�l ���b� (!)���2 ei!kd!=|{z}!=�+2�l 12�Xl2ZZ 2�Z0 ��� b� (� + 2�l)���2 ei�kd�= 12� 2�Z0 Xl2ZZ ��� b� (� + 2�l)���2 ei�kd�Posto F (�) = Xl2ZZ ��� b� (� + 2�l)���2F �e una funzione 2�-periodi
a e12� 2�Z0 Xl2ZZ ���b� (� + 2�l)���2 ei�kd��e il 
oeÆ
iente k-esimo della serie di Fourier di F (�). Nell'ipotesi 
he letraslate 
ostituis
ano un sistema ortonormale sappiano 
he questo 
oeÆ
iente�e Æ0k ossia la funzione F (�) ha serie di Fourier 
on 
oeÆ
ienti tutti nulli trannequello 
orrispondente all'indi
e k = 0 
he �e 1, da 
ui la tesi.Il vi
eversa segue per
orrendo al 
ontrario i passaggi fatti.
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Lemma 3.2 Sia � 2 L2(IR) alloraXk j�̂(! + 2k�)j2
onverge in L1([0; 2�℄) eZ 2�0 Xl2ZZ eik!j�̂(! + 2l�)j2 = Xl2ZZ Z 2�0 eik!j�̂(! + 2l�)j2 (3.10)
DimostrazionePosto FN (!) := Xjkj<N j�̂(! + 2k�)j2; N 2 INper M > NkFM � FNkL1 = Z 2�0 XN<jkj�M j�̂(! + 2k�)j2 =|{z}�=!+2k� Xn<jkj�M Z 2(k+1)�2k� j�̂(�)j2 =Z 2N��2M� j�̂(�)j2 + Z 2(M+1)��2(N+1)� j�̂(�)j2essendo �̂ 2 L2(IR) tali integrali tendono a 0 quando N tende a +1, M > N:Quindi la su

essione FN �e di Cau
hy in L1 per 
ui 
onverge in L1. Ne seguej Xjkj�N jeik!�̂(! + 2k�)j2j � Xjkj�N j�̂(! + 2k�)j2 �Xk2ZZ j�̂(! + 2k�)j2 2 L1:Ne segue 
he, per il teorema di 
onvergenza dominata, vale la (3.10).
Osservazione 14 Con passaggi analoghi si mostra 
he il sistemaf�(� � k); k 2 ZZg�e una base di Reisz se e solo se0 < A �Xl2ZZ ���b� (� + 2�l)���2 � Bdove A e B sono le 
ostanti 
he 
ompaiono nella de�nizione di base diRiesz.
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he � veri�
hi la relazione di s
ala (3.6) e vediamo 
omela 
ondizione di ortonormalit�a si tradu
e in una 
aratterizzazione di P . DallaProposizione pre
edente1 = Xl2ZZ ���b� (� + 2�l)���2 =|{z}�=2�Xl2ZZ ���b� (2� + 2�l)���2 = Xl2ZZ jP (� + �l)j2 ���b� (� + �l)���2= Xl2ZZ jP (� + 2�l)j2 ���b� (� + 2�l)���2 + jP (� + � + 2�l)j2 ���b� (� + � + 2�l)���2= Xl2ZZ jP (�)j2 ���b� (� + 2�l)���2 +Xl2ZZ jP (� + �)j2 ���b� (� + � + 2�l)���2= jP (�)j2Xl2ZZ ���b� (� + 2�l)���2 + jP (� + �)j2Xl2ZZ ���b� (� + � + 2�l)���2= jP (�)j2 + jP (� + �)j2 :Dunque se � veri�
a la relazione di s
ala (3.6), le sue traslate generano unsistema ortonormale se e solo se:jP (�)j2 + jP (� + �)j2 = 1 q:o: (3.11)Possiamo togliere il \q.o." quando si ha 
ontinuit�a, in parti
olare 
i�o a

adenel 
aso in 
ui la sequenza p �e �nita, e quindi la funzione P �e prati
amenteun polinomio trigonometri
o.
Esempio 3.5 Si 
onsideri la MRA di Haar. Allorab� (!) = 1Z0 e�i!xdx = � 1!i �e�i!x�10 = � 1!i �e�i! � 1� = 1� e�i!i!inoltre P (!) = 12 �1 + e�i!� ;quindi P �!2 � b��!2� = 12 �e� i!2 + 1��1� e�i!2i!2 � = b� (!)Sappiamo 
he il sistema �e ortonormale quindi deve essere veri�
ata la (3.11), infattirisulta jP (!)j2 = 14 �e�i! + 1� �ei! + 1� = 14 �e�i! + 2 + ei!� = 12(1 + 
os(!)jP (!) + �j2 = 14 �e�i!+� + 1� �ei!+� + 1� = 12(1 + 
os(! + �))
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3.3.1 Caratterizzazzione delle funzioni di W0.Sia g 2W0 � V1 allora g (x) = Xn gnp2� (2x� n)per 
uibg (!) = 1p2 Xn gne�i!2 n b��!2� = Mg �!2� b��!2� (3.12)dove Mg (!) = 1p2 Xn gne�i!n�e una funzione 2�� periodi
a. La funzione g deve essere ortogonale ad unaqualunque traslata di � quindi, 
on passaggi analoghi a quelli seguiti per ladimostrazione dell Proposizione 3.10 = hg; � (� � k)i = 12� ZIR bg (!) b� (!)ei!kd!= 12� 2�Z0 Xl2ZZ bg (! + 2�l) b� (! + 2�l)ei!kd!questo �e e il 
oeÆ
iente k-esimo della serie di Fourier diXl2ZZ bg (! + 2�l) b� (! + 2�l)quindi la funzione integranda �e nulla quasi ovunque, da 
ui, per le (3.7), (3.12)0 = Xl2ZZ bg (2! + 2�l) b� (2! + 2�l)= Xl2ZZMg (! + �l) b� (! + �l) b� (! + �l)P (! + �l)= Xl2ZZMg (! + �l) ���b� (! + �l)���2 P (! + �l)Operando 
on passaggi analoghi a quelli e�ettuati per ottenere la (3.11)abbiamo0 = Mg (!)P (!) +Mg (! + �)P (! + �) (3.13)Questa relazione di
e 
ome devono essere fatte le funzioni P e Mg aÆn
h�e gsia un elemento di W0.



3.3. CARATTERIZZAZIONE DELLE TRASFORMATE DI � E DI  39Se
ondo la relazione (3.11) non si pu�o avere 
ontemporaneamete e q.o.P (!) = P (! + �) = 0:Inoltre la relazione (3.13) si pu�o ris
rivere in forma vettoriale 
ome un prodottos
alare nel seguente modo Mg (!)Mg (! + �) !T �  P (! + �)�P (!) ! = 0quindi Mg (!)Mg (! + �) ! =  P (! + �)�P (!) !� (!) (3.14)ove � (!) �e 2�-periodi
a. Inoltre, ris
rivendo l'uguaglianza (3.14) per !+� siha  Mg (! + �)Mg (!) ! =  P (!)�P (! + �) !� (! + �)ossia � (!) = �� (! + �)per soddisfare tale uguaglianza prendiamo� (!) = ei!� (2!)dove �; pur
h�e 2�-periodi
a, �e totalmente arbitraria. AlloraMg (!) = � (!)P (! + �): (3.15)Riassumendo, aÆn
h�e g 2W0, deve risultarebg (!) = ei!2 � (!)P �!2 + ��b��!2� (3.16)per una qualsiasi � 2�-periodi
a.In parti
olare, la trasformata delle funzione  deve veri�
are la relazionepre
edente. Il fatto 
he le traslate di  debbano 
ostituire un sistema ortonor-male impone ulteriori 
ondizioni su �. Considerando la 
aratterizzazione dellaproposizione 3.1, ri
ordando la (3.9) e (3.11), si ottiene fa
ilmente 
he,f (: � k); k 2 ZZg�e un sistema ortonormale se e solo sej�j = 1; q:o:
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egliamo dunque � (!) = 1ossia, b (!) = ei!2 P �!2 + ��b��!2�per 
ui avremo da (3.8)Q�!2� = ei!2 P �!2 + ��: (3.17)
Osservazione 15 Le funzioni di W0 sono esprimibili 
ome 
ombinazionilineari delle traslate della  , infatti � �e una funzione 2�-periodi
a dunques
rivendo bg (!) 
on al posto della funzione � (!) la sua serie di Fourierabbiamo bg (!) = Xk �ke�i!k b (!) = Xk �k b (� � k)e quindi, da (3.17) e (3.16) si hag (!) = Xk �k (x� k) :
Osservazione 16 Utilizzando la notazione matri
ialeH(!) := �P (!) P (! + �)Q(!) Q(! + �)�possiamo riassumere le (3.11) (3.17) a�ermando 
he la matri
e H(!) �eunitaria ossia H(!)H�(!) �e la matri
e identit�a.Notiamo 
he la sequenza q non pu�o essere qualsiasi, ma �e legata alla sequenzap. RisultaQ (!) = ei!P (! + �) = ei! 1p2 Xn pnei!ne�i�n = 1p2 Xn pnei!(n+1) (�1)nperaltro risulta Q (!) = 1p2 Xk qke�i!kdunque deve essere �k = n+ 1, quindi n = �1� kQ (!) = 1p2 Xk p�1�ke�i!k (�1)1�kDunqueqk = p�1�k (�1)1�k (3.18)
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Esempio 3.6 Si 
onsideri la MRA di Haar. Gli uni
i indi
i della sequenza dei
oeÆ
ienti p non nulli sono quelli 
on l'indi
e 1 e 
on l'indi
e 0.�1� k = 0 k = �1 q�1 = 1p2�1� k = 1 k = �2 q�2 = � 1p2Ci aspettavamo la sequenza q0, q1, ma la  ora ottenuta non �e la stessa degli esempi gi�avisti. Tale di�erenza �e dovuta alla s
elta della funzione �. La funzione  individuatadi�eris
e per una traslazione ed un 
ambiamento di segno da quella pre
edentementeusata e quindi genera naturalmente lo stesso spazio.Possiamo riassumere quanto appena detto 
on il seguente
Teorema 3.3 Data una MRA in L2 (IR), esiste una base ortonormale diwavelets per L2 (IR)n jk; j; k 2 ZZ;  jk (x) = 2 j2 �2jx� k�o : (3.19)Se f 2 L2 (IR), sia Pjf la proiezione ortonormale di f su Vj, alloraPj+1f = Pjf +Xk  jk (x) hf;  jki : (3.20)Se � (x) = Xn pnp2� (2x� n)allora una possibile s
elta per  �e (x) = Xn qnp2� (2x� n)dove (�1)n�1 p�1�n = qn:
Osservazione 17 Fissata � �e 
hiaro 
he  non �e uni
a. Infatti la (3.17)
orrisponde ad una pre
isa s
elta di �: In parti
olare, s
egliendode (!) = �0eim! ̂(!); m 2 ZZ; j�0j = 1si ottiene una wavelet e 
he risulta essere una traslata di  moltipli
ataper �0.La questione ora �e 
apire quali debbano essere le ipotesi da fare sullafunzione � aÆn
h�e generi una MRA.
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3.4 Caratterizzazione di � che genera una MRAAssumeremo in questa sezione 
he la funzione � veri�
hi le due seguenti ipotesi
H1) � (x) = p2Pn pn� (2x� n)
H2) le traslate intere di � formano una base di Riesz per 
ui0 < A �Xk j�̂(! + 2k�)j2 � B:
Definizione 3.2 �, genera una MRA in L2(IR) se gli spaziVj := span < �jk(x) := 2j=2�(2jx� k); k 2 ZZ >; j 2 ZZveri�
ano m1)–m5) e m6) o m6)� .
3.4.1 Condizioni necessarie per � affinché generi una MRAVale il seguente
Teorema 3.4 Sia � 2 L1(IR) \ L2(IR), se � genera una MRA 
om m6)allora j�̂(0)j = j ZIR �(t)dtj = 1:
DimostrazioneSia f 2 L2(IR) 
on f̂ 
ontinua, a supporto in [�R;R℄ e kfk2 6= 0.Si 
onsideri la proiezione di f su VjPjf = Xk < f; �jk > �jk; j 2 ZZessendo il sistema f�jk; k 2 ZZg ortonormale, per m6) risultakPjfk22 = Xk j < f; �jk > j2 = Xk j 12� < f̂; �̂jk > j2:Poi
h�e �̂jk(!) = 12j=2 �̂( !2j )e�i!k=2j
onsiderando j suÆ
ientemente grande, poi
h�e f̂ ha supporto 
ompatto,abbiamo kPjfk22 = Xk ����� 1p2� Z 2j��2j� f̂(!)�̂( !2j ) 1p2� 12j=2 ei!k=2j �����2 d!
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he f 1p2� 12j=2 ei!k=2j ; k 2 ZZg �e un sistema ortonormale 
omple-to in L2([�2j�; 2j�℄) quindi nell'espressione pre
edente abbiamo i moduli alquadrato dei 
oeÆ
ienti della serie di Fourier di1p2� f̂�̂( :2j )per 
ui kPjfk22 = 12� 



f̂ �̂( :2j )



22 = 12� Z R�R jf̂(!)�̂( !2j )j2d!:Le ipotesi su � assi
urano 
he �̂ �e 
ontinua e quindi uniformemente 
ontinuanel 
ompatto [�R;R℄, ne segue 
he, passando al limite, per m2)kfk22 = limj!+1 kPjfk22 = limj!+1 12� Z R�R jf̂(!)�̂( !2j )j2d! =12� Z R�R limj!+1 jf̂(!)�̂( !2j )j2d! = 12� kf̂k22j�̂(0)j2 = kfk22j�̂(0)j2:Da 
ui j�̂(0)j = 1 .
Corollario 3.5 Sia � 2 L1(IR) \ L2(IR), se � genera una MRA 
on m6)alloraXn p2n = Xn p2n+1 = 1p2 : (3.21)Inoltrê�(2�n) = 0; n 6= 0: (3.22)
DimostrazioneLe ipotesi assi
urano 
he �̂ �e 
ontinua, quindi�̂(!) = �̂(!2 )P (!2 )vale puntualmente. Essendo per il teorema �̂(0) 6= 0 risulta�̂(0) = �̂(0)P (0) ) P (0) = 1ossia 1p2 Xn pn = 1: (3.23)
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h�e le traslate di � generano un sistema ortonormale da(3.11), 
he per 
oninuit�a vale puntualmente, risulta1 = jP (0)j2 + jP (�)j2; ) P (�) = 0ossia 1p2 Xn (�1)npn = 0: (3.24)Si veri�
a fa
ilmente 
he (3.23) e (3.24) sono equivalenti alla (3.21).Da Pk j�̂(! + 2k�)j2 = 1 valutata per ! = 0 e j�̂(0)j = 1 segue poi la (3.22).Con passaggi analoghi si ottiene
Corollario 3.6 Sia � 2 L1(IR) \L2(IR), se � genera una MRA 
on m6) esia  una wavelet asso
iata a � allora ̂(0) = 0:Inoltre
Proposizione 3.7 Sia � 2 L1(IR)\L2(IR), se � genera una MRA 
on m6)alloraXk �(x+ k) = �̂(0) 6= 0: (3.25)
DimostrazionePoi
h�e � 2 L1+1 > ZIR j�(y)jdy = Xk Z k+1k j�(y)jdy = Xk Z 10 j�(x+ k)jdx (3.26)quindi, lavorando 
on serie a termini positivi+1 >Xk Z 10 j�(x+ k)jdx = Z 10 Xk j�(x+ k)jdxossia Xk j�(x+ k)j < +1:La funzione Pk �(x+ k) �e 1� periodi
a. La sviluppiamo in serie di Fourier. I
oeÆ
ienti dello sviluppo sono
n = Z 10 Xk �(x+ k)e�i2�nxdx
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ando 
onvergenza dominata, vedi (3.26), e ri
ordando (3.22)
n = Xk Z 10 �(x+ k)dx = ZIR �(y)e�i2�nydy = �̂(2�n) = �̂(0)Æ0n:
Proposizione 3.8 Sia � 2 L2(IR); 
ontinua, 
he veri�
hi H1) e H2) etale 
he j�j � C(1 + jxj)1+" ; " > 0allora le due seguenti 
ondizioni sono equivalentia) Pn p2n = Pn p2n+1 = 1p2 .b) Pn � (x� l) = 
 6= 0.
Dimostrazionea)) b)Sia f (x) := Xl � (x� l) :L'ipotesi sul de
adimento di � assi
ura 
he la serie �e 
onvergente assolutamentee, poi
h�e � �e 
ontinua an
he f lo �e.f (x) = Xl � (x� l) = Xl p2Xn pn� (2x� 2l� n)=|{z}2l+n=kXk Xl p2pk�2l� (2x� k)= Xk � (2x� k)Xl p2pk�2l| {z }1 = Xk � (2x� k) = f (2x) :Quindi f �e 
ontinua e tale 
he f (x) = f (2x) ; per 
ui �e 
ostante, infattisupponiamo per assurdo 
he esistano x e y 
on x 6= y tali 
he f (x) 6= f (y)allora f (x) = f � x2j� 6= f � y2j� = f (y)
he porta ad un assurdo per j !1. Quindi Pk �(x+ k) �e una 
ostante 
.Le ipotesi assi
urano 
he � 2  L1(IR). Riper
orrendo la dimostrazione delteorema pre
edente abbiamo
 = Xk � (x+ k) = Xk b� (2k�) ei2k�x:
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, integrando in [0; 1℄se n = 0; 
se n 6= 0; 0 ) = 1Z0 
e�i2�xndx = 1Z0 Xk b� (2k�) ei2k�xe�i2�xndx = b� (2n�) :Dunqueb� (0) = 
; b� (2n�) = 0; n 6= 0: (3.27)Poi
h�e inoltre � veri�
a H2) abbiamoXk ���b� (! + 2k�)���2 � A > 0In parti
olare per ! = 0 si ha0 < A �Xk ���b� (2k�)���2 = ���b� (0)���2 = 
2per 
ui Xk � (x+ k) = 
 = b�(0); 
 6= 0:b)) a)Per quanto visto, (3.27), b) impli
ab�(2�n) = 
Æ0n; 
 6= 0:Dalla relazione di s
ala si ha per ! = 0 b� (0) = P (0) b� (0) dunque P (0) = 1ossia la (3.23). Inoltre0 = b� (2� (2n+ 1)) = P (� (2n+ 1)) b� (� (2n+ 1)) = P (�) b� (� (2n + 1)) :Se P (�) 6= 0 allora b� (� (2n+ 1)) = 0 8n ossiaXn ���b�(� + 2n�)���2 = 0in 
ontradizione 
on H2). Dunque P (�) = 0 ossiaXn (�1)npn = 0
he, 
on la (3.23) fornis
e la tesi.Osserviamo 
he nei teoremi pre
edenti abbiamo usato e dimostrato ilseguente risultato, [1℄
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Teorema 3.9 (Poisson Summation Formula) Siano f , bf tali 
hejf(x)j � C(1 + jxj)1+" ; ��� df(x)��� � Ĉ(1 + jxj)1+" ; " > 0alloraXk f (x+ k) = Xk bf (2k�) ei2k�x: (3.28)
3.4.2 Condizioni sufficienti per � per MRAI risultati della sezione pre
eente si possono essenzialmente invertire e for-nis
ono 
ondizioni suÆ
ienti aÆn
h�e � generi una MRA.Enun
iamo i risultati rimandadno a [3℄, pg. 141 e seguenti, per i dettagli delledimostrazioni 
he utilizzano te
ni
he analoghe a quelle usate �nora.
Teorema 3.10 Se � 2 L2 (IR) tale 
he valgono H1), H2) ed inoltre�̂ 
ontinua; limitata; �̂(0) 6= 0allora � genera una MRA in L2 (IR).Alternativamente abbiamo
Teorema 3.11 Se � 2 L2 (IR) tale 
he valgono H1), H2) ed inoltre� 
ontinua; j�(x)j � C(1 + jxj)1+� ; � > 0Xk �(x+ k) = 
ostante 6= 0allora � genera una MRA in L2 (IR).
Osservazione 18 Dalla Proposizione 3.8 se � �e suÆ
ientemente rego-lare il fatto 
he generi una MRA si pu�o leggere in maniera banale sui
oeÆ
ienti pn, ossia risulta equivalente aXn p2n = Xn p2n+1 = 1p2 :
Esempio 3.7 Le B-spline 
ardinali (nodi equispaziati) di ordine �ssato veri�
anoPk �(x+ k) = 1:
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3.5 Mancanza di ortogonalitàData � 
he veri�
hi H2) la funzione de�nita dab�#(!) := b�(!)�Pn ��� b�(! + 2n�)���2�1=2genera, 
on le proprie traslate, lo stesso spazio generato da � inoltre le traslatedi �# sono ortonormali. �E interessante notare 
he< �; �(:� k) >fornis
e il k-esimo 
oeÆ
iente di Fourier della funzioneXn ���b�(! + 2n�)���2 :Seguendo questo appro

io Battle e Lemari�e 
ostruis
ono una famiglia diwavelet ortonormali di regolarit�a arbitraria 
onsiderando 
ome � le B-spline
ardinali. Le wavelet 
ostruite non sono a supporto 
ompatto ma hanno unde
adimento esponenziale e sono di 
lase Ck�2 usando B-splines di ordine k.
Esempio 3.8 Consideriamo la B-spline di ordine 2�(x) = � 1� jxj se x 2 [�1; 1℄0 altrimentiRisulta �̂(!) = �sin(!2 )!2 �2da 
ui �(x) = p2Xn pn�(2x� n)
on p�1 = p1 = 12p2 ; p0 = 1p2 ; pn = 0; n 6= �1; 0; 1:Inoltre Xk j�(! + 2�k)j2 = 23 + 
os(!)3Quindi � veri�
a H1) e H2) e, in base ai teoremi pre
edenti, genera una MRA ma ilsistema delle traslate non �e ortonormale.
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3.6 Studio del supportoSe � ha supporto 
ompatto allora, da H1) per l'ortonormalit�apn =< �; �1;n >= 0tranne 
he per un numero �nito di indi
i.Vi
eversa se pn =< �; �1;n >= 0; n =2 [N�; N+℄allora � ha supporto 
ompatto 
ontenuto in [N�; N+℄. Infatti, data �0 
onsupporto [N�0 ; N+0 ℄ 
onsideriamo la su

essione�l(x) := p2Xn pn�l�1(2x� n):Si veri�
a 
he il termine l-esimo della su

essione ha supporto [N�l ; N+l ℄
ontenuto in �N�l�1+N�2 ; N+l�1+N+2 �, la tesi segue passando al limite in quanto�l ! �:Con
ludendo � �e a supporto compatto se e solo se la sequenza fpng haelementi nulli tranne 
he per un numero �nito di indi
i.
3.7 RegolaritàLa regolarit�a di  �e quella di �. Il seguente teorema, [3℄, Sezione 5.5, lega laregolarit�a di  al numero dei suoi momenti nulli
Teorema 3.12 Sia  tale 
hef j;k; j; k 2 ZZg�e un sistema ortonormale e tale 
he1.  2 Cm;2.  (l) limitata, 8 l � m3. j (x)j � C(1+jxj)1+m+� ; � > 0alloraZIR xl (x)dx = 0; l = 0; � � � ;m; (3.29)Da esso segue
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Proposizione 3.13 Sia  2 C1 e a supporto 
ompatto, alloraf j;k; j; k 2 ZZgNon pu�o essere un sistema ortonormale
DimostrazioneSe il sistema fosse ortonormale tutte le ipotesi del teorema pre
edente sareb-bero veri�
ate per un qualsiasi m, ossia  avrebbe momenti di qualsiasi ordinenulli. Per il teorema di Weierstrass, per ogni � > 0 esiste un polinomio p� per
ui k � p�k1;K < �ove K indi
a il supporto do  . Da 
uik k22 � ZIR j (x)� p�(x)jj (x)j � � ZIR j (x)jdxquindi k k2 = 0 in 
ontrasto 
on l'ortonormalit�a.Ri
ordando l'espressione delle derivate della trasformata di una funzionenell'origine, la (3.29) equivale adld!l b (0) = 0; l = 0; � � � ;m; (3.30)ossia 0 �e radi
e di moltepli
it�a m + 1 per b . Da questo, ri
ordando 
he perun sistema ortonormale b (!) = b�(!2 )ei!=2P (!2 + �)e 
he, se � genera una MRA allora b�(0) 6= 0 abbiamo 
he � �e radi
e dimoltepli
it�a m+ 1 di P: Ossia
Proposizione 3.14 Sia f j;k; j; k 2 ZZguna base ortonormale di L2(IR) asso
iata ad una MRA. Sej�(x)j; j (x)j � C(1 + jxj)1+m+� ; � > 0e  2 Cm 
on derivate limitate �no all'ordine m alloraP (!) =  1 + e�i!2 !m+1 L(!) (3.31)ove L �e 2�-periodi
a e di 
lasse Cm.



Capitolo 4

Costruzione di �; Daubechies

Vediamo 
ome 
ostruire � 
he soddis� le relazioni viste nei paragra� pre
edentiin modo 
he� generi una MRA� le traslate intere siano un sistema ortonormale� � sia a supporto 
ompatto� � abbia una regolarit�a pre�ssata.La funzione � sar�a nota in 
aso sia nota la sua trasformata.
4.1 Costruzione trasformata di � come prodotto infinitoDalla relazione di s
ala, ri
ordando 
he b�(0) 6= 0 (normalizzando b�(0) 6= 1),risultab�(!) = P (!=2)b�(!=2) = limk!+1 kYj=1P (!=2j)b�(!=2k) = 1Yj=1P (!=2j)ammesso 
he il prodotto in�nito 
onverga. In parti
olare, noto P (!) sar�a notab�(!): Abbiamo
Proposizione 4.1 Se P (0) = 1 eXn jnpnj < +1
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onverge per k! +1
DimostrazioneP (0) = 1p2 Xn pn = 1P (!) = 1p2 Xn pne�i!n = 1 + 1p2 Xn pn(e�i!n � 1)quindi essendo je�i!n � 1j = 2sen(!n=2) risultajP (!)� 1j � 2=p2Xn jpnjjsen(!n=2)j � 2=p2j!=2jXn jpnjjnj � 
j!jda 
ui jP (!) � 1 + jP (!)� 1j � 1 + 
j!j � e
j!jquindi j kYj=1P ( !2j )j � kYj=1 e
j !2j j = e
j!jPkj=1 1=2j � e
j!jAbbiamo quindi 
he il prodotto �nito �e 
onvergente, uniformemente sui
ompatti.Per quanto riguarda la regolarit�a la 
ondizione (3.31) �e solo ne
essaria(
ome si pu�o 
apire 
onsiderando la wavelet di Haar per la quale risulataP (!) = 1+e�i!2 pur essendo �; dis
ontinue).Forniamo ora una 
ondizione suÆ
iente per la regolarit�a.
Teorema 4.2 Sia P (!) = h (1+e�i!)2 iN L(!) doveL(!) = Xn lne�i!nse P (0) = 1; Xn jlnjjnj <1e B < 2N�1��; � � 0; B := sup! jL(!)jallora jb�(!)j � 1(1 + j!j)1+�+� ; � > 0:
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DimostrazioneAbbiamo1� ei!i! = 1� ei!=2i!2 1 + ei!=22 = � � � = 1� ei!=2ki !2k kYj=1 1 + ei!=2j2ossia 1� ei!i! = limk!1 kYj=1 1 + ei!=2j2poi
h�e 1�ei!2�ki!2�k tende a 1 per k!1. Quindib�(!) = 1Yj=1P ( !2j ) = 1Yj=1 1 + e�i!=2j2 !N 1Yj=1L( !2j ) =  1� e�i!i! !N 1Yj=1L( !2j ):Essendo P (!) = "1 + e�i!2 #N L(!)P (0) = 1 impli
a L(0) = 1 ossia Pn ln = p2 quindi, 
on gli stessi passaggifatti per la 
onvergenza del prodotto in�nito, otteniamoj kYj=1L( !2j )j � e
j!j; 8 k� Se j!j � 1 allora jQ1j=1 L( !2j )j � 
0� Se j!j � 1 allora 9 J t.
. 2J�1 � j!j � 2J e quindi 2(1 + j!j) � 2J da
ui j 1Yj=1L( !2j )j = j JYj=1L( !2j )j ������ 1Yj=1L� !2J 12j�������� 
0BJ � 
0(2N�1����)J � 
00(1 + j!j)N�1����
Osservazione 19 Ri
ordando la relazione fra de
adimento di unafunzione e regolarit�a della sua trasformata dal teorema abbiamo 
he� 2 C�:Ri
ordiamo in proposito la seguente
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Definizione 4.1 Sia � = n + �; n 2 IN, � 2 [0; 1) si di
e 
he f 2 C� sef ha derivata di ordine n 
ontinua ed holderiana 
on esponente � ossiajf (n)(y) � f (n)(x)j � Cjx� yj� :
Osservazione 20 Dal Teorema 4.2 abbiamo 
he per poter ottenere � > 0o

orre B := sup! jL(!)j < 2N�1:
Esempio 4.1 Per la MRA di Haar risultaP (!) = 1 + e�i!2 L(!); L(!) = 1quindi N = 1, B = 1 e le ipotesi del teorema 4.2 non sono veri�
ate per nessun � > 0:
4.2 Costruzione sequenza fpngFinalmente vogliamo 
ostruire una sequenza fpng tale 
he la � asso
iata� sia regolare� sia a supporto 
ompatto� generi una MRA� le sue traslate intere diano un sistema ortonormaleCondizione ne
essaria per avere regolarit�a CN�1 risulta (si veda 3.31)P (!) =  1 + e�i!2 !N L(!); L(!) = Xn lne�i!n:Inoltre, volendo supporto 
ompatto, deve risultare ln = 0 tranne per unnumero �nito di indi
i, ossia, a meno di una traslazione di indi
i, L �e unpolinomio trigonometri
o. AvremojP (!)j2 = �14(1 + e�i!)(i+ ei!)�N jL(!)j2 = [
os2 !2 ℄N jL(!)j2:Assumendo ln 2 IR abbiamo L(!) = L(�!)quindi jL(!)j2 �e un polinomio trigonometri
o pari per 
ui si pu�o esprimere infunzione di 
os(!) o, equivalentemente disen2(!2 ) = 1� 
os2(!2 ):
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os2(!2 )avremo jP (!)j2 = yNQ(1� y); Q(1� y) = jL(!)j2:Essendo 
os2(! + �2 ) = sen2(!2 ) = 1� yla relazione di ortonormalit�a diviene1 = jP (!)j2 + jP (! + �)j2 = yNQ(1� y) + (1� y)NQ(y): (4.1)resta quindi da determinare un polinomio Q(y) 
he veri�
a la pre
edente 
on-dizione. Ri
ordando il Teorema di Bezuot, poi
h�e yN e (1�y)N non hanno zeriin 
omune, esiste uni
o polinomio Q di grado minore o uguale ad N � 1 tale
he la (4.1) �e veri�
ata. Per trovare l'espressione di tale polinomio osserviamo
he Q(y) = (1� y)�N [1� yNQ(1� y)℄da 
ui, ri
ordando 
he(1 + x)� = Xk�0 �k!xk;  �k! := �(� � 1) � � � (�� k + 1) 1k! ; � 2 IRri
aviamo Q(y) = N�1Xk=0  N + k � 1k !yk + yNR(y):Poi
h�e deve esistere un'uni
a soluzione di grado non superiore a N�1 abbiamo
he postoQ(y) = QN (y) := N�1Xk=0  N + k � 1k !yk (4.2)questo polinonomio veri�
a (4.1). Tutte le soluzioni1 di (4.1) avranno quindila forma Q(y) = QN (y) + yNR(y)ove, aÆn
h�e la (4.1) sia veri�
ata o

orre 
he R(y) +R(1� y) = 0: Abbiamoquindi mostrato la seguente.1di grado an
he superiore a N � 1
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Proposizione 4.3 Un polinomio trigonometri
o a 
oeÆ
ienti reali dellaformaP (!) =  1 + e�i!2 !N L(!) (4.3)veri�
a 1 = jP (!)j2 + jP (! + �)j2se e solo se jL(!)j2 = Q(1� y); y := 
os2(!2 )
on Q(y) = QN (y) + yNR(y);ove QN (y) = N�1Xk=0  N + k � 1k !yk; R(y) +R(1� y) = 0ed R tale 
he Q(y) � 0; y 2 [0; 1℄:La proposizione pre
edente 
aratterizza 
ompletamente jP (!)j2: Perottenere � e quindi an
he  o

orre per�o determinare un polinomiotrigonometri
o a coefficienti reali L(!) in modo 
he valgajL(!)j2 = Q(1� y); y := 
os2(!2 ):Ci�o non �e assolutamente evidente in quanto o

orre \la radi
e quadrata" di Q.Vale in proposito il seguente Lemma di Riesz, o di fattorizzazione spettrale.
Lemma 4.4 Sia A un polinomio trigonometri
o positivo 
ontenete solo
oseni A(�) = MXn=0 an 
os(n�); an 2 IRallora esiste un polinomio trigonometri
o B a 
oeÆ
ienti reali tale 
hejB(�)j2 = A(�):
Dimostrazione La dimostrazione �e 
ostruttiva. Le linee essenziali delladimostrazione (si veda an
he [3℄, pg. 172) sono le seguenti. EssendoA(�) = a0 + MXn=1 an (ei� + e�i�n)2
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onsidera il polinomioPA(z) = 12 M�1Xn=0 aM�nzn + a0zM + 12 MXn=1 anzM+n; z := ei!:Risulta A(!) = e�iM!PA(ei!): Si veri�
a 
he le radi
i di P (z) sono della formark; 1rk ; k = 1; � � � ;Kse reali e della forma zj ; zj ; 1zj ; 1zj ; j = 1; � � � ; Jse 
omplesse. Inoltre, le eventuali radi
i sul 
er
hio unitario sono di moltepli
-it�a pari per
h�e A(!) � 0:In�ne si osserva 
he, sul 
er
hio unitario,j(ei! � zj)(ei! � �z�1j )j = jzj j�1jei! � zj j2:quindi, essendo A(!) � 0A(!) = jA(!)j = jPA(ei!)j = jB(!)j2oveB(�) = 24 jaM j2 KYk=1 1jrkj JYj=1 1jzj j235 12 KYk=1(ei��rk) JYj=1�e2i� � 2ei�(zj + �zj2 ) + jzj j2�
Esempio 4.2 Si 
onsideri la 
ostruzione pre
edente 
on N = 2Q(y) = 1+2y ) Q(1� y) = 3� 2y = 3� 2 
os2 !2 = 2� 12(ei! + e�i!) = 2� 
os(!)quindi PA(z) = 12(�1 + 4z � z2) = 0; z = 2 +p3; z = 2�p3:S
egliendo la se
onda radi
e si haL(!) = 12[(1 +p3)e�i! + 1�p3℄da 
ui P (!) = �1 + e�i!2 �2 L(!) = 1p2 3Xn pne�i!n;



58 CAPITOLO 4. COSTRUZIONE DI �; DAUBECHIESp0 = 1�p34p2 ; p1 = 3�p34p2 ; p2 = 3 +p34p2 ; p3 = 1 +p34p2 :S
egliendo la radi
e z = 2 +p3 si ottiene inve
e la sequenza:p0 = 1 +p34p2 ; p1 = 3 +p34p2 ; p2 = 3�p34p2 ; p3 = 1�p34p2 :Per valutare la regolarit�a della � risultante 
onsideriamo il Teorema 4.2. AbbiamoB := sup�2IR jL(!)j = supy2[0;1℄p1 + 2y = p3quindi p3 < 2N�1�� = 21��; � � 0:207:In base alla dimostarzione del Lemma di Riesez ed all'esempio pre
edentesi possono fare al
une interessanti osservazioni� Se Q(y) ha grado M lo stesso a

ade per L(!), quindi da (4.3), i termininon nulli della sequenza fpng sonop0; � � � ; pN+M :Questo in parti
olare 
omporta 
he il support do � sia [0;M+N ℄: Inoltre,�ssato N; ossia il numero di momenti nulli, il minimo valore di M �e datoda N � 1, 
he 
orrisponde al supporto[0; 2N � 1℄:L'esempio pre
edente fornis
e quindi una funzione � a supporto minimo
on 2 momenti nulli.� La s
elta di M radi
i per des
rivere B fra le 2M di PA �e libera. S
eltediverse fornis
ono sequenze, e quindi funzioni �; diverse. Al
une diver-sit�a sono inessenziali (traslazioni, 
ambiamenti di segno) 
ome a

adeper N = 2 per le due sequenze ottenute nell'esempio pre
edente. Nel
aso N > 2 si possono per�o ottenere funzioni � e�ettivamente diverse.La 
elebre famiglia �N (si veda [3℄, pg. 195) 
orrisponde alla s
elta delleradi
i in questione nel 
er
hio unitario e produ
e funzioni di s
ala asupporto minimo rispetto al numero di momenti nulli2.� Una volta �ssato il polinomio Q(y), la regolarit�a della funzione � de-terminata �e �ssata (indipendentemente dalla s
elta delle radi
i di PA).Per aumentare la regolarit�a, a parit�a di supporto, si pu�o ri
hiedere un2in generale si hanno 2bN2 
�1 s
elte possibili. [3℄



4.3. APPROSSIMAZIONE DEI VALORI DI � 59minor numero di momenti nulli e alterare la struttura di Q: Ad esempio,si veda [3℄, pg. 242., si pu�o pro
edere 
ome segueQ(y) = QN�1(y) + yN�1R(y)e s
egliere opportunamente R.Per la famiglia �N di 
ui sopra, 
on numero massimo di momenti nullirispetto al supporto e s
elta delle radi
i di PA nel 
er
hio unitario si pu�omostrare 
he� �N �e di 
lasse C�N , � � :34 per grandi valori di N: Quindi si pu�oraggiungere 
on tale famiglia una regolarit�a arbitrariamente elevata, mapre�ssata.� Le wavelets asso
iate alla funzioni �NlimN!+1� N�+̂ N = +1Questa ultima propriet�a �e negativa in quanto indi
a 
he l'area \della�nestra di osservazione" della trasformata wavelet asso
iata diverge al
res
ere di N:
4.3 Approssimazione dei valori di �Data una funzione di s
ala (o raÆnamento)�(x) = nXk=0 pkp2�(2x� k)
he sia 
ontinua, se nepossono determinare i valori sugli interi osservando 
he�(k) = 0; k 6= 1; � � � ; n� 1mentre, se ri
ordando 
he siamo interessati a � t. 
. Pk �(x+ k) = 1, i valorinon nulli sono soluzione del sistema lineare�(l) = nXk=0 pkp2�(2l� k); l = 1; � � � ; n� 1; n�1Xk=1 �(k) = 1:Una volta ottenuti tali valori, la relazione di s
ala permette di 
al
olare perri
orrenza i valori di � sui punti diadi
i. Ad esempio�� l2� = nXk=0 pkp2�(l� k); l 2 ZZ:



60 CAPITOLO 4. COSTRUZIONE DI �; DAUBECHIESEsiste tuttavia un'alternativa molto eÆ
iente alla strategia pre
edente perapprossimare i valori di � sui diadi
i.Si 
onsideri a riguardo la seguente
Proposizione 4.5 Sia � a supporto 
ompatto �̂(0) = 1, � 2 L1(IR) ed fh�olderiana di esponente � > 0 allorajf(x) � 2j=2 ZIR f(x+ y)2j=2�(2jy)dyj � C2�j�:
DimostrazioneEssendo �̂(0) = 1, assumendo 
he il supporto di � sia 
ontenuto in [R;R℄;risultajf(x) � 2j=2 ZIR f(x+ y)2j=2�(2jy)dyj = j2j ZIR[f(x)� f(x+ y)℄�(2jy)dyj �ZIR jf(x)�f(x+2�jz)jj�(z)dzj � k�kL1 supjuj�2�jR jf(x)�f(x+u)j � C2�j�:In base alla Proposizione i valori2j=2 ZIR f(x+ y)2j=2�(2jy)dy; j > 0fornis
ono una su

essione di approssimazioni di f(x) 
he 
onverge esponen-zialmente rispetto a j; grazie al fattore 2�j�; e tanto pi�u velo
emente quantopi�u � �e elevato, ossia quanto pi�u f �e regolare.Ponendo f = � e x = k2n e notando 
heZIR �(x+ y)2j=2�(2jy)dy =< �; �j;k2j�n >la Proposizione pre
edente permette di approssimare i valori di � sui diadi
i.Infatti < �; �j;k2j�n >sono i 
oeÆ
ienti della rappresentazione di � in Vj . Inoltre, tenendo 
onto 
he� �e ortogonale ad ogni Wj; j � 0 e 
he< �; �0;k >= Æ0;k;dall'algoritmo di ris
ostruzione si ha2(j+1)=2 < �; �j+1;n >= 2(j+1)=2Xl < �; �j;l > pn�2l: (4.4)
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he i valori di � sui diadi
i possono essere approssimati molto ve-lo
emente tramite su

essive appli
azioni dell'algoritmo di ri
ostruzione, 
herisulta sempli�
ato poi
h�e i prodotti< �; j;l >; j � 0risultano nulli3.

3Nell'ambito della teoria dell'approssimazione l'algoritmo risultante prende il nome dialgoritmo di suddivisione. In tale 
ontesto il fattore p2 �e generalmente inglobato nellasequenza fpng; quindi la relazione di s
ala (o raÆnamento) prende la forma�(x) = nXk=0 ~pk�(2x� k); ~pk := pkp2:La nuova sequenza f~png viene generalmente detta maschera e la (4.4) diviene2(j+1)=2 < �; �j+1;n >=Xl 2j=2 < �; �j;l > ~pn�2l:Ossia un algoritmo di suddivisione des
ritto da una mas
hera f~png ha la formaFj+1;n =Xl Fj;l~pn�2l:Gli algoritmi di suddivisione sono una delle te
ni
he pi�u eÆ
ienti per generare 
urve (esuper�
i nella loro estensione bivariata) e sono molto a�ermati soprattutto nel 
ampo dellagra�
a 
omputerizzata.
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