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Parte 1

Geometria piana






CAPITOLO I

Il piano complesso e la sfera di Riemann

1. I numeri complessi

1.1. 1l piano di Gauss. Il polinomio X?+1 non ha radici reali ed & dun-
que primo nell’anello R[X]. Chiamiamo numeri compessi gli elementi del
campo quoziente C = R[X]/(X?+1). L'immagine canonica di X in C si indi-
ca con i e si dice unita immaginaria. Essa e la sua opposta —i sono le radici
in C dell’equazione algebrica X*>+1 = 0.

Il campo R dei numeri reali si identifica in modo naturale a un sot-
tocampo di C, per passaggio al quoziente dall’omomorfismo canonico di
anelli che identifica R ai polinomi di grado 0 in R[X].

Ogni z in C si scrive in modo unico nella forma

(1.1) z=x+1iy, conyx,yreali;
poniamo

(1.2) . o
y = Imz = parte immaginaria di z.

{x = Rez = parte reale di z,
I numeri della forma iy, con y € R si dicono immaginari puri.

Gli unici automorfismi di C che lascino fissi gli elementi di R sono
I’identita e il coniugio: quest’ultimo ¢ caratterizzato dal fatto che scambia
tra loro le due radici i e —i dell’equazione X>+1 = 0. Indichiamo con Z il
coniugato di z

(1.3) x+iy=x-1iy, sex,yeR.
’ TS

2_’

<—Z
(1.4) Imzzz_i’

77 = (Rez)? + (Imz)’.
Il numero reale non negativo

(1.5) Izl = Vzz =0

11



12 I. IL PIANO COMPLESSO E LA SFERA DI RIEMANN

¢ il modulo del numero complesso z. Valgono le proprieta:

i {|z| >0, sezeC*=C\{0},

0] =0,
(i1) lz-wl = |z - wl| Vz,w e C;
(iii) lz+w| < |z] + W] Vz,we C.

La corrispondenza:

(1.6) C>z— (Rez,Imz) € R?
¢ biunivoca ed € un’isometria di C, con la distanza definita da
(L.7) d(z,w) = |z —w| VYz,w e C

su R? con la distanza Euclidea. L’espressione “piano complesso” si rife-

risce a questa corrispondenza, che ci permette di rappresentare i numeri

complessi come punti di un piano Euclideo (piano di Gaussﬂ).
Considereremo su C la topologia definita dalla distanza (1.7))

1.2. Forma trigonometrica. I numeri complessi di modulo 1 formano
un gruppo commutativo S' rispetto alla moltiplicazione. Con la topologia
di sottospazio, S! & un gruppo topologico connesso localmente omeomorfo
ad R. Possiamo identificarlo al quoziente di additivo R (additivo) rispetto

a un sottogruppo discreto. E consuetudine scegliere il sottogruppo 27-Z =
{27k | k € Z} ed indicare con

(1.8) R36—e%eS!

I’epimorfismo cosi ottenuto. Valgono il particolare le uguaglianze
(i) e e = Ve, 0, eR;

(ii) U = YheR, VkeZ.

Si definiscono pot le funzioni reali

{R 3 6+ cos @ = Re (¢?)

1.9 .
(1.9) R 36+ sinf = Im ().

TeoreMA 1.1. Consideriamo C* = {zeC | z#0}, R, = {t € R|t > 0}
ed S' come gruppi topologici con I’operazione di moltiplicazione. Allora
I’applicazione:

(1.10) C'57—> (|z|, ﬁ) eR, xS'
b4
e un isomorfismo di gruppi topologici. O

!Johann Friedrich Carl Gauss (1777 -1855), & considerato il pit grande matematico
della storia moderna.
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In particolare, ogni numero complesso z € C* si scrive in modo unico
nella forma

(1.11) z=r-u, conrreale>0 ed ueS

Abbiamo dunque

(1.12) z=r-e? =r(cos@ + i sin6)

con r = |z|, mentre la §# € R ¢ determinata a meno di multipli di 2.

Un numero reale 6 per cui valga la (I.12) si dice un argomento del nu-
mero complesso z. Chiamiamo argomento principale I’unico argomento
nell’intervallo [0, 27[. Poniamo

Arg(z) = [argomento principale di z] € [0, 2x[;

(1.13) Y
arg(z) ={0 e R | e’ =z/|zl} = {Arg(z) + 2kn |k € Z} .

Valgono le regole:

arg(z - w) = arg(z) + arg(w) Vz,w e C*;

1.14
( ) arg(z") = {n-Arg(z) + 2kr | k € Z} VzeC", VnelZ.

Abbiamo quindi:

TeorEMA 1.2. Sia n un qualsiasi intero positivo. Ogni numero comples-
so z diverso da zero ammette esattamente n radici n—esimeﬂ distinte.

DIMOSTRAZIONE. Se z =7- €, conr > 0 e 6 € R, esse sono date da:

0+ 2k
(1.15) wk:W-eXp(i—ﬂ), perk=0,1,....n—1,
n

dove +/r & la radice n-esima positiva di r > 0. L’equazione w" = z non pud
avere pid di n radici distinte per il teorema di Ruffini. O

2. 1l teorema fondamentale dell’algebra

TeOREMA 2.1 (D’Alembertﬂ, Gauss). Il campo C e algebricamente chiu-
s0.

DimosTtrAzIONE. Sia p(z) € C[z] un polinomio di grado d > 1, a coefhi-
cienti complessi. Vogliamo dimostrare che 1’equazione p(z) = 0 ammette
almeno una soluzione in C. Dividiamo la dimostrazione in tre passi.

%Si dice radice n-esima del numero complesso z ogni soluzione complessa w
dell’equazione w" = z.

3Jean—Baptiste Le Rond d’Alembert (1717-1783), enciclopedista e matematico fran-
cese. Enuncio il teorema nel suo Traité de dynamique del 1743. La dimostrazione rigorosa
fu data da Gauss nel 1799.
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A. Lafunzione C 5 z — |p(z)| € R non puo avere un minimo locale
in un punto zy € C in cui sia p(zp) # 0.

Ragioniamo per assurdo. Possiamo supporre per semplicita che zo = 0
e che |p(z)| abbia in 0 un minimo locale, pur essendo p(0) # 0. Sia dunque:

k d

p(@=a+az +- - +aqz
con ay, a; diversi da zero e k > 1. Sia w, una radice k-esima di (—ag/ay).
Poiche w’(‘) = —ay/ax, abbiamo, per f reale, -1 <t < 1,

p(two) = ap + awht* + arowi! T + -+ awlit?

= q (1 - tk) + ak“w’{)” Tyt adwgt" ,

e quindi:
Ipwo)l < laol (1= #) + C£*1, W re (-1,1),

ove C = (d — k) - maxx |ahwg|. Ci sono percio numeri complessi tw ar-
bitrariamente piccoli tali che |p(tw)| < |ag| = |p(0)|: questo contraddice il
fatto che 0 sia un minimo locale e quindi dimostra il punto A.

B. Fissato M > 0, possiamo trovare R > 0 tale che |p(z)| > M per
ogni z € C con |z > R.
Sia infatti
p@) =ag+aiz+ -+ agz’

cond > 1eay; # 0. Posto ¢ = max,.4 |ay|, abbiamo:
d d-1
lp@| = laal - 121 = ¢~ |21",  Vlz| = 1.

Il secondo membro tende a +co per |z] — +co, e quindi otteniamo B.

C. Lafunzione C 5 z — |p(z)| € R ammette minimo in C.

Per il punto B, possiamo fissare R>0 in modo che |p(z)|>|p(0)| se |z|>R.
Quindi il minimo che la funzione continua |p(z)| assume in un punto z, del
compatto Dy(R) = {z€C | |z|<R} per il teorema di Weierstrass, & un minimo
per |p(z)| in tutto il piano complesso C.

Per il punto A, abbiamo allora p(zp) = 0. La dimostrazione ¢ completa.
O

3. La retta proiettiva complessa

Lo spazio proiettivo complesso di dimensione n, che indicheremo nel
seguito con CP”, ¢ il quoziente di C"*!'\{0} rispetto alla relazione di equiva-
lenza che identifica tra loro due vettori non nulli se essi sono C-linearmente
dipendenti.

In quanto compattificazione di Alexandroff di C, la retta proiettiva com-
plessa CP' & omeomorfa ad 82 = {(£,7,) e R? | &2 + 12 + % = 1),
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Un omeomorfismo esplicito ¢ dato dall’applicazione:

3.1) S? 5 (&n,0) — (1-¢ : £+in) € CP!

e dalla sua inversa:

2021 + 2120 (2021 — 2120) (2121 — 20%0)

e§?
Z0Zo + 2121 Z0Z0 + 2171 Z0Zo t+ 21Z1

(3.2) |CP'5(zp:71) —

Esse rappresentano la proiezione stereografica di Tolomeaﬁ Sia infatti «
il piano equatoriale: @ = {(£,7,¢) € R*|Z = 0} e sia #=(0,0, 1) (polo
nord). Le (3.1)) e ((3.2)) descrivono la corrispondenza che ad ogni punto p
di 2, distinto da #, associa I’intersezione p’ della retta #Vp con il piano a.
Osserviamo che il disco D={|3|<1} ha come immagine 1’emisfero inferiore
di S? e 01l polo sud s=(0,0,-1).

OsservazionE 3.1. La proiezione di Tolomeo ¢ utile per il disegno di carte astro-
nomiche in quanto ¢ isogonale (conserva gli angoli). Infatti, la controimmagine di
una retta r di @ & la circonferenza per # ottenuta intersecando S? con il piano rVn.

Se r1, rp sono due rette incidenti di @ e k1, k> le corrispondenti circonferenze
per n su S2, allora le due circonferenze si intersecano nell’ulteriore punto p corri-
spondente all’intersezione p’ delle rette r| ed r». L’angolo delle tangenti ¢, e 7, a k;
e k2 per p ¢ uguale all’angolo delle loro tangenti #] e £ per n. Esso ¢ quindi uguale
all’angolo di 7 ed r; perché #] ¢ parallela ad ry e 7} ¢ parallela ad r,.

Il numero complesso 3 = z; /zo si dice la coordinata non omogenea del
punto (zo : z;) di CP. Quando zyp = 0 poniamo 3 = co. Nella coordinata non
omogenea 3 la corrispondenza (3.2)) si scrive nella forma

2Re(3) 2Im@G) |37 -1 )
BE+17 BP+17 3P +1 ’

CP133_>(

dove a 3=co corrisponde il polo nord » = (0,0,1) e a 3=0 il polo sud
s=(0,0,-1).

Il birapporto di quattro punti Py, P,, P3, P, (di cui almeno tre distinti)
di CP' si esprime in termini delle loro coordinate non omogenee 31, 3, 33, 34
mediante:

(3.3) (P1:PyPyiPy) = 2730 3701
B~ U
Nel definire il birapporto conveniamo che, nel caso a sia un numero com-
plesso diverso da zero, a/oo = 0, a/0 = 00, 00+ a = 00, 00 /00 = 1.

Nel caso in cui due dei quattro punti coincidano, il birapporto assume
uno dei valori 0, 1, co. Osserviamo che dati tre punti distinti Py, P,, Ps e

4Claudio Tolomeo (100-175) (circa) fu un importante astronomo greco dell’eta im-
periale. E considerato il padre della geografia e fu autore di un importante trattato
astronomico, 1’Almagesto.
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A € CU {oo} vi e uno un solo punto P € CP! tale che (P,:P,:P5:P) = \.

In generale, posto A = (Py:P,:P5:P4), permutando i quattro punti si
ottengono per il birapporto (P,,:P,,:P,:P,,) i sei valori
1 1 A 1
3.4 AN, -, 1A, —, ——, 1 —~.
4) A I-A A-1 A
Essi sono tutti distinti tranne che nei casi:

(1) A €{0, 1, oo} quando due dei quattro punti coincidono.

(2) ke {-1, %, 2}. In questo caso diciamo che i quattro punti formano
una quaterna armonica, € quando (P, : P, : P53 : P4)=—1 diciamo
che P, ¢ il quarto armonico di Py, P,, Ps.

Il quarto armonico di tre punti non allineati Py, P,, P; si puo
ottenere nel modo seguente. Siano A e B le intersezioni delle
bisettrici degli angoli delle rette P;P3 e P,P5 con la retta P, P;.
La circonferenza di diametro [A, B] interseca la circonferenza per
P,P,P; in P; e nel quarto armonico P, di Py, P,, P;.

Infatti, la condizione che sia (P;:P,:P5:P4) = —1 si pu0 espri-
mere nel modo seguente:

(a) I quattro punti Py, P,, P3, P4 appartengono tutti a una stessa
circonferenza o a una stessa retta «;
(b) detti «, » (rispettivamente k3 4) la circonferenza (o la retta) pas-
sante per P, e P, (rispettivamente per P; e P,) e ortogonale a
Kk, anche k; » € k34 sono ortogonali.
Utilizzando questa condizione si puo giustificare la costruzione ap-
pena descritta e dedurre la costruzione del quarto armonico anche
nel caso in cui P;, P,, P; siano allineati.

3) A= (1 + z\@) /2 In questo caso si dice che i quattro punti forma-
no una quaterna equiarmonica. Osserviamo che, se Py, P,, P;
sono i vertici di un triangolo equilatero, e (Py : P, : P3 : Py) =
(1 +1 \/§) /2, allora P4 ¢ o il centro del triangolo, oppure il punto
all’infinito, a seconda che i tre punti siano orientati in senso orario
0 in senso antiorario.

I quattro punti non possono essere allineati né appartenere tutti
ad una stessa circonferenza. Se tre di essi, ad esempio Py, P, P3
sono 1 vertici di un triangolo del piano di Gauss, allora P4 ¢ un
punto isodinamico del triangolo A(Py, P,, P3), si trova cioe nell’in-
tersezione delle circonferenze di Apollonio relative agli estremi di
ciascun lato e passanti per il vertice opposto.

Ricordiamo che le proiettivita di CP' si ottengono, per passaggio al
quoziente, dalle trasformazioni del gruppo lineare GL(2, C). In coordinate
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non omogenee esse si scrivono nella forma:

az+b
cz+d’

Esse formano un gruppo G, che si dice gruppo di Mobius o delle trasfor-
magzioni lineari fratte.

Gli elementi ¢ di G sono caratterizzati dal fatto di essere le trasforma-
zioni bigettive di CP' che preservano i birapporti.

(3.5) w=¢() = cona,b,c,d € Cedad - bc # 0.

Chiamiamo antitrasformazione di Mobius una trasformazione bigettiva
¢ : CP' — CP! tale che

(3.6) (@(P1):0(P2):(P3):(Py)) = (Py:Py:P3:Py)
per ogni Py, P», P3, P, € CP', di cui almeno tre distinti.

Una antitrasformazione di Mdbius si descrive in coordinate non omogenee
mediante:

az+b
G w=d@=
Le trasformazioni di Mobius, insieme alle antitrasformazioni di Mdobius,
formano un gruppo, che diciamo delle semiproiettivita continue di CP', e
che indicheremo con G.

cona,b,c,de Cead— bc #0.

Lemma 3.1. Siano Py, P, P3 e Q1, Q,, Qs due terne distinte di punti di
CP'. Vi ¢ allora una e una sola trasformazione di Mébius ¢ € G ed una e
una sola antitrasformazione di Mobius ¥ € G\G tali che

&(P;) = Q; = Y(P)) Vi=1,2,3. O

4. Circonferenze sulla sfera di Riemann

Consideriamo il piano complesso C come un sottoinsieme di CP' me-
diante I’inclusione canonica: C 3 z —> (1 : z) € CP!, dimodoché z & anche
la coordinata non omogenea del punto corrispondente a z € C in CP'.

Lemma 4.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché quattro numeri
complessi distinti z1, 22, 23, 24 rappresentino punti del piano di Gauss posti
o sulla stessa retta o sulla stessa circonferenza é che il loro birapporto

{0743 202712
W—U -

(1:220:23:24) =
sia un numero reale.

DmostrAZIONE. Infatti la condizione che il birapporto sia reale ¢ che il
segmento [z, 2] sia visto dai punti z3 e z4 secondo angoli uguali o supple-
mentari. O
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Dati tre punti distinti a, 5, ¢ sulla sfera di Riemann CP' definiremo quin-
di la circonferenza in CP' passante per i punti a, 6, c come 1’insieme

4.1 k = {peCP' | (a:bicp) € RU (oo}
Vale il seguente:

TeoremA 4.2. Una trasformazione bigettiva ¢ : CP' —s CP' ¢ una
semiproiettivita continua se e soltanto se trasforma circonferenze in circon-
ferenze.

DimosTtrAZIONE. Ricordiamo che i soli automorfismi continui del campo
C sono I'identita e il coniugio. Chiaramente le semiproiettivita continue
trasformano circonferenze in circonferenze.

Per dimostrare il viceversa, osserviamo che a meno di comporre la tra-
sformazione bigettiva ¢ : CP' — CP' con una proiettivita, possiamo sup-
porre che essa lasci fissi i punti a, 6, ¢ di CP! di coordinate non omogenee
0, 1, co.

Consideriamo ora il piano affine R?> ~ C =~ CP'\{co}.

Se tre punti distinti p, ¢, r di R? sono allineati, allora (p(p):p(q):p(r):c) &
reale e percid ¢(p), ¢(q), ¢(r) sono allineati in R?. Abbiamo cio¢ dimostrato
che ¢ |z2 : R> — R? trasforma rette in rette. Per il teorema fondamentale
della geometria affine la ¢ |[z> ¢ un’affinita. Dal momento che trasforma
circonferenze in circonferenze ¢ una similitudine del piano. Poiché lascia
fissi 1 punti a e b, lascia fissa la retta ab (I’asse reale) e deve quindi essere o
I’identita o il coniugio nel piano complesso C.

La dimostrazione ¢ completa. O



CAPITOLO II

Geometria della quadrica ellittica

La sfera 8? ¢ diffeomorfa alla quadrica ellittica di RP?® e la struttura
proiettiva complessa ¢ legata alla geometria della quadrica ellittica. Que-
sta relazione ha conseguenze interessanti, per cui la studieremo in qualche
dettaglio nelle pagine seguenti. In particolare, nel Cap. [lIll considereremo i
modelli complessi delle geometrie piane a curvatura costante.

1. La quadrica ellittica

Considereremo, in tutta generalita, la quadrica ellittica dello spazio pro-
iettivo reale di dimensione n.

Ricordiamo che una quadrica Q di RP" si dice ellittica se tutti i suoi
punti sono ellittici, se cio¢ per ogni p€Q il piano tangente H, non ha con
la quadrica altri punti di intersezione. Ci0 equivale al fatto che la quadrica
abbia indiceﬂ di Witt 0, ovvero possa essere definita a partire da una for-
ma bilineare simmetrica non degenere in R**! con indice di Witt 1: essa
corrisponde cioe all’insieme delle rette isotrope di uno spazio lineareﬂ di
Minkowski (n+1)-dimensionale.

Sia V=R""'. Una struttura di Minkowski su V ¢ il dato di uno pseudo-
prodotto scalare

(1.1) VXV>(xy — [xly]eR

con segnatura (1, n).
Una base ortonormale di V € un sistema di vettori ¢, e, e, ..., ¢, con

1 se i=j=0,
(1.2) [ele] =4 O se 0<i#j<n,
-1 se 1<i=j<n.

"Ernst Witt (1911-1991), algebrista tedesco. Oltre agli studi sulle forme quadratiche,
sono importanti i suoi contributi alla teoria di Hodge p-adica, a quella delle algebre di Lie
ed alla geometria algebrica.

’Hermann Minkowski (1864-1909) matematico lituano-tedesco, attivo in teoria dei
numeri e fisica matematica.

19
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Posto RP" = CP(V), la quadrica Q ¢ descritta in coordinate omogenee
dall’equazione:

(1.3) [x|x] =0.

Sia pr : V,=V\{0} — RP”" la proiezione canonica. I punti della regione
[x]x] > O (corrispondenti ai vettori di tipo tempo) si dicono interni e quelli
della regione [x|x] < O (corrispondenti ai vettori di tipo spazio) esterni a Q.

Ad un vettore non nullo » di V associamo I’iperpiano v*={x € V |
[x]z] = 0} ed indichiamo con H, I’iperpiano CP(»*) di RP".

Se v ¢ di tipo tempo, tutti i punti di H, sono esterni alla quadrica: lo
diciamo esterno alla quadrica.

Se » ¢ di tipo spazio, H, interseca la quadrica secondo una quadrica
ellittica ¥ di H, ~ RP""! (una conica se n = 3), che si dice sezione piana
di Q. In questo caso diciamo che H, ¢ secante.

Se v ¢ isotropo, se cioe [v|v] = 0, allora H, ¢ I'iperpiano tangente alla
quadrica Q nel punto pr(v).

Se p € RP", scegliamo v € V, in modo che pr(v) = p, e poniamo
H,=H,.

La corrispondenza CP(V) > p — H, € CP(V’) ¢ una reciprocita su
RP", cioe una corrispondenza tra punti e iperpiani che fa corrispondere a
rette fasci di iperpiani ed ¢ anche una polarita: abbiamo cioe p € H, per
ogni g € H,.

La H si dice la polarita associata alla quadrica Q. In generale, la pola-
rita fa corrispondere ad un sottospazio proiettivo S di dimensione m di RP”
il sottospazio proiettivo Hy = ()5 H,, di dimensione n—m—1.

In particolare, se n = 3, la polarita associa ad ogni retta a di RP? la retta
H, = (\pesHp, che si puo ottenere come intersezione dei piani polari di due
punti distinti di a. Se a ¢ secante, la sua polare ¢ I'intersezione dei piani
tangenti a Q nei punti di aNQ.

2. Corrispondenza tra CP' e la quadrica ellittica di RP°

La proiezione di Tolomeo ci permette di stabilire una corrispondenza
biunivoca naturale tra la retta proiettiva complessa CP' e la quadrica ellittica
Q di RP.

Rappresentiamo Q in coordinate omogenee mediante:

(2.1) Q: N=x+x+x.

La corrispondenza ¢ allora stabilita dalle formule:

(2.2) Q 3> (X, X1, X2, X3) —> (X — X3 : X + ix,) € CP',
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(2.3)

CP' 3 (z0:21) — (20Z0+2171 © 202142120 : i (2021~2120) © 21Z1~20%0) € Q»

ovvero, utilizzando la coordinata non omogenea:

(2.4) CP'53— (hP+1:2:Re(3): 2Im(3) : s - 1) € Q.

PropPosIZIONE 2.1. La corrispondenza (2.2)), (2.3)), (2.4) associa a circon-
ferenze di CP' sezioni piane di Q e viceversa.

N

DimosTRAZIONE. Una circonferenza in CP' & descritta nella coordinata
non omogenea 3 da

(*) @33+ 2B-Re3+2yIm3+6=0 -conlacondizione che ,82+)/2>a/6.

Utilizzando la (2.4) possiamo riscriverla nella forma
(%)
Axo+Bx1+Cx;+D =0, con A= (a+9)/2, B=B, C=vy, D= (a-0)/2.

La condizione in (*) ¢ equivalente alla
(%) A*-B*-C*-D*<0,
cioe il piano

Axg+ Bx;+Cxy+ Dx3 =0

seca la quadrica Q in una sezione piana %, in quanto (A, B, C, D) € R‘l‘ ;=V
¢ un vettore di tipo spazio. Viceversa si verifica che al piano secante (xx)
corrisponde la circonferenza () della retta proiettiva complessa CP'. O

3. Automorfismi della quadrica ellittica

Supponiamo in questo paragrafo che n sia un intero positivo ed indi-
chiamo con R™! lo spazio di Minkowski di dimensione n+1. Utilizziamo
le partentesi quadre per indicare il relativo pseudo-prodotto scalare ed il
simbolo O(1, n) per il corrispondente gruppo di isometrie

(3.1) O(l,n) ={T € GL,i(R) | [T()|T(w)] = [¢|w], Yo, w € R™!}.

Le proiettivita che trasformano in sé una quadrica ellittica si ottengono per
passaggio al quoziente da trasformazioni di O(1, n). Cid ¢ conseguenza del
seguente lemma.

LemMma 3.1. Se T € GL,,1(R) verifica la
() [2lv] =0 = [T(9)|T(v)] =0,
allora esiste una costante ¢ € R tale che

(}) [T()|T(w)] = c-[v|w], Yo, w e R
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DimosTtrAzIONE. Fissiamo un vettore ¢ di tipo tempo, con [¢|e]=1. Se
v & un vettore di tipo spazio ortogonale ad ¢, posto —r* = [o|v] < 0, i
vettori rey = v sono isotropi e quindi:

[T(reo + 2T (reo + )] = r*[T(eo)|T (e0)] + 2r[T(eo)|T ()] + [T()|T(v)] = 0
[T(reo = 2T (reo = )] = r*[T(eo)|T(e0)] = 2r[T(eo)|T ()] + [T()|T(v)] = 0
da cui, sommando e sottraecndo membro a membro, otteniamo che:
[T(e)IT(2)] =0 ed r*[T(e)|T(e0)] + [T()|T(2)] = 0.
Posto ¢ = [T (ey)|T (e)], risulta allora
[T()|T(v)] =c-[v|v] Vo€ e .

Dico che allora
[T(wW)|T(w)] = c-[ulu], YueR"™.

Infatti ogni vettore » € V si scrive in modo unico nella forma u = Aey + ©
con A € R e v ortogonale ad ¢. Abbiamo allora

[ulu] = 2 + []0]
e quindi
[TWIT ()] = W[T ()T (e0)] + [T()T(2)] = ¢ - (W + [v]v]) = ¢ - [ulu].
La tesi segue dalle formule di polarizzazione. O

Osserviamo che, se n>2, la costante ¢ nella tesi dell’enunciato prece-
dente deve essere positiva.

Il gruppo delle isometrie dello spazio di Minkowski O(1,n) contiene i
due sottogruppi normali di indice 2

SO(1,n) ={T € O(1,n) | det(T) = 1}, (GRUPPO DELLE ROTAZIONI),
O*(1,n) ={T € O(1,n) | [T(e)|ey] > 0}, (GRUPPO DELLE ISOMETRIE ORTOCRONE).

La loro intersezione ¢ il sottogruppo normale di indice 4

SO*(1,n) = SO(1,n) N O*(1,n), (GrRUPPO DI LORENTZ).

Poiché ogni trasformazione 7' € GL,,(R) che verifichi le condizioni equi-
valenti (f]), () del Lemma [3.1] & proporzionale ad un’isometria ortocrona,
otteniamo la

ProprosizioNE 3.2. L’omomorfismo canonico di GL,+1(R) sul gruppo
delle omografie proiettive di RP" identifica O*(1,n) con il gruppo delle
proiettivita che trasformano in sé una quadrica ellittica. O
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3.1. Automorfismi della quadrica ellittica di RP’. Tornando alla si-
tuazione della quadrica ellittica Q di RP? abbiamo quindi il

TeOREMA 3.3. L’ omomorfismo canonico di GL4(R) sul gruppo delle pro-
iettivita di RP? induce un isomorfismo di O*(1,3) sul gruppo delle proietti-
vita che trasformano in sé la quadrica Q. O

Una qualsiasi sezione piana % divide la quadrica Q in due parti connes-
se.

TeorEMA 3.4. Vi e un’unica proiettivita che trasformi in sé la quadrica
Q lasciando fissi i punti di € e scambiando tra loro le due componenti
connesse di Q\C.

DmmosTRAZIONE. La sezione % & I’intersezione della quadrica Q con un
iperpiano H, corrispondente a un vettore v di tipo spazio. Le due compo-
nenti connesse di Q\% sono descritte da

Q =Q N pr({xeR* | [2,x]>0}) e Q =Q N pr({xeR* | [, x]<0}).
La proiettivita cercata si ottiene per passaggio al quoziente dalla simmetria
ortocroneﬂ o, O

PROPOSIZIONE 3.5. Sia € una conica di un piano proiettivo reale RP?.
Date due terne py,p2, p3 € qi, ¢, ¢s di punti distinti di €, vi e un’unica
proiettivita y di RP* tale che y(€) = € e Y(p) = q peri=1,2,3.

DmmosTRAZIONE. Siano p, I’intersezione delle tangenti a € in p; e p, €
¢, quella delle tangenti a 4 in ¢; e ¢,. Vi ¢ allora un’unica proiettivita ¢ di
RP? tale che Y(p) = g peri =1,2,3,4. Poiché per tre punti passa una sola
conica che abbia due tangenti assegnate, risulta anche Y(%) = €. O

TeoREMA 3.6. Date due terne py, p2, p3 € i, ¢, g3 di punti distinti della
quadrica ellittica Q, vi sono esattamente due proiettivita ¢ di RP? tali che

#(Q)=Q e ¢(p)=gq; per i=1,2,3.

DimosTRAZIONE. Siano 4 = Q N H, e ¥’ = Q N H, le due sezioni
coniche determinate dai piani pypps € ¢1 g2 g3, rispettivamente. Poiché sia v
che o’ sono vettori di tipo spazio, possiamo trovare una 7; € O*(1,3) che
trasformi »” in un multiplo di » e quindi ¢” in €.

Per il teorema precedente possiamo allora trovare una proiettivita piana
¥ che trasformi in sé la € e trasformi 7,(g) in p; per i = 1,2,3. Essa
si ottiene per passaggio al quoziente da una trasformazione ¢ di O*(1,2).
Definiamo una 7, € O*(1,3) mediante le condizioni: T,>(v) = t(v) se v €
vt, e Tr(v) = +v. Con le due possibili scelte del segno, le T,oT definiscono
le trasformazioni cercate. O

3Ricordiamo che, se v & anisotropo, allora o,(x) = x — [x|z"]v, con ¥ = 2v/[v|v].
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Questo teorema e la caratterizzazione geometrica delle semiproiettivita
continue di CP', ci permettono di dare una dimostrazione semplice di un
teoremeﬂ di Darboux sulle quadriche ellittiche:

TeoreMa 3.7 (Darboux). Se Q é una quadrica ellittica di RP* ed f :
Q — Qun’applicazione invertibile che trasforma sezioni piane in sezioni
piane, allora la f si estende ad una proiettivita f : RP* — RP tale che

flQ=q

DIMOSTRAZIONE. Sia 7 : Q — CP' la bigezione di Q sulla sfera di
Riemann ottenuta dalla proiezione di Tolomeo. Allorala o f o 7! & una
trasformazione di CP' in sé che trasforma circonferenze in circonferenze e
quindi € una semiproiettivita.

Fissiamo ora una terna di punti distinti p;, p2, p3 su Q € siano gqi, g, 3
le loro immagini mediante la f. Per il Teorema[3.6] vi sono esattamente
due proiettivita Ty, T» di RP? che trasformano in sé la quadrica Q e tali che
Tip)=gjperi=12ej=1,2,3.

SiaT;: Q>3 P — T(P) e Q(i=12) I’applicazione ottenuta dal-
la T; per restrizione del dominio e del codominio. Allora le 7 o T; o fo
7! sono trasformazioni in sé di CP' distinte, che lasciano fissi i tre punti
n(p1), m(p2), m(p3), € che mutano circonferenze in circonferenze. Una di es-
se ¢ necessariamente I’identita. Se, per fissare le idee, la 7w o T, o fonle
I’identita su CP', allora la T o f & I’identita su Q e quindi f & la restrizione
aQdiT;". O

Cororrario 3.8. 1l gruppo delle trasformazioni di Mobius e canonica-
mente isomorfo al gruppo SO*(1, 3). O

4. Classificazione delle trasformazioni di O*(1, n).

SiaV = R’ffnl uno spazio di Minkowski di dimensione n+1. Ricordiamo
che una simmetria vettoriale di V ¢ un’isometria di V che ha un iperpiano
(anisotropo) di punti fissi; se £ € V € un vettore anisotropo, ortogonale al
luogo dei punti fissi, essa ¢ definita da

Lokl
[£1€]

Essa lascia fissi tutti i punti dell’iperpiano anisotropo &+ e trasforma il
vettore & nel suo opposto —€.
Le simmetrie vettoriali dello spazio di Minkowski sono di due]|specie:

“4.1) Vov-—>0v) = v- &eV

4Jean Gaston Darboux (1842-1917), matematico francese che ha dato notevoli
contributi sia alla geometria che allo studio delle equazioni alle derivate parziali.

’In generale si dicono “ortocrone” le trasformazioni che lasciano invariato il verso del
tempo ed “antiortocrone” quelle che lo rovesciano.
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- ortocrone se il vettore & ¢ di tipo spazio;
- antiortocrone se il vettore £ ¢ di tipo tempo.

Ricordiamo che vale il

TeoremA 4.1 (Cartan-Dieudonné). Ogni isometria g € O(1,n) é prodot-
to di al piu (n+1) simmetrie vettoriali. Se il sottospazio dei punti fissi di g
ha dimensione k, allora g si puo scrivere come prodotto di n—k+1 simmetrie
vettoriali. O

Per il sottogruppo delle isometrie ortocrone abbiamo:

TeoREMA 4.2. Ogni isometria ortocrona g € O* (1, n) é prodotto di al pint
(n+1) simmetrie vettoriali ortocrone. Se il sottospazio dei punti fissi di g ha
dimensione k, allora g si puo scrivere come prodotto di n—k+1 simmetrie
vettoriali ortocrone.

DimostrAzIONE. Sia F il sottospazio dei punti fissi di g € O*(1, n). Ra-
gioniamo per induzione su m = n+1—-dimg F. Se m = 0, g ¢ I’identita e se
m = 1 una simmetria ortocrona. Il teorema ¢ quindi vero quando m < 1.
Supponiamo ora che sia m>1 ed il teorema vero per isometrie ortocrone
con luogo di punti fissi di dimensione maggiore di n+1-m. Osserviamo
che g—I,;1 harango m. Quindi il sottospazio (g — I)(V), avendo dimensione
m > 2 contiene almeno un vettore n = g(£)—¢ di tipo spazio, tale cioe che
[17I7]<0. Se v € F, abbiamo allora:

(7] = [8(D)lv] - [£]7] = [8(D)lg()] - [£lv] =0,

onde n € F*, ed n ¢ F perché n ¢ anisotropo. La g’ = o, o g lascia fisso
ogni vettore di F. Inoltre:

¢ = g — 28, _
(17171

e quindi g’ lascia fissi 1 vettori del sottospazio F’ generato da F e da &.
Poiché & ¢ F, questo sottospazio ha dimensione strettamente maggiore di
F'. Per induzione, g’ ¢ prodotto di un numero minore o uguale a n+1—dimg F’
di simmetrie ortocrone, e quindi g € prodotto di un numero minore o uguale
a n+1—dimp F di simmetrie ortocrone. Per la formula di intersezione di
Grasmann, g non puo essere prodotto di meno di n+1-dimg F' simmetrie
ortocrone, e da questo si ottiene la tesi. O

Chiamiamo rotazione parabolica una trasformazione g € O(1,2) che
abbia come luogo di punti fissi una retta isotropa.

Lemma 4.3. Le rotazioni paraboliche di O(1,2) che lasciano fissa una
retta isotropa, insieme all’identita, formano un sottogruppo di trasforma-
zioni unipotenti di SO™(1,2).
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DimosTrAZIONE. Sia g una rotazione parabolica ed », un vettore non nul-
lo della retta isotropa lasciata fissa da g. La restrizione di g ad u; ¢ neces-
sariamente unipotente: altrimenti vi sarebbe in u; un autovettore w di g di
tipo spazio. Ma allora anche il piano iperbolico w* sarebbe g-invariante.
La g, lasciando fisso il vettore isotropo u di w™*, dovrebbe allora lasciar
fisso tutto il piano w*, contro I’ipotesi che il luogo dei punti fissi fosse una
retta.

Per descrivere la g, ¢ conveniente scegliere una base uy, uy, w, di Rzl”z in
cui u sia un vettore isotropo appartenente alla retta dei punti fissi di g, u
completa ) a una base di u;, € v, completa 1, a una base isotropa di 4;-. In
questa base la matrice associata alla forma di Minkowski é:

0 0 1
0 -1 0
1 0 O

La matrice associata a g sara allora della forma:

1 a b

01 cl.

0 01
La condizione che

1 0 0)y(0O O I1\(1 a b 0 0 1
a1l O[]0 -1 Ol|0 1 ¢|=]0 -1 O
b ¢ 1)\1 0 0J)I0 0 1 1 0 O

cida
a=c e 2b=c.
Quindi la matrice associata a g ¢ della forma:
1 25 2s°
“4.2) 0 1 2s/, con se€ER.
0 0 1
La
1 25 2s?
(4.3) Ras— |0 1 25|eS0(,2)
0 0 1

¢ un gruppo a un parametro di isometrie dello spazio di Minkowski R? 5
Il vettore uy+u, & di tipo tempo. Abbiamo g(w) = w+2su+25%uy e
quindi

[g(uo + w)lu + o] = [y + 1wy + 251 + 25%uplug + wy] = 2(1 + s7) > 0,

e percio g ¢ ortocrona. O
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L’ opposta —g di una rotazione parabolica g di O(1, 2) si dice un’antirotazione

parabolica. Osserviamo che (—g) € O(1,2)\ (SO(1,2) U O*(1,2)).

Possiamo dare quindi il teorema di struttura delle isometrie dello spazio
di Minkowski:

TeOREMA 4.4. Sia V = R’f;l uno spazio di Minkowski di dimensione n+1
e sia g € O(1,n). Allora possiamo decomporre V in una somma diretta di
sottospazi g-invarianti ortogonali:

4.4) Vv=V,eV,®---8V,,
ciascuno di dimensione < 3, in modo tale che:
(a) g e l'identita o 'opposta dell’identita sui sottospazi V; di dimen-
sione 1;
(b) g e una rotazione ellittica se dim(V;) = 2 e V; e un piano ellittico;
(c) g e una rotazione iperbolica se dim(V;) = 2 e V; e un piano iper-
bolico;
(d) g e una rotazione o un’antirotazione parabolica se dim(V;) = 3.

Nella decomposizione ortogonale di g vi e al pitt un addendo V; su cui g
definisca una rotazione iperbolica o parabolica o un’antirotazione parabo-
lica.

PN

DimosTrAZIONE. Possiamo ragionare per ricorrenza su n. Se n=1, R7 | &
un piano iperbolico e le g € O(1, 1) sono o rotazioni iperboliche o simmetrie
vettoriali. La tesi ¢ quindi verificata se n=1. Supponiamo ora sia n>1 e la
tesi verificata per spazi di Minkowski di dimensione inferiore.

Poiché la forma di Minkowski ha indice di Witt 1, vettori isotropi li-
nearmente indipendenti non possono essere ortogonali tra loro. Quindi, se
g ha una coppia di autovalori isotropi v, w, €ssi generano un piano iper-
bolico W = (v, w). Abbiamo la decomposizione g-invariante ortogonale
V =W @®W* e quindi otteniamo la (4.4) dalla decomposizione di W = R7 |
e dello spazio euclideo W+ = Rg‘nll.

Se g ha un autovalore reale A diverso da +1, con autovettore v, allora v
¢ isotropo e g ha anche 1’autovalore 1/, con autovettore isotropo w. Allora
g definisce una rotazione iperbolica sul piano iperbolico V| = (v, w) e
possiamo utilizzare 1’argmento precedente.

Se g non ha autovalori reali diversi da +1 ed uno dei sottospazi

F(g) ={v | g(v) = v}, oppure F(g) ={v|g(v) = -2},
contiene un vettore di tipo tempo, esso genera un sottospazio g-invariante V;
di dimensione 1,1a V = V;@V}* & una decomposizione ortogonale e su V; la
g definisce un elemento di O(n). Anche in questo caso la decomposizione
#@.4) segue dalla decomposizione ortogonale delle isometrie dello spazio
Euclideo.
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Se g ha un autovalore non reale A, le parti reali ed immaginaria u; e
u, di un corrispondente autovettore u = u;+i-u, generano un piano ellitti-
co V; su cui g opera come una rotazione piana Euclidea. Abbiamo allora
una decomposizione ortogonale V=V, & V' e, poiché V;" & un sottospazio
di Minkowski g-invariante di dimensione n—1, la tesi segue per 1’ipotesi
induttiva.

Per concludere la dimostrazione, ci basta quindi considerare il caso
in cui non ci siano rette anisotrope g-invarianti, non vi siano per g au-
tovalori diversi da +£1 e g non abbia due autovettori isotropi linearmente
indipendenti.

Indichiamo con E|(g) = |, ker(g—1L,;1)" ed E_1(g) = U, ker(g+L,.;)"
gli autospazi generalizzati di g relativi agli autovalori +1. Ciascuno di essi,
se non banale, dovrebbe contenere una retta isotropa g-invariante. Quindi
uno solo di essi ¢ non banale e, a meno di scambiare g con —g, possia-
mo supporre che E;(g) = V. Quindi g ¢ unipotente ed indecomponibile,
con un’unica retta isotropa g-invariante. Poiché essa induce su uy /Ruy una
isometria unipotente di uno spazio Euclideo, cio¢ I'identita, deve essere
(g — Lis)(ug) C (), e quindi (g — L41)* = 0 su u;. Da questa si dedu-
ce che (g — L.1)® = 0 e quindi V ha dimensione tre e g & una rotazione
parabolica. O

Da questo ricaviamo facilmente il teorema di struttura relativo alle iso-
metrie ortocrone:

TeOREMA 4.5. Sia V = R’{;l uno spazio di Minkowski di dimensione n+1
esia g € O*(1,n). Allora poésiamo decomporre V in una somma diretta di
sottospazi g-invarianti ortogonali:

4.5) V=V,eV,®---@V,,
ciascuno di dimensione < 3, in modo tale che:
(a) g e l'identita se V; ha dimensione 1 ed e di tipo tempo;
(b) g e lidentita o ’opposto dell’identita se V; ha dimensione 1 ed é
di tipo spazio;
(c) g e una rotazione ellittica se V; e un piano ellittico;
(d) g e una rotazione iperbolica se V; é un piano iperbolico;
(e) g e una rotazione parabolica, se V; ha dimensione tre.

Nella decomposizione (4.5)) vi é al pit una rotazione iperbolica o paraboli-
ca.

4.1. Classificazione delle trasformazioni di O*(1, 3). Classifichiamo
ora le trasformazioni g € O*(1,3) secondo il loro insieme di punti fissi
F(g).

e dimg F(g) =4 In questo caso g = I ¢ I’identita.
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e dimy F(g) =3 In questo caso g = o € una simmetria ortocro-
na.

e dimy F(g) = 2 Distinguiamo tre diversi casi:
a) Se F(g) ¢ di tipo spazio, g € una rotazione iperbolica del piano
F(g)*.
b) Se F(g) ¢ un piano iperbolico, g ¢ una rotazione Euclidea del piano
F(g)".
¢) Se F(g) ¢ un piano parabolico (se cioe F(g) N F(g)* ¢ unaretta, g
¢ una rotazione parabolica in un sottospazio di dimensione 3, che
contiene la retta isotropa fissa F(g) N F(g)*.
Se g = 0¢ 0 0y con &, n7 di tipo spazio, posto

_ o [LEED [€m]
D_det([fln] [nln])

una rotazione iperbolica piana se D < 0
la g € : {una rotazione ellittica piana se D > 0
una rotazione parabolica se D = 0

e dimg F(g) = 1 distinguiamo i diversi casi:

a) Se F(g) ¢ di tipo spazio, g ¢ un’antirotazione iperbolica, cioe la
composizione di una rotazione iperbolica piana e di una simmetria
rispetto a un vettore ortogonale al piano iperbolico della rotazione;

b) Se F(g) ¢ di tipo tempo, allora g ¢ un’antirotazione ellittica, cioe
la composizione di una rotazione ellittica piana composta con una
simmetria rispetto a un vettore di tipo spazio ortogonale al piano;

c) Se F(g) ¢ isotropo, allora g ¢ la composizione di una rotazione
parabolica e di una simmetria rispetto a un vettore di tipo spazio.

e dimy F(g) = 0 Distinguiamo due diversi casi:

a) Se g non ha I’autovalore —1, allora ¢ prodotto di due rotazioni, una
ellittica, I’altra iperbolica, rispetto a piani tra loro ortogonali.

b) Quando g ha I’autovalore —1, I’autospazio corrispondente F~(g)
deve avere dimensione pari. Se questa dimensione ¢ 4, allora g =
—I; ¢ in molti modi prodotto di una rotazione ellittica e di una
rotazione iperbolica rispetto a piani tra loro ortogonali; ancora g
¢ prodotto di una rotazione ellittica e di una rotazione iperbolica
rispetto a piani tra loro ortogonali quando F~(g) ha dimensione due
ed ¢ anisotropo. Il caso di F~(g) di dimensione due isotropo si deve
escludere, perché altrimenti —g sarebbe una rotazione parabolica e
g non potrebbe essere ortocrona.

Una g € O*(1, 3) con F(g) = {0} si dice lossodromica.
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5. Classificazione delle semiproiettivita continue di CP'.

Per classificare le semiproiettivita continue di CP!, utilizzeremo la sua
corrispondenza con la quadrica ellittica stabilita dalla proiezione di Tolo-
meo.

Una simmetrica ortocrona o di R‘l"3 definisce una omografia proiettiva
o di RP? che lascia fissi i punti della sezione piana H:NQ e scambia tra loro
le due componenti connesse di Q\H;. La corrispondente trasformazione &
di CP' lascia fissi i punti della circonferenza:

Ke So(1+33) +6H13+3) +iLB3-3) + & -1 =0
(immagine della sezione piana H:NQ mediante la corrispondenza di Tolo-
meo) e scambia tra loro le due componenti connesse in cui essa divide CP'.

Tale circonferenza (che corrisponde a una retta del piano di Gauss quando
& + & = 0) ha centro nel punto:

30 = _fl +i&

° &+ &3
e raggio

1K)

(o + &)
La 33— w, con
R2
(5.1) W—30= ——
330

¢ la semiproiettivita continua che lascia fissi i punti di ;.
Se & + &3 =0, la k; ¢ la retta del piano di Gauss di equazione:

Ke &3 +3) +iH(—3) =28
Ponendo w = 3 in questa equazione, otteniamo:
(&1 —i&)w + (& + )3 = 263,
e quindi la & ¢ definita da

. a+b
(5.2) w=G:3)= - - =34

ove
a=§& +ib, €°=-aja, b=2=-2&, B=bla.
Chiamiamo la & inversione rispetto alla circonferenza «;.
OsservazIONE 5.1. La & induce su ciascun diametro di «; la relativa

involuzione iperbolica: due punti corrispondenti stanno su un diametro di
Kz € formano con i suoi estremi una quaterna armonica.

Dal teorema di Cartan-Dieudonné otteniamo il seguente



5. CLASSIFICAZIONE DELLE SEMIPROIETTIVITA CONTINUE DI CP'. 31

TeOREMA 5.2. Ogni semiproiettivita continua della sfera di Riemann
CP' ¢ composizione di al piii 4 inversioni rispetto a circonferenze. Le tra-
sformazioni di Mobius sono quelle ottenute come prodotto di un numero
pari di inversioni. O

Una trasformazione di Mobius g di CP' corrisponde a una trasforma-
zione g in O*(1, 3). La chiameremo ellittica, iperbolica, parabolica, losso-
dromica a seconda che g sia una rotazione ellittica, iperbolica, parabolica
oppure una trasformazione lossodromica.

Se &,n € R‘l‘j sono due vettori di tipo spazio, allora le circonferenze
Kz, K, sl intersecano in due punti, in un solo punto o non si intersecano a
seconda che il piano &+ N it sia iperbolico, parabolico o ellittico.

Abbiamo quindi:

Una trasformazione di Mobius ellittica ¢ la composizione di due
inversioni rispetto a circonferenze secanti;

Una trasformazione di M6bius parabolica ¢ la composizione di due
inversioni rispetto a circonferenze tangenti;

Una trasformazione di Mobius iperbolica € la composizione di due
inversioni rispetto a circonferenze che non si intersecano;

Una trasformazione di Mobius lossodromica ¢ la composizione di
quattro e non meno di quattro inversioni rispetto a circonferenze.

Cerchiamo 1 punti fissi di una trasformazione di Mobius

+b
(5.3) m:“§+d, ac—bd £ 0.
C

Ponendo w = 3 otteniamo 1’equazione algebrica:
(5.4 3 —(a—dj-b = 0.

Se ¢ = 0, considereremo 3 = oo soluzione della (5.3)). Ci saranno una sola
soluzione con molteplicita due o due radici distinte (uno o due punti fissi),
a seconda che il discriminante

(5.5) A = (a —d)* + 4bc = (a + d)* — 4(ad — bc)

sia uguale o diverso da zero. La seconda espressione del discriminante
(5.3) ¢ interessante in quanto & funzione dei due invarianti fondamentali: la
traccia a + d e il determinante ad—bc, della matrice

a b
(5.6) (c d) .
Il numero complesso

(a +d)*

G.7) ~ Xad - bo)
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d
per coniugio. E quindi un invariante proiettivo della matrice.

. . . ) . . [a b ) )
¢ funzione di grado zero dei coeflicienti della matrice (c ) ed invariante

TeoremA 5.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché due trasfor-
mazioni di Mobius gy, g, € G siano coniugate in G é che

(5.8) Mg1) = Mg2).
Una trasformazione di Mobius g eé:

e cllittica se e soltanto se M(g) e Re 0 < Mg) <1 ;
e parabolica se e soltanto se Mg) =1 ;

e iperbolica se e soltanto se Mg) e Re Mg) > 1 ;

e lossodromica se e soltanto se Mg) ¢ {h € R|A > 0}.

DimostrAzZIONE. Osserviamo che due trasformazioni di Mdbius coniu-
gate hanno necessariamente lo stesso A, in quanto corrispondono a matrici di
GL(2,C) che, a meno di moltiplicazione per un numero complesso non nul-
lo, sono simili in GL(2, C). Completiamo la dimostrazione caratterizzando
le M(g).

Consideriamo innanzi tutto una trasformazione di Mobius g con un solo
punto fisso. A meno di coniugio possiamo supporre che il punto fisso sia
oo, onde ¢ = 0 e la condizione A = 0 ci da a = d. Quindi abbiamo

gB3)=3+b, con b=£0.

Essa ¢ parabolica (composizione di due inversioni rispetto a rette paralle-
le del piano di Gauss, che sono circonferenze tangenti nel punto all’infi-
nito della sfera di Riemann). Osservando che A= 0 ¢ equivalente a A=1,
otteniamo la caratterizzazione delle trasformazioni paraboliche.

Il cambiamento di coordinata non omogenea 3’ = b-3 coniuga la g con
la

(*) gBR =3+1,
mostrandoci che tutte le trasformazioni paraboliche sono coniugate alla
forma canonica () e quindi coniugate tra loro.

Consideriamo ora una trasformazione di Mobius g con due punti fissi
distinti 3¢, 3,. Il cambiamento di variabili
w -3 , 3= 31
w-3’ 3= %
la coniuga con una trasformazione di Mdbius w’ = g’(3") che ha come punti
fissi O e oo, cioe della forma

5.9 w=k-3 con keC".

’

w =
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b 1)

(1+@2_(Hﬂ+k*ﬂf

Ad essa ¢ associata la matrice:

Abbiamo quindi:

Me) = = 2

Consideriamo 1’elemento ¢ € SO*(1, 3) corrispondente a g’. T punti 0 e co
di Cp! corrispondono ai punti (1 : 0:0: -1)e (1 :0:0: 1) della quadrica
ellittica Q. I piani (e, e3) ed (e, &) sono allora #-invarianti. Esaminiamo le
diverse possibilita.

1) Se la ¢ lascia fissi i vettori del piano iperbolico (e, e3), allora ¢ una
rotazione Euclidea sul piano ellittico (e, ;). La matrice associata alla 7 ¢
allora

1 0 0 0
0 cosf —sinf O
0 sinf cosf O
0 O 0 1

La trasformazione si scrive quindi nella forma:
Yo = Xo

y1 = cosf x; —sinf x;
Yy, =sinfx; + cos6 x;

Y3 =X3.
+1i X +ix .
Posto w = AR e3= ! 2, otteniamo
Yo—Y3 Xo — X3
w = g(3) = €"3.

La g’ & una rotazione ellittica e k = ¢” con 6 € R. In questo caso otteniamo:

. . 2
e 4 6—19/2) ,0 1+cosf
- | =cos?’== ——
2

(5.10) Mg) =Mg) = ( > 5

Chiaramente abbiamo 0 < A < 1 se la g’ non ¢ I'identita. Osserviamo
poi che A determina 1’angolo 6 a meno di multipli di 27 e del segno. Per
concludere, basta quindi osservare che, se w = k - 3, allora per w’ = w !,
3 = 37!, abbiamo w'=(1/k) 3.

2) Consideriamo ora il caso in cui g sia una rotazione iperbolica. La
r€SO*(1, 3) corrispondente a g’ & una rotazione nel piano iperbolico (e, e3),
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che lascia fissi i vettori del piano ellittico (e, ;). La matrice associata a ¢
sara dunque, per un opportuno 6 € R,:

coshd 0 O —sinhd
0 1 0 0
0 0 1 0
—sinhd O O coshf

Otteniamo quindi:

yo = cosh 8 xy — sinh 6 x3

yi=x
Y2 = X2
y3 = —sinh 8 xy + cosh 6 x3
e percio
1+ 12
oo D2 e
Yo — )3
da cui

2
2 + e‘9/2) 1 + cosh
= > 1.

?»(g)=( > >

Poiché )\ determina # a meno del segno e le w = e3¢ w = e7%; sono
coniugate dalla 3 — 37!, la discussione delle trasformazioni iperboliche &
completa. O

OsservazIONE 5.4. La k in (5.9) si pu0 ricavare dalla A risolvendo 1’e-
quazione di secondo grado:

(1 +k)*> —4Mk = 0, cioe K =22v-1+1=0.

Questa ¢ reciproca, cioe le due soluzioni hanno prodotto uguale ad uno.



CAPITOLO III

Geometrie piane elementari

1. Fasci e stelle di circonferenze

Data una retta 7 di RP?, il fascio .%, di base r consiste di tutti i piani «
di RP? che contengono la retta ». Due piani determinano un fascio: se

a={p(x) =0}, B={yx) =0}

con

(1.1

¢(x) = apxg + ayx; + axx; + azxs,
y(x) = boxo + bi1x1 + byxy + b3xs,

sono le equazioni omogenee di due piani « e S distinti, allora la bigezione
(1.2) RP' 3 (up : 1) — Huguy) = {tod(x) + ury(x) = 0} € Frg

definisce la struttura proiettiva del fascio di base @ N .

Fissata una quadrica ellittica Q di RP?, le intersezioni QNa di Q con i
piani o di un fascio .# forma un fascio & di sezioni piane di Q, che, me-
diante la corrispondenza di Tolomeo, considereremo anche come un fascio
di circonferenze sulla sfera di Riemann CP'.

Indichiamo con 7 il piano di R?g corrispondente alla retta r di RP*. In
RP? consideriamo fissata la polarita definita dalla Q,

Diciamo che il fascio di piani .%, ed il corrispondente fascio di circon-
ferenze, o sezioni piane, §, ¢

e iperbolico se T ¢ un piano ellittico, se cioe la retta r non interseca
la quadrica. In questo caso due distinte sezioni piane, o circonfe-
renze, del fascio non hanno punti in comune.

e ellittico se T ¢ un piano iperbolico, se cioe la retta r seca la quadri-
ca in due punti distinti. In questo caso il fascio delle sezioni piane
(circonferenze) ¢ costituito da tutte e sole le sezioni (circonferen-
ze) che passano per i due punti.

e parabolico se F & un piano parabolico, se cioe¢ la retta r ¢ tangente
alla quadrica. In questo caso tutte le sezioni piane (circonferenze)
di &, hanno in comune un punto e la tangente per quel punto. Per
ciascun punto di CP' distinto dal punto comune passa una e una
sola circonferenza del fascio.

35
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Una trasformazione di Mobius manda fasci ellittici, iperbolici e parabolici
in fasci dello stesso tipo e, viceversa, fasci di circonferenze di CP' dello
stesso tipo sono coniugati mediante una trasformazione di Mobius.

1.1. Fascio iperbolico. Scegliamo come base del fascio la retta all’in-
finito del piano equatoriale della quadrica Q. Il fascio delle sezioni € co-
stituito allora dai paralleli e la sua immagine nel piano di Gauss da tutte le
circonferenze con centro nell’origine:

(1.3) {ze C|l|zl =R}, con R reale positivo.

In generale, data una retta r di RP? esterna a Q, la sua polare H, seca Q
in due punti distinti Py, P,, cui corrispondono due punti 3, 3, della sfera di
Riemann. Il fascio iperbolico corrispondente ¢ descritto allora da:

(1.4) 13— 31l = k|3 — 3, con k reale positivo :

sono le circonferenze di Apollonio relative ai punti 3y, 3,. Esso ¢ I'immagine
del fascio (I.3) mediante la trasformazione di Mobius
o= 3— 31 _
3=

I punti 3, e 3, si dicono punti limite del fascio.

Osserviamo che le circonferenze del fascio sono le linee di forza del
campo magnetico prodotto dal passaggio di due correnti opposte di uguale
intensita che percorrano due fili ortogonali al piano e passanti per i punti 3;
€ 3.

1.2. Fascio ellittico. Scegliendo come punti comuni alle circonferenze
del fascio 0 e oo, otteniamo il fascio di tutte le rette uscenti dall’origine in
C ~ R2, cui corrispondono i meridiani su Q.

Nel caso in cui nessuno dei due punti fissi sia oo, otteniamo il fascio di
tutte le circonferenze passanti per due punti, che si dicono base del fascio.
Esso corrisponde alle linee di forza del campo elettrico di due cariche uguali
ed opposte poste nei punti comuni.

1.3. Fascio parabolico. Un fascio parabolico su CP' consiste di tutte
le circonferenze che passano per un punto 3, assegnato, che si dice la sua
base, ed hanno in 3, una stessa tangente, che si dice il suo asse radicale. Se
30 € il punto all’infinito, un fascio parabolico .# definisce in C un fascio di
rette parallele. Se il punto ¢ al finito, le circonferenze di un fascio parabo-
lico sono le linee di forza del campo elettrico di un dipolo posto nel punto
comune.

Due fasci di piani %, ed 7, di RP? (e i corrispondenti fasci di sezioni
piane di Q e di circonferenze di CP') si dicono ortogonali se le loro rette di
base r; ed r, sono 1’una la polare dell’altra.
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lTEOREMA 1.1. Siano % e % due fasci ortogonali di circonferenze di
Cp".

(1) 11 fascio % é ellittico, iperbolico o parabolico a seconda che il
fascio F sia iperbolico, ellittico o parabolico.

(2) Nel caso i due fasci siano l'uno ellittico, I’altro iperbolico, i punti
base di un fascio sono punti limite del secondo.

(3) Due fasci parabolici ortogonali hanno lo stesso punto base ed assi
radicali perpendicolari.

(4) Le inversioni rispetto alle circonferenze di .# trasformano in sé le
circonferenze di .

DimosTrRAZIONE. Supponiamo .#; sia definita a partire dal piano F’ I-CR‘i3
(i=1,2). Allora F, = Fj ¢ ellittico, iperbolico o parabolico a seconda che
F sia iperbolico, ellittico o parabolico. L’affermazione relativa ai punti ba-
se e limite dei fasci ellittici ed iperbolici ortogonali segue immediatamente
dalle definizioni, cosi come I’ affermazione su punto base ed assi radicali dei
fasci parabolici ortogonali.

Verifichiamo la (4). Indichiamo con % ed % i fasci di piani di RP?
corrispondenti ad .% ed .%,. L’equazione omogenea di un piano di % si
scrive:

[x|€] =0 con EeF{=F,
e quella di un piano di % mediante:
[xIm] =0 con neFy=F.

Allora risulta o<(1)) = 1 e dunque o trasforma in sé I’iperpiano n*. Quindi
per la relativa inversione 0 rispetto alla circonferenza ke abbiamo (k) =
Ky- O

Si chiama stella di piani di base P in RP* 1’insieme .% di tutti i piani
che contengono il punto P.

Come per i fasci di piani, parleremo di stella di sezioni piane della qua-
drica Q e di circonferenze di CP' per indicare le intersezioni di Q con una
stella di piani e la sua immagine in CP' mediante la mappa di Tolomeo.

Indicheremo con lo stesso simbolo Sp le stella di sezioni piane e di
circonferenze corrispondenti ad .%5.

Tre piani distinti determinano una stella di piani: il sistema

O(x) = apxg + a1 x; + arx; + azx; =0
(1.5) W(x) = boxg + b1x; + baxy + bzxz =0
¥(x) = coxo + c1x1 + c2xa +c3x3 =0
ne determina il punto base P e la corrispondenza
(1.6) RP? 3 (ug : uy : up)—=>{uod(x) + uy(x) + uy(x) = 0} € % < [RP*]*
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descrive la struttura proiettiva della stella.
Due fasci distinti di piani determinano una stella se le loro rette di base
hanno un punto in comune.

In rapporto alla polarita definita da Q, una stella . di piani, con P =
pr(E), si dice:

iperbolica se il punto base P ¢ esterno a Q ([E[E] < 0);
parabolica se il punto base P appartiene a Q ([E|E] = 0);
ellittica se il punto base P ¢ interno a Q ([E|E] > 0).

Una stella iperbolica contiene fasci ellittici, parabolici, iperbolici.
Una stella parabolica contiene fasci ellittici e parabolici.
Una stella ellittica contiene solo fasci ellittici.

Chiameremo analogamente ellittica, parabolica, iperbolica la stella di
sezioni piane di Q o di circonferenze di CP' che corrispondono a una stella
ellittica, parabolica, iperbolica di piani di RP*. Vedremo nel seguito come
si possano considerare le circonferenze di una stella come le rette di una
geometria piana.

Caratterizziamo geometricamente 1 diversi tipi di stelle di circonferenze
in CP'.

a) Una stella parabolica ¢ I'insieme di tutte le circonferenze che
passano per uno stesso punto 3.

Se scegliamo 3y = oo, otteniamo I’insieme di tutte le rette del
piano di Gauss.

b) Se P ¢ il punto base di una stella iperbolica % di RP?, il luogo
dei punti di contatto delle tangenti a Q per P ¢ la sezione piana
k,=H,NQ determinata dal polare di P. Le circonferenze della stella
sono tutte e sole quelle ortogonali a kp.

Una stella iperbolica di CP' & quindi ’insieme di tutte le cir-
conferenze che sono ortogonali a una circonferenza assegnata, che
si dice orizzonte della stella iperbolica.

¢) Il punto base P di una stella ellittica ¢ interno alla quadrica Q. Se
fissiamo I’iperpiano all’infinito X, esterno alla quadrica ed identi-
fichiamo Q alla sfera S? con centro nel suo polare 0, la stella S &
formata da tutte e sole le circonferenze massime di S°.

Per rappresentarla nel piano di Gauss, possiamo fissare su Q
un polo nord N, che facciamo corrispondere al punto all’infinito
di CP'. La retta PN interseca Q in un punto al finito 3, del piano
di Gauss. Al fascio di base r=PN corrisponde quello delle rette
uscenti da 3. La polare H, ¢ esterna alla quadrica e determina con
P un piano a. La sezione aNQ corrisponde all’unica circonferenza
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1.7

(1.8)

ky della stella che abbia centro in 3. La chiamiamo 1’equatore,
relativo ad N, della stella.

Su ogni sezione piana di Sp ¢ determinata un’involuzione ellittica
che scambia tra loro gli estremi delle corde passanti per P. Fissata una
qualsiasi sezione 4 di Q con un piano passante per P, apparterranno alla
stella tutte e sole le sezioni piane che passano per i due estremi di una
corda di ¢ passante per P.

In particolare, le corde che congiungono i punti di intersezione di
due circonferenze della stella passano tutte per il punto 3g.

Verifichiamo che «y € I’unica circonferenza della stella con centro in
30. Infatti una retta che congiunge un punto Q di r a P interseca Q in due
punti A e B che formano con P e Q una quaterna armonica. La proiezione
di centro N sul piano di Gauss trasforma Q in oo e percid 3p sara punto
medio tra le immagini di A e di B.

In particolare, possiamo scegliere N in modo che 1’equatore ky
sia la circonferenza unitaria S! = {[3| = 1} del piano di Gauss. Per
ogni 3 € C, I'unica circonferenza della stella con centro 3, ¢ quella
di equazione

5= 30> = 1+303, per3€C,
ovvero in coordinate cartesiane:
¥ +y +2ax+2by=1 cona,beR.
Abbiamo infatti, se 3970,

ii30
— —30
30l

3030
30l

2
:1+|30|2i2Re( ):1+|30|2.

e quindi la circonferenza in (I.7) interseca S' in +i3/3|.

2. Prodotti di inversioni rispetto alle circonferenze di una stella

Indichiamo con Sp la stella di circonferenze di CP' corrispondente al-
la stella di piani . di CP? ed indichiamo con Gp il gruppo formato dai
prodotti di inversioni rispetto alle circonferenze circonferenze « di Sp.

Il fatto che Gp sia un gruppo & conseguenza del fatto che, detta L & la ret-
ta di RTs corrispondente al punto base P della stella, G & I'immagine iso-
morfa del sottogruppo O;(1,3) = {T € O*(1,3) | T(v) = v, Y veL}. Ogni
trasformazione di Gp si puo ottenere come prodotto di al pil tre simmetrie
ortocrone ¢ dunque ogni elemento di SO;(1,3) & prodotto di esattamente
due simmetrie ortocrone.

11 corrispondente sottogruppo di semiproiettivita di CP', che indichiamo
ancora con G p, & quindi formato da trasformazioni ottenibili come prodotti
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di al piu tre inversioni rispetto a circonferenze della stella Sp, € le trasfor-
mazioni di Mobius formano un sottogruppo Gp di Gp che consiste delle
composizioni di due inversioni rispetto a circonferenze della stella Sp.

TeoremA 2.1. Se la stella Sp é iperbolica, allora i gruppi Gp e Gp
sono isomorfi, rispettivamente, ad O*(1,2) e ad SO*(1,2). Il gruppo Gp
opera transitivamente su ciascuna delle due componenti connesse in cui
I’orizzonte divide CP".

Se la stella Sp ¢ parabolica, allora i gruppi Gp e G, sono isomorfi,
rispettivamente, ai gruppi O1(2) ed SO(2) (estensioni affini di O(2) e di
SO2)). 1l gruppo Gp opera transitivamente sull’immagine di Q\{P}.

Se la stella Sp ¢ ellittica, allora Gp ~ O(3) e Gp ~ SO3). Entrambi
operano transitivamente su CP'. O

Indichiamo con A I’immagine, mediante la proiezione di Tolomeo, di
una delle due componenti connesse in cui il piano polare del punto base
di una stella iperbolica divide la quadrica ellittica Q. A meno di una scel-
ta specifica, supporremo nel seguito che # sia o il disco unitario (aperto)
D={|3|<1} oppure il semipiano di Poincaré H={Im(3)>0}. Indicheremo poi
con € il piano di Gauss, ovvero CP"\ {30} per I’'immagine 3, del punto base
PeQ di una stella parabolica. Infine, indichiamo con X la sfera di Riemann
CP', su cui facciamo agire il gruppo G relativo a una stella ellittica Sp.

OsservAzIONE 2.2. In tutti e tre i casi, lo stabilizzatore in Gp di un punto
di #, €, Z & un sottogruppo isomorfo ad O(2).

Infatti le corrispondenti trasformazioni di O*(1, 3) hanno un piano iper-
bolico di punti fissi (corrispondente alla retta per P e per il punto Q € Q
corrispondente al punto fisso in #, €, ).

Abbiamo quindi
H ~07(1,2)/0(2) = piano di Lobacevski,
€ ~0;(2)/O(2) = piano di Euclide,
2 =~ 0(3)/0(2) = rivestimento a due fogli del piano di Riemann.

In ciascuno di questi piani chiamiamo retfe le intersezioni dei corrispon-
denti domini di CP' con le circonferenze della relativa stella.

3. Automorfismi di Mobius del disco

Sia D = {|zl<1} c C il disco di centro I’origine e raggio 1 nel piano di
Gauss.

Chiamiamo trasformazione di Mobius del disco D ogni trasformazione
di Mobius ¢ : CP'CP' tale che ¢p(D)=D. Le trasformazione di Mdbius
del disco D formano un gruppo, che denotiamo con Aut(D).
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Lemma 3.1. Gli elementi di Aut(D) che lasciano fisso il centro 0 sono
tutti e soli quelli della forma

(3.1) w=¢e% confeR.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ € G e ¢p(D) = D, allora ¢p(S') = S' e le cir-
conferenze di CP' ortogonali ad S' si trasformano in circonferenze di CP'
ortogonali a S'. Poiché abbiamo supposto che ¢p(0) = 0, anche i diametri
di D sono trasformati in diametri di D. Quindi anche il loro punto comune
oo rimane fisso per la ¢: essa si restringe quindi ad un’applicazione lineare
su C, della forma z—a-z, per un numero complesso a # 0. La condizione

¢(D) = D ci dice infine che |a| = 1. O
Lemma 3.2. Per ogni a € D, I’applicazione
a-—z
(3.2) Va(2) = —2
— a.Z

e un’involuzione in Aut(D) che scambia il centro 0 di D con a.

. -1 a
DmosTrRAZIONE. Per la matrice A = (—Ez 1

abbiamo A% = (1-la*)-I, e quindi ¥? = idgp € la y, & un’involuzione su
CP'. Seaz#1,
a-z

) di SL,(C) associata a y,

<1 |a—7* < |l-a7* = |al*+|z]*-2Re (a-7) < 1+|a]*-|z*-2Re (@-7)

1-az
& |al*+|z]* < 1+|al*|z]* = (1-|a*)-(1-|z*) > 0.

Quindi y,(D) € D e, poiché ¢ un’involuzione, vale I’'uguaglianza y,(D) =
D e percio y, € Aut(D). O

TeoreMmA 3.3. Gli automorfismi di Mobius di D sono tutte e sole le
trasformazioni della forma:

3.3) w = € a_—_z’ con 9 € R edaeD.
1-az
DIMOSTRAZIONE. Sia ora ¢ una qualsiasi trasformazione di Aut(D). Se
a=¢$~1(0), allora la composizione ¢pov,€4ut(D) lascia fisso 0 ed & quindi

della forma z—e"z. Otteniamo cosi la (3.3). O

Mostriamo come il disco, con 1 suoi automorfismi, costituisca un mo-
dello di geometria iperbolica, cioe¢ della geometria piana in cui le rette siano
sezioni piane in Q di una stella iperbolica.

Come punto esterno alla quadrica fissiamo P = (0:0:0:1), polare del
piano equatoriale {x, = 0} di Q. I piani della stella .#» hanno equazione

(3.4)  Eoxp+ Exp +Ex, =0, e sono secanti se f(z, - ff - §§ <0.
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Ad essi corrispondono in CP' le circonferenze di equazione

(3.5) So(l +22) +&1(2+2) +i6(2-2) = 0.

Se &y#0, posto a = (&1+i&,) /&y, abbiamo nel piano di Gauss la circonferen-
za

(3.6) w+az+az+1=0, conaeC,lal>1.
Se &p=0, otteniamo le rette per 1’origine
3.7) az+az=0, cona €C,.
L’inversione rispetto alla (3.7) (che si ottiene formalmente sostituendo w a
z nell’equazione) ¢ la
a
(3.8) w=-="1
a
Calcoliamo I’inversione rispetto alla (3.6). Da wz+aw+az+1 =10
ricaviamo w = —(1 + a2)/(@ + Z), ovvero, posto a = —1/a,

a—1z

3.9 w = — .
1-az

La composizione con il coniugio (che ¢ la (3.8) per a=i), otteniamo la (3.2)).
Le trasformazioni (3.1)) si ottengono componendo due inversioni rispetto
a rette della forma (3.7). Quindi, poiché Gp & certamente contenuto nel
gruppo degli automorfismi di Mobius del disco D, otteniamo:

TeoREMA 3.4. Se P =(0:0:0: 1), abbiamo Aut(D) = Gp. O

4. Modello standard del piano di Lobacewski

Il piano di Lobacewski si puo rappresentare come un sottoinsieme dello
spazio di Minkowski Ri , nel modo seguente: fissato un vettore e di tipo
tempo, si considera la falda dell’iperboloide a due falde:

(4.1) £ = {xeR},|[xlx] =1, [xleg] > 0}.

I1 gruppo O*(1,2) opera transitivamente su .. Dati due punti &, 1 di .Z
vi ¢ un’unica rotazione iperbolica che porti il primo sul secondo: il settore
di arco iperbolico che determina la rotazione ¢ dato da coshé = [E|n] ed
abbiamo quindi

[Em] -1

[Eml+1°

Definiamo la distanza iperbolica tra i due punti § e ) mediante:

. o -1 /[Elﬂ] -1
4.3) dist(g,m) = 6 = 2tanh —[EM] 1

4.2) tanh?(9/2) =
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Essa gode delle proprieta della distanza e inoltre vale I’uguaglianza:
dist(E, m) = dist(g, ) + dist(t,m)

se e soltanto se &, 1, T appartengono alla stessa retta (intersezione di .2’ con
un piano per I’origine di R? ,) € T si trova sull’arco che congiunge € ad .
Questa proprieta segue dal fatto che le funzioni iperboliche definiscono un

isomorfismo tra il gruppo additivo dei numeri reali e le rotazioni iperboliche
di SO*(1, 1):

cosh@ sinhé

k26— (sinh9 cosh

) e SO"(1,1).

5. Isomorfismo del modello di Poincaré con quello standard
Sia I" il cono dei vettori isotropi di R{ ;:
(5.1 I = {x e R}, |[xlx] = 0}.
Posto I', = {x € I'| x3 # 0}, ’applicazione
(5.2) T, 5 (X0, X1, X2, X3) > (@ iy ﬁ) €
X3 X3 X3
¢ surgettiva ed induce, per passaggio al quoziente, una bigezione tra
Q ={P=(x0:x1:x:x3)€ Q|xox3 <O}

e il piano di Lobacewski .Z.
Questa bigezione induce un isomorfismo tra i gruppi Gp ed O*(1,2).
Componendola con I'inversa della proiezione di Tolomeo, otteniamo
un’applicazione bigettiva:

zw+1 z+7% iZ—z
z-1"72z2-1" zz-1

(5.3) Daz—>( )e.,i”.

Dati due punti z, w € D, siano &, 7 i corrispondenti punti di .. Detta 6 la
distanza tra ¢ e 7, otteniamo:
(Z+Dww+1)—z+2DW+w)—(z2—-2D(w—W)

cosh @ = [¢[n] = (zz— D(ww — 1)

(5.4)

_Zww+zZZ+ww+ 1 - 22w — 27w
- (2Z - D(ww - 1) ’

da cui otteniamo:

[Elnl -1  Z+ww—zw—wZ  |z—-w]

tanh?(9/2) = — _
(©/2) [Em+1 zZzww—zw—wz+1 |1 -0
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e troviamo dunque il significato dell’invariante del gruppo degli autormor-
fismi di Mobius del disco che avevamo trovato in precedenza. Abbiamo
dunque:

(5.5) tanh (dist(z, w)/2) = ‘ oW ' ,
1—zw

OvVVvero

(5.6) dist(z, w) = 2 tanh~' | = ‘ .
1—zw

Indicheremo di solito con @ la distanza nella metrica di Poincaré del disco.
Esplicitando I'inversa della tangente iperbolica otteniamo:

Z-w
1+ '1 _‘
— —w
(5.7) w(z,w) = log pep—
I —zw
Posto € = ' S —|, calcoliamo lo sviluppo di Taylor di @ rispetto ad e.
— W

Abbiamo:
(_1)n€n+1 n+1 €2n+1

l+e€ N © L ”
og 5] = ostt+-tog1-0 = 2 et o1 = 2oz 11

n=

Qundi, posto w = z + dz, otteniamo:

dz
ozt d) =2 4 oaz)
1 -2z
e da questa la formula della metrica di Poincaré del disco:
dz -dz
5.8 ds2 = 4—
) (1 - zz)?
che, nelle coordinate cartesiane reali x, y si riscrive:
dx* + dy*
2 _ 2, .2
(59) ds® = m (X +y < 1) .

Ricordiamo che la curvatura di una metrica Riemanniana su una super-
ficie, rappresentata in coordinate nella forma

ds® = Mx,y) (a’x2 + dyz) ,

si puo calcolare utilizzando la formula:

) 1
k = curvatura Gaussiana = ——Alogh = —

2\

1 (& logh s 0% log A
20\ Ox? oyr |
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Nel nostro caso A = 4(1-x*>—y?)~2. Quindi:

dlogh 4x »logh 4 . 8x?
ox  1-x2-y2’ 0x2  1-x2—y2 (1-x2-y2)?
dlogh 4y »logh 4 . 8y?
dy  1-x2-y2’ Ayt 1—x2—y2  (1—-x2—y2)2"
Otteniamo percio:
1 8 8x? 2
K=- . + + 8y =-1.
8 I-x2-y> (1-x>2-y?)?
1 —x?—y?

Con la metrica di Poincaré, il disco D € una superficie a curvatura costan-
te (—1).

5.1. La metrica sul modello standard. Parametrizziamo il piano .

mediante:
Xo = cosh @

(5.10) x; = sinh @ cos ¢
Xy = sinhfsin¢.

La corrispondenza biunivoca con D ¢ data allora da

inh @
X = sinh6cos ¢ = tanh(6/2) cos ¢
1 +cosh@
(5.1D) inh 6 sin ¢
sinh @ sin )
Y= Tt coshp — BIN(O/2)sing
da cui

dx = % (1 + tanh(6/2)) cos ¢ d6 — tanh(6/2) sin o d¢p,

dy = % (1 + tanh2(9/2)) sin ¢ d + tanh(6/2) cos ¢ do

e quindi, poiché 1 — x*> — y?> = 2/(1 + cosh 6),
dx* + dy*

12 log—— -
(5.12) ds A2 =27

= d&” + sinh* 0 d¢> .

5.2. Metrica di Poincaré sul semipiano. La trasformazione di Mobius:
3—1

5.13 w = —
( ) 3+

definisce una corrispondenza biunivoca tra i punti del semipiano

(5.14) H = {Im3 > 0}
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e il disco D = {|w| < 1}. Essa fa corrispondere alle rette di D, che sono dia-
metri per 0 e archi di circonferenze ortogonali a dD, le rette di H, che sono
semirette perpendicolari all’asse x e semicirconferenze con centro sull’asse
X.

Abbiamo
2id3
dm = - R E
G +i)?
1 . GB+DE-D)-G-DE+10)
— W = ,
|5 + il?
da cui
(5.15)
W Adzds I3 + iI* = 2 2
2:4%:4. / = dsdgzzdx -;dy pery > 0.
(I-wd)?  —4G-3?f3+il*  (m3) y

6. Trigonometria iperbolica

Siano 7, », »3 1 tre vertici di un triangolo del piano di Lobacewski
£ c R{,. Indichiamo con

a; = lunghezza del lato opposto a 7,
(6.1) a; = ampiezza dell’angolo interno di vertice 7,
A; = m — «; = ampiezza dell’angolo esterno di vertice ;.

Ricordiamo allora che la lunghezza del lato ha I’espressione:

(6.2) cosha; = [vj]w], se (i, ), k) €8Ss.
Per calcolare I’angolo «;, osserviamo che posto
w; = vj — [vjlvly, we = v — [wdulo;,
risulta
—[wj|wk] [Vi|7/j][7/i|vk] - [T/j|7/k]
cosq; = =
Viwilwillwlw] — (wl7;? - D(wlwu]? - 1)
ciog
cosha;cosha; — cosha;
(6.3) cosa =

sinh a; sinh gy

Otteniamo quindi il TEOREMA DEL COSENO:

(6.4) sinha;sinh g cos @; = cosha;cosha; — cosha;

OVVEero

(6.5) sinhajsinha; cosA; = cosha; — cosha;coshay.
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Ricordiamo le formule di somma delle funzioni iperboliche:
2 coshacoshb = cosh(a + b) + cosh(a — b)
2 sinh a cosh b = sinh(a + b) + sinh(a — b)
2 sinh a sinh b = cosh(a + b) — cosh(a — b)
cosh(a + b) = coshacosh b + sinh a sinh b
sinh(a + b) = sinhacosh b + sinhbcosha.

Poiché cos A; = 2 cos?(A;/2) — 1 = 1 — 2sin*(A;/2), otteniamo
2 sinh a; sinh a; cos? (A;/2) = cosha; — (cosh ajcosha; — sinha; sinh ak)
= cosh a; — cosh(a; — ay)

= 2sinh ((a; + a; — a)/2) sinh ((a; + @ - a;)/2) .

Ponendo
a) +ay + as
So= ————
0 2
a +az —a,
S1=Sp—a; = —
(66) ay+az—a
S)=S8g—ap = ———
2= 80— 5
ay +ay —as
S3=8p—a3 = ————
3=80— a3 5
otteniamo:
(6.7) sinh a; sinh a; cos*(A;/2) = sinh s; sinh sy,
(6.8) sinh a; sinh a; sin®(A;/2) = sinh s sinh s;.

Moltiplicando termine a termine le (6.7)), otteniamo:
sinh a; sinh a; sinh® @; cos*(A ;/2) cos*(A;/2) = sinh s; sinh s sinh® s;
= sinh a; sinh a; cos?(A;/2)
da cui ricaviamo:

(6.9) sinha; cos(A;/2) cos(A/2) = sinh s; cos(A;/2) .

Analogamente, moltiplicando termine a termine le e (6.8), otteniamo
(6.10) sinh a; sin(A;/2) cos(A,/2) = sinh s; sin(A;/2).

Infine, moltiplicando termine a termine le (6.8)), si ha:

(6.11) sinh a; sin(A/2) sin(Ax/2) = sinh sy cos(A;/2) .
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7. Geometria sferica

Consideriamo ora la geometria che ha come gruppo di trasformazioni
il gruppo Gp relativo a una stella ellittica, avente per equatore la circonfe-
renza k¥ = {|z] = 1}. Ricordiamo che le circonferenze della stella sono tutte
e sole quelle che intersecano « negli estremi di un diametro. Esse corri-
spondono, nella proiezione di Tolomeo, alle sezioni piane di Q ottenute con
piani passanti per il punto P di coordinate omogenee (1:0:0:0), cioe della
forma

Eixy +Exy +E3x3 =0.

Se &#0, otteniamo, con a = (& + i&,)/&3, otteniamo le circonferenze del
piano di Gauss

(7.1) zZ+az+az=1, conacC.

Se &;=0, abbiamo in C le rette

(7.2) az+az=0.

L’inversione rispetto alla retta (7.1) ¢ la

(7.3) w=-2.z
a

Per calcolare I’inversione rispetto alla circonferenza ([/.1]), possiamo risol-
vere 1’equazione che si ottiene sostituendo w a z nell’equazione che la
definisce. Da wZ + aw + aZ = 1, ricaviamo che

s
(7.4) we= %

a+7’
Componendo questa con il coniugio z — Z, otteniamo l’involuzione di

Mobius:
1-az

w = ,
a+z

che nel casoa = 0 cidalaw = 1/z, mentre ad a=co corrisponde law = —z.
Se a # 0, oo, si usa sostituire 1/a ad a e considerare la

a-—z
w= —.

1+az

(7.5)

Osserviamo che la ((7.5) ¢ associata alla matrice

1 a 1 a2
_ _ _ 2
(_ 1), con (Zz 1) =1+ |a])],

a
ed & quindi un’involuzione di CP'. Vale quindi il

Lemma 7.1. La (7.5) é un’involuzione in Gp che scambia O con a ed oo
1
con —a . O



7. GEOMETRIA SFERICA 49

Lemma 7.2. Ogni trasformazione di Mobius in Gp che lasci fisso 0 e
della forma

(7.6) w=e"z con § € R.

DimosTrAZIONE. Infatti una tale trasformazione manda diametri di « in
diametri di k e quindi lascia fissi o € 0. Quindi ¢ lineare, ed essendo ellittica
¢ necessariamente della forma ([7.6)). O

Da questa otteniamo:

TeorEMA 7.3. Le trasformazioni di Mobius generate dalle riflessioni ri-
spetto alle circonferenze di una stella ellittica di equatore k = {|z| = 1} sono
tutte e sole quelle della forma:

i6
a-z e

—, oppure w = —, acC, 6eR.
1+az Z

(7.7) w=e".

Calcoliamo la distanza e la metrica della geometria sferica. Possiamo
descrivere 1’applicazione del piano complesso C = CP'\{co} sulla sfera
S2cR? mediante:

+z2
w = -
l+2zZ
(Z—2)
wh = -
1 +2z7
zz—-1
w3 = — .
1+27

Se (wj, wy, w}) sono le coordinate di un’altro punto w, la distanza tra z e
w sara misurata dall’arco di cerchio massimo 6, di ampiezza <m, tra z e w,
dato da:
2ew 4+ 2Zw + (22— D)(ww = 1)

(1 +z)( +ww)
2w+ 27w+ ZZww —zZ—ww + |
B (1 + 221 +ww)

cos 6 = wywi+wrwy+wsw =

Abbiamo quindi:

l—cost (1+z2)(1+ww)—2zw—2Zw— (22— D(ww — 1)
1+cos@®  1+z2)(1+ww)+2zw + 27w + (22 — D(ww — 1)
ZAww—w—Iw |z —wf

tan?(6/2)

Zww+m+Iw+ 1 |1+ 2w
Questa ci da

(7.8) tan(6/2) =

1+zw

Z—W‘
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L’angolo 6 misura la distanza tra i due punti nella metrica sferica:

(7.9) 6 = dist(z, w) = 2 arctan £
1+zw

Ricordiamo lo sviluppo di Taylor dell’arcotangente:
0 (_ l)n t2n+1
tan(z) = —_ .
arctan(?) ano 1
Abbiamo quindi, per la forma infinitesimale della metrica:

2|dz|

1+2zZ

ds = dist(z,z + dz) =

e quindi la prima forma fondamentale &

dzdz  dxX’+dy’
(1+22? (14 x2+y?)

(7.10) ds* =4

Calcolando la curvatura
Alogh
2\

K =

2
per )\:4(1 +x2+y2) .
Otteniamo:

(7.11) k=1.

8. Trigonometria sferica

SiaS? = {v e R? | ||l7|| = V(v|v) = 1}. Siano v, », v € S? i tre vertici
di un triangolo sferico. Poniamo:
a; = lunghezza del lato opposto ad 7,
a; = ampiezza dell’angolo interno di vertice v,
A; = m — a; = ampiezza dell’angolo esterno di vertice v; .
Sia (i, j, k) una permutazione di (1,2, 3) che considereremo fissata nel se-

guito. Le lunghezze dei lati si esprimono per mezzo del prodotto scalare.
Abbiamo quindi:

(8.1) a = (lexk)

Per calcolare «;, poniamo w;=v;—(v;|v;)v;, wi=v—(v|v;)v;. Abbiamo allo-
ra:

3 (wjlwy) B (vjlo) = (vjlw) (vl w) _ COsg; — €08 a,;COS a

Clwllwd - T =@lo)d - (wlw?)  sing;sing
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Otteniamo dunque le formule (TEoREMA DEL COSENO):

(8.3) sina; sin a; Cos @; = COS a; — COS A COS ay .

(8.4) sina; sin a; cos A; = COs a; COS a; — COS a; .

Utilizzando le formule di bisezione abbiamo:
2sina;sin ay cos?(A;/2) = cos(a; — ax) — cosa;
—2sina; sina)k sin*(A;/2) = cos(a; + a;) — cos a;
che, per prostaferesi, danno:
a;+aj—ay\ ., (a;+ag—a;
B

. . .2 L (aitajta\ . (a;tag—a;
sina; sinay sin“(4;/2) = sin| ————|sin| ————
2

sin a; sin ay cos?(A;/2) = sin (

2
Poniamo

(8.5) S0

a+a +as aj + ax — a
I ST
Osserviamo che sy = s; + 5, + s3. Le formule ottenute si possono allora
scrivere:

. . 2 . .
sina; sina; cos“(A;/2) = sin s; sin s
(8.6) ! !

sin a; sin ay sin’(A;/2) = sin s sin s;

Moltiplicando termine a termine le prime di queste formule (con permuta-
zione ciclica degli indici) otteniamo:

2 2

sina; sin a; sin” a; cosz(Aj/Z) cos?(A;/2) = sin §;sin s; sin” s;
= sina; sin g sin? s; cos?(A;/2)

da cui, semplificando ed estraendo la radice quadrata, abbiamo:

(8.7) sin a; cos(A;/2) cos(Ax/2) = sin s; cos(A;/2)

Analogamente, dalle seconde delle (8.6)), otteniamo:

sin a; sin ay sin® ¢; sin’(A il2) sin’(A;/2) = sin s jsin sy sin® s
= sin’ s¢ sin aj sin ay cos’(A;/2),
e da questa ricaviamo:

(8.8) sina; sin(A ;/2) sin(A/2)

sin s¢ cos(4;/2)

Ancora, moltiplicando membro a membro le prime e le seconde delle
otteniamo:

sin a; sin ay sin® @; sin®(A;/2) cos*(A j/2) = sin sy sin s; sin® s,
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= sina; sin a; sin*(4;/2)
da cui:

(8.9) sina; sin(A/2) cos(A;/2) = sin s; sin(A;/2)

Da queste si possono ricavare varie altre formule per addizione o sottrazio-
ne:

sin(a;/2) cos((A; — Ax)/2) = sin((a; + ax)/2) cos(A;/2)

cos(a;/2)cos((A; + Ay)/2) = —cos((a;j + ax)/2) cos(A;/2)
cos(a;/2) sin((A; + Ay)/2) = cos((aj — ax)/2) sin(A;/2)
sin(a;/2) sin((A; — Ax)/2) = —sin((a; — ax)/2) sin(A;/2)

(8.10)

8.1. Formule di Delambre, Mollweide, Gauss. Le equazioni seguen-
ti'TF esprimono il questo fatto:

Se vi e un triangolo sterico con latia,, a,, as ed angoli esterni A;, A,, As,
allora vi e anche un triangolo sferico con lati Ay, A,, Az ed angoli esterni
a, ap asz. Poniamo quindi

A +A, + A A+ A+ A;
8.11) SO:%, Si:%.

Valgono allora le formule:

sin A; sin A; cos® @;/2 = sin S ;sin S
(8.12)

sinAjsin A sin®@;/2 = sinSysin S;

da cui, dividendo membro a membro, si ottiene:
sin S sin S;
tan*(q;/2) = —————
an(a;/2) sinS ;sin S
B cos((a; + as + @3)/2) - cos((e; + ax — @;)/2)

cos((@; + ax — @j)/2) cos((@; + a; — ap)/2)

(8.13)

Vale il Teorema dei seni:

sin a; sina, sinas
(8.14) = =

sina; sina, Ssinas

Utilizzando le formule (8.2)), otteniamo:

sin® a; sin® @, — cos? a; cos? a; — cos? a; + 2 cos a, cos a; cos az

sin” a; = ———
sin” a; sin” ay

1Jean Baptiste Joseph Delambre (1749-1822), matematico e astronomo francese.
Karl Brandan Mollweide (1774-1825) matematico e astronomo tedesco
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—2 + sin® a; + sin” a, + sin? as + 2 cos a cos a, Cos as

sin® a; sin® a;
Poiché il numeratore della frazione a secondo membro ¢ indipendente dal-
I’indice i, otteniamo:

sin"a; sin’a;sina;  sin’q;

b

sinq; sing;sinfa;  sin’a;
da cui segue il teorema dei seni.
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CAPITOLO IV

Funzioni Olomorfe su un aperto di C

1. Prime definizioni e proprieta

Possiamo identificare il campo C dei numeri complessi allo spazio eu-
clideo R?, di coordinate reali x, y. Introduciamo gli operatori differenziali a
coefficienti complessi costanti in R?

o BB e al(eL )
0z 2\0x ay 0z 2\ox ay

e le forme differenziali a coefficienti complessi

(1.2) dz=dx+idy e dZ=dx—-idy.

Osserviamo che vale 1’'uguaglianza

(1.3) dzNdZ = =2idx N dy,

ove dxAdy & I’elemento di volume orientato di R.
Se f : Q—C & una funzione di classe €', definita su un aperto Q di C,
allora

of 3f of . of
1.4 df = —d = 2 d7 + —d7.
(14) ;= ay 0z 07
TeoremA 1.1. Sia f : Q—C una funzione definita su un aperto Q di C.
Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
() feFH Q) e 8f/07=0
(2) fe€(Q) edf(z): C—C & C-lineare per ogni z € Q;
() f € Q) ed f(z)dz é una forma differenziale chiusa in C;
(4) per ogni z € Q esiste il limite:

1imhﬁow e C. O

OsservazionE 1.2. Nella (1) si pu0 sostituire all’ipotesi che f sia di clas-
se ¢! I’ipotesi che f ammetta in tutti i punti le derivate parziali rispetto alle
coordinate x e y e che esse soddisfino la relazione

0f(2) L df(2)
0x ay
57

=0

(1.5)
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in ogni punto z € Q. Se supponiamo la f continua, possiamo limitarci a
richiedere che esistano in ogni punto le derivate parziali rispetto alle coor-
dinate e che la relazione (1.5]) valga per z al di fuori di un insieme di misura
nulla in Q.

Dermvizione 1.1. Una funzione f : Q — C che soddisfi le condizioni
equivalenti del Teoremall.T] si dice olomorfa in Q.

OsserVAZIONE 1.3. Se f ¢ olomorfa in €, allora

af(z) _ 0@ _ 0@
ox oy

Chiamiamo tale valore comune f’(z) la derivata di f in z.

@)= , YzeQ.

Nortaziong 1.4. Indichiamo con 0'(Q) I’insieme delle funzioni olomorfe
definite sull’aperto Q e con £*(Q) il sottoinsieme delle f € &'(Q) che non
si annullano in nessun punto di Q.

TeorREMA 1.5. Siano Q, Q' aperti non vuoti di C. Allora:

(1) O(Q) é un’algebra su C.
2) Se fe OQ)ege 0(Q), allora f|g € O(Q).
(3) Se feOQ), ge OY)ed f(Q) Cc ', allorago fe O(Q). O

2. La formula di Cauchy-Martinelli

Dimostriamo in questo paragrafo la formula di rappresentazione di Mar-
tinelliﬂ che generalizza la formula di Cauchyﬁ

TeorEMA 2.1. Sia Q un aperto limitato di C con frontiera di classe ¢
a tratti. Se f ¢ una funzione continua di classe €' in un intorno aperto di
Q, allora vale la formula di rappresentazione

of _dind
Q1 |f@) = ff U o “ 4 sz f(g) VzeQ.

(FORMULA DI CAUCHY-M ARTINELLI)

DimostrAzIONE. Fissiamo z € Q; sia r = dist(z, 0Q) > 0; per ogni €
con O<e<r poniamo Q. = {{ € Q | [{—z] > €}. Se O<e<r, allora Q. ¢
ancora un aperto con frontiera di classe ¢! a tratti ed f(0)d{ /({ —z) una

"Enzo Martinelli (1911-1999) fu un matematico italiano, allievo di Francesco Severi.
Fu attivo in geometria algebrica edifferenziale e nell’analisi complessa.

2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) matematico francese, tra i piu illustri del suo
tempo.
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forma differenziale di classe €' in un intorno di 55. Per la formula di
Gauss-Green-Stokes abbiamo:

o e 2

N d —

i d (FQAZ [ - 2)) = (OF @) [67) é Zf in O\(2).
La singolarita {—1/({ — z) ¢ sommabile in un intorno di z. Quindi il

primo membro di (x) converge, per € \,0, a

- [[Lio%rs

Per quanto riguarda il secondo membro d1 (), abbiamo:
i} fQ IAC9)
f de= | Smar- | SEdr
00, =2 0l —2 —d=e £ — 2
Calcoliamo il secondo addendo del secondo membro di questa uguaglianza
utilizzando le coordinate polari {—z = €-e". E d{ = ie-e"dt lungo il cerchio
| — z] = €. Quindi:
27
f &dg - f flz+e e")dt — 2mi-f(z) per €\0.
[—z|=€ é/ —Z 0
La (2.1) si ottiene passando al limite per € N\, 0 nella (). O

CoroLLARIO 2.2. Sia € un aperto limitato di C con frontiera di classe
€' atratti. Se f € OQNE (Q), allora risulta:

22) f0=5m [ f07% vea,

(FORMULA DI RAPPRESENTAZIONE DI CAUCHY)

(2.3) f(ds=0.
0

(FOoRMULA DI CAUCHY-MORERA)

Se ¢ € 6;(C), conk > 1, allora

dZnd
2.4 R0 =5 [[ 00%E “
¢ una funzione di classe €* in C che soddisfa l equazione
OF
(2.5) D _ s in C.

0z
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In particolare, F4 e olomorfa su C\supp(¢).

DmvostrAzIONE. La (2.1)) si ottiene applicando la formula di Cauchy-
Martinelli agli aperti Q, = {z € Q | dist(z, dQ) > €}, che per € > O sufficien-
temente piccolo hanno frontiera di classe ¢! a tratti e soddisfano: Q, € Q
ed Q. /" Qpere N\ 0.

La (2.2)) si ottiene dalla (2.1]) applicata alla funzione {—( — z) f(£).

Per dimostrare I’ultimo enunciato del corollario, osserviamo che il cam-
biamento di variabile w = { — z ci da:

1 d aw
Fy(2) = Tmff‘ﬁ(ﬁw)%

e quindi per derivazione sotto il segno di integrale verifichiamo che F; €
¢*(C). Infine, derivando sotto il segno di integrale:

0Fy(2) 1 ff Ip(z +w) dw A dw
07  2mi 0z w

= ff %@)d“dg 4(2).
7Tl

dove I'ultima uguaglianza si ottiene applicando la formula di Cauchy-Martinelli
a un disco D, che contiene al suo interno supp ¢ U {z}. O

Una facile conseguenza della formula di rappresentazione ¢ il

TeoreEMA 2.3 (principio del massimo modulo). Sia Q un aperto connes-
so di C. Se fe0(Q) e |f| ha un massimo locale in un punto zy di Q, allora
f e costante in Q.

DimosTtrAZIONE. Per ogni O<r<dist(zy, CQ) abbiamo

27
i ‘¢ M = o7 f |f(Z0 + I’ei6|d9.
|zeta|=r 0

Poiché f ¢ continua, questo ci dice che |f| & costante su {|z—zo|=r} per ogni
0<r<dist(zo, CQ) e ne segue che |f| ¢ costante su 2. Allora

1f (o)l =

SU@F = @) @ =0, VzeQ
implica che f* = 0 e dunque f ¢ costante in Q. O
CororLarIO 2.4. Sia Q un aperto limitato di C. Allora
(2.6) lf@)I < max lf QL Vf e o@NE(Q).
Dalla (2.1) ricaviamo, per derivazione sotto il segno di integrale:

TeOREMA 2.5. Per ogni aperto Q di C, O(Q) C €= (Q). O



2. LA FORMULA DI CAUCHY-MARTINELLI 61

CoroLLARIO 2.6. Sia Q un aperto di C e sia feCO(Q). Allora anche
fleO(Q). O
In questo modo possiamo definire tutte le derivate successive:

h
2.7) ") = (0%) f(z), per fe O(Q), z€ Q.

Ancora dal teorema di derivazione sotto il segno di integrale, ricaviamo

TeOREMA 2.7. Siano p una misura a supporto compatto in C ed Q=C\supp(u).
Definiamo

(2.8) F,(2) = ffw, per z € Q.
c{—2

Allora F, € O(Q). O

Possiamo utilizzare questo risultato per dimostrare il teorema sulle sin-
golarita eliminabili:

TreoreMA 2.8. Siano Q un aperto di C, zp € Q ed f € 0 (Q\{zo}). Se
Alim (z — z0) f(z) =0,
720

allora f si prolunga in modo unico a una funzione olomorfa su Q.

DimosTRAZIONE. Siano €, ¥ numeri reali con 0<e_<r<dist(z0, 0Q) ed indi-
chiamo con D il disco {z € C||z — zo|<r}. Poiché D € Q, abbiamo, per la
formula di Cauchy,

_ b dg 1 f dag
Q=5 f| IRl e

Utilizzando coordinate polari { = zg + e’ nell’ultimo integrale, abbiamo:
d 2 € f(z0 + €€’
f f(()—§=f (—.)dt—>0 per €\, 0.
|lz—zol=€ {—-z 0o Z20—2tee

E dunque:

10=5= [ 0 per zeD\al
T Jje—zol=r {-z

Per la proposizione precedente, I’integrale a secondo membro definisce una

funzione olomorfa in D, che coincide con la f nei punti z#z,. La dimostra-

zione ¢ completa. O

TeoREMA 2.9. Se f é una funzione continua, a valori complessi, su un
aperto Q di C, e la forma differenziale f(z) dz é chiusa, allora f é olomorfa
su Q.
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DimmosTrAzIONE. Fissiamo zp € Q ed un numero reale re(0, dist(zg, 0€2)).
Se |z — zol<r, per ogni numero reale € con 0<e<|z — z¢|, poiché la forma
differenziale (f({)/({ — z)) d{ ¢ chiusa in Q\{z}, abbiamo:
[ 104 [ SO
[¢=zol=r { -z |¢—z|=€ g —Z
Utilizzando le coordinate polari {—z = €e”, si verifica che I’integrale a
secondo membro converge a 27i- f(z) per € \\0. Otteniamo quindi la formula
di rappresentazione:
1
e so=g5 [ Fa per w-al<r,
271 Jig—l=r § — 2
che dimostra, per il Teorema[2.7, che f & olomorfa in {z € Q | |z — z| < r}.
Quindi f ¢ olomorfa in €, essendo olomorfa nell’intorno di ogni punto
di Q. m|

Utilizzando la formula di rappresentazione di Cauchy ed il teorema di
derivazione sotto il segno di integrale, ricaviamo

TeoremA 2.10 (Regolarita). Sia Q un aperto limitato, con frontiera di
classe €' a tratti, e sia f € O(Q)NE (Q) Allora f € € (Q) e

(2.10) f(m)(Z) — ﬂf M YzeQ
0!

27 Joq (& = z)m*! ' O

Dalla formula di rappresentazione delle derivate di una funzione olo-
morfa, ricaviamo la diseguaglianza di Cauchy:

TeoREMA 2.11. Sia Q un aperto limitato di C e sia f € O(Q)NE (Q)
Allora:

@10 |f"@)| < m! sup|f] - dist(z,0Q)™  VYmeN, VzeQ. _
oQ

TeorREMA 2.12. Sia Q un aperto di C e sia f € O(Q) N L™ (Q). Allora:
2.12)  |f™@)| < m! sup|f] - dist(z, 0™  VYmeN, VzeQ. _
Q

Da questo teorema otteniamo il

Teorema 2.13 (Liouville). Se f € O(C) ed esistono costanti C > 0,
u € R, tali che

lf@I<CA+ ) VzeC,

allora f é un polinomio di z di grado minore o uguale alla parte intera [u]
di u. In particolare, una funzione olomorfa e limitata su C é costante.
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DimosTtrAZIONE. Sia m il pit piccolo intero non negativo > u. Applican-
do la diseguaglianza di Cauchy alla restrizione di f al disco |z| < R, per R
reale positivo, abbiamo:

If™ @I < C(1+R*R-2)™ se |z <R.

Tenendo fisso z, facciamo tendere R a +oco: otteniamo che f(z) = 0. Quin-
di la funzione olomorfa f ha tutte le derivate parziali di ordine m uguali a ze-
ro in ogni punto z di C = Riy. Essa ¢ quindi un polinomio di grado <(m—1)
di x, y. Per I'ipotesi d’olomorfia, ¢ un polinomio di grado <(m—1)<[u] della
variabile complessa z. O

Come corollario del Teorema di Liouville possiamo dare un’altra di-
mostrazione del teorema fondamentale dell’algebra (vedi Teorema [2.1] del

Cap.[l):

TeoremA 2.14 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio
p(2)€C[z], di grado positivo nella variabile complessa z, ammette almeno
una radice in C.

DimosTRAZIONE. Supponiamo che il polinomio p(z) non ammetta radici
complesse. Allora 1/p(z) ¢ una funzione olomorfa e limitata su C, quindi
costante e dunque anche p(z) ¢ costante. O

3. Il lemma di Schwarz
Indichiamo nel seguito con D il disco unitario di C
D={zeCllzd <1}
e con D* = D\{0} il disco unitario privato dell’origine.

TeoremA 3.1 (Lemma di Schwarz). Sia f € O(D).

Se f(0) =0el|f(2)l < 1suD, allora|f(z)| < |zl su D e|f’(0)] < 1.

Se o |f'(0)|=1, oppure |f(z0)|=Iz0| per qualche zyeD*, allora f(z)=e"z
per ogni z€D, per qualche 6 € R.

DimosTtrAZIONE. Se O<r<1, la funzione f,(z) = f(r-z) € olomorfa in un
intorno del disco chiuso D. Inoltre, per il teorema sulla singolarita elimina-
bile, la

r-f'(0) perz=0

¢ olomorfa su D, continua su D, e in modulo minore o uguale ad 1 sulla
frontiera del disco. Per il principio di massimo (Corollario [2.4)) ¢ allora

lg-(2)|<1, YzeD = |f(r-2)| = |f(rzl < |z, VzeD, [f'(0)|<r.

Passando al limite per r—1~ otteniamo che |f(z)|<1 su D e [f"(0)|<1.

f(2)/z, per zeD\{0},
gr(Z) =
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L’ultima affermazione ¢ il principio di massimo applicato alla funzione

@) = f@)/z se 0<fzI<I,
g = f(0) sez=0,

che ¢, per il teorema sulle singolarita eliminabili, definita ed olomorfa sul

disco D. O
Sia
1+6 —
(3.1 w(z,w) = log ove O = £ _W , ZLWeED
1-6 1-zZ-w

la distanza di Poincaré nel disco. Poiché la funzione reale 6— log (%) e

crescente per § € [0, 1[, la diseguaglianza w(z’, w")<w(z, w) € equivalente a

' Z/_WI

1-z-w 1-zZ-wl
Mediante composizione con automorfismi di Mobius del disco ricavia-
mo dal Lemma di Schwarz il seguente:

TeoremA 3.2 (Pick). Ogni applicazione olomorfa f : D—D e una con-
trazione per la metrica di Poincaré di D.

Se f : D—D ¢ olomorfa ed w(f(z1), f(22)) = w(z1,22) per una coppia
21, 22 di punti distinti di D, allora f é un automorfismo di Mobius del disco.
S S Tl
1-2¢ 1 —ww
otteniamo dalla f una funzione olomorfa D 3> {—¢ = g({) € D, che sod-
disfa le ipotesi del Lemma di Schwarz. Allora [g({)| < |{| su D, onde in

DimmosTrAZIONE. Sia w;=f(z;), i=1,2. Posto z=

particolare, posto / = U729 sulta:
— 2112
= (z1) — f(z2) 21—z
g = [LL T ]
1 - f(z1)f(22) — A2

L’ultima osservazione segue dal fatto che, se [g({)| = |{| per qualche { € D*,
allora g ¢ una rotazione intorno all’origine. O

Per il Lemma di Schwarz, la funzione g nel lemma precedente deve
soddisfare la diseguaglianza |g’(0)| < 1. Vale quindi la forma differenziale
del Lemma di Pickf]

3Georg Alexander Pick (1859-1942), matematico austriaco.
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TeoremA 3.3 (Pick). Se f : D—D e olomorfa, allora:
rol 1
L=1f@P ~ 11—

Se nella (3.2) vale I’'uguaglianza per qualche zeD, allora la f é un auto-
morfismo di Mobius del disco. O

(3.2) VzeD.

Il Lemma di Schwarz si generalizza al seguente:

TeoremA 3.4. Sia f : D—D un’applicazione olomorfa del disco in sé
ed m un intero positivo tale che f(0) = --- = f™D(0) = 0. Allora

(3.3) f@I <", VzeD e  |f"(0) < ml

Se |f™(0)] = m!, oppure se esiste un punto z € D" tale che |f(z)| = |z|",
allora f(z) = €?7" per qualche 6 € R.

DimosTtrAZIONE. Verifichiamo che f(z)/z™ ha in 0 una singolarita elimi-
nabile. Se O<e<r<1, allora

f@ 1 9€ f(d¢ 1 95 f(d¢ y
I - _ — Ve<|z|<r.
" 2ri Jig=r {0 —2) 27 Jig=e {™(E — 2)

Calcoliamo il secondo addendo a secondo membro utilizzando le coordinate
polari.

ng fQdsg 1 7 f(ee)em e 1 ip)

271 e &°C—2) 211 o T

Per ipotesi, f(e e)-€"~! & uniformemente limitata ed infinitesima per e—0".
Passando al limite sotto il segno d’integrale per e—0*, otteniamo che

o_ 1§ sox
" 2mi 1l=r {m(f - Z),

Poiché I'integrale a secondo membro ammette limite per z—0, per il teo-
rema sulla singolarita eliminabile la f(z)/z" si estende ad una funzione
olomorfa sul disco, che vale (m!)~! " (0) in 0.

Si puo allora completare la dimostrazione con ragionamento simile a
quello utilizzato in quella del Teorema 3.1} O

YO<|z|<r.

Da questo teorema ricaviamo la diseguaglianza:

TeorEMA 3.5. Siano zo€C ed r > 0. Poniamo D, (r) = {z€C | |z—zo|<r}.
Se f € O(D,,(r)) N L™(D.,(r)) soddisfa f(zo) = --- = f™ V(z0) = 0, allora

(3.4) 1f(2)l < ( sup Ifl) : ('Z ;ZO') Yz €D, (r).

lz=zol<r
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DimostrAzZIONE. Basta applicare il teorema precedente alla funzione

_|_
D>z7— S Go +12) eD,

€+ SUp,_, <, |

ove € ¢ un arbitrario numero reale positivo, e far tendere poi € a zero. O

Abbiamo allora

TeoreEMA 3.6 (continuazione unica forte). Sia f una funzione olomorfa
su un aperto Q di C. Se la f si annulla con tutte le sue derivate in un punto
20 di Q, allora e nulla sulla componente connessa di z; in Q2. O

4. Serie di Taylor

Dalle diseguaglianze di Cauchy e dal teorema della continuazione unica
forte ricaviamo il:

TeoreMA 4.1. Sia f una funzione definita e olomorfa in un aperto Q di
C. Siano zp un punto di Q ed r la distanza di z dalla frontiera di Q. Allora
la serie di potenze:

(09

(n)
@.1) S L@y

|
=0 n:

converge ad f(z) in tutti i punti di D, (r) = {z€C | |z—zo|<r}. La convergenza
e uniforme su tutti i compatti contenuti in D, (r). O

CoroLrLarIO 4.2. Sia f una funzione definita e olomorfa in un aperto
Q di C, non identicamente nulla su nessuna componente connessa di ).
Allora l'insieme Z = {z € Q | f(z) = 0} e discreto in Q. Per ogni punto
20 € Z sono univocamente determinati un numero intero positivo m ed una
funzione g € O(Q), tali che

4.2) f@=(z-2)" 8@ VYzeQ e gz)#0. u
DeriNizionE 4.1. Lintero positivo m si dice [’ordine di zero di f in z.

Da questo corollario e dalla formula di rappresentazione di Cauchy
ricaviamo:

Teorema 4.3. Sia Q un aperto limitato di C, con frontiera di classe_cg1
a tratti. Sia f € O(Q) N CK(Q) una funzione continua sul compatto Q e
olomorfa sull’aperto Q. Supponiamo che f(z) # 0 per ogni z € 0Q. Allora

L f'(2)dz
2t Joo  [(2)

e un intero non negativo, uguale alla somma degli ordini di zero di f nei

punti { € Qin cui f({) = 0.

4.3)
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DivmostrazIONE. Per il Corollario4.2} i punti di © in cui f si annulla
formano un insieme finito Z = {zy, ..., z;}. Se Z = 0, allora f’(z)/f(z) &
olomorfa in Q e I’integrale (4.3)) ¢ uguale a zero per il Teorema di Cauchy-
Morera. Altimenti, posto Q" = Q\Z, fissiamo un numero reale positivo
r tale che I_)Zj(r):{ze(fl |z — z;|<r}cC)’ per ogni 1<j<¢, Poiché la funzione
f'(2)/ f(z) ¢ olomorfa sull’aperto G, = {z € Q||lz—z;| > e V]l < j< {}e
continua sulla sua chiusura G, abbiamo per il Teorema di Cauchy-Morera:

f@dz _ < f @)z
oo [ 1 Vlz—zjl=e f@) ’

Osserviamo ora che, per il Corollariod.2] per ogni j = 1, ..., £ la funzione f
ammette una rappresentazione della forma: f(z) = (z — z;)"/g;(z), ove m; ¢

Y0<e<r.

la molteplicita di zerodi finzj, e g; € O(Q)NE (ﬁ) una funzione olomorfa
in Q, diversa da 0 in z; e quindi, pur di scegliere r sufficientemente piccolo,
diversa da zero in tutto il disco chiuso D, (r). Otteniamo pertanto:

F@dz _ f m;dz f g@dz _ oo
L—zﬂ:e f@) Iz—sz:eZ_Zj+ - 2(2) (27i) mj,

per ogni 1<j<fe 0 < € < r. Da questa uguaglianza otteniamo la tesi. O

OsSERVAZIONE 4.4. Se f & olomorfa, il differenziale f~!(z)f’(z)dz & chiu-
so sull’aperto dei punti in cui f(z)#0. Possiamo quindi calcolare I’integrale
#@.3), e resta valido il Teorema 4.3], anche nel caso in cui la frontiera di Q
sia soltanto una curva continua su cui f non si annulla mai.

TeoreMa 4.5 (dell’applicazione aperta). Sia f una funzione olomor-
fa su un aperto Q di C, non costante su nessuna componente delle sue
componenti connesse. Allora f : Q—C e un’applicazione aperta.

DimosTtrAzIONE. Fissiamo un punto zy di €. Possiamo supporre, per
semplicita, che zo=0 ed f(0)=0. Per il corollario precedente, possiamo tro-
vare r>0 tale che f(z)#0 se 0<|z|<r. Fissiamo ¢ con 0<d<r. La funzione
|f(z)| ha un minimo e> 0 sulla circonferenza {|z|=0}. Sia weC. Se f(z)#w
per |z| < 9, allora, per il principio di massimo,

|f(2)—w| < maxy—s| f({)—wl, se |z < 0.
Abbiamo
lf(D)-w| > |f@2)| = |w| > e —|w| >0, se |w|<e.

L’integrale
1 f(2)dz

— , per |w| <e,
2mi l21=8 f(Z) - w
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che conta il numero di radici dell’equazione f(z)=w nel disco Ds(0), defini-
sce quindi una funzione continua di w a valori interi e quindi costante. Il suo
valore ¢ la molteplicita di 0 di f in 0 e dunque positivo. La dimostrazione ¢
completa. O

Possiamo ricavare il teorema dell’applicazione aperta anche dal risultato
seguente. Ricordiamo che D = {|z|<1} ¢ il disco unitario con centro in O.

TeOREMA 4.6 (Hurwitz (1904) - Caratheodory (1907) - Bochner (1926)).
Sia f € O(D) con f(0)=0e|f(0) # 0.
Se f(z) # 0 per z € D*, allora f(D) D> {w e C||w| <|f'(0)|/16}. O

Sia f € 0(Q) una funzione olomorfa sull’aperto Q di C, non costan-
te sulla componente connessa di zp € Q in Q. Sia f(z9)==p e fissia-
mo un numero reale positivo r < dist(z, CQ) in modo che f@Q#wy se
0<|z—zo|<r. Siano m I’intero positivo e g la funzione olomorfa su Q con
g(z0) # 0 e f(2)—wo=(z — 20)"-g(z) in Q. Possiamo allora scegliere una
funzione h € O(D,(r)) tale che h"(z) = g(z) per ogni z € D, (r). Posto
w({)=({ - M(zo+r{))/h(zp), otteniamo, pel Teorema.6] che w(D)>Dy(1/16),

da cui si ricava che

FD2(r)) 2 Dy (7 F"(20))/ (! - 16™)).

5. Topologia dello spazio delle funzioni olomorfe

Sia Q un qualsiasi aperto di C. Consideriamo su £'(€2) la topologia di
sottospazio di €' (Q2). Essa ¢ definita dalla famiglia di seminorme:

(5.1 I1fllcox = sup,exlf(2)l, per K compatto C Q.

TEOREMA 5.1 (Weierstrasﬂ). Con la topologia definita dalle seminorme
(5.1), O(Q) é metrizzabile e completo (di Fréchet). O

TEOREMA 5.2 (Monte]ﬂ). La derivazione O(Q) > f—f" € O(Q) é un’ap-
plicazione continua. O

TEOREMA 5.3 (Vitaliﬁ-Montel). Un sottoinsieme di O'(Q) é relativamente
compatto se e soltanto se e limitato. O

La dimostrazione di questi teoremi segue dalla formula di rappresenta-
zione di Cauchy e dal criterio di compattezza di Ascoli-Arzela.

4Karl Theodor Wilhelm Weierstrass 1815-1897), matematico tedesco, considerato il
padre dell’analisi moderna.

SPaul Antoine Aristide Montel (1876-1975), matematico francese, noto soprattutto per
i suoi lavori di analisi complessa.

6Giuseppe Vitali (1875-1932), matematico italiano, ha dato contributi notevoli
all’analisi e alla teoria della misura.
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5.1. Un teorema di Hurwitz.

TeoREMA 5.4 (Hurwit. Se {f,} € O(Q) converge, uniformemente sui
compatti di Q, ad una fe0(Q) non costante su nessuna componente con-
nessa di €, allora per ogni 7y € Q esiste un intero v > 0 tale che I’equazione
1:(2) = f(z0) ammetta una soluzione z = z(n, 7o) € Q per ogni n > v.

DimosTtrAzZIONE. Poiché f non € costante su nessuna componente con-
nessa di Q, fissato un punto zp€€2 possiamo trovare un numero reale positivo
r < dist(zg, 0L2) tale che f(z) # f(zo) se |z — zo| = r. L'integrale

1 S (2)dz
52) L e~
2—z0l<r 271 Jyomgy=r F(2) = f(20)

conta, con le loro molteplicita, le soluzioni dell’equazione f(z) = f(zo)
nel disco |z — zo| < r. Quindi n,_, < (f, f(z0)) > 0. Poiché {|z — zo|=r} &
un compatto, allora f,— f uniformemente su {|z—zo|=r} e percid possiamo
fissare v in modo tale che |f(z)—f,(z)| < min,_, = |f(2)—f(z0)| se |z—zol=r
ed n>v. Quindi n_,(f, f(z0)) € ben definito per n > v e tende al limite
M—zo1<r(f> f(20)) > 0 per n—oo. Quindi

an—Z0|<r(ﬁl’ f(ZO)) = nlz—z0|<r(f’ f(ZO)) > 0
per n sufficientemente grande. La dimostrazione ¢ completa. O

CorOLLARIO 5.5. Siano Q un aperto connesso di C ed {f,} C 0*(Q)
una successione che converge, uniformemente sui compatti di Q, ad una
fe o). Allora: o f € 0*(Q), oppure f =0 in Q. O

DermNizioNE 5.1. Chiamiamo univalente su Q una funzione olomorfa e
iniettiva sull’aperto Q di C.

Dal Teorema di Hurwitz ricaviamo:

TeOREMA 5.6. Sia {f,} C O(Q) una successione di funzioni olomorfe
univalenti, definite su un aperto connesso Q di C. Supponiamo che f,— f
in 0(Q). Allora f e o costante, o univalente. O

OsserVAZIONE 5.1. Sia Q un aperto connesso di C e sia {f,} una suc-
cessione di funzioni olomorfe che sono omeomorfismi locali. Se f,—f in
0(Q), allora f & o costante, 0 un omeomorfismo locale.

7Adolf Hurwitz (1859-1919), matematico tedesco, & una delle figure pit importanti
della scienza del XIX secolo.
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6. 1l teorema di uniformizzazione di Riemann

Dimostriamo in questo paragrafo che un aperto connesso e semplice-
mente connesso di C ¢ o uguale a C o biolomorfo al disco D = {|z|<1}.

Ricordiamo che, per il teorema di Vitali-Montel (Teorema|[5.3), per ogni
aperto Q di C ed R>0 il sottoinsieme {f € &(Q) | sup,., |f(z)| < R} & com-
patto in '(Q). Da questo risultato e dai teoremi di Montel (Teorema e
di Hurwitz (Teorema/5.6)) ricaviamo

Prorosizione 6.1 (di compattezza di Koebe). Sia Q un aperto connesso
di C, contenente ’origine 0, ed R > 0. L’insieme

T ={feO(Q) | f é univalente ed f(0) =0, f'(0) =1, supglf(z)| < R}
e compatto in O(Q). O

TeorEMA 6.2 (Riemann (1851), Hilbert, Koebd, Caratheodory’] Fejér)
RieszE]). Sia Q#C un aperto non vuoto, connesso e semplicemente connes-
so di C. Esiste allora un’applicazione biolomorfa f : Q — D.

DimMosTrRAZIONE. Possiamo supporre che 0€€2. Poniamo
F={feO0Q)| f¢univalenteed f(0)=0, f'(0)=1}.

Dividiamo la dimostrazione in diversi passi.

1. F é non vuoto e contiene funzioni limitate. Poiché C\Q non ha com-
ponenti connesse compatte, contiene almeno due punti. Siano a,b € C\Q.
Allora la z—(z—a)/(z—b) & definita, olomorfa e diversa da zero in tutti i
punti di Q. Poiché Q ¢ semplicemente connesso, essa ammette una radice
quadratﬂ in 0*(Q). Fissato wy con w(z) =a/b,vi¢unaeunasolag € 0*(Q)
tale che
—a

b’

I\l

g0)=wy e gXz) = Vze Q.

I\

8Paul Koebe (1882-1945), matematico tedesco attivo soprattutto in analisi complessa.

9Constantin Carathéodory (1873 -1950), matematico greco. Ha lavorato soprattut-
to in Germania e negli Stati Uniti. Ha contribuito all’analisi complessa, al calcolo delle
variazioni, alla teoria della misura.

10Lip(’)t Fejér (1880-1959), matematico ungherese particolarmente attivo in analisi
complessa, cui si deve una delle dimostrazioni del Teorema di Riemann.

11Frigyes Riesz (1880-1956), matematico ungherese che ha dato importanti contributi
all’analisi funzionale.

128e F € 0*(Q), il differenziale F~'dF & definito e chiuso in Q. Se Q & semplicemente
connesso, allora possiamo trovare una ¢ € (Q) per cui dg = F~'dF. Questacidae? = ¢-F
per una costante complessa c#0. Scegliendo un logaritmo di ¢, otteniamo una y € 0(Q)
con exp(y) = F, cioe una determinazione del logaritmo di F, che possiamo utilizzare per
calcolare, ad esempio, le radici quadrate di F' in Q.
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Poiché g & univalente, anche g & univalente e g(Q)N(—g(Q)) = 0. In parti-
colare, la funzione

_ 8@ —wo

- g(2) +wo

¢ definita e univalente su Q. Per il teorema dell’applicazione aperta (Teo-

rema possiamo trovare >0 tale che g(Q) > B,,(d). In particolare,
D_,,(0) N g() = 0 e quindi |g(z)+wy| > 0 su Q. Allora

3 (1 , 2wol

g(@) +wol o

v(2)

2W0

() = |1 - ) < too.

Poiché v & univalente, risulta y’(0) # 0 e quindi A(z)=[y’(0)]'y(z) appar-
tiene ad ¥ ed ¢ limitata su €.

2. Per la Proposizionel6.1], per ogni R > 0 I’insieme 7 della Proposizio-
ne[6.1]& compatto nella topologia di &'(Q). Per il punto (1), esso & non vuo-
to per qualche R>0. Ne segue che # contiene una g con sup,.q, [g(z)] = Ry
minimo. Poiché la g & univalente, Ry>0 ed f(z) = R;'-g(z) definisce una
funzione univalente di € a valori in D. Notiamo che f'(0) = R, I

3. Dico che la f del punto (2) ¢ surgettiva.

Se non lo fosse, D\ () conterrebbe un punto a#0. Allora la

_ f@-a

1 -af(2)
sarebbe una funzione olomorfa univalente da Q2 al D, che non assume mai il
valore zero. Poiché Q ¢ semplicemente connesso, la /' ammette una radice

quadrata & in €(Q2). La h ¢ una funzione olomorfa ed univalente da Q a D
per cui

F(z)

2 f@-a _1af@) -l _l(_ 1 - |af )
h(Z)_l—df(z)_o_z —af@ " a 1+—1—c‘yf(z) , YzeqQ,

con h(0) = 8 per un numero complesso S per cui 8 = —a. Da

(1 - laeP)f ) . o leP-1
m otteniamo Ah’(0) = BRy

h(z) - B
o =ph@ . .
una trasformazione di Mobius del disco, k € una trasformazione univalente
di Q a valori nel disco unitario. E

2h(2)h (z) =

Consideriamo ora la k(z) = . Essendo la composizione di & con

(1-187)H ()

KO) =0, K(z)= d
© @ = )
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e quindi
21 1 1
28-Ry 1-1|B? 2B-Ry
la funzione
28R 2
0@ =R ker e suplol< PRy <Ry
1+ |af «Q 1 +|al

contraddice la scelta di g in (2). Questo dimostra che f(Q) = D.
La dimostrazione ¢ completa. O

7. Serie di Laurent

La serie di Taylor in un punto zy di una funzione olomorfa f, definita
in un suo intorno, converge sul piu grande disco D, (r) contenuto nel suo
dominio di definizione. Una conseguenza di questo fatto ¢ che i polinomi
in z, e quindi a maggior ragione le funzioni intere, sono densi nello spa-
zio 0(D,,(r)) delle funzioni olomorfe nel disco D, (r). D’altra parte, si puo
verificare facilmente che la funzione 1/z non si pu0 approssimare uniforme-
mente con una successione di polinomi su nessun compatto che contenga
una circonferenza con centro nell’origine.

Le funzioni olomorfe su un anello A, (71, r2)={z€C | ri<|z—zo|<r,} si
possono approssimare con funzioni razionali della forma p(z)/(z—zp)", con
p(2) € C[z] ed in particolare con funzioni di (C\{zp}). Ci0 ¢ conseguenza
dello sviluppo in serie di Laurent.

TeoremA 7.1 (Serie di Laurent). Ogni funzione complessa f, olomorfa
sull’anello

Ao(ri,rn)={zeClr <lzd<r}, con 0<r <r, <+oo,

e la somma della serie

+00 1 f(2)dz

(7.1) f(») = Z a,?", con a, = — ———, perr <r<ry,
= 270 J=r 2

con convergenza uniforme sui sottoinsiemi compatti di Ao(ry, 12).

DmvosTtrAZIONE. Per la formula di Cauchy, se ri<r] < |z < 1} < r,
allora

1
f@)==—

2mi

95 fQdi _ fQdg Q) de
ooy £ 72 =r, § =2 k=, {2
Abbiamo

1 1 1 oz
e anoﬁ’ se |z < |1,



8. IL TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE DI RUNGE 73

e W v 4 <1
—_—= = , se |] < |z,
{-z z 1-(/2) n=0 zn+1
con le serie di funzioni che convergono uniformemente per || = r} e |{]| =
r1, rispettivamente, se z varia in un compatto {r} <r{ <|z|<r} <r}}. Utilizzan-
do la convergenza per serie degli integrali, otteniamo la tesi. O

OsservAzIONE 7.2. Con la notazione del Teorema[7.1] le serie

F@=>"ad e f@=y =

n=1 7N

definiscono f*e0'(Dy(ry)) ed f~eO{|z|>r1}) con fr+f~=fin Ay(ry, r2).

CoroLLARIO 7.3. Siano ry,r, € RU{+00}, con 0<r;<r<+c0 e z3 € C.
Ogni funzione f olomorfa su A, (r1, r)={z€C|ri<|z—zo|<r,} é limite uni-
forme, sui compatti di A, (ry, 1), di una successione di funzioni olomorfe in

C\{zo}. O

8. Il teorema di approssimazione di Runge

Il teorema di Runge da un criterio generale per stabilire quando, dati
due aperti Q; ed Q, in C, con Q;C€),, ogni funzione olomorfa su Q; sia
approssimabile, uniformemente sui compatti di €2;, da una successione di
funzioni olomorfe su Q.

NortazionE 8.1. Dato un chiuso F di C, indichiamo con &'(F) lo spazio
delle funzioni, definite su F e a valori complessi, che sono restrizioni di
funzioni olomorfe definite in un intorno aperto di F.

TeoremA 8.2 (Runge). Siano Q un aperto di C e K un compatto conte-
nuto in Q. Sono equivalenti le seguenti affermazioni

(1) Ogni feO(K) ¢ limite uniforme su K di una successione { f,}CO(Q).
(2) Nessuna componente connessa di Q\K ha chiusura compatta in Q.
(3) Per ogni zeQ\K possiamo trovare una f € O(Q) con |f(2)|>|f|lk.

DimosTtrAZIONE. (1)=(2) Supponiamo, per assurdo che valga (1), ma
che ci sia una componente connessa U di Q\K con chiusura compatta in €.
Fissato un punto zo€U, la funzione f(z) = 1/(z—zo) ¢ olomorfa in un intorno
di K e dovrebbe quindi esserci una successione {f,,} in &(2) che conver-
ge ad f(z) uniformemente su K. In particolare {f,} ¢ di Cauchy su 0UCK
e quindi, per il principio di massimo, la {f,} ¢ una successione di Cau-
chy di funzioni olomorfe su U e percid converge uniformemente su U ad
una ge0(U)NE°(U). Poiché (z — z)-f,(z) converge uniformemente ad 1
su K, converge allora uniformemente ad uno su U. Ma questo ci darebbe
(z—20)-8(z) = 1, che non puo valere per z=z.
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(2)=(1) Sia f € O(U) per un aperto U con KcU & Q. Possiamo supporre
che la frontiera QU sia una somma y; + - - - + v, di laccetti di classe ¢ la
tratti e che f sia olomorfa in un intorno di U. Per la formula di Cauchy

_ Ly fI@d
Q= 5520 P 7

Gli integrali a secondo membro si possono approssimare mediante le relati-
ve somme di Riemann, uniformemente per z€K. Bastera quindi dimostrare
che, per ogni fissato {HeQ\K, la funzione razionale z — 1/(z—{y) si puo
approssimare uniformemente su K con funzioni di ().

Poiché per ipotesi QQ\ K non ha componenti connesse relativamente com-
patte in Q, la componente connessa di ¢, in CP'\K contiene un punto w che
non appartiene ad Q. Mediante una trasformazione razionale fratta possia-
mo fare in modo che {,, w € C. Costruiamo una spezzata semplice {CC\K
che congiunga {, a w e sia 0 > 0 la sua distanza da K. Fissiamo su ¢ una
sequenza finita di punti {;,...,{, € {con, =we

I = &iail < 0/2, V1<i<n.

Basta allora dimostrare che, per 0<i<n, una funzione razionale che ha come
unico polo il punto ¢; si puo approssimare, uniformemente su K, con una
sequenza di funzioni razionali che abbiano un unico polo in ;. Poiché il
disco di raggio 28/3 e centro ¢; contiene il punto ;;; ed ¢ disgiunto da K,
questo fatto segue dal Corollario
(H=@3) Se zpeQ\K, allora K'=KU{zy} ¢ un compatto di Q per cui Q\K’
non ha componenti connesse con chiusura compatta in . Vi ¢ quindi una
funzione f € O(K’) uguale a 0 su K e ad 1 in zy ed allora, per (1), una
he Q) con||f - hllx < 5 e quindi |A(zo)|>5>I1Allx.
(3)=(2) Supponiamo per assurdo che ci sia una componente connessa U
di Q\K con UeQ.

Allora JUCK e per il principio di massimo | f(zo)|<||fllsv <I|fllx per ogni
fel(Q). Cio contraddice la (3). O

, VzeK.

DEernvizionE 8.1. Dato un sottoinsieme compatto K di un aperto Q di C,
definiamo il suo Q-inviluppo di olomorfia come I’insieme

8.1) Ko={zeQlIf@I<Iflx, Vf € OQ)).

Un compatto K di Q si dice Q-olomorficamente convesso se Ko = K.

ProposizionNE 8.3. Siano Q un aperto di C e K un compatto contenuto in
Q. Allora

(1) Kq ¢ il compatto di Q, che consiste dell’unione di K e di tutte le
componenti connesse di Q\K relativamente compatte in Q).
(2) Ogni feﬁ(Kg) e limite uniforme su Ko di una successione in ().
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DimvostrAzIONE. L’identita € olomorfa su Q. Quindi supg Jz|= supy [z|<oo
e Ko & limitato. Poiché i moduli delle funzioni olomorfe sono funzioni con-
tinue, K & chiuso in Q. Questo basta per concludere che Kq & compatto se
Q=C. Nel caso in cui C\Q # 0, poiché, per ogni z, € C\Q, il modulo della
funzione z+—1/(z—z), olomorfa su Q2, assume lo stesso valore massimo sia
su K che su Ko, abbiamo dist(Kq, 0Q) = dist(K, Q). Questo completa la
dimostrazione della compattezza di Ko.

Indichiamo con F I'unione di K e delle componenti connesse di Q\K
che hanno chiusura compatta in 2. Queste ultime sono aperti di C con fron-
tiera contenuta in K. Segue allora dal teorema del massimo modulo che
FCKo. Dimostriamo che F & chiuso. Se zoeQ\F, allora la componente con-
nessa U di zp in Q\K ¢ un aperto disgiunto da F. Gli z, che non appartengo-
no ad Q hanno intorni aperti disgiunti da K, e quindi, a maggior ragione, da
F. Quindi F & un chiuso contenuto nel compatto K, e percid compatto. Per
la definizione di F, nessuna componente connessa di Q\ F' puo avere chiusu-
ra compatta in €. Quindi, per il Teorema & F = Fo. Essendo Ko C Fo
perché KCF, otteniamo I"uguaglianza Ko=F. Abbiamo cosi dimostrato (1).

La (2) ¢ conseguenza del fatto che Ko = Ko e del Teorema O

CororLarIio 8.4. Siano Qp,Q, due aperti di C, con Q; C Q,. Condi-
zione necessaria e sufficiente affinché le restrizioni ad €, delle funzioni di
O(Q,) siano dense in O(Q;) é che Q,\Q non abbia componenti connesse
compatte. O

CoroLLarIO 8.5. Sia Q un aperto di C. Condizione necessaria e suf-
ficiente affinché i polinomi olomorfi siano densi in 0(Q) é che C\Q non
abbia componenti connesse compatte. O

Abbiamo definito su CP' la distanz

dist(z, w) = 2 arctan 1Z+ w

Un modo di costruire compatti Q2-olomorficamente convessi ¢ il seguente:
Lemma 8.6. Se Qrero ¢ CP!, allora, perogni0 < <m,

(8.2) Qs = {z € CP' | dist(z, CP'\Q) > 8}

e un compatto Q-olomorficamente convesso.

DIMOSTRAZIONE. Sia z0eQ\Q; ed indichiamo con wyeCP'\Q un punto
che realizza la distanza di z, dalla frontiera di Q. Allora la

1+Z'W0
f(Z) = » S€ WO¢°°’ f(Z) =2, S€ Wy = o9,
Z—Wo
3Conveniamo che dist(0,00) = 7 e, se z#0, dist(z,0) = 2arctan(|z™") e

dist(z, -z H=n.
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¢ olomorfa su Q, ed assume un valore maggiore di tan(87'/2) in zo, mentre
¢ minore o uguale a tan(67!/2) su Qs. O

9. L’equazione di Cauchy-Riemann non omogenea

Utilizziamo in questo paragrafo il teorema di approssimazione di Run-
ge per studiare I’equazione di Cauchy-Riemann non omogenea sugli aperti
di C.

TeoreMA 9.1. Siano Q un aperto di C ed f una funzione definita e di
classe €* su Q, con 1<k<co. Possiamo allora trovare una funzione uc%*(€)

che risolva I’equazione differenziale
du

0.1 z =f in Q.

DimosTtrAZIONE. Fissiamo una successione {K),},>; di compatti di Q tali
che
Kn - Kn+la UnKn = Q, KnQ = Kn

[Utilizzando il Lemma possiamo scegliere K, = Q /n- |

Sia {),}s>1 una successione di funzioni in €.°() con supp(y,)SK,+1 €
Y.(z)=1 per z in un intorno di K,,.
Per le formule di Cauchy-Martinelli, le

dind 1 deNdl
n(2) = f (0O “ { — f ou(l ) f (G2 BD%

¢

D . . du )
sono funzioni di classe €* che verificano I’equazione d—_" = ¢, f. In parti-
Z

colare, u, risolve 1’equazione (9.1)) in un intorno di K.

Utilizzando il teorema di approssimazione di Runge, costruiremo ora
una successione di funzioni {w,} C €'(Q) tali che, posto Ky = 0 e wy = 0,
risulti, per ogni intero n>1,

dw,
() dz

”Wn - Wn—l”K,,_l < 2l—n'

= f inun intorno di K,,,

Scegliamo wy = u;. Supponiamo di esser riusciti, per un m>1, a costruire
w,, per n<m in modo che le condizioni in (| siano verificate per n<m. Al-
lora u,,+1—w,, ¢ olomorfa in un intorno di K,,, perché sia u,,,; che w,, sono
soluzioni di (9.1I) in un intorno di K,,. Per il teorema di Runge possiamo
approssimarla su K, con funzioni di '(Q). In particolare, potremo trovare
una h,,; € O(Q) tale che

”Wm — Up+1 — m+1||K,,, < 2 "

Posto allora w11 = ty+1+h,41, 1€ (%) sono valide per n < (m+1).
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Otteniamo allora una soluzione u di (9.1)) su Q come somma di una serie
telescopica, ponendo

(%) U=w,+ Z N (W, —w,_1) suK,, perognim > 1.

Osserviamo infatti che i termini della serie a secondo membro sono funzio-
ni olomorfe e la serie converge uniformemente su K,, perché maggiorata in
norma dalla serie geometrica di ragione 1/2. La sua somma ¢ quindi olo-
morfa in K,, e percid il secondo membro dell’uguaglianza & una funzione di
classe €* in Io(m. La u ¢ ben definita perché le somme dei secondi membri
di (%) non dipendono dalla scelta di m e definiscono quindi una funzione u
di classe €* su Q, che risolve (9.1)) essendo, nell’intorno di ogni punto di
Q, la somma di una soluzione locale di classe ¢* di (9.1) e di una funzione
olomorfa. O

TeorEMA 9.2. Sia Q C C un aperto, k un intero positivo ed f € CX(Q).
Condizione necessaria e sufficiente affinché I’equazione

9.2) u€ €, d—b_‘ =f in Q
dz

abbia una soluzione a supporto compatto é che
9.3) f Ff@h()dzAdz =0, Yhe O(Q).
Q

L’equazione (9.2) ammette al pitt una soluzione e questa, se esiste, é di clas-
se €% ed ha supporto contenuto nell’Q-inviluppo di olomorfia di supp(f).

DimosTtrAZIONE. Lunicita ¢ conseguenza della continuazione unica, per-
ché, se u; ed u, fossero entrambe soluzioni di (9.2), 1a loro differenza u;—u,
sarebbe una funzione olomorfa in 2 con supporto compatto e quindi nulla.

Definiamo u(z) utilizzando l’integrale di Cauchy-Martinelli:

dind
u(z) = f £ “ {

Per la Proposizionel’invﬂuppo convesso olomorfo K del supporto di f ¢
un compatto di € e le funzioni olomorfe su un intorno di K si approssimano,
uniformemente su K, con funzioni olomorfe su Q. Quindi, per ogni z ¢ K vi
¢ una successione {&,}CO'(Q) che converge uniformemente alla {+—1/({-z)
su K. Per la (9.3) abbiamo

dénde 1
u = 5 ff oA - L i ff FQO-h(OdENT = 0, ¥z ¢ K
(-2 2nin

e qu1nd1 il supporto della soluzione u ¢ contenuto in K. Infine, si verifica che
u ¢ di classe €* utilizzando la derivazione sotto il segno d’integrale. O
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10. Funzioni armoniche

Ricordiamo che I’operatore di Laplace A in R? & definito da
il o J 0
=5t 5 = 4 A A=
ox2  0y? 0z 0z

DerNizioNE 10.1. Una funzione u : Q—R si dice armonica se & di classe
%* e soddisfa I’equazione omogenea

Au=0 in Q.

ProposizioNE 10.1. La parte reale u di una funzione olomorfa f, definita
su un aperto Q di C, é una funzione armonica.

Viceversa, se ) é semplicemente connesso, ogni funzione armonica su
Q ¢ la parte reale di una funzione olomorfa.

Una funzione olomorfa e completamente determinata dalla sua parte
reale, a meno di una constante additiva su ogni componente connessa del
suo dominio di definizione.

DimosTtrAZIONE. Se f € O(Q), poiché A & un operatore differenziale a
coeflicienti reali, abbiamo:

ARe(f)=Re (Af)=4-Re (gg_ ):0.
0z 07

L’equazione di Cauchy-Riemann (9/97)f=0 si puo riscrivere come un si-
stema di equazioni differenziali reali

f=u+iv, u,ve€ € (QR),

ou_ o

dx  dy’

ou__ov

dy  Ox’

Se f = u+iv ¢ olomorfa, allora

ov ov ou ou
dv=—dx+—dy=—-——dx+ — dy.
YT ox x+6yy oy x+6xy

Percio la parte reale » di f determina il differenziale della sua parte im-
maginaria v € quindi  a meno di una costante additiva su ciascuna delle
componenti connesse del dominio di definizione €2.

Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione uc%?(Q) sia
armonica su Q ¢ che il differenziale

ou ou
a——a—ydx+ ady
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sia chiuso in €. Nel caso lo sia ed Q sia semplicemente connesso, una
primitiva » di a ¢ la parte immaginaria della funzione olomorfa f=u+iv. O

OsservAZIONE 10.2. Naturalmente abbiamo anche

e la parte immaginaria di f determina la parte reale, a meno di costanti
additive sul dominio di definizione di Q.
In particolare, una fuzione olomorfa che assuma solo valori reali (o im-
maginari) ¢ costante sulle componenti connesse del dominio di definizione.
Si potrebbe, piu in generale, dimostrare che una funzione olomorfa su
un dominio connesso a valori nel supporto di una curva di classe ¢! a tratti
¢ costante.

10.1. Tl lemma di Borel-Caratheodory. Il Lemma di Bore|-Cara-
theodor esprime, con una stima a priori, un importante legame quantita-
tivo tra i valori di una funzione olomorfa in un disco e quelli della sua parte
reale:

TeoremA 10.3 (Borel-Caratheodory). Sia f una funzione complessa,
olomorfa sul disco Dy(R)={zeC||z|<R} e continua sulla sua chiusura. Po-
niamo, per 0 < r <R,

M(r) = maxy=, | f(2)]
A(r) = maxp-, [Re (f)(2)].

Abbiamo allora:
2 R+

10.1) M) < ——AR) + —L|f(0)]  per 0<r<R.
R-r R-r

DimvosTtrAZIONE. La verifica della (I0.1)) & banale quando f & costante.

Supponiamo che f non sia costante e che f(0)=0. In questo caso abbia-
mo A(r) > 0 per ogni 0 < r < R. La funzione ¢(z) = f(z) /(2QAR)-f(2)) ¢
olomorfa in Dy(R) e a valori in D = {zeC | |z]<1}. Poiché ¢(0) = 0, per il
Lemma di Schwarz (Teorema [3.1]del Cap[TV):

6] < %l Vz € Bo(R).

Poiché f(z) = 2A(R)¢(z) /(1 + ¢(2)), otteniamo:

_ 4(2) f/R 2
1= 24 T 2R s =

A(R), per O<|z|=r<R.

14p¢lix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), matematico francese, ha lasciato
importanti contributi in topologia, teoria della misura, della probabilit e dei giochi.

SConstantin Carathodory (1873-1950), matematico greco che ha contribuito al
calcolo delle variazioni ed alla teoria della misura.
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Se togliamo I’ipotesi che f(0) sia uguale a 0, otteniamo dalla discussio-
ne precedente:

2
If(2) = f(O)] < R—_rr (A(R) — Re (/)(0)) ,

da cui si ha

@I <

2r 2r
AR + If(O)I(l ¥ ﬁ) ,

e quindi la tesi. O

10.2. L’integrale di Poisson. Sia Q un aperto di C ed indichiamo con
F(Q) lo spazio delle funzioni armoniche su Q, cioe¢ delle funzioni u, a
valori reali e di classe ¢ sull’aperto Q, che soddisfano I’equazione omo-
genea:

Pu  Fu

(10.2) Au = @ + a—yz =0,

in Q.

Sia fe OD)NE (5) Posto £ = e", & d = ie'dt e possiamo scrivere
la formula di rappresentazione di Cauchy nella forma:

1 21 é/

(10.3) f@) =5 02 et zeD.
T Jo {-z
Risulta poi:
1 ldt 1 (7 d
(10.4) 2 f(()éTZ—ZT | f(()l_g_z—f(o)

per il teorema della media, perché = 1/ sul bordo di D e, per ogni zeD,
la funzione {— f({) /(1 — £-Z) ¢ olomorfa su D e continua su D.
Coniugando otteniamo:

— 1 (F— dt
(105) 0 =5 [ FOL.
27 Jo {-z
Sommando membro a membro questa uguaglianza alla (10.3)), ricaviamo
- 1 2
(10.6) f(@+ f(0) = —f Re f(0) idt.
T Jo {-z

Dal teorema della media abbiamo inoltre:

1 27
(10.7) 2Re f(0) = ;L Re (f)({)dt
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e quindi si ha finalmente:

1 o ) 1 21
f@=i1m (F)(O0)=5 fo Re (f )(4)(4_5‘1)‘”:_f0 Ref )@%dt'

-z 2

Abbiamo ottenuto

TeoreMA 10.4 (Formula di Poisso. Se feO(D)NE (D), allora vale la
formula di rappresentazione:

27
108 |fQ=im(O) + 5 [ Re(UOTZar  zeD,
T Jo {-z

O

TeoreMA 10.5. Seu € 7 (D)NE (5) ¢ armonica in D e continua su D,
allora vale la formula di rappresentazione:

27
(10.9) u(z):zif uQ) Re 24t ze.
T Jo 4

DmostrAzIONE. Ogni funzione reale u, armonica in D e continua su D,e
in D la parte reale di una funzione olomorfa f, con Im (f)(0)=0. La formula
di rappresentazione vale allora per tutte le u,(z) = u(rz) per 0 < r < 1.
Otteniamo la (10.9) passando al limite per r 1. O

Osservaziong 10.6. Nelle coordinate polari, £ = e, z = r-¢", abbiamo
{+z  1=r*+2irsin-1)
-z 1=2rcos(@—1)+r?"

In particolare otteniamo 1’espressione in coordinate polari del nucleo di
Poisson:

{+z 1 -2

(10.10) P =R = T 7 arcos@— 1)

Da questa ricaviamo facilmente

Lemma 10.7. E
1- 1+
(10.11) PPt < L perltl=leld=r<1.
1+7r 1-r
In particolare il nucleo di Poisson P({,z) e positivo per ({,z7) € DX D. 0O

Otteniamo quindi il

16Siméon Denis Poisson (1781-1840), matematico, ingegnere e fisico francese.
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Teorema 10.8. Data una qualsiasi funzione ¢ € ¢ (0D, R) esiste una
e una sola funzione u € (D) N €°(D) tale che ulsp =¢. La u si puo
rappresentare con la formula integrale di Poisson

(10.12) w0 = 5- fo To(e) (e vzeD.

DimosTtrAZIONE. La u(z), definita dall’integrale di Poisson, ¢ una funzio-
ne armonica perché parte reale della funzione olomorfa

1 2 +z
f@=— [ o= la  zeD.
27T 0 {_Z
Abbiamo:
1 2 )
e ; P(e,z)dtzl YzeD.
Infatti, poiché dt = (i£)~'d( su D,
Lz, 1 ¢+z 4.1 %“LESE g
2 )y {-z 2ri Jop {(0 —2) 2ri Jop & 2mi Jop L(C—2)

Abbiamo, con la trasformazione £ = w™!,

2 i -2 56 dw
2ri ()Dg(g—Z) a 2mi 3D1—Z'ZU
perché la funzione w+(1—-z-w)~! & olomorfa in D. Allora

27
! P(ei’,z)dt:% %Z 1.
mi Jop £

Quindi, se € < ¢ < & su 0D, abbiamo anche ¢, < u < ¢ su D per la
positivita del nucleo di Poisson.

Se la ¢(e”) fosse nulla per —e < t < €, poiché la P({,z) ¢ limitata
quando = e" cone < |t <mez € DN{z— 1| < €/2}, avremmo u(z)—0
per z—1 per il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Da queste considerazioni segue la tesi. O

=0

2 Jo

TeoremA 10.9 (Principio della media forte). Sia Q un aperto di C ed
uet’(Q; R) una funzione reale continua in Q. Condizione necessaria e
sufficiente affinché u sia armonica in Q é che valga:

1 27 )
(10.13) |u(z) = — f u (z + re”) dt Yz e Q,V0 < r < dist(z, 0Q) .
2 0

DimosTrRAZIONE. Basta verificare la sufficienza. Siano z € Qed r > 0 tali
che il disco chiuso B = {{ | |£ — z|] < r} sia contenuto in Q. Per la formula
di Poisson, possiamo costruire una funzione w € 57 (B) N €° (B) tale che
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w = u su dB. La differenza w — u & nulla su B e soddisfa la proprieta della

media in B: per il principio di massimo essa ¢ allora nulla in B. Cio dimostra

che u ¢ armonica in B. In questo modo verifichiamo che ¢ armonica in Q,

perché € armonica in un intorno di qualsiasi punto z € Q. O
Da questo ricaviamo:

TeorREMA 10.10. Se Q ¢ un aperto di C, allora 7 (Q) e un sottospazio
chiuso di €°(Q) (per la topologia della convergenza uniforme sui compatti).
|

10.3. Principio di riflessione di Schwarz per le funzioni armoniche.
TeoremMa 10.11 (Principio di riflessione di Schwar. Sia Q un aperto
di C, simmetrico rispetto all’asse reale (7 € Q < 7 € Q). Poniamo:
Qt={z€eQ|Imz> 0},
QO ={zeQ|Imz <0},
w={z€Q|Imz=0}.
Seu € (Q)NEUQT Uw) e uz) =0 perogni z € w, allora la funzione
u(z) se Imz>0
—u(z) se Imz<O
e armonica in Q.

DmvostrAzIONE. La funzione ii definita nell’enunciato € continua in Q ed
armonica in Q" U Q~. Basta quindi dimostrare che ¢ armonica in un intorno
di w. Fissiamo un punto zp € w e sia 0 < R < dist(zp, 0Q2). L’integrale di
Poisson:

. 1 ¥ A R? -2
= + ! = — il +R " dt
w(z) =w (ZO re ) 20 jo‘ “ (ZO ¢ ) R?2 +r2—=2rRcos(0 — 1)

perz:z0+rei9,0£r<R,9€R

definisce una funzione armonica sul disco B = D, (R) = {|z—z0|<R}, e conti-
nua sulla sua chiusura. Poiché per la simmetria w = 0 su BNw, law ¢ uguale
alla u sulla frontiera del semidisco BNQ*. Per il principio di massimo, w=u
sul semidisco B N Q". Allo stesso modo verifichiamo che w(z) = —u(Z) su
B N Q7. La dimostrazione ¢ completa. O

10.4. Principio di Harnack. Dalle maggiorazioni relative al nucleo di
Poisson, otteniamo:

Trorema 10.12 (Principio di HarnacK™). Siano B=Dy(R)={z € C||z|<R}

17K arl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), tedesco, analista complesso.

18Carl Gustav Axel von Harnack (1851-1888) matematico tedesco, che ha lasciato
importanti risultati in teoria del potenziale.
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il disco di centro 0 e raggio R>0di C ed u € 7 (B).
Se u>0 su B, allora valgono le diseguaglianze:

R -z R+ [z

u(0) < u(z) <
R+ 2| R -z

DmostrAZIONE. Fissiamo z € B. Se r € un numero reale con |z] < r < R,

per la formula di Poisson ¢

(10.14)

u(0) Vz€eB.

©=5 fzn (re") s dr, ove el to di
uz) = — ul(re , ove 6 e l’argomento di z.
¢ 21 Jo r? + |z]2 = 2r|zl cos(@ — 1) & .

Poiché
r—1lzl r?—lz? _r+ll

r+lzl ~ 241z =2rlzlcos(@-1) T r—|g’

eu (re” ) > 0, otteniamo per la monotonia dell’integrale:

u(re”) | ldt
r+ |zl

1 27

2 Jo

1 21 ) r2 _ |Z|2
< it dl
= fo u(re’) 72+ 122 — 271z cos(@ — 1)

NT+]z
< — u (re”) Ja’t,
27T 0 r— |Z|

che ci da le diseguaglianze di Harnack (10.14). O

Dal principio di Harnack ricaviamo il teorema di approssimazione:

TeoreMA 10.13. Siano Q un aperto connesso di C ed {u,} una succes-
sione crescente di funzioni armoniche in €. Allora u(z)=sup,. u,(2) € o
identicamente uguale a +oo, oppure ¢ una funzione finita e armonica in Q.
In quest’ultimo caso u,—u uniformemente sui compatti di Q.

DimosTrAZIONE. Per ipotesi,
u, € Q) ed u,(z) <u,.1(z) VzeQ, VYneNlN.

Siano zy € Q ed R un numero reale con O<R<dist(zy, 0Q). Se |z — zo| < R,
allora per ogni coppia di interi non negativi m, n:

R — —
2 n(20) = 1(20) < (o) = 1,2
R —
< B )~ (20
— |z = zol

Da questa diseguaglianza si deduce facilmente (facendo tendere m— + o)
che gli insiemi {z € Q | u(z)= + oo} e {z € Q | u(z)< + oo} sono entrambi
aperti. Poiché Q) ¢ connesso, ne segue che u ¢ o finita o infinita in tutti 1
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punti di Q. Anche la convergenza uniforme sui compatti, nel caso in cui u
sia finita, segue dalla diseguaglianza di Harnack. O

TeoreMA 10.14. Se u € (C) non é costante, allora u(C) = R.

DmmosTrAZIONE. Osserviamo che #(C) € connesso in R. Quindi, se fosse
u(C) # R, allora o u o —u sarebbe limitata inferiormente su C. Supponiamo
u limitata inferiormente e sia u = infc u. Abbiamo allora

R+
M(Z)_'MSI?:E:(M(W)_#) Vz#weC ed R>|z—-w|.
Passando al limite per R— + oo, troviamo che u(z) < u(w). Scambiando tra

loro z e w troviamo allora che u & costante su C. O






CAPITOLO V

Funzioni meromorfe, intere, univalenti

Sia Q un aperto di CP'. Useremo la notazione
0"(Q) ={f € 0(Q) | f(2)#0, Yz € Q},

Oy(Q) = {f € O(Q) | YV componente connessa U di Q IwelU t.c f(w)#0}.
Osserviamo che 0*(Q2) ¢ un gruppo moltiplicativo ed &;(€2) I'inisieme
degli elementi dell’anello () che non sono divisori di zero.

Per la continuazione unica, se Q € connesso, allora &'(Q2) € un dominio
d’integrita, cioe¢ un anello commutativo e unitario in cui il prodotto di due
elementi non nulli ¢ non nullo. Infatti, per il Corollario del Cap[IV]
se ) ¢ connesso, allora gli zeri di una funzione olomorfa non nulla sono
isolati e quindi anche quelli del prodotto di due funzioni olomorfe non nulle.
Come vedremo, nel caso di un aperto connesso €2, le funzioni meromorfe si
possono considerare gli elementi del campo quoziente M (Q) di O(Q).

Indicheremo con Io)z(r):{{ €C|0<|{—z|<r} 1l disco privato del centro.
Poniamo per semplicita D=Dy(1).

1. Singolarita isolate
Sia Q un aperto di CP' ed f una funzione definita e olomorfa su Q.
Derinizione 1.1. Un punto isolato di CP'\Q si dice una singolarita iso-

lata di f. Una singolarita isolata z di f ¢

e eliminabile se esiste finito lim,_,,, f(z) € C.
e polare, o un polo, se lim,_,., f(z) = o0 in CP'.
e essenziale se la f(z) non ammette limite in CP! per z—2p.

Una fe0'(Q) che ha una singolarita isolata z; al finito si rappresenta
vicino a zy con uno sviluppo di Laurent (vedi il Teorema[7.1]del Cap[IV))

+00 1 () dz
(L) f@= Z an(z=20)", con  a, = 5— f—n_l
n==eo 271 Jie-zol=e (2 = 20)
la cui somma converge uniformemente ad f(z) sugli anelli chiusi
A (r1, 1) = {rn<lz—z0l<r)cQ.
Il tipo della singolarita ¢ completamente determinato dai coefficienti con
indice negativo della serie di Laurent.

87
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Proposizione 1.1. La f ha in z,

una singolarita eliminabile <— a,=0 Vn <0;
una singolarita polare < Am >1t.c. a_,#0, a_, =0 ¥Yn > m;

una singolarita essenziale < VYmeN, An>m tc a_, # 0.

DivosTtrAZIONE. La prima affermazione si riconduce al fatto che, per
una funzione olomorfa in zy le sue serie di Taylor e di Laurent coincidono.

Chiaramente, se la serie di Laurent di f ha un numero finito di termini
con indice negativo, allora |f(z)|—o0 per z—zy. Viceversa, se f ha in z; una
singolarita polare, allora ¢ diversa da zero in tutti i punti di U\{zo} per un
intorno U di zy con U\{z9}CQ e la F=1/f ¢ olomorfa in U\{z} ed ha in z,
una singolarita isolata eliminabile. La F ha in zy uno zero d’ordine finito e si
puo percio decomporre in un prodotto F(z) = (z—z0)"-g(z) per una funzione
ge0*(U). La G=1/g ¢ olomorfa in U ed ha quindi in zy uno sviluppo di
Taylor

G(z) = Z::Obn(z—zO)”-

Allora la serie di Laurent

1 o]
f@) = —==G@ =) bua=2)"™"

(z=z0)™
di f ha nulli tutti i coeflicienti dei termini (z—z¢)™" con n>m.
Abbiamo cosi dimostrato che la serie di Laurent di f ha un numero
finito di termini non nulli con esponente negativo se e soltanto se f(z) ha un
limite, finito o infinto, per z—oco. La dimostrazione ¢ completa. O

OsservazIONE 1.2. Il comportamento di una funzione olomorfa f nell’in-
torno di una sua singolarita essenziale zo€C ¢ caotico: un teorema di Weier-
strassﬂ-Casoratiﬂ-Sokhotskiﬂ ci dice che, per ogni intorno U di 7y, I’immagi-
ne f(U\{zo}) ¢ densa in C. Il Teorema grande di Picaraﬁ precisa che, con la
possibile eccezione di un valore wy € C, f(U\{zo})2C\{wp} € che, per ogni
w¥uwp, £~ (w)NU & infinito.

Ad esempio, la funzione e'Z ha in 0 una singolarita essenziale ed, in
ogni intorno di 0, assume tutti 1 valori complessi tranne 0.

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), matematico tedesco che si pud
considerare il fondatore dell’analisi matematica moderna.

ZFelice Casorati (1835-1890), matematico italiano che ha dato contribui importanti
allo studio delle equazioni alle differnze finite lineari.

3Julian Karol Sochocki (1842-1927) matematico russo-polacco, pioniere dello studio
in Russia dell’analisi complessa.

4Charles Emile Picard (1856-1941), matematico francese cui si devono risultati fon-
damentali sia in analisi complessa che nello studio delle equazioni differenziali e nella
geometria algebrica (gruppo di Picard).
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Dermnizione 1.2. 11 coefficiente

1
(1.2) resy(f): = da-1 = 57— ) f(2)dz, se D (€)\{zo}€L,

si dice il residuo di f in zy.

Osserviamo che

i . . T 2ri, sem =1,
éz—md{ — f e Meimt d(ee’t) — iGl_mf et(]—m)tdt _ { 1 m
(=€ - -

| - 0, sem#]l1.

Il residuo di f in zy e quindi il coefficiente del termine di grado (—1)
della sua serie di Laurent in z.

DerinizionE 1.3. Se f ha una singolarita polare in zy, allora il piu grande
intero positivo n per cui il coefficiente a_, della serie di Laurent (I.1) ¢
diverso da zero si dice I’ordine di polo di f in z,.

OsservAZIONE 1.3. 1l metodo dei residui &€ molto efficace nel calcolo di
integrali definiti. Calcoliamo ad esempio

(T dx
Cm = N

Osserviamo che, se S*(r) = {|z| = r, Im(z) > 0}, allora, per r > 1,

" dx dz
= -2 4
(r) Ir 1 + sz jg“f(r) 1 + sz

¢ il prodotto di 27i per la somma dei residui della f(z) = (1+z*")~! nel
semipiano superiore. Le radici di z2"=—1 sono le exp(i(1+2h)r/2m), al
variare dell’intero s e queste appartengono al semipiano superiore se 0<h <

m. E -
m— :2h+1
1+2m:]—[ (—e’”Zm).
Z h=0 Z

Quindi il residuo di f(z) in €™ 3 &

-1
:25+1 :2h+1
res 21 (f) = (l | 0<h<2m (em = )) .
h#s

L’integrale cercato ¢ il limite di /(r) per r — oo ed ¢ dunque uguale ad uno
qualsiasi dei valori di I(r) per r > 1. Si ottiene

=2l

DerNizioNE 1.4. Chiamiamo meromorfa in  una funzione f definita e
olomorfa sul complemento in Q di un suo sottoinsieme discreto Z e che non
abbia in qualche punto di Z una singolarita essenziale.

Sia Q un aperto di C.
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Proposizione 1.4. Sia Z un sottoinsieme discreto di un aperto Q di C ed
F una funzione complessa definita su Q\Z. Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché F sia meromorfa in Q é che, per ogni z € Z, si possa trovare
un intorno aperto U, di z in Q e due funzioni f,,g. € O(U,), con g({)#0 se
(eU\Z, tali che

F({) = f:(0)/8:(0) per ogni £ € U-\{z}.

DimMosTRAZIONE. Supponiamo che z€Z sia una singolarita polare di F. Se
m ¢ il suo ordine di polo, allora { — f({) = ({—z)"F({) hain { una singola-
rita eliminabile e si puo quindi considerare come una funzione olomorfa f
in un intorno di z. Allora F({) = f({)/({—z)™ ¢ la rappresentazione cercata.

Viceversa, se F({) = f({)/g(l) in U\{z} con f,g € O(U)e g() # 0in
U\{z} per un intorno aperto U di z in €, allora g({) ha in z uno zero d’ordine
finito m e quindi F ha in z una singolarita polare d’ordine al piu m. O

2. Il teorema di Mittag-Leffler

Il teorema di Mittag-Lefﬂelﬂ ci permette di costruire funzioni mero-
morfe con parti polari assegnate. Pil in generale, dato un aperto Q di C
ed un suo sottoinsieme discreto Z si possono assegnare arbitrariamente le
singolarita nei punti di Z di una funzione olomorfa su Q\Z.

TeorREMA 2.1. Siano Q un aperto di C e Z un suo sottoinsieme discreto.
Per ogni punto z di Z siano assegnati un intorno aperto U, di 7 in Q ed una
funzione &, € O(U,\{z}). Possiamo allora trovare una funzione f € O(Q\Z)
tale che

2.1) YzeZ, (f-$,)e0U\{z}) abbia in z una singolarita eliminabile.

DimosTtrAzIONE. Poiché Z ¢ discreto in 2, possiamo costruire un rico-
primento aperto localmente finito U = {U;};c; di Q tale che, per ogni indice
i, U; contenga al pitt un elemento z di Z ed, in tal caso, sia U;CU,. Definia-
mo hi:q)z se UiﬂZ:{Z}, hi:() se U,ﬂZ:(i). Allora hi,j = hi—hjEﬁ(UiﬂUj).
Naturalmente le {A; ;} soddisfano le condizioni di cociclo

hi () +hjp () + () =0 Y e UnU;NU.

Fissiamo ora una partizione ¢ dell’unita {y;} subordinateﬁ al ricoprimen-
to U. Per ogni indice i, il prodotto y;-h; ; ¢ ben definito su U;NU;, perché

> Magnus Gustaf Mittag-Leffler (1846-1927), matematico svedese, fondatore degli Ac-
ta Mathematica, fu un personaggio importante della matematica europea tra il XIX e XX
secolo.

Y € €°(C), Viel,

supp(y;) € U;, Yiel,

VzeQ, AW 5 7 tc. #{i € I | supp()NW # 0} < oo,
Yiei@ =1, VzeQ.

%Cio significa che
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né h;, n€ h; hanno singolarita sull’intersezione. Inoltre il prodotto ¢ nullo
fuori da supp(y;)NU; e quindi otteniamo una funzione di classe ¢ in U;
prolungandolo uguale a zero fuori da supp(y;)N(U;). Poniamo

xjhi j(0), se € supp(x,)N(U)),
0 se £ € U;\supp(y,).

Possiamo ora definire delle funzioni di classe " sugli aperti U; del rico-
primento U ponendo

Vi) = ) trhi 0. VL e U

¥hi () = {

Osserviamo che
VOO =) O Uhi=hd = Thy=hid) =) ) (hi=h;) = hi=h;
su U;NU;.
In particolare, poiché h;—h; ¢ olomorfa su U;NU |, ricaviamo che
dyi() _ dv,)

su U,-ﬂUj
d¢ d¢
e quindi
dvy,
g(2) = % su U,

definisce una funzione di classe € su Q. Per il Teorema [9.1] del Cap[[V]
possiamo trovare una soliuzione u € € (Q) di

Z—g =g in Q.
In particolare y;,—u € O'(U;) e, poiché
hi — (yi—u) = hj — (y;—u) su U,NU;,
la f({), definita mediante h;,—(y;—u) su U;\Z, ¢ una funzione olomorfa su

Q\Z che verifica la tesi del teorema. O

OsserVAZIONE 2.2. Le {¢,} nell’enunciato del Teorema [2.1|si dicono an-
che dati di Cousin additivi e la f soluzione del primo problema di Cousirﬂ

OsservazioNE 2.3. 1 dati di Cousin additivi possono essere anche de-
scritti dai dati di serie di Laurent della forma

o an(2)
%=, T
che si richiedono convergenti per qualche ¢ # z. Nel caso particolare in cui
tutte queste somme siano finite, si parla di parti polari.

"Pierre Cousin (1867-1933), matematico francese attivo in analisi complessa.
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Esempio 2.1. La funzione f(z) = n?/ Sil’lz(ﬂ'Z) ¢ olomorfa su C\Z ed
ha per ogni intero n un polo di ordine due, con parte polare (z—n)~>. Essa
ammette lo sviluppo in serie

- Zn— %0 (z— n)2

Indichiamo con A(z) la somma della serie a secondo membro. Essa con-
verge per ogni z ¢ Z e quindi definisce una funzione meromorfa su C, che
differisce dalla f(z) per una funzione intera. E h=f, perché la loro differen-
za ¢ una funzione intera semplicemente periodica di periodo 1 che tende a
zero uniformemente per |[Im (z)|—oco.

Come applicazione di questa uguaglianza, otteniamo

w 1 1 2 1 1. m2—sin’(nz) =
Z_—z:—l - 5| = 5 lim = —,
n=lp? 2 -0\sin*(nz) <z 220 725in*(n7) 6

o0 1 o ] 00 1 T 1 T
_— = —_—— =—|1=-=]=—.
Zn:O 2n +1)? Zn:l n? n=1(2n)> 6 ( 4) 8

Esempio 2.2. Mostriamo che

2.2) 1 cot(nz) = — + Z%Z (

sin (ﬂ'Z)

1 1 o 27
;) B E + Zn:lzz —nz'
Il secondo membro di questa uguaglianza ¢ una funzione olomorfa f(z) su

C\Z, che definisce una funzione meromorfa su C con poli semplici negli
interi. Abbiamo

1 n?

@)= _Znez -np _sinz(ﬂZ).

Quindi f(z) = n- cot(nrz) perché i due membri di quest’uguaglianza sono en-
trambe funzioni olomorfe dispari che hanno la stessa derivata sul connesso
C\Z

Esempio 2.3. E

1 2z
=—+ -1)"

Infatti, indicando con f(z) la somma della serie a secondo membro,
otteniamo

— 1 n 1 1 T m n 1
f(Z) - E + Znez*(_l) (Z -n a Z) - llmm_)+002n:—1n B z7—n

= limy;— 400 [ Z ! - _Z ;] = gcot(ﬂz/2) - gcot(ﬂ(z—l)/2)

z—2n — z-2n-1

_n cos(nz/2) N sin(rz/2)\ _« 1 bg
2 \sin(rz/2)  cos(nz/2)] ~ 2 sin(nz/2) cos(nz/2) sin(ﬂz)'

n=-—m
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3. 1l teorema di Weierstass

Indichiamo con M (Q) lo spazio delle funzioni meromorfe sull’aperto 2
di C. Con le usuali operazioni di somma e di prodotto di funzioni, M (L)
¢ un anello commutativo, una C-algebra ed un &'(Q2)-modulo unitarii. In-
dicheremo con M*(€Q) il gruppo moltiplicativo delle funzioni meromorfe
su Q che non sono identicamente nulle su nessuna delle sue componenti
connesse.

Se f € M*(Q), allora anche la sua derivata logaritmica f'({)/f({) ¢ una
funzione di M*(Q2). Abbiamo

LemmMma 3.1. Se feM™(Q), allora i residui della sua derivata logaritmica

1 'Qd
3.1) div(f)(2) = resz(f’/f>=1ﬂ“~°*%9|g | fj%g
f—zl=t

sono tutti numeri interi.

o Se div(f)(2)<0, allora f ha in z un polo di ordine |div(f)(z)|.

o Se div(f)(2)=0, allora f ha al pin in z una singolarita rimovibile e
si estende ad una funzione olomorfa e diversa da zero in un intorno
diz.

e Se div(f)(2)>0, allora f ha in z al pin una singolarita rimovibile
e si estende ad una funzione olomorfa in z che ha in 7 uno zero

d’ordine div(f)(zp).

DmmosTrAZIONE. Se f({) = ({ — 2)™-g({) su lo)z(e), con g € 0*(D,(e)),
allora
F @O =m-2""g)+ (- 2"-g«) inD(e)

equindi, se 0 <t < €,

1 f[Qde 1 56 md§+ 1 56 gds
— —_— =m. g
| =t 8(&)

=t £ — 2 2ri

2mi Jypaee fO 2mi

DerinizionE 3.1. Chiamiamo divisore di feM*(€Q) la funzione
3.2) div(f): Q —7Z

che associa ad ogni punto z di il residuo della sua derivata logaritmica.

Il supporto, cioe la chiusura dell’insieme dei punti in cui ¢ diverso da
zero, del divisore di una feM*(€2) ¢ un sottoinsieme discreto (cioe privo di
punti di accumulazione) in Q.

Il teorema di Weierstrass ci dice che, viceversa, ogni funzione 9 a valori
interi, definita su un aperto Q di C, con supporto discreto in Q, ¢ il divisore
diuna f € M*(Q).

Premettiamo un lemma sull’esistenza di determinazioni del logaritmo.
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Lemma 3.2. Siano 7y, z1 gli estremi di un arco aperto vy di C. Possiamo
allora definire una funzione log,({) € O'(C\|y|) tale che
{—20
{—z

(3.3) exp(log,({)) = » ¥ e Cyl.

DimmostrAZIONE. La funzione
log, (z) = log(r) +i0, sez=re" con|0| <,

definita e olomorfa su A = C\{xeR|x<0}, ¢ la primitiva su A del diffe-
renziale chiuso dz/z, che coincide con il logaritmo reale sul semiasse reale
positivo.

Se zo, 21 sono due punti distinti di C, allora log_ ((z—z¢)/(z—z1)) ¢ definita
e olomorfa su C\[zy, z;] (dove [z, z1] = {zo+r(z1—20) | 0<t<1} & il segmento
reale di estremi z¢, z;) ed ha derivata f({) = —————. La funzione f ¢

{~z20 {~2

definita e olomorfa su C\{zy,z;} ed

o = f(d{
¢ quindi una forma differenziale chiusa su C\({zy, z;}.

La w ¢ esatta su Q = C\|y|, perché il gruppo fondamentale di € ¢ genera-
to da una qualsiasi circonferenza [0, 1] 5 ¢ — Rexp(2rit) con R> sup,,, |{]
ed ’

1
5 f(Ddl = res; (f) +res;, (f) = 1-1=0.

27t Jig=r
Siano R>1 un numero reale per cui zg = zo+R(z1—20)€[Y| € logy({ ) la primi-
tiva di w su Q che assume in zg il valore log(R).
Allora log, ({)=1log, (({—20)/({—z1)) sul complementare E un disco suf-
ficientemente grande di C ed in particolare la (3.3) vale su E. Per il principio
di continuazione unica la (3.3)) vale sul complemento del supporto diy. O

TeoremA 3.3 (Weierstrass). Sia Q un aperto di C. Per ogni funzione
D:Q>33>meL
con supporto discreto, possiamo trovare una feM*(Q) per cui div(f)=D.

DimostrAZIONE. Sia dist(z, w) = 2 arctan[(|z — w|/(1 + z-w)] la distanza
di Riemann su CP'. Allora (vedi il Lemma 3.6|del Cap. [[V) i

K, = { € Q| dist(Z, CP'\Q) > 27"}

formano una successione di compatti 2-olomorficamente convessi di Q.
Indichiamo con Z il supporto di D.
Dico che possiamo costruire una successione di funzioni razionali {f,,}
su C ed una successione di funzioni olomorfe {g,€0'(Q)} tali che, per una
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successione ¢, di reali positivi con O<g,<1 e };,€,<oco valgano le

fr € 0*(K,1\2),
) VzeZNK,, 3 lim,({ —2)™-f,({) € C\{0},
”1 - (ﬁl+l/fn)'gn”l(n < &.

Possiamo fissare fo({) = [l,eznk,({ — 2)™:. Mostriamo per ricorrenza che,
dati gli f; per j<n, possiamo costruire f,.; € g, che verifichino le (f). A
questo scopo, fissiamo una qualsiasi funzione razionale f con gli zeri e i
poli prescritti su K, ;. Allora

f() k .
(3.4) =c| | _—z)™
fuO) 1—[1:1
¢ una funzione razionale su C che ha poli e zeri in punti z;, ..., zx che non

appartengono a K,,. Per ipotesi, Q\ K,, non ha componenti connesse relativa-
mente compatte in 2. Quindi, nella componente connessa di z; in Q\K,, c’e
un punto z; che non appartiene a K. Sia y; un arco in Q\K,, che congiunge
zi a z;. Posto

fon = O | €~
Jnr1(0) _ k(& —z "
o nf=l(§—z;) '

WO = milog, ()

¢ olomorfa in un intorno di K, in cui exp(h({)) = f,+1({)/ f2({). Possiamo
allora trovare, fissato 0 < ¢, < log[1/(1 —¢,)], una g, € O(Q) tale che

abbiamo

Per il Lemma[3.2] la

7+ gullk, < 6.
Alloral]
11 = (furr/f) exp(@ll, = 11 — exp(h + gllg, < 1 — €™ < &
Otteniamo la f desiderata come prodotto infinito (vedi §4.1))

Jnt1(2)
Jn(2)

(3.5) f@) = fl(z)-]—[:’:l( -gn<z>) -

CoroLLARIO 3.4. Ogni funzione meromorfa su un aperto Q di C si puo
scrivere come rapporto di due funzioni olomorfe su Q.

8 Abbiamo infatti 1—e 9 <e® — 1 perché cosh(d) = %(eé+e_é) > 1.
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DimosTrRAZIONE. Possiamo limitarci a dimostrare il corollario nel caso
in cui Q sia connesso. Sia FF € M(Q). Se F = 0, la tesi &€ banalmente
verificata. Se F € M*(Q), per il Teorema possiamo trovare una fun-
zione olomorfa g(z) con div(g)(z) = max{0, —div(F)(z)}. Allora f = g-F ha
soltanto singolarita eliminabili ed ¢ quindi olomorfain Qed F = f/g. O

ProprosizioNE 3.5. Se Q%" c C, allora possiamo trovare una fun-
zione f € O(Q) che non si possa estendere analiticamente, neppure lo-
calmente come funzione meromorfa, su un aperto di CP' che contenga
propriamente €.

DimosTtrAZIONE. Possiamo costruire una successione divergente in € ta-
le che ogni intorno di un punto di 9Q in CP' ne contenga infiniti punti.
A questo scopo, fissiamo una successione {z,} che contenga infinite volte
ogni punto con parte reale ed immaginaria razionale di Q. Fissiamo poi una
successione di compatti {K,} con K,,Cf(n“ ed (JK, = Q e la distanza dist
su CP'. Costruiamo una nuova successione {7/}, scegliendo per ogni 7 uno
7, € Q\K, con |z, -z, |<dist(z,, CP'"\Q). Peril Teoremapossiamo trovare
una [ € 0(Q) con supp(div(f)) = {z,} e div(f)(z,) = n, per ogni n € N. Un
qualsiasi prolungamento meromorfo di f nell’intorno VcCP' di un punto
p di 0Q dovrebbe essere identicamente nullo in un intorno di p, ma questo
non ¢ possibile perché la f non si annulla identicamente su nessun aperto
di Q. O

4. Funzioni intere

Si chiamano intere le funzioni olomorfe definite su tutto il piano di
Gauss C.

Lemma 4.1. Se Q e un aperto semplicemente connesso di C, allora ogni
fe0*(Q) e I'esponenziale (f = exp(g)) di una funzione g € O(L)).

df(z)

()
O

DimosTrAZIONE. Basta scegliere come g un’opportuna primitiva di

Fissata una f € '(C), indichiamo con Z(f) = {zeC| f(z)=0} il supporto
del suo divisore. E un insieme discreto e quindi al pilt numerabile e possia-
mo allora, per ogni numero reale s, considerare la serie a termini di segno
positivo

div(f)(z)
@.1) Zo;ezel)( 1)

|Z|s+1

DEeriNizioNE 4.1. Se la serie (4.1)) diverge per ogni s, diciamo che f ha
genere infinito. Altrimenti, chiamiamo genere di f il piut piccolo intero non
negativo s per cui @.I)) converge.
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4.1. Prodotti infiniti. Sia {p,} una successione di numeri complessi.

DeriNiziONE 4.2. Diciamo che il prodotto infinito [],”,p, converge se

(i) esiste un intero ny tale che p,#0 oer ogni n > ny;

(i1) per ogni intero v > 0, posto P(V) [T, Pn, la successione {Pﬁ,v)}neN
converge ad un numero complesso P}, che ¢ diverso da zero se
v>1,

In questo caso chiamiamo P = [, p, il prodotto infinito della succes-
sione {p,} e lo indichiamo con

(4.2) pP= ﬁ Dn.
n=0

Lemma 4.2. Se [1,2, pn converge, allora lim,_,, p, = 1.

DimosTtrAzIONE. Infatti, poiché i p, sono tutti diversi da zero per n>1,
abbiamo, per un ny>1, per cui P(OZ") #0,
P(no)

r%l—g)lo Pn = ,}1_{?0 P(no) O

Per questo si usano scrivere i fattori di un prodotto infinito nella forma
n = l+a,

per una successione {a,} infinitesima. In particolare, Re (1+a,) > 0 per ogni
n>1.
La serie

4.3) log, (1 - Z) Z %

n=

converge sul disco D alla determinazione del logaritmo di (1 —z)~! che assu-
me valori reali per ze[—1, 1]. I valori del logaritmo cosi definito coincidono
con quelli della funzione, olomorfa su C\R_, con R_={r€R|<0}, definita sui
numeri comlessi non nulli da

(4.4) log,(z)=log(r) +i-0, se0 # z=r-e" con r, 0€R, r>0, —1<0O<7.

ProposizionE 4.3. Sia {a,} una successione infinitesima di numeri com-
plessi per cui Re (1+a,)>0. Condizione necessaria e sufficiente affinché il
prodotto infinito |1, ,(1+a,) sia convergente e che sia convergente la serie

(4.5) D log, (1+ay).
n=0

In questo caso, il prodotto infinito e I’esponenziale della somma della serie.
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DmvosTtrAZIONE. Poiché i prodotti parziali P,=[]}_,(1+a;) sono gli espo-
nenziali delle somme parziali S,=);_,log, (1+a;), la convergenza della
serie implica quella del prodotto infinito.

Resta da dimostrare il viceversa. Supponiamo esista, finito e non nullo,
il limite P=1im,_,, P,. Poiché P # 0, lo possiamo scrivere nella forma
P=|P|-exp(i0) con —r<0<z. Possiamo allora trovare un intero positivo ny
tale che ogni P, con n>ng si scriva nella forma P, = |P,|-exp(i0,) con
|0 — 0,| < /2. Poiché P, = exp(S,), abbiamo

S, =log(|P,|) + i0, + 2xih,, conh, € Z.
Allora
log, (1+aus1) = Sps1 = Sy = 10g(|Pur1/ Pul) + i(0041=0,) + 27i( Ry —hy),
da cui
21|y — Byl <10,41-0, + 1 < 37/2 <21 per n > ny.
Questo implica che h, = h,,. per ogni n>ny. Quindi
3;11—{2 S, = 31_{?0 (log(IP,)) + i0, + 2mih,) = log(|P]) + i0 + il 1.

Cio dimostra la convergenza della serie (4.5)) e completa la dimostrazione
della proposizione. m|

1
Esempio 4.1. Abbiamo [];7, (1 - —2) = % Infatti
n

vl LGt 13 24 n=2)-n (n=D@E+1)
P”_n(l h2)_ h? 22 33 n—1)-(n—1) n2

1 n+1

h=2

Per la Proposizione 4.3] questo di da anche
2

- n - 1
1 = — 1 1—— :1 2
HZ:; og(nz_ 1) Z:; og( n2) 0g(2)

DeriNnizioNE 4.3. Diciamo che il prodotto infinito (4.2)) converge assolu-
tamente

Re (p,) > 0, Vn=>ny,

se possiamo trovare un intero ny > 0 tale che

D 1log, (pa)l < +oo.

n=ngp

Lemma 4.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto infi-
nito [1,~,(1+a,) converga assolutamente é che

(4.6) Z la,| < +oo.
n=0
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DimosTtrAZIONE. E, per |z] < 1,

log,(1+2) _ < (=2

Z n0n+1

e quindi

log, (1 +z2) — (=2)"
1— = | =
' Z Zn+1

n=1

> 2 e
<
_;n+l 22 2(1—|z|)

Abbiamo percid, se |z| < 3,

'l_kg41+@‘<1 _ K

5 S [log, (1 +2)| < 2-¢]

e da questa osservazione segue la tesi. O

Lemma 4.5. Se {f,} e una successione di funzioni olomorfe su un aperto
Q di C e la serie ., , f, converge assolutamente ed uniformemente sui
compatti di Q, allora [],_,(1+ f,(z)) converge per ogni z di Q ed il prodotto
infinito ¢ ancora una funzione olomorfa su Q.

DimosTtrAZIONE. Per ogni aperto w relativamente compatto in €, pos-
siamo trovare un intero positivo ny tale che || f,|lz<1 per n>ny. Per il Lem-
ma @ la serie »,_, (1+f,) converge allora uniformemente su ® e, per il
teorema di Vitali-Montel (Teorema [5.3]del Cap[IV]) la sua somma definisce
una funzione olomorfa g(z) su w. La H"O 1(1 + £1(2))-¢@ & olomorfa in w e
coincide puntualmente con il prodotto 1nﬁn1to [T—o(1+f4(2)) nei punti di ®.
Poiché possiamo ripetere questo argomento per tutti gli aperti relativamente
compatti di £, otteniamo la tesi. O

Esempio 4.2. E

ﬁ(1+z2"): %_Z selz] < 1.
n=0

Abbiamo infatti

n

Po=[](1e)= 30

h=0
Cio ¢ vero per n=0. Se supponiamo la formula vera per n> 0, allora

ntl _ 2n+1_1 2n+1_1 2n+1_1 il
Pn+1:(1 g ) P, —(1 Z2 )§ Zh: g Zh+§ Zh+2
h=0 h=0 h=0
szHZ 1

1
Quindi lim, e Py = Y2 = 1 per |z < 1.
-z
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4.2. Prodotti canonici.
LemmMma 4.6. Siano z, z; due numeri complessi distinti ed indichiamo con
[0, z1] il segmento {(1-1)zy + tz; | 0<y<1}. Allora log, (Z — ZO) ¢ olomorfa

Z— 2
su C\[zo,z1].

Z—20

trasforma C\[zg, z;] in C\R_.
O

DimosTrRAZIONE. Infatti la w =
Z— 2

Lemma 4.7. Sia Q un aperto di C. Dati due punti distinti zo,z; in una
stessa componente connessa di C\Q, possiamo trovare una funzione olo-
morfa g in O(Q) tale che

4.7 exp(g(z)) =

Z—20
, Yze Q.
Z—2

La g(z) ¢ una determinazione del logaritmo di (z — z0)/(z — 21).

DimostrAzIONE. Poiché 7, e z; appartengono alla stessa componente
connessa di C\Q, possiamo trovare una spezzata

[z0, Wil U [wi, wa] U -+ U [Wyep, wa] U [y, 21] € C\Q
che li congiunge. Possiamo scegliere allora
g(2) = long(Z_ZO )+logJr (Z _ w1)+-.-+logJr (Z — W"_l)+logJr (Z _ W").
= Wi Z— Wy =Wy Z— 21

Per il Lemmaf4.6 ogni addendo, e quindi la somma, ¢ olomorfasu Q. O

Abbiamo definito sopra la determinazione del logaritmo log, (z) = log(r)+
1
i0 se z = r-exp(i0) con r > 0 e |0|<z. La funzione complessa log, (1—)
-z
¢ allora olomortfa sul disco D = {|z|]<1} e, per ogni intero positivo s, il suo
polinomio di Taylor di grado sin 0 ¢
2 s

Z Z
(4.8) ps()=z2+—=+--+—.
2 S
Abbiamo
1 oo Zn+s+1 |Z|s+1 & s+1
log|—— |- ps(@)| = < . n
Og(l - Z) Ps(@) |Zn=0n+s+1 s+1 nZ:(; n+s+1 g

|s+l

oo n_lZ 1
s+1 Zg'Z' T+ 1-pg

e quindi

4.9) Vizl <R < 1.

1
log (I——Z) - ps(2)

< —
+1 1-R
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Proposizione 4.8. Siano s un intero positivo ed {a,} una successione di
numeri complessi non nulli per cui

(4.10) Z:"zomnrl-s < +oo.

Allora il prodotto infinito
: )
pPs| —
4.11) [1 (1—i)e ay

converge su C e definisce una funzione intera di genere s, i cui zeri 7 sono
gli a,, ciascuno con la molteplicita indicata dal numero di indici n per cui
a,=z.

DEerNizIONE 4.4. Chiamiamo (4.11)) il prodotto canonico associato alla
successione {a,} ed al genere s.

DimosTrAZIONE. La convergenza della serie (4.10) ci dice che la succes-
sione {a,} ¢ divergente. Quindi, fissato R > 0, potremo trovare un intero
positivo n tale che |a,|>2R per n>n,. Allora

g1 - 22 < 2

Ci0 dimostra che il prodotto infinito converge su ogni limitato di C. La
funzione intera da esso definita ha le proprieta desiderate. O

[ee)

2,

n=ng

s+1 s+1 2
< Z (R/lax|) < 2R Z' i
s+14-dn=no ] — (R/lanl) s+1

se |z] < R.

TeoremA 4.9 (Weierstrass). Ogni funzione intera f di genere finito s si
rappresenta in modo unico nella form.

4
(4.12) F@) =" et l_[ (1 _ i) em[a_n] ’

a
n n

ove m = div(f)(0), g € O(C) ed {a,} la successione degli zeri di f in C\{0},
ripetuti con le loro molteplicita.

DimmosTrAZIONE. Detto F(z) il prodotto canonico @.11)) associato alla
successione degli zeri di f in C\{0} ripetuti con le loro molteplicita, la
f(2)/(Z"-F(z)) ¢ una funzione intera priva di zeri in C e quindi, per il Lem-
ma I’esponenziale di una funzione intera. O

Piu in generale, con la stessa dimostrazione fatta nel caso di funzioni di
genere finito, vale il

9Nota che g(2) ¢ definita univocamente a meno dell’addizione di un multiplo di 2.
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TeoreMA 4.10 (Weierstrass). Sia f una funzione intera, {a,} la succes-
sione dei suoi zeri in C\{0}, ripetuti con le loro molteplicita. Se {s,} e una
successione d’interi non negativi per cui

4.13) D Ja T < e,
allora
2

pSn -
4.14 = . o8 1-= an)|,
(4.14) fy=2"-e ]_[( an)e
ove m = div(f)(0), g € O(C). O

4.3. Ordine e tipo. Data una funzione intera f € 0'(C), la

(4.15) M¢(r) = || fllpyry = sup | f (2l

|zl<r
¢, per il principio del massimo modulo, una funzione reale non decrescente
su R, = {r>0}CR. Se f non ¢ costante, la M, ¢ strettamente crescente ed in
particolare positiva per r>0. Vale il teorem

Teorema 4.11 (Liouville). Se M ¢(r)<cost-(1 + r)*, per un numero reale
a>0, allora f é un polinomio di grado minore o uguale alla parte intera di
Q.

DivmosTrAZIONE. Sia m>0 la parte intera di @ e p(z) il polinomio di Tay-
lor di grado m di f in z. Poiché la differenza f(z)—p(z) ha in O uno zero di
ordine >(m+1), il quoziente g(z) = (f(z) — p(z))/z™*! ha in 0 una singolarita
rimovibile e definisce percido una funzione intera con |g(z)|—0 per z—oo.
La g(z) ¢ quindi identicamente nulla e questo ci dice che f(z) = p(z) € un
polinomio di grado <m. O

DeFiNizIONE 4.5. Chiamiamo ordine di una funzione intera non costante
f il limite
log(| log(M ¢(r
(4.16) o) = lim sup €1 10EM, (DD
r—oco log r

Se p(f)=+00, diciamo che f ha ordine infinito, se 0<p(f)<+oo, che ha
ordine finito.

Se f ha ordine finito p=p(f), allora per ogni €>0 possiamo trovare un
Ry > 0 tale che
log(|log(M (r))l)

<p+e cioe Ms(r) < e Vr > Ry
logr

1OJoseph Liouville (1809-1882), matematico francese, che ha lasciato contributi in
analisi complessa, geometria differenziale, fisica matematica e teoria dei numeri. Ha per
primo dimostrato 1’esistenza di numeri trascendenti.
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e, per ogni R; > 0 fissato, un ' > R, per cui

log(| log(M;(+)D

—€, cioe M:(r)>eé" .
log P ()

DEermNizioNe 4.6. Definiamo il tipo della funzione intera f, di ordine

finito p, come il limite
log M ¢
4.17) 0,(f) = lim sup g—pf(”.

r—00

Se f ¢ una funzione intera di ordine e tipo finiti p, o, allora

Ve >0, Fcost(e) >0 tc. |f(2)| < cost(e)e Ok Yz eC,
inoltre, possiamo trovare una successione divergente {z,} tale che

|f(z)| > 9% yp,

Dermnvizione 4.7. Una funzione intera f di ordine finito p si dice di tipo
e minimale se 0,(f) =0,
e normale se 0 < 0,(f) < oo,
e massimale se 0,(f) = oo.

Esempio 4.3. (1) Se n ¢ un intero positivo ed @ un numero com-
plesso non nullo, allora f(z) = ¢** ha ordine finito n e tipo nor-
male |a|.

(2) La funzione

[ee)

cos(VD) = ) o
n=0 '

ha ordine % e tipo normale 1.
(3) la funzione f(z) = exp(exp(z)) ha ordine infinito.

Osseriamo che in generale [’ordine della somma di due funzioni intere
e minore o uguale del massimo dei loro ordini.

Per la costruzione di funzioni intere con ordine e tipo assegnati € impor-
tante il seguente teorema.

Teorema 4.12. Sia f(z) = Y, qax2" lo sviluppo di Taylor in O di una
funzione intera. Allora
. n-logn
(4.18) (f) = limsup ————.
PUY =0 P g lan
Inoltre, se f ha ordine p finito, allora il tipo 0 = 0,(f) soddisfa la relazione
(4.19) (0-p-¢)!/? = lim sup [n”p \ Ianl] .

—
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DmvosTtrAZIONE. Indichiamo con ¢ il secondo membro di (#.18]).
Supponiamo che f abbia ordine finito p. Se T > p, allora possiamo
trovare una costante cost, > 0 tale che

My(r) < cost, - exp(r’), VreR,.

Abbiamo
1 f(2)dz

2ri =r Zn+1
e quindi si ottiene la diseguaglianza di Cauchy

a, =

1 f)dz| 1 fzﬂ f(re®yre® M(r)
4.20 L = |=— < — ——1df < ,
( ) | 2mi Jpyey 2 2 Jy | rtleitthe e
da cui ancora si ha
la,| < costy - exp(r ), Vr>0
rn

da cui, passando ai logaritmi,
log(la,|) < log(cost;) + r* — n-log(r).
La funzione a secondo membro ha un minimo quando

1

-1 l’l_ N _ n\!/t

Tr ——=0, cioeper r=(—-| .
r T

Otteniamo allora
log(la, ) < log(cost) + = = =(log(m) - log(v).

da cui
n-log(n) — n — n-log(t)

|log(|a,|)| > —cost, +
T

da cui otteniamo che
-1
¢ = lim sup - log(n) <7
noeo | l0g(lan))l
Poiché questo vale per tutti i T > p, otteniamo la diseguaglianza ¢ < p.

Supponiamo viceversa che
-1
¢ = lim sup - log(n)
neo [10g(lan)l
Allora, per ogni t>¢, possiamo trovare un ny € N tale che

n/t

la,| <1, 7t|log(la,))| > n-log(n), cioe |a,| <n™™", pern > ny.

E

[ee)

no 0
< < X -n/t
Mf(}’) - Z |an| s Zn:()lan| "t Zn=n0+ln .

n=0
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Per ogni r > 0 indichiamo con m, la parte intera di 2-r*. Allora r-n~!/* <
per n > m, e quindi

1
2

Se r > 1, otteniamo allora

no o0
My(r) <2+ 1" (Z Ianl) + 2 (Z n" ‘] )

n=0 n=1

~ ‘T
Setv > 1,¢&r*

C. >0,

< exp(r') se r > 1. Otteniamo cosi, con una costante

M(r) < Cy exp(r™), Vr>0.
Da

log(log(M (7)) - log(r™ + log(Cy)
logr B logr
e questo ci dice che p(f) < t" e dunque, poiché 1’ ¢ un qualsiasi numero
reale maggiore di ¢, che p = p(f) < ¢.
Questo completa la dimostrazione della (.18).

Supponiamo che f abbia ordine finito p > 0. Se ha tipo finito o, allora
per ogni A > ¢ possiamo trovare una costante C, tale che

My(r) < Cp-exp(A-rP), Vr>0.

Per la maggiorazione di Cauchy,

Vn.

A-rP
|an| < CAM,
rn

Calcolando i logaritmi di ambo i membri otteniamo
log(la,|) <1log(Cy) + A-r° —nlogr, Vr>0.
Il secondo membro di questa diseguaglianza ha minimo per
1/p
pAr*! — T 0, cioe r= (i) .
r r-A
Sostituendo otteniamo
n n-log(n) N n-log(p-A)

log(la,]) < 10g(Cy) + A-
oA o o

da cui

n log(Cy)
log ( Ianl) <—

che ci da

+ é (1 —log(n) + log(p) +log(A)),

log(C
og( A)+
n

1 +logp

n'* yla,| < exp( log(A'/?) +
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Passando al limite per n — oo, otteniamo che
lim sup [n”p \"llanl] < (A-p-e)/P.
n—oo

Questa vale per tutti gli A > o ed abbiamo perci0 la maggiorazione

lim sup [nl/p v Ianl] < (o-p-e)'’.

n—oo

Supponiamo ora che L = limsup, [n” P \"/lanl] < 0. Se A > L, potremo
fissare un numero naturale n, per cui

n'®la,l < A, cioe |a,| < A"n™"", pern > ny.

oo no o0
M(r) < Z |la,|-r" < Z la,|-r" + Z (Ar)-n"P.
n=0 n=0

n=np+1

Allora

Se n & maggiore o uguale della parte intera p, di (2Ar), allora (A-r-n~'/°) <
%. Otteniamo percio
Mg(r) <2+ i la,|-r".
Consideriamo, per r > 0 fissato, la funzr;o(ile reale positiva
O(f) = (Ar)'-t7'/°, definita per ¢ > 0.
E
log(@(1) = log(Ar) - * log(®).
Questa ha limite O sia per t—0" e —co per t — oco. La sua derivata

¢’ _ 1 + log(r)
ON

¢ una funzione decrescente e quindi la ¢(#) un unico massimo interno, per

log(Ar) —

log(t) = p-log(Ar) — 1, cioe t=e'-(Ar).

Sostituendo, otteniamo
p

A
Mg(r) <2+ (2Ar)p-exp(( ) ) per r> 1

ep
e quindi

log(M ¢(r AP
lim sup g(—f()) < —.

r—o0 rP €'p
Quindi f ¢ di tipo finito o, con o-p-e < AP per tutti gli A > L. Da questo
segue che vale anche la diseguaglianza opposta (o-p-e) < LP e quindi la

#@.19). La dimostrazione & completa. O
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Esempio 4.4. Applicando la (4.18) alla funzione intera di ordine uno
exp(z), otteniamo il limite notevole

n-log(n)
im ———— =
n—co log(n!)
Infatti
-1 -1 -1
w108 vy s 2 = 1 < liminf 2222 i gup 1108 _
log(n!) n—e  log(n!) noeo log(n!)

implica che il limite esiste ed ¢ uguale ad uno.

La (.18), applicata ancora alla funzione esponenziale complessa, ci
permette di ricavare un altro limite notevole. Poiché il tipo di z — exp(z) €
uno, abbiamo

. n
lim — =e.
n—oo 4 }’l'

La (@.18) ci dice che e ¢ il limite superiore della successione a primo mem-
bro. Che ne sia effettivamente il limite, si puo ricavare dalla formula di

Stirling!]
1/2 L.
(4.21) lim e

n—o0 n!

Esempio 4.5. Fissati due numeri reali positivi p, 0, la serie

o= (22 <

definisce una funzione intera, di ordine p e di tipo o.

5. La funzione Gamma

La funzione z +— sin(nz) ¢ intera ed ha zeri semplici sugli interi. Per
il teorema di rappresentazione di Weiestrass, possiamo fattorizzarla, utiliz-
zando il prodotto canonico. Otteniamo 1’espressione

sin(nz) = 7 8@ | | [(1 _ E)ez/n] ,
n
neZ,

per una funzione g € ¢(C). Calcolando la derivata logaritmica dei due
membri dell’uguaglianza, troviamo che

rmeot(nz) = % + 2 () + Z( ! + l)

nez, t—n n

U James Stirling (1692-1770), matmatico scozzese. La formula € contenuta nel suo
libro Methodus Differentialis del 1730. La formula fu enunciata ed utilizzata nello stesso
periodo anche dal matematico francese Abraham de Moivre (1667-1754)
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Confrontando con lo sviluppo di Mittag-Leffler (2.2) della cotangente, rica-
viamo che g’(z) = 0. Quindi g ¢ costante e, poiché lim,_y(sin(nz)/z) = 7, ¢
e® = . Abbiamo ottenuto la formula

(5.1) sin(nz) = 7z n [(1 - z)ed”] =z ﬁ (1 - i—z)
net. n=1

Il prodotto canonico

[

5.2) G =] [(1 ; 2) e_Z/"].

definisce una funzione intera con zeri semplici negli interi negativi —1, -2, -3, . ..

ed abbiamo, per (5.1)),

2-GR)-G(~2) = Sinffz) .

Le funzioni intere G(z—1) e z:G(z) hanno gli stessi zeri semplici. Avremo
dunque, per una y € 0'(C),

Giz-1)=7z-¢"9-G(2).

Calcoliamo le derivare logaritmiche dei due membri di quest’uguaglianza.
Abbiamo

Giz-1) 1 . (1 1
——z+v(z)+;( —)

Giz-1) z+n_n

> 1 1 1 1 1
Z(Z—1+n n) Z ;(Z+n n+1)

=1

1 - 1 1 > (1 1
=--1+ - =]+ - - .
Z ;(Z'f‘l’l n) Z(n n+1)

n=1

Poiché la serie numerica all’ultimo addendo converge ad 1,ey = 0,laye
cio¢ una costante e vale la formula

Giz—1)=z-¢"-G(z), YzeC.
Posto H(z) = ¢ - G(z), otteniamo

H(z—1)=zH(z), ¥z€C.

(4

La costante v si puo ricavare dalla relazione

o0

1= G(0) = e'G(1) = & H

n=1
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da cui

1
e’ = lim 1_[ (h hl _l/h) = hm

ondeEl, calcolando i logaritmi,

1 1 1
(n+1)exp( —E—g—"'—;l)]

1
y = lim [— logn+ )" E] ~ 0,5772156649....
h=1
(coSTANTE DI EULERO-M ASCHERONT).

Insieme a 7 ed alla base e dei logaritmi naturali, la y forma la cosiddetta
“santa trinita” delle costanti matematiche. Mentre ¢ nota la trascendenza
delle prime due, il problema dell’algebricita o trascendenza della y ¢ ancora
aperto.

Ci sara utile nel seguito un’espressione della y per mezzo di un integrale
definito. A questo scopo, osserviamo che

no 1 "1—- -y " t\"] dt o
3= [ [ ]
n o1 " dt " dt
Zhlﬁ_log(n) fo[l_(l_ﬁ)]r _—
1 n
= f [1 - (1 - —) ] di f (1 - —) d—, da cui, passando al limite,
0 n 1t
! dt * ¢~ldt * ¢~ldt
= )
fra-ent [t e[ f )
00 —5 00 _t l
:lim(f e3ds _f dt)_f ( ) —
=0\ Jj_pe | —€7* c t o \I—e Y’

Abbiamo cosi ottenuto la rappresentazione

* 1 1
5. = ——le’'d
(5.3) Y fo (l—e—t t)e t

DEerNizIONE 5.1. Definiamo la funzione Gamma come la funzione me-
romorfa

(o)

[

n=1

—vz

(54) T =S

(1+£)_1ed"]: b ! )
n zH(iz) HiEz-1)

12 orenzo Mascheroni (1750-1800), matematico italiano, ha calcolato la costante nel
1790.
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Utilizzando i risultati precedenti per le funzioni G(z) ed H(z) si ricavano
facilmente le formule seguenti.

Iz+1)=z-T(2),

I'z)-T'(d-2) == ,

sin(mz)
I'n)=(m-1)!, YvneN, n>1,
r) = v

'@ _ 1 ol 1
ro ! Z+Z(n z+n)’

1
i[F’(z)]_ =
dz|T) |

Proposizione 5.1 (Eulero). Abbiamo, per z #0,—-1,-2,..
(5.5)

Z -1 ~
F(Z):%n{(“%) (1+7) } cioe T = lim — =2

n=1 = 2zt 1) - (zhn=1)

*

DimvostrAzIONE. Utilizzando la definizione della costante vy, abbiamo

1 = < z 1 1 . < 4
[, 4 1+ _) —”] =z. 1 (I3 +4 —logm)z | y5 [(1 + _) —,l]
o ¢ g[( n)¢ TR e ninc?ohl_! )¢

n n
— o 1 (]+l+~--+%—]0g(n))z [( E) —5] — . T -z ( E)
e [ (R | R (B

h=1 h=1
=z li ﬁ1+l_zﬁ(l+£)— li ﬁ 1+l_z(1+£) 1+1Z
s h=1 h) e nl| s h=1 h " n |
da cui segue la formula di Eulero (5.5). O

Possiamo utilizzare la (5.3) per dedurre le formule di moltiplicazione
per la funzione gamma.

Proposizione 5.2 (Gauss-Legendre). Per ogni intero positivo n vale la
formula

(5.6) 27) " V2037 (nz) = T(2) T (Z+l) T (Zﬁ) T (Z+E)
n n n

DimosTtrAZIONE. Utilizzando 1’espressione della I'(z) come limite nella
(3.3), si verifica che

n"-T(z) T (Z+%) I (Z+%) ... (Z+ﬂ)

¢(2) = T
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¢ costante. Il suo valore ¢ quindi quello che essa assume per z = % Ottenia-
mo cosi

sons ) )= )

h=1
B ﬂ.nfl B (271.)1171
sin(g) sin (zn—”)sm(@) n
Da questa si ricava la tesi, utilizzando il prodotto notevole (5.7)), perché
d(z) > 0.
Abbiamo

n—1

sin (%) sin (2771-) ...sin ((n—nl)ﬂ') _ [25”_1 H (ehm‘/n _ e—lmi/n)
h=1
(1 _ e—2hni/n)).

n—1 n—1

1 ihrt/n
- [2i]! neh/)'(

h=1 h=1
Abbiamo
n—1 n-1
1—[ e = exp [,J_T Z h| = exp(ri(n —1)/2) = "
h=1 n h=1

Poiché i numeri complessi exp(2hnri/n), al variare di & tra 1 ed n—1 sono
le radici n-esime diverse da 1 dell’unita, il prodotto [/} (z — ¢ 2hmil ”) e il

n

polinomio

. Il suo valore nel punto 1 ¢ uguale a quello della derivata

-z
in 1 di z—Z", ciog n. Otteniamo in questo modo il prodotto notevole

n—1
. [hm 1 met M
(5.7) Dsm(7) = S = g o
ProposizionE 5.3 (Gauss). Vale la rappresentazione integrale
F/(Z) 00 e—t e—zl
(5.8) o :f (7 1. dt, perRe(z) > 0.
0
DimosTtrAZIONE. Poiché
1

= f e "“Mdt se Re(z+n) > 0,
Z+n 0

utilizzando la rappresentazione della y della (5.3)), abbiamo, se Re (z) > 0,

o0

I"(2) _ 1 1 1 _ foo —zt o foo —nt_—(n+z)t
T Z+;(n z+n)_ . € dt+zn:1 o (e € )dt
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=-Y- f e “dt + f (1= ) e™dt

0 0 Zn:l

a 1 1 « « “dt

[ e [ [
0 1—et t 0 0 1—e

00 —t =zt
= f (e— S )dt.

0 t 1-e

O

Ricaviamo ora le formule di Bine{™| per lo studio dell’andamento asin-
totico della funzione I per Re (7) — +co.

Lemma 5.4. Se Re () > 0, allora
e dt
(5.9) f (e =e™) i log(z).
0

DiMoSTRAZIONE. Abbiamo

[
: A I ¢ .t

R—o0

e dt fRZ e"dt] . [ f’z e~ dt fRZ e"dt]
- = lim - ,
t P =00 |, t R t

perché la funzione { +— e/ & analitica dentro il rettangolo di vertici
r, rz, Rz, R. Chiaramente, il secondo integrale dentro le parentesi quadre del-
I’ultimo membro delle uguaglianze tende O per R — +oco e Re (z) > 0. Per
quanto riguarda il primo,

" e7dt " dt (1 —edt
f = f de_(TUZe ooy + 00,
.t .t . t

Passando al limite per r — 0%, otteniamo la tesi. m|

R
= lim [ f
r—0* r

R—o0

Utilizzando la rappresentazione di Gauss (5.8)), otteniamo, per Re (z) >

1—*/ 1 00 -t =zt ,—t 00 -t —zt
(z+1) _ f el e\ f e gt
F(Z‘l'l) 0 1 l—e_t 0 et—l
0o [ —t —zt % (] 1
:f S dt+f - - e “dt
0 t 0 t e -1

1 =1 1 1
- tlog@)- [ [2-- <1,
5, tlog) fo (2 t+e’—1)e

13Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), matematico francese noto anche per i
suoi contributi alla teoria dei determinanti. Questi risultati relativi alla funzione Gamma
furono pubblicati nel 1839.

0,

N

- |
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ove abbiamo utilizzato la ed il fatto che fooo e ¥dt = (1/z) se Re(z) >
0. Integrando da 1 a z sotto il segno d’integrazione (lungo ad esempio il
cammino T — (1+7t(z—1)) otteniamo allora, poiché I'(2)=1,

1 (1 1 1 \e—-e"
log(I" 1) = —|- 1 - — = dt.
og(z+ 1) (Z+2) e +fo (2 t+e’—1) t

Poiché log(I'(z + 1)) = log(z-¥(2)) = log(I'(z)) + log(z), otteniamo
lwa&»=&—%ﬁ%@—z+“ﬂ£(%‘%*aiJi;

f‘”l 1+ 1 e’
o \2 t e —-1)dt

Per calcolare I’ultimo integrale a secondo membro, poniamo

I_f‘x’l 1+ 1 e’ J_f‘x’l 1+ 1 e 2
b \2 ot e—1)dr Ty \2 ot e—1) at’

dimodoché
1 1 1
log(I'[=]|]==1 ==—+J-IL
og(r (3)) = 3 0em - 5
Poiché
f°° 1 2 1 e'?
1= - — | —,
o \2 t e?-1] dt
otteniamo
J_]= f“’ 1 e'? \ e 2dt B f"o e 2 1 \dt
“J \t oe—1) ot ) t e—-1)1t°
Jo f‘x’ e'? 1 1, e N e’ \dt
)y s Te1 T2 t o oe—1)t
f‘x’ e —et 1 t) dt
= — =€ -
0 t 2 t
oo [ d e_[/z — et le—t/2 et e’
- f 4 _ ~
o | dt t t 2t
—1/2 _ ,—t]*® 1 0o~ _ —t]2
_ [_e e N _f el
t o 2Jo t

Otteniamo allora .
I=1- 3 log(2r)

e cio dimostra che vale il seguente teorema di Binet
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TeorEMA 5.5 (Binet). Se Re(z) > 0, vale la formula di rappresentazione
(5.10)

1 1 “(1 1 1 \e™
log(C(z) = |z — = |1 — ~log(2 o=
0g(l'(2)) (Z 2) 0g(2) +z = 5 log( 7r)+f0 (2 t+et_1) —db
con
(1 1 1 e »
(5.11) ———+ dt| < cost-(Re(z))", perRe(z) > 0.
o \2 t e—-1) t

DimosTtrAZIONE. La funzione ¢(¢) = ([1/2] — [1/t] + 1/(e'—1))/t tende
ad é pert — 0ed a0 pert — +oco. E quindi limitata in valore assoluto da
una costante postiva cost su [0, +00). Abbiamo allora

(1 1 1 =t
[ (_ L ) c
0 2 t el —1 t
OssERVAZIONE 5.6. Vale la formula di duplicazionelﬂ di Legendre

Vr-T(22) = 2% 'T@I(z + 3).

Si puo anche introdurre la funzione I' per mezzo della rappresentazione
integrale di Eulerﬂ descritta dal seguente

< f cost - e R°@1dr = cost-(Re (2))™). O
0

TeoremA 5.7 (Eulero-Legendre). Vale la formula
(5.12) I'(z) = f e7'dt, seRe(z) > 0.
0

DimosTtrAzIONE. Consideriamo I’integrale
7 1
t n
T(z, n) ::f (1——) tz‘ldt:nzf(l—t)”tz‘ldr, per Re(z) > 0.
0 n 0

Mediante integrazione per parti otteniamo, se n > 1,
1

1 1 1
Int(z,n) = f (1—t)"tz_1dt:[—tz(1—t)”] +2 f (107 = Zne(z+1,n-1),
0 < 0 Z Jo Z

Otteniamo allora per ricorrenza che
nn—-1)---1 !
2(z+1) - (z+n—1) Jo

lZ+n_1dl

1
Int(z,n) = f (1 - )" dr =
' n!
2@+ (zn)

14 A drien-Marie Legendre (1752-1833), matematico francese, che ha dato contributi
importanti alla teoria delle equazioni differenziali, delle funzioni speciali, della teoria dei
numeri. Ha dato il nome di “funzione gamma” alla funzione meromorfa qui descritta.

SLeonhard Euler (1707-1783), svizzero, & considerato il maggior matematico
dell’illuminismo.
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E percid
MGz n) = n! :
nn - nt.
z2(z+1) -+ (z+n)

Per la (5.8)), il secondo membro di questa uguaglianza converge a I'(z) per
n— oo, mentre il primo converge al secondo membro di (5.12)). Cid completa
la dimostrazione. O

Nota che, integrando per parti, abbiamo

(*) ft“e“dt—z [Fe]y ftze_tdt

Utilizzando per la T la definizione (5.12) per Re(z) > 0, poiché il pri-
mo addendo a secondo membro della () ¢ nullo, otteniamo la relazione
funzionale

I'z+1)=z-T'(2).
Questa formula permette di estendere olomorficamente la I a tutto il piano
complesso tranne che sui numeri interi non positivi, e mostra che negli interi
non positivi la I'(z) ha poli semplici. Si ricava ancora facilmente che

ra) = fm eldt=—[e"]y =1,
0

da cui I'(n) = (n—1)! Abbiamo poi (utilizzando la sostituzione ¢ = s°)

)= [ ea=2 [ eas
0 0
Poiché

00 2 21 00
2 22 _2
(fe ds):}tfe ydxdy:%f defe dr* =
0 R2 0 0

si ottiene in questo modo
rd)= vr.






CAPITOLO VI

Rappresentazioni conformi

Due domini Q, Q" di C si dicono conformi o biolomorficamente equiva-
lenti se esiste un’applicazione olomorfa invertibile f : Q—Q’.
Abbiamo dimostrato, nel §6|del Cap[I[V] che ogni dominio connesso e

semplicemente connesso 2 di C con Q & C ¢ conforme al disco unitario
D = {|z|<1}.

1. Alcuni esempi

1.1. Lalente (intersezione di due dischi). Siano dati due dischi D;, D,,
i cui contorni si intersechino in due punti distinti wy, w;, formando un an-
golo kmr, con 0 < k < 1. Sia Q = D; N D,. La trasformazione di Mobius

AW — Wy
3=e’——,
W — W

per una scelta opportuna dell’angolo 6 € R, trasforma € in un angolo Q' di
ampiezza krm, con vertice in 0 ed un lato sul semiasse reale positivo.

Su €’ possiamo definire la funzione olomorfa
g =3
in modo che £ sia un numero reale positivo per 3 reale e positivo. Quando 3
descrive I’angolo €', £ descrive il semipiano positivo H = {{ € C | Im{ >
0}.
La trasformazione di Mobius
J—i
="
L+
trasforma H nel discoD = {z € C | |7] < 1}.

Componendo quindi le diverse applicazioni, abbiamo trovato un’appli-
cazione conforme w +— z di Q sul disco D.

1.2. Sia Q il dominio ottenuto togliendo da un disco D, la chiusura D,
di un disco D, ad esso tangente internamente in un punto wy € dD; N dD.
Una trasformazione di Mobius della forma

aw +f
w— Wy
117

3:
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fa corrispondere ad Q una striscia €', compresa tra due rette parallele.
Scegliendo @ e 8 in modo opportuno possiamo fare in modo che

Q' ={3eC|0<ImB) <n}.
La trasformazione esponenziale
[=¢

manda allora " nel semipiano di Poincaré H = {Im¢ } e questo si
i

>
{=
l+i
1.3. Lo spicchio. Siano D, D, due dischi le cui frontiere si intersechi-
no in due punti distinti wy, w, e sia Q = D;\D,. Fissiamo un punto wy in
D, \51. Allora la trasformazione di Mobius:
1

w—= Wy

trasforma in modo conforme nel disco D mediante la z =

/

w =

trasforma D; in un nuovo disco D e CP! \52 in un disco D), la cui frontiera
interseca quella di D] in due punti distinti w! = 1/(w; — wp). La w—ow' ¢
quindi una trasformazione conforme dello spicchio Q sulla lente D} N DJ;
questa (vedi ¢ conformemente equivalente al disco D.

2. Funzioni univalenti sul disco

I domini connessi e semplicemente connessi €2 di C distinti da C sono
biolomorfi al disco D. L’inversa di un biolomorfismo Q2D ¢ una funzione
univalente su D. Qindi, lo studio delle applicazioni conformi di domini di
C sul disco porta in modo naturale a considerare la classe delle funzioni
univalenti su D. Uno dei vantaggi di questo approccio ¢ che una funzione
univalente su D si esprime mediante una serie di potenze con centro in 0 e
possiamo quindi mettere in relazione le proprieta della funzione con il dato
numerico dei coefficienti della serie.

DEerINIZIONE 2.1. Si dicono univalenti le funzioni olomorfe iniettive.

TeoreEMA 2.1 (Teorema dell’area). Sia

(o)

2.1) Z a7

n=0
la serie di Taylor in O di una funzione f, definita e univalente sul disco di
centro 0 e raggio R. Allora

2.2) Area(f(Dy(R)) = nz (nla,P R*").
n=0
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DimosTtrAzIONE. Per le formule di cambiamento di variabili negli inte-
grali doppi abbiamo (indicando con dA la misura di Lebesgue del piano)

Area(f(Dy(R)) = f f If/ (@)dMz)
Do(R)

0 R 21
= E m-n-a,a,, f r”_m_ldrf Ay - Gy - €040
0 0

m,n=1

R o0
_ o2 2n-1 7. _ 2 p2n
= 271'2":111 la, f(; r dr—irnz::‘(n la,|” R ),
perché le funzioni (27)~'/2¢"° formano un sistema ortonormale in L*(0, 27).
O
Nortazione 2.2. Indicheremo con
2.3) S(D) ={f € OD)| f & univalente ed f(0) =0, f'(0) =1}

la famiglia delle funzioni univalenti nel disco D={|z|<1} che mandano 0 in
0 ed hanno nell’origine derivata 1.

Le funzioni f di $(D) hanno nell’origine una serie di Taylor della forma
2.4) fR=2+) ad"
convergente per |z|<1. In particolare,

Cororrario 2.3. Vale la formula

2.5) Area(f(D)) = (1 + Z“’ 2n-|a,,|2), VfesD), con a,=f™0)/n!.
"= O

Notazione 2.4. Indichiamo con D = {zeC| |z]>1} il complemento del
disco chiuso unitario e con

(2.6) 2(D) ={f € O(D)| f & univalente ed Ilim z7'- f(z) = 1}

lo spazio delle funzioni meromorfe su CP'\D che sono olomorfe su C\D ed
hanno all’infinito un polo semplice con parte principale z.

Le feXk (lv)) hanno, nell’anello Ay(1, o), uno sviluppo di Laurent

@.7) f@ =2+ b,
convergente per [z|>1.
LeEmMmA 2.5. (a) Se f € S(D), allora g(z) = 1/f(1/z) € Z(D).

(b) Se g € Z(D), allora g(D) # C.
(c) Sege Z(D) e Cowpég(D), allora f(z) = 1/(g(1/2)—wy) € S(D).
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DimvosTrAzZIONE. (a) Se f € S(D), allora f(1/z) ¢ definita e univalente in
D ed ha in oo uno zero semplice, con f(1/z) — (1/z) = 0(1/z%). Da questo
segue che g = 1/f(1/z) € Z(D).

(b) Una g € (D) definisce un omeomorfismo di D con I’immagine
g(D). In particolare, questa non & semplicemente connessa e non pud quindi
essere uguale a C.

(c) Se g € X(D) e wy un numero complesso che non appartiene a
g(D), allora la f(z) = 1/(g(1/z)—wy) definisce una funzione univalente sul
disco D. Da .

g1/ = (1/)+ )~ bz

otteniamo che

- : = - —2+0(2)
g(1/D-wo  —wor(1/D)+2obnd’ 1+ (bo—wo)z + Do by
e quindi f(z) = 1/(g(1/2z)-wyo) € S(D). -

TEOREMA 2.6 (Gronwal. Seg=z+3,bz7"€eX (D), allora

(2.8) Area(C\g(D)) = 71(1 - n~|bn|2).

n=1

DiMOSTRAZIONE. Per ogni r>1 sia Q, = C\g(By(r)). L’elemento di vo-
lume su C =~ R} & dxAdy = $dzAdZ = $d(z-dZ). Per la formula di Green
abbiamo allora

Area(Q,) = %ff dzndz = %95 z:dZ.
Q, 00,

Poniamo z = g(¢) = g(re”) su 0Q,. Poiché

(o]
g(re®)y =re’ + E b,r e,
n=0

abbiamo
d 0 , 0 ,
% = ire' — ianln b,r"e ™.
Allora
. . 27
prea@) =3 b wdz=L [ g vaigren
2 0Q, 2 0
. 27T [eS)
! 9 -n ,=ind . T _—n _+inf
=3 +Q bar e (—ire T b,r" e") df
2£ (re ; re ) ( e lanln re )

"Thomas Hakon Gronwall (1077-1932), matematico e fisico svedese-americano
(cambio il cognome in Gronwall). Dimostro questo teorema dell’area nel 1914.
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= ﬂ[r2 - > bn|2-r-2"]

n=1

perché le funzioni (27)~'/? e a7'/2¢™ per n € Z, formano un sistema orto-

normale in L*(0, 2rr). Passando al limite per r—1~ otteniamo la tesi. O

CoroLLARIO 2.7. Se (2.7) e lo sviluppo di Laurent nell’anello Ay(1, o)
di una g € X(D), allora |b,| < n~' per ognin > 1.

DmvostrAZIONE. Ci0 & conseguenza della formula (2.8)) e del fatto che
I’area di C\g(D) ¢ >0. O

TroreMA 2.8 (Bieberbach?). Se 2.4) ¢ la serie di Taylor nell origine di
una f € S(D), allora

las| < 2.

DmMosTRAZIONE. B f(22) = 22 (1 + 30, anzzn‘z) ed il secondo fattore &
diverso da zero per |z] < 1 perché la f ¢ univalente su D. Possiamo allora
definire la radice quadrata

F(2)= Vf(@) =z+1a7 +--

che & una funzione dispari, perché lo sviluppo di Taylor in 0 di f(z?) =
[F(z)]? non contiene termini non nulli di grado dispari. Dico che F & univa-
lente. Infatti, se fosse F(z;)=F(z,) per una coppia di punti distinti z;, z, in D,
poiché f & univalente, dovrebbe essere z2 = z2. Quindi z, = #+z;. Poiché F
¢ dispari, se fosse z; = —z;, dovrebbe essere F(z,)=F(z2)=F(—z1)=—F(z1)
e quindi, da F(z;)=0 seguirebbe che f (zf) = 0, da cui z;=2,=0.

Quindi F(z) € S(D) e di conseguenza, per il Lemma [2.5] abbiamo
8(2)=[1/f(1/2)]eX(D). Poiché

8 =1 11 =Z—%Clzé+'“,
E + 5azz—:i + oo

per il Torema di Gronwald (Teorema e |%-a2| < ledunque|a]| <2. O

Il teorema seguente mostra che la diseguaglianza ottenuta ¢ la migliore
possibile.

Teorema 2.9. Se (2.4)) é la serie di Taylor nell’origine di una f € S(D)
e |ay| = 2, allora
<

(29) f(Z) = KQ(Z) = m, con 9 € R.

2Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach (1886-1982), analista complesso tedesco.
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DimosTRAZIONE. Sia infatti g(z) € 2 (lv)) la funzione associata ad f come
nella dimostrazione del Teorema[2.8] Abbiamo osservato che allora la serie
di Laurent di g(z) nell’anello Ay(1, o0) ¢ la

a 1 _
=Z——=——+ E bn ",
g(z) < 2> £ <

Per il Torema di Gronwald (Teorema [2.6))

|a2|2 = 2
T + anbnl <1

n=2
Quindi, se |a,| = 2, tutti i coefficienti b, con n>2 sono nulli e dunque
o
g(z)=z——, confeR.
Z

Allora, continuando ad usare la notazione introdotta nella dimostrazione del
Teorema [2.8] abbiamo

_ 1 _ Z ] 2\ Z2
Ho = gl/z) 1=z~ J& = I = (1 - z2-e®)’
B 4
= f(2) = 1200

(a meno di cambiare 0 in 7+6). In effetti, la f(z) della forma (2.9) & una
funzione di S(D) la cui serie di Taylor (2.4) ha |ay|= |2-ei9| =2.
Verfichiamo I’univalenza. Se z;,2, € D ed hy(z1) = hy(z,), allora

.\ 2 N2 . .
0 0 2 2if 2 2i6
Zl'(l _Zz.el ) — ZZ'(l _Zl'el ) P— 21 + lez.e L 2 + lez.e Y

= (z1—22) (1 - lez'ew) =0
e I’ultima uguaglianza non puo valere se z;#2, quando |z;z,| < 1. O

OsservazionE 2.10. Le funzioni K introdotte nel Teorema [2.9]si dicono
funzioni di Koebe. E

Z

Per le funzioni di Koebe vale |a,| = n per ogni intero positivo n. Bie-
berbach aveva congetturato che, se f(z) = z+ ), ,a,z" € S, allora |a,| < n

per ogni intero positivo n. Questa congettura, formulata nel 1916, ¢ stata
dimostrata vera nel 1985 da Louis De Brange

(2.10) Ky(2) = =3 ne" V(@ eR).

Utilizzando il teorema precedente, possiamo dimostrare il

3A proof of the Bieberbach conjecture. Acta Math. 154 (1985), no. 1-2, 137-152.
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TeoremA 2.11 (Teorema di distorsione di Bieberbach). Se fesS(D), al-
lora valgono le diseguaglianze:

|z]

(2.11) lf@| £ —F—3., VzeD,
/ (1 = [z])?
1 -z 1 +z]
2.12 <|f' (@ < , VYzeD.
12 Gty <V Oy
. . Z+20 \. .
DmostrAzZIONE. Fissato zp € D,. la funzione g(z) = f (1 g ) € univa-
220

lente su D e abbiamo:

1
8(2) = f(z0) + f(zo)(1 — z0Z0)z + 3 (f"(Zo)(l — 20%0)° — 2f(z0)(1 — ZoZo)Zo) Z

+o(2%).
Quindi Ah(z) = f’g((zg(z f(Zoz ) € S(D). Consideriamo il suo sviluppo di
<0 — 2020
Taylor h(z) = z + 2> + - - - . Poiché
o = S (o) = 20Zo) -
’ 2f"(z0) "
per la diseguaglianza di Bieberbach risulta
S (@)1 = 20Z0)  _
| = -0/ < 2.
|as| 21" (z0) <0
Da questa ricaviamo:
f "(Zo)z 27020 4z
0 — — = — .
1" (o) 1 —z0Z20l 1202

Da questa relazione, considerando la parte reale del numero complesso
di cui a primo membro si calcola il modulo, e scrivendo z invece di zo,
otteniamo:

2|z — 4z ( / ”(z)) 202> + 4]
—— < Re |z < , VYzeD.
1 -z /(@ 1 -z
Osserviamo ora che
f ”(Z)) d . 0
Re |z =r—1Ilog|f'(z)|, ovesieépostoz=re",
( ) 7 glf @l p
e dunque:
— 2 Salogf (re )‘s T2
Integrando sull’intervallo 0 < r < ||, troviamo:
1 -1z 1+

<log|f'(2)| < log

lo <
S+ L)

(1 + ]z’
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da cui segue la (2.12). Per dimostrare la (2.11)), usiamo I’integrazione:
74
f ['(@)dz
0

Dal teorema di distorsione di Bieberbach segue immediatamente il

4T+ 2|

7@l = o =" T =R

<

TeoreMa 2.12 (di compattezza di Koebe). S(D) é compatto in O(D). O

Il teorema seguente, congetturato nel 1907 da Koebeﬂ fu dimostrato da
Bieberbach’|nel 1916.

Teorema 2.13 (Koebe, Bieberbach). Se f € S(D), allora f(D) 2 By(3).

DiMosTRAZIONE. Se wj ¢ un numero complesso che non appartiene al-
I’immagine f(D), allora

wof(2)
F(z) = € S(D).
wo = f(2)
Se (2.4) ¢ la serie di Taylor di f in 0, allora
WoZ + Do WodnZ" 1
F(z) = % 2 =z+(a2+—)~z2+--~
Wo = 2= Xipip @n" Wo
Per il Teorema 2.8 deve essere quindi
b+ —[<2 = |—|<2+]|ay.
Wo Wo
Poiché, sempre per il Teorema[2.8] ¢ |a,| < 2, otteniamo la tesi. O

CoroLLARIO 2.14. Sia f € O(Q) una funzione olomorfa, univalente
su un aperto Q c C. Siano zp € Q e wy = f(z0). Allora, posto r =
1S @o)l-dist(zo, 0Q), abbiamo f(€) D B(wg,r) = {w € C|lw — wo| < r.

DimostrAzZIONE. Basta applicare il teorema di Koebe-Bieberbach alla
funzione
 [flzo + z - dist(zo, 0Q))

g(Z) - f’(ZO) . diSt(ZO’ GQ)) .

O

“4Paul Koebe (1882-1945), matematico tedesco: ha dimostrato tra il 1907 e il 1909 il
teorema di uniformizzazione di Riemann.

5Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach (1886-1982), matematico tedesco, attivo so-
prattutto in analisi complessa. La &y sopra introdotta & detta funzione di Koebe. Formulo
una congettura sulle serie di Taylor per le funzioni univalenti che fu risolta da Louis de
Branges de Bourcia(1932-), matematico franco-americano, nel 1986.
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3. Metrica iperbolica su domini di C

Il teorema di uniformizzazione di Riemann ci permette di estendere i
risultati del §3| del Cap. ai domini connessi € semplicemente connes-
si QCC.

Osserviamo che, se fi, fo sono biolomorfismi di € sul disco D, allora
fio f2‘1 ¢ biolomorfa dal disco in sé ed ¢ quindi la restrizione di una trasfor-
mazione di Mobius del disco. In particolare, se m ¢ la distanza della metrica
di Poincaré del disco,

(3.1 da(z1,22) = 0(fi(z1), fi(z2))
) ) ) 4|dz|?
non dipende dalla scelta del biolomorfismo f;. Indicando con gp = m
-z
la metrica di Poincaré, la metrica corrispondente
Af/(2)Pldz 5 )

(3.2) = figp = ————5 =N5(2) - ldz]

S0 = 1180 = ppe ~

non dipende dalla scelta di f; ed ¢ una metrica invariante per biolomorfismi
di Qin sé.

DEermvizione 3.1. Chiamiamo gq metrica iperbolica, o di Poincaré di Q2.

Se f & un qualsiasi biolomorfismo di 2 su D, abbiamo posto

21" (2l
(1-1f@P)

(3.3) na(2) = ds* = ng dz dz

Lemma 3.1 (di comparazione). Se Q; C Q, & C sono due aperti con-
nessi e semplicemente connessi, allora

(3.4) Mo, (2) 2 Ne,(2), Yz ey,
e vale la diseguaglianza stretta se ) G Q.
DimvosTtrAZIONE. Siano f; : Q; — D biolomorfismi. Allora f5 o fl‘1 e

un’applicazione olomorfa univalente di D in D e quindi, per il teorema di
Pick (Teorema/[3.2))

(a0 f7Y @ P
1=lfro AP = 1=z
Posto f;!(z) = w, otteniamo allora
LI/ 1f{ (W) - 1
L= = 1= fiw)P’

Yz € D.
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da cui otteniamo che

Na,(W) < Mo, (W), Yw € Q.

Nota che, se fosse ng,(wy) < mMq,(wo) per qualche wy € Q;, sempre per
il teorema di Pick avremmo ngq,(w) = mg,(w) per ogni w € Q; e quindi
Q, = Q. O

TeOREMA 3.2. Se Q ¢ un dominio di C conformemente equivalente a D,
allora

(3.5) %[dist(z, A" < na(z) < 2[dist(z, 0" .

DmvosTtrAZIONE. Siano d=dist(z, 0Q2) ed f : Q—D un’applicazione con-
forme. Allora la g({)=f(z + 6{) ¢ un’applicazione olomorfa di D in sé€. Per
il teorema di Pick (Teorema 3.2 del CapJIV) abbiamo |g’(0)|/(1-|g(0)[*)<1,
da cui 8|f'(2)|/(1-|f(2)[*) < 1 e quindi otteniamo la diseguaglianza:

na(2)<2 [dist(z, Q)] " .

Sia ora g : D—Q un’applicazione biolomorfa con g(zop) = 0. Allora la
G(z) = (g(z) —z20)/g'(0) appartiene alla classe S(D) e quindi per il Teo-
rema di Koebe dist(0, 0G(D)) > }L. E poi nq(zo) = 1/|g’(0)| ed abbiamo
lim inf, 1 |G(2)| = dist(zo, 0Q) /lg’(0)] > ;.

La dimostrazione ¢ completa. O

4. Un teorema di compattezza

Un risultato fondamentale per lo studio delle trasformazioni conformi
di domini di C ¢ il seguente:

TeoremA 4.1 (Teorema di compattezza di Koebe). Sia Q un dominio
connesso e semplicemente connesso di C e sia zo un punto di Q. Allora
I’insieme
4.1)  S5,(Q) = {f€0Q)|feunivalente, f(z0)=0 ed f'(zp)=1}

e compatto in O(Q).

DimosTtrAZIONE. Abbiamo osservato che, come conseguenza del teore-
ma di distorsione di Bieberbach (Teorema @, il teorema di compattezza
vale quando Q=D e zp=0. Fissiamo ora numeri reali positivi a, b, B, r, con
b < B. E chiaro allora che, per ogni z € C, I'insieme E delle funzioni
olomorfe sul disco D,(r) = {{€C | | — z|<r}, tali che |f(z)|<a, b<|f’(2)|<B,
¢ compatto in &(D,(r)). Ricopriamo ora Q con una successione di dischi
{D..(ri)}i=0.1..., 1l primo dei quali con centro in zo. Fissato un qualsiasi in-
dice n, poiché Q ¢ connesso, possiamo trovare degli indici iy,..., i, tali
che, posto iy = 0, sia zijeDZi/_1 (ri,) perogni j = 1,...,mei, = n. Per



5. REGOLARITA AL BORDO 127

la compattezza dello spazio delle funzioni olomorfe f su D_ (r;) che sod-
disfino delle stime uniformi per f(z;) ed f’(z;), deduciamo per ricorrenza
I’esistenza di numeri reali positivi a,, b,, B, tali che

f@l <an e by <|f'@)<B,  VfeS, Q).

Ne segue che la restrizione 5., () > f—f | By € O(D, (1)) ha per ogni
intero n immagine relativamente compatta. Cio implica che , () ¢ re-
lativamente compatto in (). Infine, S, () ¢ compatto in &(L) per il
teorema di Hurwitz sul limite di successioni di funzioni univalenti. O

5. Regolarita al bordo

Siano © un dominio di C e z5 € 9Q. Diciamo che Q & localmente
connesso in 7, se esiste una successione di intorni aperti {U,,} di zo in C tale
che, per ogni intero positivo n, I’aperto U, N Q sia connesso.

Esempio 5.1. Il dominio Q = {z=x+iyeC|x,yeR, x>0, y< sin?(1/x)}
non ¢ localmente connesso in 0 € 9Q.

TEOREMA 5.1 (Caratheodory—Osgoocﬁ). Siano Q,, Q, due aperti limitati
non vuoti, connessi, semplicemente connessi e localmente connessi in ogni
punto delle loro frontiere. Allora ogni applicazione conforme f : Q;—Q,
si estende a un omeomorfismo f : Q,—Q, delle loro chiusure.

In particolare, ogni aperto connesso Q di C che sia connesso, sem-
plicemente connesso, localmente connesso in ogni punto della frontiera e
limitato, ha per frontiera una curva chiusa di Jordan.

DimosTrRAZIONE. Possiamo limitarci a considerare il caso in cui £ sia il
disco unitario D. Scriviamo per semplicita Q al posto di €),. Dimostriamo
in primo luogo che un’applicazione conforme f di D su Q ¢ uniformemen-
te continua. Se non lo fosse, ci sarebbe un punto 365 e due successioni
{z.}, {w,} di punti di D, entrambe convergenti a 3, con |f(z,)—f(w,)|>2€ > 0
per ogni n. Il punto 3 appartiene alla frontiera S' di D. Per ogni >0 in-
dichiamo con vy, I’arco di circonferenza {z | |z—3|=€}ND. La composizione
foy, ¢ un arco in €, di lunghezza

1/2 1/2

€(foy,) = If'(z)I-IdZIS( f Idzl) ( f |f’(3+r-e’e)rd6)
Yr Yr [3+re®|<1}

12

< @) ( f G+ r.ef6>rde)
|3+re®|<1}

SWilliam Fogg Osgood (1864-1943), analista complesso americano. Ha congetturato
questo teorema nel 1901.
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Moltiplicando per r~! ed integrando rispetto ad r otteniamo (indicando con
A la misura di Lebesgue nel piano)

1 d 1 ‘
f [E(foy P < f ' Qar) - f'G + re®)rdo
0 r 0 [3+rei®)<1}

< 27rf If'(2ldMz) = 21 - Area(Q)) < +oo.
D

Quindi I’integrale a primo membro ha somma finita e percio vi € una suc-
cessione infinitesima {r,} di numeri reali positivi per cui £(foy,, ) sia in-
finitesima. In particolare, le curve foy, hanno punti limite a,, b, ai due
estremi con |a,—b,| < €(fovy,,) — 0. A meno di passare ad una sottosucces-
sione, possiamo allora supporre che le successioni {a,} e {b,} convergano
ad uno stesso punto w € 0Q. Poiché le lunghezze delle curve foy, sono
infinitesime, avremo allora dist(w, |fovy,,|) = 0. Per I'ipotesi che € sia lo-
calmente connesso in w, vi ¢ una successione fondamentale di intorni aperti
{U,} di w in C tali che U,NQ sia connesso per ogni indice n. Fissato un
indice v, possiamo trovare n, tale che |foy, | C U, se n > n,. Dico che
allora f(D,(r,)ND) C U,. Infatti, f(D,(r,)ND) ¢ un connesso di £ contenu-
to in Q\|foy,| che contiene punti di U, e qualsiasi arco i cui punti interni
stiano in € e che connetta w ad un punto fuori da U, interseca il supporto
di fovy,. Questo ci dice che gli U, contengono i punti z,,w, pern > 1 e
dimostra quindi che la f si estende ad una applicazione continua di D su Q,
uniformemente continua perché i due insiemi sono compatti. O

Un dominio Q di C si dice localmente semplicemente connesso in un
punto 7z, della sua frontiera 9Q2 se esiste un sistema fondamentale {U,,} di in-
torni aperti di zy in C tali che U,, N2 sia un aperto connesso e semplicemente
connesso. Vale il

TeorEMA 5.2. Siano €y, Q, due domini di C. Supponiamo che Q, sia
localmente semplicemente connesso in ogni punto z € 0€),, e sia a € 0, un
punto della frontiera di Q; in cui Q; e localmente semplicemente connesso.
Allora, se [ : Q,—C, e un’applicazione conforme, esiste un intorno aperto
U di a in C e un intorno aperto V di f(a) in C, tali che la f si estende a un
omeomorfismo f QU (U N 51) -0 U (V N 52). O

6. 1l principio di riflessione di Schwarz

Siano Q un aperto di C e zp un punto della sua frontiera.

DErFINIZIONE 6.1. Diciamo che una funzione f € O(Q) si estende olo-
morficamente su 7 Se esistono un intorno aperto connesso U di zp in C e
una funzione f € &(U) tale che f = f su un aperto non vuoto U’ ¢ U N Q.
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Esempio 6.1. Sia R™={xeR | x<0} e consideriamo una determinazione
del logaritmo definita su QQ = C\R"™, ad esempio quella caratterizzata da:

df =dz/z, S =0.

Allora la f ammette un’estensione olomorfa sopra ogni punto di R™ = 9,
ma non esiste un aperto € che contenga propriamente 2 tale che vi sia una

feo@conflg = f.

I1 principio di riflessione di Schwar riguarda I’estendibilita di fun-
zioni olomorfe. Esso si basa sul seguente

Lemma 6.1. Siano Q un aperto di C e |y| C Q il sostegno di una curva
semplice continua y € €°((a, b), Q). Allora una funzione f, continua su Q
ed olomorfa su Q\|y|, e olomorfa su Q.

DimosTtrAZIONE. Utilizzando il teorema di Cauchy, si verifica immedia-
tamente che f(z)dz ¢ una forma differenziale chiusa su €, con la possibile
eccezione dei punti estremi di |y|. La f € percio olomorfa in €2, con I’ecce-
zione al piu degli estremi di |y|. Essendo per ipotesi continua in tutto €2, essa
risulta olomorfa in tutto € per il teorema sulle singolarita eliminabili. O

COROLLARIO 6.2. Siano Q un aperto connesso di C e y € €°((a, b),Q)
una curva semplice. Se feO(Q\|[y|) N €°(Q) si annulla in tutti i punti del
supporto di v, allora f é identicamente nulla in Q.

DimosTrAZIONE. Per il Lemma una fe0(Q\|y)) N €°(Q) & olomorfa
in tutti 1 punti di Q. La tesi segue dal fatto che una funzione olomorfa non
nulla su un connesso ha solo zeri isolati. O

Una curva y € €*((—€,¢€),C) ¢ analitica reale in 0 se, in un intorno
di 0, ¢ uguale alla somma della sua serie di Taylor; se cioe, per un € con
0<é€ <e

o 1
¥(0) = >\ —y™0)- 1", perld <€
oy n!
In particolare, sull’intervallo (—€’, €’) la y & la restrizione della funzione
(o] 1 )
83 = ). —=v"(0)- 3" € O(Dy()),
=0 n:
olomorfa sul disco Dy(€")={[3|<€’}. Se la y ¢ regolare in 0, se cioe y'(0) # 0,
allora la g ¢ univalente su un disco Dy(d), per un numero reale 0€(0, €]
e definisce quindi un biolomorfismo di Dy(d) su un intorno aperto U,, di

7Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) matematico tedesco, attivo soprattutto
in analisi complessa.



130 VI. RAPPRESENTAZIONI CONFORMI

20=Y(0). Poiché D (0) ¢ trasformato in sé dal coniugio, possiamo definire
un’involuzione antiolomorfa di U, in sé ponendo

(6.1) R,: U, 37— g(g7'() € U,

Osserviamo che Ri = identita su U e che la R, € univocamente determi-
nata dal supporto di y, in quanto ¢ ’unica funzione antiolomorfa in U che
sia I’identita sul supporto di y. Abbiamo ottenuto:

ProposizioNE 6.3. Se vy e un arco analitico regolare aperto in C con
supporto |y| possiamo trovare un suo intorno aperto U in C ed un’invo-
luzione antiolomorfa R,:U—U che si restringa all’identita su |y|. La R, é
essenzialmente unica, nel senso che due tali involuzioni coincidono sulla
componente connessa di |Y| dei rispettivi domini di definizione. O

Dal Lemmal6.1]e dalla Proposizione [6.3|ricaviamo il

TeorEMA 6.4 (Principio di riflessione di Schwarz). Siano Q un aperto di
C e v, due archi analitici regolari aperti di C, con |y| C 0€.
Se fe OQNEUQUIY) ed £(Iy)) C IV, allora f si estende olomorfi-

camente sopra ogni punto di |y|.

DmvosTtrRAZIONE. Indichiamo con R, ed R, le riflessioni rispetto ad un
punto zo di |y| ed al corrispondente punto zy=f(zo) di [y’l, definite negli
intorni U, ed U;,, rispettivamente. Allora la

0

f@ =Ry (f (Ry))

definisce I’estensione di f nell’intersezione di un intorno di zy con U, \Q.
O

COROLLARIO 6.5. Siano Q un dominio in CP', simmetrico rispetto all’in-
versione rispetto a una circonferenza k di CP', A uno dei due aperti con-
nessi in cui k divide CP' ed ' = ANQ. Sia f € OQ)NE(Q U (kN Q)).
Se f(k N Q) ¢ tutta contenuta in una circonferenza k' di CP', allora f si
estende a una f € O(Q). O

In modo analogo (utilizzando I’integrale di Poisson invece dell’integrale
di Cauchy) si dimostra il:

TeorREMA 6.6 (Principio di riflessione di Schwarz per le funzioni armo-
niche). Siano Q un aperto di C e y una curva analitica regolare aperta, con
supporto contenuto nella frontiera 9Q di Q. Se u é armonica in €, continua
su QU |yl e u(z) = 0 per ogni z € |yl|, allora u si estende armonicamente
sopra ogni punto di |y|. O

Applicando il principio di riflessione di Schwarz, otteniamo:
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TeorEMA 6.7. Sia f : Q—D un’applicazione conforme di un dominio
semplicemente connesso di C sul disco unitario. Se 0Q e analitica in un
punto zo € 9Q, allora f si continua olomorficamente sopra z.

DimosTtrAZIONE. Fissiamo un intorno aperto U di zy in C con le pro-
prieta: (i) £~'(0) ¢ U; (ii) su U & definita I’inversione o rispetto all’arco
analitico 0Q; (iii) U N Q & diffeomorfo a un semidisco; (iv) U ¢ diffeomorfo
a un disco. Allora la funzione log | f(z)| € definita e armonica su U NQ e ten-
de a zero quando z— UNOQ. Per il principio di riflessione di Schwarz per le
funzioni armoniche, log | f(z)| si estende a una funzione armonica u definita
in U. Ne segue che, scelta una determinazione del log(f(z)) su U N Q, essa
si estende in modo unico a una funzione olomorfa su U, e quindi anche f si
estende olomorficamente a tutto U. O

7. Applicazioni conformi di domini poligonali

Sia Q un dominio piano, semplicemente connesso, limitato da una spez-
zata polinomiale di vertici a;, a, ..., a, con angoli interni nay, mas, . . .,
nay (con O<q;<2 peri=1,2,...,k).

Per il teorema di Riemann esiste un’applicazione conforme F:H—Q del
semipiano di Poincaré H={Im (z)>0} su Q. Per il Teorema di Caratheodory-
Osgood, la F si estende a un’applicazione continua F : H-Q\{p}, ove p &
il punto di Q corrispondente al punto all’infinito di H.

Supponiamo per il momento che nessuno dei vertici di Q2 sia immagine
del punto all’infinito. Possiamo allora trovare numeri reali

(71) Al < Ay < oo < A

tali che F(A) =a;peri=1,2,...,k.

Per il principio di riflessione di Schwarz, F si estende in modo olomor-
fo in un intorno aperto W di H U (R\{A, A», ..., A;}) in C. In un intor-
no del punto A}, la F' definisce un’applicazione conforme di un semidisco
w;={]z—Aj|<R;} N H sull’intersezione di un intorno aperto U; di a; con un
angolo con vertice in a; di ampiezza ma;; essa applica il centro del semidi-
sco nel vertice dell’angolo. Poiché H ¢ semplicemente connesso, € possibile

scegliere su H una determinazione di log (F (z) —a j), e quindi definire una

funzione G; = (F (2)—a j)l/aj. La G; ¢ un’applicazione conforme del semi-
disco w; sull’intersezione di un intorno di 0 con un semipiano limitato da
una retta passante per 0. Per il principio di riflessione di Schwarz, la G; si
estende allora a una funzione olomorfa in un intorno di A ;, che indicheremo
ancora con G|. Inoltre G;.(A ;) # 0 perché la G| ¢ univalente in un intorno di
A ;. Avremo quindi uno sviluppo di Taylor:

(7.2) G]-(Z):Cj](Z_Aj)+Cj2(Z_Aj)2+"' con c;#0.
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Poiché
F() = a;+ G2,
otteniamo:
F'(2) = ;GG (2)
F'(2) = 0,676} @) + sl - D (G)) 67 7@
e quindi:
w B G;_f(Z) T a )G;(z)
’ - ’ j .
(7.3) F@) s{(_Z)l G2
_ J .
Tz —A; +G(2)

con G, olomorfa in un intorno di A;.
Da questo deduciamo che

FN(Z) _Zk a;— 1
F'(2) Flz—Aj
si estende, per il teorema di riflessione di Schwarz, a una funzione intera
H su C. Mala F, e quindi la H, sono regolari all’infinito. Dunque la H

¢ una costante. Ancora, dal fatto che F ¢ regolare all’infinito, segue che
lim,,., F'(z)/F”(z) = 0 e dunque H = 0. Abbiamo percio ottenuto:

F"(2) koaj—1
7.4 = .
(7.4) F'(2) ZJ'=1Z—Aj
Integrando, abbiamo
, k

(7.5) log F'(z) = ijl(a i — Dlog(z— A)) + cost
e dunque:
(7.6) F'(z) = Costy - | [ (z— 4"

da cui otteniamo la formula di Schwarz-Christoffel:

"z
(7.7) F(z) = Cost; - f (z—ADY (2= A)@ T dz + Cost, .
20

Nota che, se A; = oo per qualche indice j, la formula per la F si ottiene
omettendo, nel prodotto integrando, il fattore corrispondente.

Mediante I’ applicazione conforme w = (z—i)/(z+1) del semipiano H sul
disco D, troviamo 1I’espressione della formula di Schwarz-Christoffel per il
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disco:

(7.8) F(w) = Cost, - f (w—B)Y o (w—-B)* dw + Cost, ,

0

ove Bj = (A/—l)/(Aj‘i'l)

A meno di composizione con un automorfismo di Mobius del semipia-
no, tre dei punti Ay, ..., A; possono essere fissati arbitrariamente. Possia-
mo quindi, ad esempio, nel caso di un triangolo con angoli interni 7y, ma,, nas,
ottenerne una mappa conforme mediante

74
F(z) = Cost, f 77z - 1D)®™ 'dz + Cost, .
Z

0
In generale, rimane il problema di calcolare gli ulteriori punti Ay, ..., Ag.

Esempio 7.1. Se Q ¢ un poligono regolare di » lati, gli angoli interni
hanno ampiezza ";—zﬂ e dunque otteniamo:

w n—1

(790 F(w)=F(w) = Cost, f [0 =) ™" aw + Costy.

WO p=0
8. 1l teorema dell’anello

DerNiZIONE 8.1. Un dominio Q di CP! si dice doppiamente connesso se
CP"\Q ha due componenti connesse.

Tutti 1 domini doppiamente connessi del piano sono omeomorfi al piano
puntato C*=C\{0}, ma, come vedremo, possono non essere biolomorfi tra
loro. Ciascuno ¢ biolomorfo o a C*, o al disco puntato D*={0<|z|<1}, o
a una corona circolare Ay(r, R)={r<|z|<R} (con O0<r<R<+c0) e due corone
circolari sono biolomorfe tra loro se e soltanto se hanno uguali il rapporto
tra raggio interno e raggio esterno.

Otteniamo la caratterizzazione utilizzando i rivestimenti universali olo-
morfi. Ricordiamo che il semipiano di Poincaré H = {Im(z)>0} ¢ biolomor-
fo al disco mediante la trasformazione di Mobius

1+
weH

Z—i . )
(8.1) H>z— — €D, coninversa D> w — i
Z+1 -

LemMma 8.1. Sia a>0. Abbiamo i seguenti rivestimenti universali olo-
morfi

(8.2) C > z — exp(2niz) € C7,
(8.3) H >z — exp(2niz) € D,
(8.4) H >z — (—iz)™ = exp(ialog, (—iz)) € Ag(e” "%, e*™?)
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Ricordiamo che log, ¢ la determinazione del logaritmo complesso, defi-
nita sul piano C privato del semiasse reale negativo, che assume valori reali
sul semiasse reale positivo. Se z=x+iy, allora log, (—iz) ¢ ben definito su H
perché Re (—iz)=y>0 ed ¢ uguale ad [arctan(x/y)+ilog(|z])]. In particolare,
se log, (—iz;) e log, (—iz»)) hanno la stessa parte immaginaria, allora z; e z,
hanno lo stesso argomento. Quindi, se z;, zp€H, allora

(—iz)"* = (—iz2)"* & a(log,(—iz;)—log, (=iz)) € 27Z
© (21/22) € {exp([27/alm)|m € Z}.
In particolare

Lemma 8.2. 11 gruppo degli automorfismi del rivestimento (8.4)) ¢ gene-
rato dalla trasformazione di Mobius iperbolica S (z)=e*/*z. O

Sia X un aperto di C e m:X—Q un rivestimento olomorfo di un dominio
Q) doppiamente connesso. Il gruppo fondamentale di € ¢ isomorfo a Z ed ¢
generato da un laccetto . Il gruppo G degli automorfismi del rivestimento &
allora generato dalla trasformazione 7" = S (z) che fa corrispondere al punto
z di X il secondo estremo 7' del cammino fj che si ottiene rialzando, con
punto iniziale z, un laccetto 1 di 2 omotopo a vy e di punto iniziale mt(z). Se
XeCodH,laS e unatrasformazione di Mobius

az+ b
$@) = cz+d
¢ 2
_ (a+d)
MS) = 4(ad — bc)

¢ un invariante conforme del rivestimento. Nel caso del Lemma [8.2] esso ¢

uguale a

(1 + eZn/a)Z
46231/(1

LeMMaA 8.3. Se O<r<R<+o00 e O0<r' <R’'<+00, allora condizione necessa-
ria e sufficiente affinché le due corone circolari Ay(r,R) ed Ao(r',R’) siano
biolomorficamente equivalenti é che (r'/R") = (r/R).

MS) = = cosh(wt/a).

DimosTtrAZIONE. Mediante una dilatazione z+—k-z possiamo definire un
biolomorfismo tra 1’anello A(r, R) e ’anello Ay(p~", p) con p=VR/r. Per
completare la dimostrazione, basta osservare che p ¢ completamente deter-
minato dall’invariante A(S ) di un generatore del gruppo degli automorfismi
del suo rivestimento universale olomorfo. O

OsSErVAZIONE 8.4. Si puo dare un’altra dimostrazione del Lemma (8.3)
utilizzando il principio di riflessione di Schwarz: ogni applicazione biolo-
morfa Ay(r, R)—Ay(r, R’) si estende a una trasformazione di Mgbius di CP'.
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Lasciando fissi (o scambiando tra loro) 0 e oo, essa deve essere o della forma
z—k-z, oppure z—k-z"!, con keC* ed il lemma segue allora facilmente.

TeoremA 8.5 (dell’anello). Ogni dominio doppiamente connesso Q di
CP' ¢ conforme ad uno e uno solo dei seguenti domini di C:
(i) C* = C\{0}, se CP'\Q consiste di due punti;
(if) D" = {z € C| 0<|z|]<1}, se una sola delle due componenti connesse
di CPI\Q consiste di un solo punto;
(i7i) ad un anello A, = {z € C | 1<|zl<r}, con r > 1, se ciascuna delle
due componenti connesse di CP'\Q contiene piit di un punto.
Il numero r > 1 é un invariante conforme: due anelli A,, ed
A,, con 1 < r| < r, non sono biolomorficamente equivalenti.

DimosTtrAzIONE. Distinguiamo i tre divesi casi, che due a due non pos-
sono essere tra loro biolomorfi.

(i) Mediante una trasformazione di Mdbius, i due punti {a, b} = CP\Q
si trasformano in {0, oo} e quindi Q in C*.

(if) Mediante una trasformazione di Mobius possiamo supporre che una
delle due componenti connesse di CP"\Q sia {0} e che I’altra contenga oo.
Allora QU{0} ¢ un dominio semplicemente connesso di C e per il teorema
di uniformizzazione di Riemann esiste un biolomorfismo f : Q U {0}—D
tale che f(0) = 0. La restrizione di f ad Q definisce una trasformazione
conforme di Q su D*.

(i) Siano K; e K, le due componenti connesse di CP'\Q, entrambe
contenenti piu di un punto. Possiamo supporre che il punto all’infinito ap-
partenga a K;. Allora Q' = Q U K, ¢ un aperto semplicemente connesso
di C, biolomorfo al disco D per il teorema di uniformizzazione di Riemann
(vedi §6]del CaplIV).

Ci siamo cosi ricondotti al caso in cui Q=D\ K, per un compatto K di D.

Possiamo supporre, a meno di una trasformazione di Mobius del disco,
che 0eK. L aperto Q ¢ percio contenuto nell’immagine del rivestimento 7t :
H — D* (definito da m(z) = exp(2riz)) del disco puntato ed Q' = n~1(Q)
¢ un dominio semplicemente connesso. La restrizione di 7t definisce un
rivestimento @ : Q' — Q ed il gruppo del rivestimento ¢ formato dalle
traslazioni z+—z+k, al variare di k in Z.

Per il teorema di uniformizzazione di Riemann il dominio piano €',
essendo semplicemente connesso, ¢ biolomorfo al semipiano di Poincaré
H. La composizione

¥

A
H——Q —Q
f w

definisce un rivestimento di {2 mediante il semipiano di Poincaré. Ricordia-
mo che gli automorfismi del semipiano di Poincaré formano un sottogruppo
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del gruppo di Mobius che contiene soltanto trasformazioni ellittiche, para-
boliche ed iperboliche [la restrizione alla frontiera ¢ una trasformazione
proiettiva associata a una matrice di SL,(R) ed in particolare il suo inva-
riante A ¢ reale]. Il generatore S del gruppo degli automorfismi di ¢:H—Q
non puo essere ellittico, perché non ha punti fissi in H. Se S fosse paraboli-
co, per (8.3) avremmo H/(S) ~ D*. Allora S dev’essere iperbolica e dalla
(8-4) il dominio Q risultera biolomorfo ad una corona circolare. m|
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Superfici di Riemann






CAPITOLO VII

Analisi sulle superfici di Riemann

In questo capitolo, dopo aver definito nel primo paragrafo la nozione di
superficie di Riemann, richiamiamo nei successivi alcune nozioni di analisi
che ci saranno utili nello studio delle loro proprieta geometriche.

1. Superfici di Riemann

Sia X una varieta topologica paracompatteﬂ di dimensione due.

Dermizione 1.1. Un atlante olomorfo su X ¢ il dato di una famiglia
o ={U,;, ¢;}ie; di aperti U; di X e di omeomorfismi ¢; 3 p—di(p) € V; c C
tali che:

() Ui Ui = X;
(@) ¢ij: ¢i(U;NUj) 3 z—>¢;0 q>;1(z) € ¢;j(U; N U;) ¢ olomorfa per
ogni coppia di indici 7, j € I tali che U; N U; # 0.

Due atlanti olomorfi o7 e .@% si dicono equivalenti se <7, U o/ & ancora
un atlante olomorfo. Questa relazione ¢ una relazione di equivalenza nella
famiglia degli atlanti olomorfi di X. Una classe di equivalenza J di atlanti
olomorfi su X si dice una stuttura complessa su X.

Una superficie di Riemann ¢ una varieta topologica X di dimensione
reale due su cui sia stata fissata una struttura complessa J.

Una ¢ : U-¢(U) c C che appartenga a un atlante olomorfo di J si dice
una carta locale olomorfa, o semplicemente carta locale, in X.

Dall’identificazione C~R? segue che ogni superficie di Riemann ha un’u-
nica struttura di varieta differenziabile reale di dimensione due.

Dermvizione 1.2. Una metrica Riemanniana g su una superficie di Rie-
mann X si dice compatibile con la struttura complessa, o conforme, se in
ogni coordinata locale olomorfa z=x+iy (x,y € R) su un aperto U di X
risulta:

(1.1) g = 8(2) (dx*+dy?) = g(2) -dz-dZ.

ICid equivale a richiedere che ogni componente connessa di X sia unione numerabile
di compatti.

139
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Per il teorema di Korn-Lichtenstein (Teorema [2.10), ogni varieta rie-
manniana di dimensione due orienta ammette un’unica struttura complessa
compatibile con la metrica e I’ orientazione.

DerNizione 1.3. Una funzione complessa f, definita su un aperto Y di
X, si dice olomorfa in Y se per una (e quindi per ogni) carta locale olomorfa
¢ : U-»VCcC con U C Y la funzione fop~! & olomorfa su V.

In generale, diremo che un’applicazione f:X;—X, tra due superfici di
Riemann ¢ olomorfa nel punto p di X; se, per due carte locali olomorfe
(U,2) in X e (V, w) in X, con peU ed f(p)€V, risulta f(U)CV e wo foz™!
olomorfa su z(U).

Esempio 1.1. Un aperto X di C ¢ una superficie di Riemann con la strut-
tura complessa descritta dall’atlante {X, idy}, dove idy ¢ la funzione identita
su X.

Esempio 1.2. La retta proiettiva complessa P = CP! ~ C U {co} & una
superficie di Riemann con la struttura complessa descritta dall’atlante che
consiste dei due aperti Uy = C e U, = (C\{0}) U {oo} con le funzioni
coordinate ¢g = id¢c € Po, : U, —C definita da:

0, se 7z =o00.
Le funzioni di transizione dell’atlante &/ = {(Uy, o), (U1, $1)} sono
$0.0(2) = Poop(2) = 1/2, olomorfe su ¢o(UpNUs) = ¢oo(UpN Us) = C\{0}.

Esempio 1.3. Consideriamo il toro T?=R?/Z? e sia 7 : C=R?> — T? la
proiezione sul quoziente. C’& un’unica struttura complessa su T? che rende
la 7 un’applicazione olomorfa tra superfici di Riemann. Come vedremo
nel Cap. [[X|si possono definire sul toro T? diverse strutture di superficie di
Riemann tra loro non equivalenti.

Esempio 1.4. Un aperto Y di una superficie di Riemann X ha un’u-
nica struttura di superficie di Riemann che renda I’inclusione Y>p—peX
olomorfa.

2. Laplaciano su una superficie di Riemann

Sia X una varieta reale di dimensione 2, su cui sia assegnata una me-
trica Riemanniana g. In coordinate locali x!, x* scriviam(ﬂ g = gijdx'dx’ e

N -1
poniamo (g’/) = (gi j) , cloe
&= (1"gs j5i/(gugn—gh), Lj=12.

2Useremo nel seguito la convenzione che indici ripetuti in alto e in basso si intendono
sommati.
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Poniamo ancora:
2 2
(2.1) gl = det(g) = det(g;)) = 81182 — &1»» dh = +/Igl - ldx' Adx?|.

Se X & orientata, e dx' A dx? & positivo rispetto all’orientazione prescelta,
associamo alla metrica g la 2-forma w, che, nelle coordinate locali, si scrive

Wy = Vigldx!' A dx*.

Date due funzioni u, v € €*(X) le espressioni

1 0 . Ou
A = — 2-_ i H— s
2U \/@21,]_1 O (\/|g|8 6xf)
2.2 = y2 i % I%
( ) Alu Z[J:l ]axi ax]

non dipendono dalla scelta delle coordinate: essi si chiamano i parametri
differenziali di Beltramﬂ In particolare 4, si dice 1’operatore di Laplace-
Beltrami sulla varieta Riemanniana (X, g).

I parametri di Beltrami sono legati dalla relazione:

TeOREMA 2.1. Se u € €*(X), v € € (X) ed u-v ha supporto compatto in
X, allora:

2.3) ffﬁlzu-vdk:—ffV(u,v)d}\.
X X U

Se X ¢ una superficie di Riemann e la metrica g ¢ compatibile con
la struttura complessa, allora la parte reale e la parte immaginaria di una
coordinata locale complessa z definiscono coordinate isoterme e dunque ¢:

h 0O
g = hdZdZ, cioé (g,]) = = (h 6”)
0 h
2.4) -1
0 h'!

gl =h*, g =ihdzAdz.

(g") = (h ° ) = (b~ 6V)

3Eugenio Beltrami (1835-1900), matematico italiano, ha lasciato contributi importanti
in geometria differenziale e fisica matematica.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), matematico, fisico e astronomo francese. Fu uno
dei maggiori scienziati dell’eta napoleonica.
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Nella coordinata olomorfa i parametri di Beltrami hanno le espressioni (se
u, v sono funzioni reali)

1 4 Ou
AZ”‘EA”‘E'E’
410ul*>  410ul*> 2 (|0u)? |0ul?
2.5 _ A|uT _afoul _ 2 fjoul” | |ou
@5 A=l =515 h(az "oz )
4 Oudv\ 4 Oou Ov oudv Oviou
V = R _— :—R —_
(w0 6(5152) h (3Z5Z) (8z8z azéz)

Le formule d’integrazione per parti del Teorema si semplificano in
una carta locale olomorfa nelle formule usuali per il Laplaciano su un aper-
to di C. Abbiamo cioe, se (U, z) ¢ una carta locale ed u, v € €*(X) con
supp(u-v)eU,

A dh = dz A dz
ff 2y ff ez T
oudv Oviu
- ——+——|dzAdz = V(u, v) dh.
ffc(azaz 6z8z) chde= ffx (#,2)

Fissato un aperto Y C X, introduciamo gli spazi di Hilbert:

(2.6) LXY)= { f:Y>R d\—misurabile con f f |fI2d\ < +oo},
Y

con la norma

1/2
2.7) Iflloy = ( f Iflzdk)
Y

e lo spazio

(2.8) Hé(Y) = completamento di %01 (Y, R) rispetto alla norma

12
2.9) 1y = ( f f () dh+ f Iflzdk)

Per ogni intero m > 0, possiamo poi definire gli spazi di Sobolev H"(Y)
di funzioni misurabili che sono di quadrato sommabile con le loro derivate
(distribuzionali) fino all’ordine m. Nel caso in cui Y sia un aperto relati-
vamente compatto di X, essi consistono dell’insieme di tutte le (classi di
equivalenza di) funzioni f definite in Y tali che, per ogni aperto coordinato
¢:U > VcR*edogni V' eV, le restrizioni delle fodp™' a p(UNY)NV’
appartengano allo spazio di Sobolev H"(¢(UNY)NV’).

Ricordiamo che H{'(Y) € la chiusura, nella norma di H"(Y), del sot-
tospazio Z(Y)=%,°(Y) delle funzioni di classe 4" che hanno supporto
compatto in Y.
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Indicheremo poi con €%*(Y) lo spazio delle funzioni continue su ¥ con
le loro derivate fino all’ordine k e con le derivate k-esime Holderiane di
esponente a.

Ricordiamo, che poiché X ha dimensione due, il teorema d’immersione
di Sobolev da I’inclusione:

(2.10) H"(Y) > €">%(Y) VYm>2,¥V0<a<]1.

Infine, definendo mediante partizione dell’unita e coordinate locali una nor-
ma Hilbertiana sugli spazi H"(Y), otteniamo per il teorema di Rellich inclu-
sioni compatte H™(Y) < H™ (Y) se 0<m’<m.

Sia Y un aperto di X.

DEerINIZIONE 2.1. Chiamiamo armoniche in Y le funzioni u di €*(Y) che
soddisfino I’equazione di Laplace-Beltrami omogenea 4,u=0. Indicheremo
con H*(Y) lo spazio vettoriale reale delle funzioni armoniche su Y.

Per 1’operatore 4, valgono i risultati della teoria ellittica variazionale,
che richiamiamo qui nel seguito. Molti di essi sono validi, in generale, per
il Laplaciano di una varieta Riemanniana di dimensione arbitraria.

TeorREMA 2.2. Siano X una superficie di Riemann ed Y un suo aperto
relativamente compatto. Allora il sottospazio

N(Y) = HXY) N HY(Y)

ha dimensione finita e per ogni f € L*(Y) tale che ffyf -vdh = 0 per ogni
v € N(Y) esiste u € Hy(Y) tale che

(2.11) —ffV(u,w)dx:fff-wdx Vw € Hy(Y).
Y Y

E allora u € leoc(Y) e Aru = f nel senso delle distribuzioni.

Inoltre, se m ¢ un intero >0 ed o un numero reale con 0<o<l1, ed
feH] (Y), (risp. | € ¢"*(Y)) allora ogni soluzione uEHlZOC(Y) didyu=f

loc
sta in HX™(Y) (risp. in €. *(Y)).

Supponiamo poi che Y sia connesso e che 0Y sia non vuoto ed unione
finita di curve regolari di classe €' a tratti (in particolare richiediamo che
ogni componente di Y contenga almeno due punti, e dunque infiniti punti).
Allora N(Y) = {0}.

Vale inoltre, sotto queste ipotesi, il risultato di regolarita per 'unica
soluzione uEHé(Y)ﬂHZ(Y) di Aru=f: se f € H"(Y), allora u € H*"(Y) e,
se f € €™(Y), allora u € €*>(Y). O

Sia Y un aperto relativamente compatto di X, localmente connesso in
ogni punto di Y, con dY # 0 unione disgiunta di un numero finito di curve
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regolari di classe €. Allora chiamiamo ¥ = Y U dY una sottovarieta con
bordo di X.
Possiamo quindi trarre dal teorema precedente 1’enunciato:

CoRrOLLARIO 2.3. Se Y é una sottovarieta con bordo di X, connessa e
compatta, con 0Y#0, allora

(2.12) Ay 2 H*(Y) N Hy(Y) 3 u—dyu € L*(Y)

e un isomorfismo lineare. Per dualita ricaviamo che anche la sua aggiunta:
(2.13) 45 LY)— (HX(Y) 0 Hy(Y))

e un isomorfismo. O

Per i teoremi di inclusione di Sobolev, poiché X ha dimensione due, le
funzioni di H*(Y) sono continue in Y. In particolare, per ogni punto p € Y
I’applicazione

(2.14) 6, H*(Y)N Hy(Y) > v—v(p) €R

¢ lineare e continua. Quindi esiste una funzione y, € L*(Y) tale che

(2.15) f f () Au(x) dMx) = u(p), Yu e HY)N Hy(Y).
Y

Per il teorema di regolarita, la y,, poich€ risolve I’equazione 45y, = 6, nel
senso delle distribuzioni, ¢ di classe € e armonica nell’aperto Y\{p}.

Da queste considerazioni deduciamo il teorema relativo all’esistenza di
funzioni di Greerfl

TeoREMA 2.4. Sia Y una sottovarietd con bordo, compatta e connessa, di
X, con 0Y#0. Allora, per ogni punto p € Y, esiste una funzione G,, armonica
in Y\{p} e di classe €* su Y\{p}, tale che G, =0sudY e 4,G, = 0,,.

DIMOSTRAZIONE. Sia Y; un intorno aperto di Y tale che Y; sia ancora
una sottovarieta con bordo compatta e connessa di X. Sia y, la soluzione
dell’equazione variazionale 4,y, = ¢, costruita, come in precedenza, per
I’aperto Y;. La sua restrizione a dY ¢ una funzione di classe ¢ e possiamo
quindi prolungarla ad una ¢ di classe € in un intorno di Y. Se w ¢ la
soluzione del problema di Dirichelet:

e H*Y)NH\(Y
(2.16) w & HY) 0 By (¥)
Az’l{/ = Azl// m Y,

allora G, = y,+w—y soddisfa tutte le condizioni richieste. O

4George Green (1793-1841) fu un fisico-matematico inglese, che si puo considerare
I’iniziatore della teoria del potenziale.
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Se X ¢ una superficie di Riemann e la metrica ¢ compatibile con la
struttura complessa di X, possiamo costruire direttamente la funzione di
Green, senza fare uso della dualita. Infatti, in una carta olomorfa locale
(U,z) con centro in p, poiché g = h(z)dzdz, la u = (h(0)/2n)-loglz| ¢
soluzione locale di 4,u = §,. Sia & una funzione di classe € su X\{p}, che
coincida con # in un intorno di p ed abbia supporto compatto in Y. Allora
Ayt = f+6,, ove f € €,°(Y) ¢ identicamente nulla in un intorno di p. Sia
w la soluzione del problema di Dirichelet

w € E€=(Y)
2.17) w=0 sudY
Az’a} = f inY.

AlloraG, = i—w ¢ la funzione di Green cercata.

Ancora, nel caso delle superficie di Riemann, ¢ facile ricondurre il prin-
cipio di continuazione unica al risultato analogo per le funzioni olomor-
fe su aperti di C. Esso ¢ anche conseguenza del fatto che 1’operatore di
Laplace-Beltrami ¢ ellittico del second’ordineﬂ

TEOREMA 2.5. Sia Y un aperto connesso di X e sia u € H*(Y), nulla con
tutte le sue derivate parziali (rispetto a un qualsiasi sistema di coordinate
locali) nel punto p € Y. Allorau=0inY. O

Dalla costruzione delle funzioni y,, traiamo il:

TEOREMA 2.6. Siano Y una sottovarieta con bordo connessa e compatta
di X, con 0Y#0 ed f € 6,°(Y) tale che

(2.18) fff-vdk =0 Voed(Y).
Y

Allora esiste una e una sola u € 6;°(Y) tale che Au = f .

DIMOSTRAZIONE. Siano Y’ una sottovarietd con bordo connessa e com-
patta di X, con YCY’ ed ucH*(Y")NH,(Y’) la soluzione del problema di

Scf. Hormander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators. III., Grundleh-
ren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Scien-
ces], 274. Springer-Verlag, Berlin, 1994. viii+525 pp. ISBN 3-540-13828-5 Springer],
Theorem 17.2.6, p.14 e le indicazioni storico-bibliografiche alla fine del Capitolo 17 del-
I’op.cit. Nel caso delle due variabili, possiamo comunque ricondurci sempre - localmente
- al caso delle superfici di Riemann mediante la scelta di coordinate isoterme (Teorema di
Korn-Lichtenstein).



146 VII. ANALISI SULLE SUPERFICI DI RIEMANN

Diricheletd

u=0 sudY’.

La funzione di Green G, relativa ad Y’ € ad un punto p€Y’\Y € armonica su

Y e quindi
ffy F()Gp(x) dMx) = 0.

Sia ¢ € 6;°(Y’), uguale a 1 in un intorno di p. Abbiamo allora:

{Azu =f inY

f f A (0u(x) G (X)dMx) = u(p)
,

perché G, risolve 4,G,, = 6, nel senso delle distribuzioni. D’altra parte,
poiché (1—¢) ¢ nulla in un intorno di p, detta ® una palla coordinata tale
che ¢ = 1 in un intorno di w, abbiamo:

[[ #@-9w6,a- [ @-wwc,a
Y’ Y'\w

:ff (1-dp) u,G, d\ = 0
Y'\o

mediante integrazione per parti, in quanto (1—-¢)u si annulla con tutte le
derivate su 0w e G, ed u si annullano su dY’. Sommando otteniamo u(p)=0
e dunque, essendo u=0 su Y’\Y, per il principio di continuazione unica
¢ anche =0 sulla componente connessa di Y’\Y in Y"\suppf, onde u ha
supporto compatto in Y. a

Da questo teorema ricaviamo il

TeorEMA 2.7 (teorema di approssimazione di Runge). Siano Y C Y’ due
aperti connessi di X, tali che Y e Y’ siano sottovarieta con bordo compatte
di X e Y'\Y non abbia componenti connesse compatte. Allora le restrizioni
ad Y delle funzioni di #H*(Y") formano un sottospazio denso di H*(Y).

DivosTtrAZIONE. La tesi segue dal teorema di Hahn-Banach: infatti ogni
funzionale lineare e continuo su H™(Y) si pud rappresentare mediante

HYY) 3 u— f f fud\  con feE ).
Y

Per dimostrare il teorema di densita € sufficiente allora verificare che

(%) f f fudh=0, YueH*(Y') = f f fudh=0, YueH*(Y).
Y’ Y

6 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematico tedesco. Contribui
alla teoria dei numeri e all’analisi.
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Questo segue dal Teorema Infatti possiamo trovare una soluzione
v € 6,°(Y') di Ayv = f. La v ¢ armonica fuori dal supporto di f ed ha
supporto compatto in Y’. Per il principio di continuazione unica si annulla
sulle componenti connesse non relativamente compatte di Y’\Y e quindi, per
I’ipotesi, ha supporto compatto in Y. Otteniamo allora il secondo membro
dell’implicazione () usando I’integrazione per parti:

fffudx ffAz(v)udx ffmzudx 0, Yue #“(Y). o

Come conseguenza abbiamo:

TeorREMA 2.8. Sia X una superficie di Riemann connessa e non compat-
ta. Allora per ogni fe€*(X) esiste una uc€*(X) tale che A,u=f in X.

DimosTrAZIONE. Fissiamo una successione crescente di aperti {X,,} in X
tali che, (i) per ogni n, X,, sia una sottovarieta con bordo compatta di X;
(if) per ogni n sia X,, € X,,; (iii) per ogni n, I’aperto X,..1\X,, non abbia
componenti connesse compatte.

Per ogni n sia u, la soluzione del problema di Dirichelet:

U € Hz(Xn) N Hé(Xn)
douw, = f su X,.

Dico che allora possiamo trovare una successione {z,} con z, € €*(X,),
Ay, = fsuX,esupy v — v <27

Infatti, possiamo porre »; = »;. Supponiamo per ricorrenza di aver gia
definito v;, »» ... ©,. Osserviamo allora che u,,;—v, ¢ armonica in X,,. Peril
teorema di approssimazione di Runge possiamo trovare allora una funzione
w, armonica in X, 1, tale che |u,,1 — 7, — w| < 27V in tutti i punti di X,,_;.
Poniamo allora v,,| = u,,1 — w.

Costruita la successione {z,}, definiamo la » ponendo

U=, + Zh>0(7}n+h = Uuen-1)  SU X, a

COROLLARIO 2.9. Per ogni f € &' (X) tale che {f|u) = 0 per ogni ue H*(X),
esiste g € &'(X) tale che A,g = f nel senso delle distribuzioni.

DimosTtrAZIONE. Questo corollario ¢ conseguenza del teorema appena
dimostrato nel caso in cui X sia una superficie di Riemann connessa non
compatta e del primo teorema di esistenza nel caso in cui X sia compat-
ta. Infatti in entrambi i casi si conclude che 4 : F*(X)—>%*(X) ha im-
magine chiusa e quindi anche la sua aggiunta 4, : &’ (X)—&”(X) ha im-
magine chiusa, che coincide con I’annullatore in &”(X) del nucleo di 4 :

CC(X)—>C*(X). m|
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Da questo corollario possiamo ricavare una dimostrazione de]lZ]

Teorema 2.10 (Korn-Lichtenstein). In una varieta Riemanniana X di
dimensione due possiamo definire in ogni punto coordinate isoterme.

DimosTrAZIONE. Sia p un qualsiasi punto di X. Dico che possiamo tro-
vare un intorno aperto U di p in X ed una funzione armonica » in U con
du(p) # 0. Infatti, se U € Y & una sottovarieta compatta a bordo in Y, con
0U+0, e per assurdo tutte le funzioni armoniche in U avessero differenziale
nullo in p, allora, fissata una qualsiasi derivazione D, nel punto p, la distri-
buzione D,(6,)(¢) = —D,(¢), essendo ortogonale a tutte le funzioni armo-
niche, si potrebbe, per il Corollario rappresentare come D, (6,) = 4(T),
per una distribuzione 7 con supporto compatto in U. Per il principio di
continuazione unica, poiché 7' ¢ armonica al di fuori di p, avriemmo allora
supp(7’) = {p}. Questo implica che, in coordinate locali x,y, con centro in
p,la T ¢ della forma P(D,, D,)d,, ove P € R[E,n] & un polinomio di grado
m>0. Possiamo trovare allora un monomio w(x,y) = x™y", con interi non
negativi m;, my per cui m;+my = m+2, per cui 4,T((x,y))#0. Poiché D,d
si annulla su tutti 1 monomi di x, y di grado >2, questo ci da una contraddi-
zione. Abbiamo cosi dimostrato che vi ¢ in U una funzione armonica u con
du(p) # 0.

Possiamo, a meno di prendere un intorno piu piccolo, supporre che U
sia il dominio, connesso e semplicemente connesso, su cui ¢ definito un
sistema di coordinate locali x', x> con centro in p. Possiamo allora trovare
in U la primitiva v della forma differenziale chiusa

. . Ou
1gl{ g™ —

Allora u, » sono coordinate isoterme in un intorno di p. O

OsserVAZIONE 2.11. Si puo dare una dimostrazione piu generale del teo-
rema di Korn-Lichtenstein sotto 1’ipotesi che la varieta X sia solo di clas-

se .

CoroLLARIO 2.12. Su ogni varieta di Riemann orientata di dimensione
reale due si puo definire un’unica struttura complessa compatibili sia con
la metrica Riemanniana che con [’orientazione di X.

"Korn, A. (1916), Zwei Anwendungen der Methode der sukzessiven Anndherungen,
Schwarz Abhandlungen, pp. 215-219,

Arthur Korn (1870-1945) matematico e fisico tedesco.

Lichtenstein, L. (1916), ”Zur Theorie der konformen Abbildung”, Bull. Internat.
Acad. Sci. Cracovie. CI. Sci. Math. Nat. Sér. A.: 192-217.

Leon Lichtenstein (1878-1933) matematico tedesco di origine polacca, contribui allo
studio delle equazioni differenziali, delle applicazioni conformi e alla teoria del potenziale.
Si interesso anche di idrodinamica ed astronomia.
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OsservazionE 2.13. Sulle superficie di Riemann valgono il teorema di
Stokes e quindi tutti i risultati della teoria delle funzioni olomorfe di una
variabile complessa e delle funzioni meromorfe legate al calcolo dei residui.

TeoreMA 2.14. Sia Y un aperto relativamente compatto con bordo non
vuoto di classe €= di una superficie di Riemann X. Allora, date p€€*(0Y)
ed fe€€=(Y), vi ¢ una ed una sola ucH*(Y)NHy(Y) che risolva il problema
di Dirichelef

Aru = n Y
(2.19) { w=j
u=aqo, su 0Y.
La soluzione u di (2.19)) ¢ di classe € fino al bordo. O

3. 1l complesso di de Rham

Sia X una superficie di Riemann. Indichiamo con &(X) lo spazio delle
forme differenziali esterne, a coefficienti complessi, di classe € e di grado
j su X. Il complesso di de Rhanﬂ si puo allora scrivere
B 0 Cor EOX) —1s ED(X) —2 ED(X)—0.
Data una 1-forma «, la condizione che
(3.2) da=0
¢ necessaria perché I’equazione
3.3) du =«

possa avere soluzione. Condizione necessaria e sufficiente affinché una uno-
forma « sia esatta (cio¢ che la (3.3) ammetta soluzione) ¢ che sia verificata
la:

(3.4) Sgcy =0
Y

per ogni laccetto y in X.
Se X ¢ connessa e non compatta, allora I’equazione

3.5 do=w
ammette una soluzione a.€&V(X) per ogni assegnata we&?(X).

8Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematico tedesco. A lui si
deve la moderna definizione di “funzione”.

9Georges de Rham (1903-1990), matematico svizzero, che ha dato contributi
importanti alla topologia differenziale.
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Se X & connessa e compatta, allora I’equazione (3.5]) ammette soluzione
se, e soltanto se,

(3.6) ffw:O.
X

DEermNizIoNE 3.1. Posto &Y(X) = 0 per j # 0, 1,2, i quozienti
ker (d : £9(X)—ED(X))
d (&)
si dicono gruppi di coomologia di de Rham di X.

(3.7) H/(X) = , perj€Z,

In particolare H(X)={u € &(X)|du=0} & il sottospazio delle funzioni
localmente costanti su X. Se X & connesso, H(X) ~ C ed, in genereale,
HO(X)~C™® ove my(X) indica ’insieme delle componenti connesse di X.
Abbiamo poi H*(X)={0} se X non & compatta ed H*(X)~C se X & compatta.

4. 1l complesso di de Rham a supporti compatti

La coomologia di de Rham definita nel paragrafo precedente ¢ isomorfa
alla coomologia singolare a coeffienti in C (teorema di de Rham). In questo
paragrafo definiamo la coomologia di de Rham a supporti compatti e dimo-
striamo un risultato che indica come essa si colleghi all’omologia singolare
a coefficienti in C.

LemmMma 4.1. Sia k una curva chiusa semplice regolare@] sulla superficie
di Riemann X. Possiamo costruire una 1-forma differenziale chiusa n =
7 € EY(X), con supporto compatto in X, tale che

4.1) ffn/\a/:fa Vae &Y(X) con da=0.
X K

La 1-forma a supporto compatto n é univocamente determinata, modulo il
differenziale di una funzione a supporto compatto.

DimosTtrAzIONE. Poiché « ha supporto in una componente connessa di
X, possiamo supporre nel seguito che X sia connessa. Inoltre, poiché I’inte-
grale a secondo membro in (4.1]) dipende solo dalla classe di omotopia di «,
possiamo ancora supporre che « sia regolare di classe €.

Fissiamo su X una metrica Riemanniana g compatibile con la struttura
complessa ed indichiamo con dist, la distanza su X associata alla metrica.
Fissiamo un numero reale positivo e tale che Y.={peX | dist,(p, |k|)<€} sia un
aperto relativamente compatto di X, con frontiera regolare, ed Y \|«| consista
di due componenti connesse Y., di cui k rappresenti la frontiera comune.

10Supponiamo ciog che « sia di classe %', con differenziale diverso da zero in tutti i
punti.
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Possiamo supporre che la curva orientata « sia una parte della frontiera di
Y_. Scegliamo una funzione reale f, di classe 4 in X, con supporto in Y,
che sia uguale a 1 in un intorno di || e consideriamo la forma differenziale

d in Y-
4.2) Ne = f . <
0 in X\Y_.

Alloran, € & (X) e, per ogni 1-forma chiusa e, di classe € in X, abbiamo

ffxnk/\a:ffyé_nk/\a:ff;df/\az[fyé_d(f-a)zlfazfka.

Sen’ € &+ cM(X) & un’altra forma a supporto compatto che soddisfa (#.T)),
allora la differenza 8 = n — 7’ soddisfa:

ffﬁ/\a:O Va e &Y(X) con da=0.
X

Se y ¢ una qualsiasi curva semplice chiusa, regolare di classe €, in X,
possiamo costruire, nello stesso modo in cui abbiamo costruito la 7, nella
prima parte della dimostrazione, una forma chiusa a supporto compatto 7,

per cui risulti
fo=ffrs-o
y X

Questa condizione ci dice che esiste una funzione u € &©(X) tale che
B = du. Se X ¢ compatta, non c’¢ altro da dimostrare. Se X non ¢ compatta,
osserviamo che la u ¢ localmente costante sul complementare del compatto
supp(8) € X. Possiamo scegliere la u uguale a zero su una delle compo-
nenti connesse non relativamente compatte di X\supp(5). Se X\supp(B) ha
una sola componente connessa non relativamente compatta, la u ha suppor-
to compatto e non c’¢ altro da dimostrare. Consideriamo quindi il caso in
cui X\supp(B) abbia almeno due componenti connesse non relativamente
compatte e fissiamo due punti p e g che appartengano a due componenti
connesse non relativamente compatte distinte. Possiamo allora trovare una
curva y : R—X, regolare di classe €, con y(0) = p, y(1) = g e y(¢) diver-
gente per t— =+ co. Ripetiamo ora per la curva y una costruzione analoga a
quella che abbiamo fatto all’inizio della dimostrazione per la «: costruiamo
un intorno tubolare U di y in X :

U =|_Jtp € XIdisty(p, y(0)) < e(0)}
teR
per una funzione () > 0 tale che, per ogni ¢ € R fissato, la curva y divida
il disco B, = {p € X|dist,(p,¥(¢)) < €(t)} in due componenti connesse B;,
in modo tale che B;\|y| = B* U B~ e B; contenga nella sua frontiera la curva
orientata y N B,. Possiamo ancora supporre che By e B; siano contenuti,
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con le loro chiusure, in X\supp(8). L’intorno tubolare U risultera diviso
dalla curva y in due componenti connesse U™. Fissiamo a questo punto una
funzione F € & (X) con supp(F) C U e F(x) = 1 in un intorno U’ di |y| in
U. Allora

0 in X\U~
¢ una 1-forma differenziale chiusa, di classe ", in X. Possiamo supporre
che U abbia frontiera regolare di classe 4. Consideriamo ora un dominio
D™, con frontiera regolare a tratti, contenuto in U™, tale che 6D~ consista
dell’arco di y che congiunge p a ¢, di un arco della frontiera di U, e di
due archi che congiungano rispettivamente p e ¢ alla frontiera di U e non
intersechino il supporto di 5. Otteniamo allora

{dF in U
a:

O:Ifﬁ/\a:f BA« perché supp(B A @) C D™,
X D-
:f BAdF perchéa =dFin D™ Cc U™,
D-
=- B perché F - =0sudéD \|yle F =1 suly|,
ynNéD~
- [ du=um - u@.
ynNéD~

Questo dimostra che u ¢ costante su X\supp(8) e quindi, poiché ¢ nulla su
una delle componenti non relativamente compatte di X\supp(8), ¢ nulla su
tutte le componenti connesse non relativamente compatte di X\supp(5) ed
ha quindi supporto compatto. O

Indichiamo con &Y (X) il sottospazio di &Y (X) delle forme che hanno
supporto compatto in X. Abbiamo il complesso di de Rham a supporti
compatti

(4.3) 0-62x) — £V — EXx)-0.

Poniamo é‘)c(j)(X) = 0se j#0, 1,2. I quozienti

ker(d : £7(X) - &7V (X))
A&V (X

si dicono i gruppi di coomologia di de Rham a coefficienti compatti.
Il Lemma precedente si puo quindi riformulare nel modo seguente :

H/(X) = , per jeZ,

PropPosIZIONE 4.2. Una curva semplice chiusa k di classe € di una su-
perficie di Riemann X determina un’unica classe di coomologia di de Rham
a coefficienti compatti [k] € H\(X) tale che la @) valga per ogni ne[«].

O
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Osserviamo che H%(X) ¢ la somma diretta di tante copie di C quan-
te sono le componenti connesse compatte di X. Se X non ha componen-
ti connesse compatte, allora H(X) = {0}, mentre in generale H(X) =
L keryx), kex) C-

I risultati di questo paragrafo e quelli richiamati nel paragrafo preceden-
te si possono riassumere nel seguente :

Teorema 4.3 (Teorema di dualtita). Siano X una superficie di Riemann,
juninterocon(0 < j<2eé e HI(X),u € H>/(X) due classi di coomologia
di de Rham, di cui la seconda con supporto compatto. Allora il valore
dell’integrale

() ffa//\,B, con a€é Bepu
X

e indipendente dalla scelta dei rappresentanti a € € e 8 € .
L’applicazione
(4.4)

HI(X) X HEI(X) 3 (& )= (¢ | 1) = f f GABEC, (ae& Bew
X

e un accoppiamento di dualitﬂ In particolare :

(i) Se @ € &/(X) eda = 0, condizione necessaria e sufficiente affinché
esista u € &9V(X) tale che du = a é che

4.5) f f aAB=0, VBe&E(X)condB=0.
X

(ii) SepB € @ﬁj (X) e dB = 0, condizione necessaria e sufficiente affinché
esista v € EYV(X) tale che dv = B é che

(4.6) ffa AB=0, Yae&(X)conda=0, 0
X

5. Forme differenziali complesse su una superficie di Riemann

La struttura complessa di una superficie di Riemann X determina una
decomposizione dello spazio &V(X) delle sue forme differenziali comples-
se nella somma diretta di due sottospazi, che indicheremo rispettivamente
con &19(X) ed £*V(X). Essi contengono le sezioni ¢ dei fibrati T} (X
e T, X dei covettori complessi rispettivamente C-lineari ed anti-C-lineari.
Possiamo anche caratterizzare &9 (X) (risp. &V (X)) come il sottospazio
di &Y(X) che contiene tutte le & € &V (X) tali che, per ogni aperto U di X
ed ogniu € O(U), risulti & A dit = O (risp. @ A du = 0).

cid significa che ¢ bilineare e che (i): (£|u) = O per ogni u € Hf_j (X) se e soltanto
se & = 0, (i) (£luy = 0 per ogni & € H/(X) se e soltanto se u = 0.
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Se z ¢ una coordinata locale su un aperto U di X, abbiamo
EXU) = EOW)dz ed &OVU) = &) dz
(ove, se z = x+iy, ¢ dz = dx+idy, e d7 = dx—idy).
Risultano cosi definiti due operatori

(5.D 9 : EOX) &%) e §: EVX)-EMD(X)
che decompongono il differenziale:
(5.2) d=90+9.

I due operatori d e 0 si esprimono, in una coordinata olomorfa locale z,
mediante:

(5.3) ou :a—udz (')u—a—udz se ue &),
0z 0z
ove
Ou _1(0u Ou) Ou_1(0u .Ou
oz 2\ax 'ay) 6z " 2\ax T'ay)

Condizione necessaria e sufficiente affinché una f € &©(U) sia olomorfa
su un aperto U di X & che df = 0in U.
Una 1-forma si esprime in coordinate locali mediante
a=adx+bdy=udz+vdz,cona=u+v,b=i(u-v).
La definizione degli operatori 0 e 0 si estende alle uno-forme, ponendo

Oa = a—adz/\dx+%dz/\dy— 6—dz/\dz
0z 0z 0z
54) Oa ob ou
= —dz A —dzAdy = ——dz A

oa aZa’z dx + 7 dZndy = 7 dz NdZ.

In particolare, per ogni funzione u € &9 (X), risulta:
- - 1({6Pu Ou u  Ou

(5.5) 00u = —00u —Z(axz a2)dZ/\dZ _E(ﬁ az)dx/\dy

Quindi, per ogni aperto Y di X, avremo la caratterizzazione dello spazio
delle funzioni armoniche (a valori complessi)

(5.6) H(Y) = CQp HYY) ={uec&EVY)|ddu = 0).

In particolare, la definizione delle funzioni armoniche dipende dalla strut-
tura complessa e non dalla scelta di una particolare metrica compatibile.

Indichiamo con 4 : £©(X)— &P (X) I’operatore differenziale alle deri-
vate parziali del secondo ordine definito da:

(5.7) Au = 2i00u Yu e &9X).

Poiché, fissata una metrica Riemanniana g compatibile con la struttura com-
plessa, con 2-forma associata w,, risulta:

(5.8) du = (o, VueEVX),
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per la discussione svolta nel paragrafo precedente, vale il

TEOREMA 5.1. Se X é connesso e compatto, una u € & (X) che soddisfi
00u =0, cioe Au = 0, e costante, e I’equazione

{u e £O(X)

5.9 Z
(5:9) Au=2i00u=m¢€ EDX)

ammette soluzione se e soltanto se

(5.10) ffn = 0.
X

Se invece X & una superficie di Riemann connessa e non compatta, allora
per ognin € &P (X) esiste una u € &V(X) tale che Au=2i H0u=n. O

Ricordiamo che per le 1-forme vale il :

TeoremA 5.2 (Formula di Stokes). Se w e una 1-forma in X e D é una
due-catena, allora

(5.11) f(u:ffdoo. O
oD D

Come conseguenza della formula di Stokes, elenchiamo nella proposi-
zione seguente alcune formule utili di integrazione per parti.

ProposIZIONE 5.3. Siano X una superficie di Riemann ed Y C X un
aperto relativamente compatto, con frontiera di classe €' a tratti.

(D) Siano a € EV(X) ed f € £O(X). Allora :

(5.12) féyfoz:fj;fda+fj;(df)/\a/.

(I) Se a € &V(X) ¢ chiusa, allora :

(5.13) f a=0.
Y

(IIl) Siano a € &V (X) ed f € &V(X). Se supp(a) Nsupp(f) é compatto
in X, allora

510 ([ rae= [[anar :

TeoREMA 5.4. Siano ¢,y € &9(X), con supp(¢p) N supp(¥) compatto in
X. Allora

(5.15) ffxqmlp:ffchp.
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DiMosTrRAZIONE. Abbiamo infatti :
W00 — b 00y = Y 00 + 0Oy
=y dod + G doy
= d( 0 + ) — dip A Op — d A B
=d(W o + G OY) — Oy A OP — O A Oy
= dy 0 + 9 Ip) .

La tesi ¢ allora una conseguenza del teorema di Stokes: poiché il differen-
ziale ¥ ¢ + ¢ dy ha supporto compatto, otteniamo

[[[wto~ [[ oav=2i [[ awdo+oam o, i}

Da questa formula, e dal teorema di regolarita per le soluzioni deboli
(cioe nel senso delle distribuzioni) delle equazioni ellittiche, ricaviamo :

TeoreMa 5.5 (Lemma di Weyl). Condizione necessaria e sufficiente af-
finché una funzione (a valori complessi) u € LIZOC(X ) sia armonica (coincida
cioe quasi ovunque con una funzione di (X)) é che

(5.16) ff udp =0, Ve &EOX). O
X

TeorREMA 5.6. Sia X una superficie di Riemann connessa e non compat-
ta. Allora I’equazione

(5.17) ueEVX), du=a
ammette soluzione per ogni o. € &%V (X).

DimosTtrAzZIONE. Dimostriamo il teorema sotto 1’ulteriore ipotesi che X
sia semplicemente connessa. Per il Teorema possiamo trovare v€& OXx)
tale che 0v=0Aa. su X. La forma differenziale a—dve&"!(X) & chiusa, perché

d(a—0v) = (a—0v) = 0.
Per I'ipotesi che X fosse semglicemente CONnesso, Possiamo allora trovare
we&O(X) per cui d(w) = 0—0v. Questa ci da o = du, con u=v+w.
La dimostrazione del teorema nel caso generale si puo ottenere nel mo-

do seguente. Si introduce in X una metrica Riemanniana compatibile con la
struttura complessa e si definisce un operatore differenziale

b: &OVX) - £9(X) tale che f f (Ou|o)dh= f f u-dad,
X

Vue&V(X), ae&V(X), con supp(u-a) € X.
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Si considera I’ operatore differenziale
N EOVX) 3 o — dva € EOV(X).

Questo ¢ un operatore ellittico per cui si possono dimostrare teoremi di
esistenza e di approssimazione analoghi a quelli dimostrati per 1’operatore
di Laplace-Beltrami sulle funzioni. In particolare si dimostra che, se X ¢
connessa e non compatta, allora A’ : &OV(X) — &£OD(X) & surgettivo.
Chiaramente, se § = A’a, allora u = d(a) € soluzione di Ou = B. O

6. Operatore *, forme armoniche e forme olomorfe

Sia X una superficie di Riemann, su cui fissiamo una metrica conforme
g. Poiché X ¢ orientata, possiamo associare a g la forma d’area orientata
. Se z=x+iy € una coordinata locale olomorfa in UCX, allora

_ (9 9\_ ., [0 9 9 9
©.D h) = g(az’ az) BE (g(ax’ ax) +g(ay’ ay))’
(6.2) g=2-h2) dzdz =2 h() - (dx*+dy>),
(6.3) Wy =4-h(z)-dx Ady =2i-h(z) - dz A dZ.

La forma w, ¢ ben definita: non dipende cio¢ dalla scelta della coordinata
locale. Infatti, se 3 = ¢(z), con ¢ olomorfa, allora

d 8 z9 070 az|?
= == ——s==|=|=| h
b3) g(83 63) g(63 07 03 8z) 03 @ e
- (03 03 _ [ _
ANd3=|—dz| AN |=dz| =|=— A dz.
d3 A d3 (6zdz) (GZdZ) 0z dzhdz

La metrica g induce prodotti scalari, che indichiamo con (-|-),, sulle
fibre degli &Y. Definiamo I’ operatore :

(6.4) %1 EMX)-EC(X), m=0,1,2
mediante ;
(6.5) B A (xa) = (a | B),w,, Ya,feEVX) j=0,1,2.

Fissiamo una carta locale olomorfa z = x+iy.
(6.6)
su=u-w, se ucs&VX)),
s(adx+bdy) = —-bdx+ady se a=adx+bdyec&EVX),

sn=v/+lgdl se n=vdxndyeEVX).

Osserviamo che * : &M(X)— &V (X) dipende solo dalla struttura complessa
e non dalla metrica conforme g fissata.
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Vale inoltre la formula
(6.7) Au = d(=(du)) = 2i00u, Yu e &VX).
DErNizIONE 6.1. Una 1-forma a € &0 si dice

e esatta se @ = du per qualche u € &V(X);

coesatta se xa = dv per qualche v € £V (X);

chiusa se da = 0;

cochiusa se d(xa) = 0;

armonica se per ogni punto p € X possiamo trovare un intorno
aperto Y di p e una funzione u € C® #(Y) tale che a|y = du.

Indicheremo con #W(X) lo spazio vettoriale delle forme armoniche
su X.

PROPOSIZIONE 6.1. Una 1-forma a € &Y(X) é armonica se e solo se é
chiusa e cochiusa.

DivosTtrAzIONE. Infatti, se @ ¢ armonica, da = 0 perché « ¢ localmente
esatta. La formula (6.7) ci dice poi che @ ¢ cochiusa.

Viceversa, se « € chiusa, abbiamo localmente @ = du. Essendo anche
cochiusa, avremo anche d(x(du)) = 0 e, per la (6.7)), la u risulta armonica
dov’e definita. O

Sia Y un aperto di X.

DEerNizIONE 6.2. Chiamiamo differenziali olomorfi i differenziali chiusi
di £19(Y). Indichiamo con Q'(Y) il sottospazio dei differenziali olomorfi
di £19(Y).

ProposizionNe 6.2. Sia X una superficie di Riemann ed Y un aperto di X.

(a) Sia ae&YO(Y). Allora o. é un differenziale olomorfo in Y se e sol-
tanto se per ogni p€Y possiamo trovare un intorno aperto U di p
inY ed una feO(U) tale che o|y = df.

(b) Sia u € &OY). Allora u € H(Y) se e soltanto se Ou € Q'(Y).

(c) Seu,ve OF), allora udveQV(Y).

(d) Sia z una coordinata olomorfa su Y. 1l differenziale a=udz+vdZ in
EWD(Y) e olomorfo se e soltanto se

v=0ed ue OF).
(e) Una forma a € &V (X) é olomorfa se e soltanto se
a e &IX) e da = 0.

DimosTtrAZIONE. (@) Una forma chiusa ¢ localmente esatta. Se a=df su
un aperto coordinato (U, z) in Y, allora

of ,, of . _ of

oz:a-dz:a—zdz+aZ Z ®6—2:0®feﬁ(U).
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(b) Siau e &9(Y). Se z & una coordinata locale su un aperto U di Y, allora
Ou = wdz = .0z, ove u, = du/dz. La condizione che du sia un differenziale
olomorfo equivale percio al fatto che dou=00u=0, cio¢ che uecH(Y).

(b) Se u,v € O(Y), abbiamo d(udv) = 0. Infatti, se z € una coor-
dinata locale su un aperto U C Y, udv = u(0v/0z)dz e quindi d (udv) =
0 (u (0v/0z))Adz e il secondo membro & uguale a zero in quanto 0 (u (0v/9z))
0 perché u (0v/dz) ¢ olomorfa in U. Poiché u dv ¢ chiusa, essa & localmente
esatta. Ma se udv = df suun aperto U C Y, con f € &O(U), avremo
Of = udvedf =0. Quindi f & olomorfa in U e cid dimostra che udv & un
differenziale olomorfo.

(c) Supponiamo ora che su Y sia definita una coordinata locale z. Se
la forma @ = udz + vdz € &V(Y) & un differenziale olomorfo, allora
per ogni punto p di Y possiamo trovare un intorno aperto U di p in Y ed
una f € O(U) tale che df = a. Poiché df = (0f/0z)dz, avremo uly =
(0f/0z) € O(U) e v|ly = 0. Poiché una funzione localmente olomorfa ¢
olomorfa e una funzione localmente nulla € nulla, concludiamo che v = 0
e u € O). Perla (b), le (i) e (ii) sono anche sufficienti affinché « sia un
differenziale olomorfo.

(d) Sia Y un qualsiasi aperto di X. Se u € O(Y), chiaramente du €
&10(Y) ed ¢ esatta. Quindi una forma olomorfa appartiene ad &9 (Y) ed
¢ chiusa perché localmente esatta. Viceversa, una a € &19(X) chiusa &
localmente esatta. Fissiamo un qualsiasi aperto U di X su sui « sia esatta.
Se u € &O(U) soddisfa du = «, abbiamo du = du = @ e du = 0. Quindi
u € O(U). Per I’arbitrarieta di U questo dimostra che @ € Q(X). O

Proposizione 6.3. Sia X una superficie di Riemann. Una 1-forma « é
armonica se e soltanto se esistono due forme olomorfe a, e a, tali che

(6.8) a=a+a;.

Le forme ay, @ € Q(X) in sono univocamente determinate.
DiMosTRAZIONE. Osserviamo che, se @ = o9 + o®V & la decomposi-

zione di @ nelle sue componenti in &19(X) ed £V(X), abbiamo :

(6.9) sa=-id" +ia%".

La forma « ¢ armonica se e soltanto se ¢ al tempo stesso chiusa e cochiusa.
Queste condizioni sono equivalenti al fatto che sia ""?’ che a®? siano for-
me chiuse. Per il punto (d) della Proposizione a; = o' ed a; = oD
sono olomorfe. L’unicita segue dal fatto dall’unicita della decomposizione
EV=10(X)a&0V(X). O

Osserviamo che #* = xox : &V—&W & 1’applicazione che fa corrispon-
dere ad ogni forma « la sua opposta (—a@). Possiamo quindi caratterizzare 1
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sottospazi £10(X) e £OV(X) di &V come gli autospazi relativi rispettiva-
mente agli autovalori (—i) e i dell’operatore *. Otteniamo in particolare la
caratterizzazione :

Proposizione 6.4. Sia X una superficie di Riemann. Una 1-forma a é
olomorfa se una delle condizioni seguenti é soddisfatta :

(1) Esiste una forma armonica 3 tale che a = 8 + i(%f3);
2) da =0 e xa = —ia.

DimvosTtrAZIONE. 11 fatto che la (2) sia necessaria e sufficiente segue su-
bito dal fatto che &9 & I’autospazio relativo all’autovalore (—i) dell’ope-
ratore * su &V(X) e dalla (d) della Proposizione[6.2]

Supponiamo ora che § sia armonica. Allora ¢ chiusa e cochiusa e quindi
a = B+i(xB) ¢ chiusa. Inoltre *(B+i(x8)) = (+8)—if = (—i)(B+i(xF)) implica
che @ € &19(X) e quindi @ € 2(X) per la (d) della Proposizione[6.2]

Viceversa, se @ € £2(X), allora sia @ che @ sono differenziali armonici.
Poniamo 8 = (¢—@)/2. Allora 8 ¢ un differenziale armonico, %8 = —i(a¢+a&)
e quindi @ = 8 + i(xf) ¢ la decomposizione in (1). O

7. Spazi di Hilbert di forme differenziali

Sia X una superficie di Riemann. Abbiamo osservato che I’applicazione
x 1 &V (X)—&WD(X) & definita in modo invariante a partire dalla struttura
complessa di X.

Sia Y un qualsiasi aperto di X e indichiamo con ED(Y) lo spazio delle
1-forme di &V(X) che hanno supporto compatto contenuto in Y. Su di esso
possiamo considerare la norma pre-Hilbertiana || - ||y definitada:

(7.1) llell? := ffaA(*a) per a€ &EV(Y).
Y

Indichiamo con ZM(Y) il completamento di & (Y) rispetto a questa nor-
ma. Gli elementi di .ZY(Y) sono le 1-forme di quadrato sommabile su Y.
Osserviamo che, se z = x + iy ¢ una coordinata locale in un aperto U C Y,
allora la restrizione ad U di una 1-forma @ € ZV(Y) si puo rappresenta-
re come una l-forma udz + vdz, con u e v funzioni (a valori complessi)
misurabili e

(72) @A G@) =i(ui+v)dz Adz=2(luf + vP)dxAdy in U.

Lo spazio £ (Y) & uno spazio di Hilbert per il prodotto scalare :

73)  (@lan)y = f f @ AGE)  per anase LO).
Y
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Osserviamo che I’operatore * si estende con continuita a una isometria dello

spazio di Hilbert £V (Y). Si verifica infatti facilmente che ((xa)|(*a,))y =

(ai1las)y per ogni ay, @, € &(Y) e quindi per ogni a1, @, € LV(Y).
Proposizione 7.1. Sia Y un aperto relativamente compatto della superfi-

cie di Riemann X, con frontiera Y di classe €' a tratti, e siano a € &V (X),
f e &YX). Allora :

(7.4) df| *a)y:ffyfﬁ—fayfa.

DimosTRAZIONE. Il primo membro della (7.4) ¢ I’integrale su Y della for-
ma differenziale —(df) A @. Osserviamo che —(df) A @ = —d(f @) + f da,
ed applichiamo la formula di Stokes per ottenere (7.4) O

ProposizioNe 7.2. Sia Y un aperto relativamente compatto della super-
ficie di Riemann X, con frontiera Y di classe €' a tratti, e siano ¢, €
EVX). Allora :

(7.5) (dldw), = f fy A7 + fa (odD)

(7.6) _ f f (A)J + f «(dd).
Y oY

DimosTrAzIONE. Applichiamo la formula di Stokes, tenendo presente
che
do A () = d (§ (+di))) = pd(xdif) e  d(xdif) = A,
La seconda uguaglianza si ottiene dalla prima coniugando ambo i membri
e scambiando tra loro ¢ e . O

Proposizione 7.3. Sia Y un aperto relativamente compatto della super-
ficie di Riemann X, con frontiera 8Y di classe €' a tratti, e siano ¢,y €
EVX). Allora :

(1.7) @pl«dp)y = — | ody) = | ¥ (dp).
oY oY

DimmosTrAZIONE. Il primo membro della (7.7) ¢ I'integrale su Y della
forma

—d A df = —d($ d) = d(F d).
La ((/.7) ¢ quindi conseguenza della formula di Stokes. O
Proposizione 7.4. Sia Y un aperto relativamente compatto della super-

ficie di Riemann X, con frontiera 0Y di classe €' a tratti, sia f € £0(X) e
sia @ € &VY(X) una 1-forma chiusa. Allora :

(7.8) fayfa:ffydf/\a.
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DmmosTRAZIONE. La segue dalla formula di Stokes e dal fatto che
d(f a) =df N a perché abblamo supposto che « sia chiusa. O

Proposizione 7.5. Sia Y un aperto relativamente compatto della super-
ficie di Riemann X, con frontiera 8Y di classe €' a tratti, e siano f € O(X)
una funzione olomorfa ed a € £(X) una forma olomorfa su X. Allora :

(7.9) ffdeazzf (Ref)6:2if Imf)@.

DimvosTtrAZIONE. Osserviamo che fa € (X). In particolare f @ ¢ una
1-forma chiusa e quindi anche f @ & chiusa e fay fa = 0. Questa relazione
si puo scrivere :

2f(Ref)5:2if(Imf)a: fa.
)4 )4

oY
La tesi segue allora dalla (7.8)) (con @ al posto di ). O

8. Forme armoniche e coomologia di de Rham

In questo paragrafo studieremo in particolare la coomologia di de Rham
delle superficie di Riemann compatte.
Vale il seguente :

TeoreEMA 8.1. Sia X una superficie di Riemann compatta. L’applicazio-
ne:

(8.1) #HV(X) 3 a—>[a] € H(X),

che associa ad ogni 1-forma armonica in X la sua classe di coomologia di
de Rham, é un isomorfismo lineare.

DimosTtrAZIONE. Mostriamo innanzi tutto che 1’applicazione ¢ iniettiva.
Se @ € HV(X) ed esiste una u € &Y(X) tale che @ = du, allora abbiamo:

||a||§:ffm(m):ffdu/\(*@)
X

= f f d(u A (x@)) perché @ ¢ cochiusa
per la formula di Stokes
e quindi @ = 0.

Sia ora @ € &Y(X) una 1-forma chiusa. Osserviamo ora che, sempre
per la formula di Stokes, risulta

ffd(*oz) =0
X
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Per i risultati sull’operatore di Laplace che abbiamo richiamato nel §3] esi-
ste una u € &O(X) tale che d(xdu) = Au = d(*a). Allora @ — du & una
forma armonica, coomologa ad « in H'(X). O

Una curva semplice chiusa y su X separa X se X\|y| non ¢ connesso.
Abbiamo:

TeOREMA 8.2. Se esiste sulla superficie di Riemann X una curva sempli-
ce chiusa che non la separa, allora la classe di coomologia [y] diy é # O.
Quindi esiste su X un differenziale armonico # 0.

DimosTtrAzZIONE. Poiché y non separa X, vi ¢ una curva semplice chiusa
k che interseca vy in un solo punto p. Sia U un intorno tubolare di |y| in X,
che |y| divide in due componenti connesse U*, con 7y parte della frontiera
orientata di U~. Se f & una funzione di & (X) con supporto in un intorno
tubolare U di |y, uguale a 1 in un intorno tubolare U’ C U di |y|, e poniamo

df in U~
= {o in X\U-.
Allora:
iy = [,=1#0
dimostra che le classi di coomologia [/I;] e [y] non sono nulle. O

9. Esistenza di funzioni meromorfe

In questo paragrafo studiamo 1’esistenza di funzioni meromorfe su su-
perfici di Riemann compatte.
Siano X ed Y due superfici di Riemann.

DernizionE 9.1. Un’applicazione continua f : X — Y ¢ olomorfa se,
per ogni punto p, possiamo trovare una carta coordinata (U, z) con centro
po In X ed una carta coordinata (V,w) di centro g9 = f(po) in Y tali che
f(U) c V elafunzione w = F(z) definita dal diagramma commutativo

v L, vy

9.1) l l

2AU) —— w(V)

sia olomorfa.

Lemma 9.1. Sia X una superficie di Riemann ed A un sottoinsieme di-
screto di X. Per una funzione f € O(X\A) sono equivalenti:
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(i) Per ogni punto py € A possiamo trovare un intorno aperto U di pg
e due funzioni g,h € O(U), con h(p) # 0 se p € U\A, tale che

8(p)
f(p) = 7=, Vpe U\A.
h(p)’
(it) La f e larestrizione ad X\A di un’applicazione olomorfa f:X—CP!
con f~!(c0) C A. O

Dermnizione 9.2. Una funzione f che soddisfi le condizioni equivalenti
del Lemma si dice meromorfa su X. Chiamiamo f~!(0) I’insieme degli
zeri ed f~'(co) quello dei poli di f.

Indichiamo con Mi(X) lo spazio delle funzioni meromorfe su X e con
Ni*(X) quello delle funzioni meromorfe che non sono nulle su nessuna
componente connessa di X.

Osserviamo che Mi(X) ¢ un anello ed un’algebra complessa unitaria e
commutativa con le usuali operazioni di somma e prodotto di funzioni e di
prodotto di una funzione per uno scalare e che i*(X) ¢ un gruppo abeliano
con I’operazione di moltiplicazione di funzioni.

Se X ¢ connessa, allora 9t(X) ¢ un campo.

Siano feN*(X), po un punto di X ed (U, z) una carta locale con centro py.

DermvizioNe 9.3. Se f(po) = 0, chiamiamo ordine di zero di f in pg il
piu grande intero positivo v per cui z~'- f sia limitata in un intorno di py.

Se f(po) = oo, chiamiamo ordine di polo di f in py il pili piccolo intero
positivo per cui z'-f sia limitata in un intorno di py.

Una funzione meromorfa f su X definisce una distribuzione su X. Vale
infatti

Lemma 9.2. La
(9.2) T:.@(C)3¢—>ff¢-dz/z\dzec
definisce una distribuzione su C con ’
(9.3) (?)Z = 27idy.

DimosTRAZIONE. La funzione z7! & localmente integrabile in C e defini-
sce quindi una distribuzione su C. Abbiamo

((1)) ff d¢ dzndz _ r_>0 fL>r ((b dz) }gg{ gglzrq)-sz

= i lim q)(r exp(in)) dt = 27i - $(0) = 27i - 8o().
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CoroLLARIO 9.3. Ogni funzione meromorfa f su X definisce una distri-
buzione su X per cui 0 f /07 ha supporto discreto.

DIMOSTRAZIONE. Poiché 7z = m!-(-=3/0z)"(z""), una funzione mero-
morfa ¢ localmente la derivata di una distribuzione e quindi una distribuzio-
ne. O

Consideriamo il quoziente
(9.4) Hl(X) = £%1(X) /(067 (X)),

conucleo del differenziale antiolomorfo 0 : £ (X) — &%!(X). Ricordiamo
che si tratta di un operatore ellittico.

ProposizioNe 9.4. Se X ¢ una superficie di Riemann, abbiamo una suc-
cessione esatta di spazi vettoriali ed applicazioni C-lineari:

95 0 — OX) — MX) 2 D (X) —— HLX)

ove abbiamo indicato con D~ (X) lo spazio vettoriale delle distribuzioni su
X il cui supporto e discreto e che sono, nell’intorno di un punto del loro
supporto, combinazioni lineari complesse di derivate olomorfe della delta
di Dirac.

DimostrazIONE. Lapplicazione 0(X) — Mi(X) ¢ I'inclusione e chia-
ramente la (9.5) ¢ ben definita ed esatta in '(X) ed in Mi(X). Ci resta da
definire ¢ in modo che la (9.5) sia esatta anche in D~ (X). Sia T € D~ (X) ed
A = supp(T). Per ogni punto a € A possiamo trovare una funzione mero-
morfa f;, definita in un intorno U, di a che non contenga altri punti di A, tale
che d f, = T su U,. Possiamo trovare funzioni y,, i cui supporti formano un
sistema localmente finito di chiusi due a due disgiunti, con %,(p) = 1 in un
intorno del punto a. La h=3 4. f, € definita e di classe € su X\A. Inoltre,
per ogni acR_v’e un intorno W, di a tale che Oh = 0 su W,\{a}. Possiamo al-
lora definire una forma 0-chiusa ye&%!(X), ponendola uguale a Oh su X\A
ed uguale a zero nei punti di A. Si verifica facilmente che la classe o di y
in Hé(X ) non dipende dalle scelte delle {f,} e delle y,. Se si potesse trovare

una funzione u€%*(X) tale che du=a, allora la f =(2acaXafa)—u sarebbe
olomorfa su X\A e definirebbe una funzione meromorfa f con df=7T. O

TeoremA 9.5 (Mittag-Lefller). Se X e una superficie di Riemann connes-
sa e non compatta, allora per ogni elemento T di D™ (X) esiste una funzione
meromorfa f su X condf =T.

DimosTRAZIONE. 1l teorema ¢ conseguenza della Proposizione 9.4] e del
fatto che, per il Teorema Hé(X):O quando X ¢ una superficie di Rie-
mann connessa € non compatta. O






CAPITOLO VIII

Il teorema di uniformizzazione

Il teorema di uniformizzazione stabilisce che ogni varieta riemanniana
si puo mettere in bigezione conforme con una superficie riemanniana a cur-
vatura gaussiana costante. Questo enunciato, congetturato da Felix Klein
ed Henri Poincaré nel 1883-84, fu dimostrato da Felix Kleilﬂ Paul KoebeE]
ed Henri Poincaréf] in una serie di successivi lavori, dal 1883 al 1907.

1. Il caso compatto

TeorREMA 1.1. Ogni superficie di Riemann connessa, compatta e sempli-
cemente connessa é biolomorfa alla sfera di Riemann CP'.

DmosTrAZIONE. Siano X una superficie di Riemann connessa, compatta
e semplicemente connessa. Fissiamo su X una metrica riemanniana com-
patibile g e due punti distinti p, g4, che appartengano a uno stesso aperto
coordinato (U, z). Possiamo supporre che {|z|<4} C U e che z(p)=0, z(9)=1.

Vogliamo costruire una funzione meromorfa su X che abbia uno zero
semplice in p, un polo semplice in g e che sia olomorfa e non nulla in tutti i
punti di X\{p, ¢}.

Sia y una funzione 6;°(R), con x(H)=1 se |f|<4 e x(1)=0 se [t|>9. Allora
O(z2) = 2% (22) dz e 0%(z2) = Zy'(zZ) dz. Definiamo una forma ae& D (X)
scegliendo una determinazione del logaritmo di z/(1 — z) su Dy(4)\[0, 1] e
ponendo

z-loglz/(1 = 2)1%/(z2)dz  se 2<|7<3,
0, altrimenti.

Osserviamo che da. € &*1(X) & ortogonale alle costanti. Infatti

- o= [, 0= § o= a0

IRelix Klein, Neue Beitrige zur Riemann’schen Functionentheorie, Mathematische
Annalen, (1883), pp. 21141-218

%Paul Koebe, Uber die Uniformisierung reeller analytischer Kurven, Gottinger
Nachrichten (1907), pp.177-190, 191-210, 633-669.

3Henri Poincaré, Sur I’'uniformisation des fonctions analytiques, Acta Math., vol. 31,
(1907), pp. 1-64
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perché o ¢ nulla sui bordi della corona circolare {2<|z|<3}. Per il Teore-
ma del Cap. [VII| possiamo allora trovare una funzione w € &% (X) per
cui d0w = da.. Possiamo rileggere questa uguaglianza come

d(a — dw) = 0.

Poiché abbiamo supposto che X fosse semplicemente connesso, possiamo
allora trovare una funzione v € &%Y(X) tale che dv = a — dw. Abbiamo
allora v = 0 e, con u = v+w € &%V(X), otteniamo che

Odu=o inX.
Allora la funzione
—— exp(-u), se € Ue [1(3)I<2,
fG) = gxp(x(z) loglz/(z — )] — ), se3eU e 2<|z(3)I<3,
exp(—u), altrimenti,

¢ meromorfa, con un unico polo semplice in g, un unico zero semplice in p,
ed ¢ olomortfa e diversa da zero nei punti di X\{p, g}.

Verifichiamo che essa & una bigezione di X su CP'.

Poiché f € meromorfa non costante su X, per ogni w<C* il sottoinsieme
Y (w) di X & discreto ed il differenziale df/(f—w) & definito e chiuso su
X\f~!(w). Se y & un cammino chiuso che borda un dominio di X contenente
f~Y(w), allora

1 df

2ni Jy f —w
conta, con la loro molteplicita, le radici dell’equazione f(3)=w in X. Poiché
f(3)—o0 per 3—>q¢ ed f ¢ limitata su X\ U, possiamo fissare un numero reale
€, con O<e<1, tale che u=miny_;5 |f(z)|>2|w|. Quindi, la frontiera G di
G={zeU||z—1|<e€}, che ¢ la circonferenza |z—1| = €, percorsa in senso anti-
orario, ¢ la frontiera di un dominio che contiene tutte le radici di f(3)=w. Il
loro numero ¢ dato dall’integrale

il £
2mi lz—1|=€ f(Z) -w

Ora, questo integrale vale 1 se w = 0 e si mantiene costante se |w|<[.
Questo ci dice che vi ¢ una e una sola soluzione dell’equazione f(3) = w in
X. La dimostrazione ¢ completa. O

dz.

CoroLLARIO 1.2. Sia X una varieta Riemanniana orientabile, connessa,
compatta e semplicemente connessa. Allora la metrica g di X e conforme a
una metrica g’ con curvatura positiva costante uguale ad 1. O
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2. 1l teorema dell’anello su una superficie di Riemann

Nella dimostrazione del teorema di uniformizzazione per il caso non
compatto utilizzeremo un teorema dell’anello (cf. Teorema8.5|del Cap[VI)
per varieta riemanniane astratte.

TeoremA 2.1 (dell’anello). Siano X una superficie di Riemann ed ) un
suo aperto relativamente compatto tale che

(i) 0Q e unione di due curve di Jordan vy, 7y, regolari di classe €*:
=y - 7.
(ii) Q ¢ diffeomorfo al cilindro [-1,1] x S..
Risulta univocamente determinato un numero reale R>1 per cui esista un’ap-

plicazione conforme f : Q — A¢(1, R)={weC | 1<|w|<R}.

DivmosTRAZIONE. Fissiamo una metrica Riemanniana g su X, compatibile
con la struttura complessa. Sia u € () la soluzione del problema di
Dirichelet:

Au=0, in Q,

u=0, su vy,

u=1, su y,.
Consideriamo la forma differenzialef]

N =du=i(0-d)u,

Essa ¢ chiusa in Q. L'immagine y di {0} X S! nel diffeomorfismo del punto
(if) genera 1l gruppo fondamentale di 2. Abbiamo:

§o-go-gon-gone [[awn-o
0Q Y2 Y2 Y1 Q

in quanto, in coordinate locali,

ou\’  (ou\’
e =|(5) +(5)

ed u non ¢ costante in Q. Moltiplicando « per una costante reale k positiva,
possiamo fare in modo che
§ k-m="2m
Y

“In una qualsiasi coordinata olomorfa z = x + iy la d“u ha I’espressione

. ou ou
d u——@dx+ ady

dx N dy
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Indichiamo con v la primitiva della forma k-1 definita sulla controim-
magine di [-1, 1]x (S‘\{i}) in Q mediante il diffeomorfismo in (ii). La
f=exp(k-u + iv) si estende a una funzione olomorfa in Q e continua su Q,
a valori nell’anello {1<|w|<e*}. Per il principio di massimo & O<u<1 su Q
e dunque la f & un’applicazione propria di Q sull’anello {1<|w|<e*}. Ne
segue che ¢ aperta e chiusa e quindi surgettiva. Poniamo R = ¢*. Il nume-
ro di volte in cui un valore weC, con 1<|w|<R, ¢ assunto dalla f, ¢ dato
dall’integrale

1 ( df df )
2ni\J,, f-w L, f-w]
Poiché (df/f)=k(du + in), per w = 0, otteniamo
1 df k 56 .
— P —===—Qn=1, per i=12,
2mi 5, 2r 5,
da cui | 4
—f =1 per |[w<R.

2ni J, f—w
D’altra parte, se [w| > R, la f(p)—w assume su £ valori tutti contenuti in un
semipiano di C non contenente 0 e quindi ¢ possibile definire la funzione
log(f—w) su Q. Otteniamo percio

d
—f = 95 dlog(f —w)=0, se [w >R
71 f-w 71
Ne segue che
d
95 —f =0 se |w| > 1.
71 f=w
Otteniamo percio:
1 df |1, se 1<|w <R
2mi Joo f—w |0, se |w|<l oppure |w|>R.

Ci0 mostra che f ¢ un’applicazione conforme di € sull’anello {1<|w|<R}.
O
3. 1l teorema di uniformizzazione nel caso non compatto

Osserviamo preliminarmente che, con dimostrazione analoga a quel-
la svolta nel caso di aperti della sfera di Riemann CP', vale il teorema di
compattezza di Koebe:

TeoreMa 3.1. Sia X una superficie di Riemann connessa. Fissati pyeX
ed 0peC® T;OX, linsieme

(3.1) S(pn, 00, X) = {f € OX) | f & univalente e f(p) = 0, df(p) = 0o}
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e compatto. O
Dimostriamo ora il teorema di uniformizzazione:

TeOREMA 3.2. Sia X una superficie di Riemann connessa, semplicemente
connessa e non compatta. Allora esiste un’applicazione conforme di X su
un aperto Q di C.

DimosTtrAzIONE. Per I'ipotesi che X non sia compatta, possiamo trovare
un’applicazione p € (X, R) con supy p=+0c0 ed X,={peX | p(p)<rieX
per ogni reR.

Sia g = min,cx p(p). Per il teorema di Sard, I’insieme dei valori critici
di p, cioe dei numeri reali {r=f(p) | df(p)=0}, ha misura nulla ed ¢ di prima
categoria: in particolare per quasi tutti i valori di r I’aperto X, ha frontiera
regolare di classe €. Fissiamo un punto p, di X con p(pg) = p e per ogni
r>u indichiamo con Y, la componente connessa di py in X,. In questo modo
otteniamo una famiglia a un parametro di aperti connessi {Y, | r>u} tale che
YeY.ser<redX=_,,Y.

Dimostriamo che, per ogni r>u, ¢ possibile definire un’applicazione
olomorfa univalente f, di Y, in C. Chiaramente ¢ sufficiente considerare
il caso in cui Y, abbia frontiera regolare di classe €. Fissiamo un tale r
e siano vy, ..., ¥; le componenti connesse della sua frontiera. Fissato un
numero reale positivo € sufficientemente piccolo, possiamo trovare intor-
ni aperti U; di y; (per 1<j<¢) tali che gli aperti A; = U; N {r—e<p<r+e}
soddisfino le ipotesi del teorema dell’anello. Possiamo allora definire ap-
plicazioni conformi f; : A; — {I<|w|<R;}, che si estendono ad appli-
cazioni continue f; : A; — {I<|w|<R;}, per 1<j<t, in modo che risulti
FU; 0 {p=r—e)) = IWl=R} ed f,(U; N (p=r+e)) = {Iw|=1}.

Sia D;={|w|<r;} un disco con 1<r;<R; tale che f;(y;) sia contenuto
nell’anello {1<|w|<r;}.

Definiamo allora ¥, mediante incollamento, identificando, nell’unione
disgiunta YLD L. ..UD,1ipunti pdi A;NY, con le loro immagini mediante
fiinD;. Su Y, & definita in modo naturale una struttura di superficie di
Riemann compatta.

Verifichiamo che ¥, & semplicemente connessa. A questo scopo & suffi-
ciente mostrare che ogni 1-forma chiusa su ¥, & esatta.

Indichiamo con D ; I'immagine di D; in Y. e identifichiamo Y, alla sua
immagine dentro ¥,. Se n & una 1-forma chiusa in ¥,, possiamo trovare
funzioni ¢; € €*(D;) tali che d§; = nin D;. Fissate delle y; € €°(D))
che siano uguali a 1 in un intorno del compatto D j\Y,, consideriamo la
forman; =n - 25:1 d(y;p;). Essa ¢ chiusa e ha supporto compatto in Y,:
in particolare definisce una forma chiusa su X. Poiché X ¢ semplicemente
connesso, possiamo trovare una funzione v € ¢*(X) tale che dv = n; in



172 VIIL. IL TEOREMA DI UNIFORMIZZAZIONE

X. La funzione A = 1—y;—---—y, & uguale ad 1 in un intorno di Y, in ¥, e
quindi A-v & una funzione di classe € su ¥,. Ne segue che 1, — d(Av) =
a; + -+ + a, con a; una 1-forma chiusa a supporto compatto in D j. Ma
abbiamo allora a; = df3; per funzioni ; in €;°(D;). Quindi
t
n=d| > (4, +8))+ho
=1
¢ esatta. Cid dimostra che ¥, & semplicemente connessa e quindi, per il
teorema di uniformizzazione nel caso compatto, ¢ biolomorfa a CP'. Da
questo segue che esiste un’applicazione olomorfa univalente f, : ¥, — C.
Fissiamo adesso un covettore oy # 0 in po. A meno di cambiare f, in
af, + b con a,b € C opportuni, possiamo fare in modo che f(py) = O e
df(po) = ap. Per il teorema di compattezza di Koebe, le {f,}., formano
allora, per ogni s > u, un sottoinsieme relativamente compatto di &'(Yy).
Possiamo allora trovare una successione {f, } che converge ad una funzione
olomorfa univalente su X. O

4. 1l teorema di uniformizzazione di Riemann

I risultati dei paragrafi precedenti si riassumono nel Teorema di unifor-
mizzazione di Riemann:

TeoreMA 4.1. Sia X una superficie di Riemann connessa e semplicemen-
te connessa. Allora si possono dare i tre casi seguenti, e ciascuno esclude
gli altri due:

(A) X é compatta e biolomorfa a CP';
(B) X non e compatta ed e biolomorfa a C;
(C) X non e compatta ed e biolomorfa a D. O

Osserviamo che una X connessa, semplicemente connessa € non com-
patta ¢ biolomorfa a D se e soltanto se ¢(X) contiene funzioni olomorfe
limitate non costanti.

Consideriamo ora il caso di superfici di Riemann che non siano neces-
sariamente semplicemente connesse. Vale il:

TeorEMA 4.2. Siano X una superficie di Riemann, X uno spazio topo-
logico di Hausdorff e o : £ — X un omeomorfismo locale. Allora vi é
un’unica struttura complessa su X che renda la o olomorfa. O

In particolare otteniamo:

TeoREMA 4.3. Siano X una superficie di Riemann connessa ed X il suo
rivestimento universale. Vi é allora un’unica struttura di superficie di Rie-
mann su X per cui la proiezione canonica n : X — X sia olomorfa. Per
ogni p € X, la fibra n~'(p) é finita o, al pii, numerabile. O
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Ogni rivestimento connesso di una superficie di Riemann ha al piti un’in-
finita numerabile di fogli. Cio ¢ conseguenza del risultato generale:

TeoreMA 4.4 (Poincaré-Volterra). Siano X ed X due spazi di Hausdorff
connessi e o : £ — X un omeomorfismo locale. Se X e localmente connesso
per archi e a base numerabile, anche X é a base numerabile. O

Siano X uno spazio topologico e G un gruppo che opera su X come
gruppo di omeomorfismi.

DeriNizionE 4.1. Diciamo che G opera in modo propriamente disconti-
nuo se per ogni punto p € X esiste un intorno U di p tale che

4.1) 8,92€G e g1 =5U)NgWU)=0.

Se X ¢ localmente compatto cid equivale a:

(i) G opera liberamente su X (ciog, se g € G e g(x) = xperun x € X,
allora g = e = identita);

(if) per ogni coppia di compatti Ky, K, di X I’insieme delle trasforma-
zioni g di G per cui g(K;) N K;#0 & finito.

Vale il

TeoreMA 4.5. Siano X una superficie di Riemann e G un gruppo pro-
priamente discontinuo di biolomorfismi di X. Allora vi é una ed una sola
struttura di superficie di Riemann sul quoziente X = X/G che renda la
proiezione nel quoziente n : X — X olomorfa. O

Nel seguito, quando parleremo di rivestimenti di superfici di Riemann,
supporremo sempre definita sullo spazio del rivestimento la struttura di
superficie di Riemann che rende la proiezione olomorfa.

Per il teorema di uniformizzazione di Riemann abbiamo allora:

TeorEMA 4.6 (Riemann). Ogni superficie di Riemann connessa ammette
come rivestimento universale una delle tre superfici di Riemann seguenti
(con esclusione delle altre due): CP', C, D. O

DeriNizioNE 4.2. Una superficie di Riemann X si dice:

e cllittica, se ammette come rivestimento universale CP';
e parabolica, se ammette come rivestimento universale C;
e iperbolica, se ammette come rivestimento universale D.

TeoremA 4.7 (di rappresentazione). Ogni superficie di Riemann connes-
sa X e biolomorfa a /G, ove X é una delle superfici di Riemann connes-
se e semplicemente connesse CP', C, D, e G & un gruppo propriamente
discontinuo di trasformazioni di Mobius di X. O
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COROLLARIO 4.8. A meno di equivalenza conforme, CP' é I’unica super-
ficie di Riemann ellittica.

DmvosTRAZIONE. Infatti ogni trasformazione di Mdbius ha in CP' almeno
un punto fisso e quindi non ci sono sottogruppi non banali di trasformazioni
di Mabius che operino su CP' in modo propriamente discontinuo. O

TeoremA 4.9 (del sollevamento). Siano X, X, due superfici di Riemann
ed X, X, i loro rivestimenti universali. Allora ogni applicazione olomorfa
f : Xi = X, si solleva a un’applicazione olomorfa f : X, — X,, in modo
tale che il diagramma

% - %
(4.2) ml lﬂz

XIT)XZ

risulti commutativo.
Inoltre: se f e conforme, anche f e conforme; se f e univalente, anche
f e univalente; se f é surgettiva, anche f e surgettiva. O



CAPITOLO IX

Superfici di Riemann paraboliche

Ricordiamo che le superfici di Riemann paraboliche hanno metriche
conformi di curvatura nulla e quindi, per il terema di uniformizzazione,
rivestimento C.

1. Classificazione topologica

Siano X una superficie di Riemann parabolica e 7 : C — X il suo ri-
vestimento universale. Il gruppo Q degli automorfismi del rivestimento ¢
un gruppo propriamente discontinuo di trasformazioni di Mobius di C, e
quindi un sottogruppo discreto del gruppo delle traslazioni. Identifichiamo
quest’ultimo al gruppo additivo C, facendo corrispondere ad a<C la trasla-
zione 7 — z + a. Quindi X ~ C/Q, dove Q ¢ un sottogruppo discreto del
gruppo C ~ R2,

I gruppi abeliani sono Z-moduli ed in particolare si puo definire il loro
prodotto tensoriale su Z.

DerNizione 1.1. Il rango di un gruppo abeliano Q ¢ la dimensione su Q
dello spazio vettoriale Q ®z Q.

Per un sottogruppo discreto € del gruppo additivo C, il rango coincide
con la dimensione del sottospazio vettoriale reale di C da esso generato.

Lemma 1.1. Sia Q un sottogruppo additivo discreto di C.

(i) Se Q ha rango 0, allora Q = {1};
(ii) Se Q ha rango 1, allora Q = {k-w | k € Z}, con w € C,;
(iit) Se Q ha rango 2, allora esistono w1, w, € C, linearmente indipen-
denti su R, tali che Q = {kjw + kowy | ki, ky € Z ).

DimosTtrAzIONE. Poiché Q opera in modo propriamente discontinuo, vi
¢ un numero reale positivo r talche che B(0,r) N (a + B(0,r)) = 0 per ogni
a € Q\{0}.

Discutiamo ora i diversi casi. Il caso (i) ¢ ovvio. Nel caso (ii), osservia-
mo che || > r se @ € Q\{0}, e potremo quindi fissare w con la condizione
che |w| realizzi il minimo di ||, per @ € Q\{0}.

Consideriamo ora il caso (iii). Per ipotesi, {2 contiene elementi w;, w,,
linearmente indipendenti su R. Se w;, w, € ) sono linearmente indipen-
denti su R, allora il parallelogrammo P(w;, w;) = {tjwi+Hw, | —1<t1,6,<1}

175
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contieneﬂ il disco B(0, ) ed ha quindi area maggiore di 772, Possiamo sup-
porre che |w;| sia minimo tra gli elementi della retta reale R-w; che appar-
tengono a (2, e sia quindi un generatore del sottogruppo R-w; N Q. Per ogni
w € Q\Rw; risulta

Area(P(w;, w)) = |Im (& - w)| > 7.

Quindi
Q3w - Im(w;-w) eR

¢ un omomorfismo di gruppi additivi che ha per immagine un sottogruppo
discreto di R. Possiamo quindi fissare w, € Q in modo che

0 <|Im(® - wp)| < [Im(w; - w)|, Yowe Q\Rw.

Vogliamo dimostrare che Q = {kyw,+k,w; | ki, ky € Z}.
Un qualsiasi we2 € una combinazione lineare w = tjw; + tw, di wy, w,
a coeflicienti reali. Dette k; le parti intere di ¢;, per i=1,2, abbiamo
w'=w—kiw—kyw€Q ed [Im(w - )| = (t; — k) Im (V1 - W),
da cui ricaviamo che #, = k,. Ma allora ¢ anche t,=k;, perché (t;,—k)w; €
QNRw; el < -k < 1. Cido completa la dimostrazione. O

OssERVAZIONE 1.2. Se wq,w, sono i generatori di €2, allora il numero
reale %Ilm (@ - wy)| ¢ la minima area di un triangolo non degenere i cui tre
vertici appartengano a Q.

TeoreMmA 1.3. Siano X una superficie di Riemann parabolica e Q il
gruppo degli automorfismi del suo rivestimento universale 1 : C — X.
Si possono dare le seguenti possibilita:

(i) Q={l}ed X ~C;
(ii) Q = {kw | k € Z} ha rango uno e X e biolomorfa al cilindro
C/lkw | keZ}. In questo caso I’applicazione Q-invariante

(1.1) Coz—-expriz/w) e C*

definisce un biolomorfismo tra X e C*;
(iii) Se Q = Z[wq, wy] = {kiw+kow, | ki, ky € Z}, ha rango due, allora
C/Q ¢ omeomorfo al toro T?> = S' x S'.

Notazione 1.4. Dato un sottogruppo discreto € di rango due di C, indi-
cheremo con Ty, il toro complesso C/C).

DIl parallelogrammo P(w1, w;) ha centro 0 ed i suoi lati e le sue semi-diagonali hanno
lunghezze maggiori di r. Il raggio della circonferenza di centro 0 in esso inscritta ¢ I’altezza
di uno dei triangoli formato da un lato e due semi-diagonali e quindi maggiore di r perché
I’altezza di un triangolo ¢ sempre minore o uguale alla lunghezza di uno dei suoi lati.
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2. Tori complessi e gruppo modulare

I tori complessi sono tra loro omeomorfi, ma le loro strutture complesse
possono non essere equivalenti.

TeoREMA 2.1. Siano Q = Z[w;,w;] e Q' = Z[w], )] due sottogruppi
additivi di rango due di C. Condizione necessaria e sufficiente affinché i tori
complessi Tq e To siano biolomorficamente equivalenti é che risulti

W, aw; +bw
1 2=""""2" con abcdeZ ed lad-bc|=1.

w, cw+tdw,

DimosTrRAZIONE. Supponiamo vi sia un’applicazione biolomorfa
f . TQ—)TQ/.

Per I’uniformizzazione, questa si rialza ad un’applicazione biolomorfa f di
C in sé con la proprieta:
(22) Vki,k€Z Fhy, hyeZ tali che f(z+kiwi+kaws)=F(2)+hiw|+hyw).
Differenziando questa relazione troviamo che
(2.3) fz+ko +kw)=f(z) Yk, k €Z

Quesato ci dice che la f” & una funzione intera doppiamente periodica su C
e quindi, per il teorema di Liouville, costante. Allora

(2.4) f)=az+ B

con opportuni a € C*, 8 € C. Possiamo scegliere f con f(0) = 0, in modo
che sia § = 0. Abbiamo allora in particolare

aw, =dw] +b'w,
(2.5 aw, = c'w| +d'w,

per opportuni a’,b’,c’,d" € Z.
Analogamente risultera:

a/‘lw’l = aw; + bw,
(2.6) o'W, = cwy + dw,
per opportuni a,b,c,d € Z.
. .[la b\ [a b e .

Le due matrici c dl¢\ly & essendo a coefficienti interi e I’una inversa
dell’altra devono avere determinante uguale a +1. 5

Viceversa, se vale la (2.1), allora, posto & = | /(aw+bw,), la f(z) =
a-z definisce per passaggio al quoziente un biolomorfismo f di Tq su T .
Infatti, segue dalla definizione che

@ Z[w;, w] € Z[w], W] ed a'Z[w),w)] € Z[w, w,]

e che quindi valgono le uguaglianze. O
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Dermizione 2.1. 1l gruppo I' = SL,(Z)/{£],} delle trasformazioni di
Mobius
_a3+b

2.7 )
2.7) v c3+d

con a,b,c,deZ ed ad-bc=1,

si dice il gruppo modulare.

Lemma 2.2. 11 gruppo modulare I é generato dalle due trasformazioni

(2.8) z—oai)=z+1, z-PBk = —%.

DimMosTRAZIONE. Le trasformazioni a, f in (2.8)) corrispondono alle ma-

trici A, =B, con
1 1 0 1
A‘(o 1)’ B_(—l 0)'

Moltiplicare a destra o a sinistra una X € SL,(Z) per la matrice A corri-
spondere a sommare alla prima la seconda riga o colonna, rispettivamente,
mentre moltiplicarla a destra o a sinistra per B vuol dire scambiare le ri-
ghe o le colonne, cambiando di segno una di esse in modo da preservare il
determinante. Possiamo quindi, utilizzando A e B, effettuare le operazioni
elementari per 1’eliminazione di Gauss, che ci permettono di trasformare
una qualsiasi X di SL,(Z) in I,. Da questo segue la tesi. O

OssERVAZIONE 2.3. Possiamo rappresentare I' in termini di generatori e
relazioni, mediante

(2.9) I'={(a,p|p*=id, (Poa) =id).

Questa presentazione ci mostra che I' ¢ isomorfo al prodotto libero dei
gruppi ciclici di ordine due e di ordine tre.

Lemma 2.4. Ogni toro complesso C/Q é biolomorfo a un toro complesso
C/Q; con Q. = k) + k1 | k1, ky € Z}, per un numero complesso T € H.

DimosTrAZIONE. Se infatti wy, w, generano €2, sara sufficiente, per il
Teorema 2.1} scegliere 7 = +w/w,. O

OsservazionE 2.5. 11 gruppo I opera in modo propriamente discontinuo
sul semipiano di Poincaré H = {z € C | Imz > 0}, ma non in modo libero
perché contiene trasformazioni ellittiche (laz — —1/z,laz —» —1/(z+ 1) e
le loro coniugate).

Indichiamo con T il toro complesso C/Q., corrispondente al gruppo
QT:{k1+k2T | kl,kz S Z}
Vale il
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TeOREMA 2.6. Ogni toro complesso e biolomorfo a un toro T, con
1 1
(2.10) TeF:{zeH'—EsRe(z)Si,Izlzl}.

DimostrAzIONE. Fissato z € H, possiamo trovare m € Z tale che, posto

z1=z+m, sia [Re(z;)| < % Se |z;| = 1, abbiamo finito, altrimenti poniamo
1 . .

Zp = —— + my con my € 7Z tale che [Re(z;)| < % Se |z2| = 1, abbiamo finito,

2]
altrimenti osserviamo che

-1 -1
mzy | ed Im (z,) = Im (m1Z1 ) = Im (Z_l)
<1

|z2| =
21 |Zl|2

La condizione |z;| < 1 ci dice che Im (z;) > Im (z9).

Se |z5| < 1, ripetiamo la costruzione precedente, in modo da ottenere un
nuovo elemento z3; dico che dopo un numero finito di iterazioni otterremo
uno z, € F equivalente a z. Se cosi non fosse, infatti, otterremmo una
SUCCESSIONE 71, 22, -..» Zns Lntls --- CON

Imz; <Imzp <---<Imgz, <Imz, <--- <1
e |[Rez,| < % per ogni n, di punti tutti equivalenti a z modulo I'. Allora

_apz+b, AnCnlzl> + buCy + andnz + byCnZ

" it dy Coz + du? ’
con a,, b,,c,,d, € Z ed ad — bc = 1. Poiché
| _ Imz
o = ezt dP

la diseguaglianza Im (z,,) > Im (z) ci da allora:
lc,z+d,| < 1.
Ancora, la |z,| < 1 cida
la,z + b,| <lc,z+d,| < 1.

Ma ci possono essere al pit un numero finito di trasformazioni in I' che
soddisfino queste condizioni: questo ci da una contraddizione e dimostra la
tesi. O

3. Automorfismi delle superfici di Riemann paraboliche

Siano X una superficie di Riemann parabolica e i : C—X il suo rivesti-
mento universale olomorfo. Ci proponiamo di descrivere il gruppo Aut(X)
delle applicazioni biolomorfe di X in sé.

Abbiamo suddiviso le superficie di Riemann paraboliche in tre classi:
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I. X ~ C. In questo caso Aut(C) ¢ il gruppo delle trasformazioni conformi
(3.1 w=a3 + b con a€C", beC

che ha la rappresentazione matriciale:

o

II. X ~ C*. Consideriamo il rivestimento universale olomorfo

(3.3) n:C>z7— ¥ eCr,

aeC*,beC}.

corrispondente al sottogruppo additivo Z di C. Un automorfismo 7 di C*
si rialza a un’applicazione olomorfa 7(z) = a-z+b di C, per cui ak e k/a
sono interi per ogni k intero. La condizione necessaria e sufficiente affinché
cio avvenga ¢ che a = +1. Quindi Aut(C*) ¢ il gruppo delle trasformazioni
della forma

A

(3.4) w=>~«-Z oppure w= — con AeC",
Z

1somorfo quindi a C* x Z,, con il prodotto definito da:

(3.5) O e)- )= g +e).

III. X ~ T,, con 7 € F. Ricordiamo che T, = C/Q, con Q,={h+k7|h, keZ}.

Condizione necessaria e sufficiente affinché un automorfismo w=a-z+b
di C definisca un automorfismo di T,, ¢ che a - Q. = Q.. Questa condizione
implica che a € Q; e |a| = 1. Osserviamo che

lh+ktl =h* +klt? +2hkRe(t) > 1, YhkeZ con h*>+k*>+0.

Abbiamo quindi le possibilita:
(i) Se |t| > 1, oppure 0 < |Ret| < %, allora i soli elementi di Q, che

hanno modulo 1 sono 1 e —1: quindi
(3.6) Aut(T) =Ty < Z,.

Infatti, due trasformazioni w=e¢;-z+b;, con €, = =1 e b € C defi-
niscono la stessa trasformazione di T, se e soltanto se ¢, = & €
b, — b, € Q.. Se quindi consideriamo su C x Z, il prodotto

3.7) (@, k) (B.h) = (@+ (=1)'B.h+k),
il gruppo 4ut(T,) ¢ il quoziente

CKZZ
Q, < {0}

(3.8) Aut(T;) =
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(i) Se T = i, pud essere a = +1, +i. Se indichiamo con Z, il gruppo
moltiplicativo {exp(ikn/2) | k € Z}, allora

~ C 24
(3.9 Aut(T) = T; < Zy = an()’
ove il prodotto su C x Z, & definito da:
(3.10) (a,h) - (B, k) = (a + hB, hk) .

(iii) Se T = /3,3, osserviamo in primo luogo che Tz = Taiss;

risulta Re(7) = i% ed i possibili valori di a sono le radici seste del-
'unita +1, +e™/3, +¢>™/3 che formano il gruppo Zs = {"/3| keZ).
Abbiamo allora

,te

G.11) Aut(Tyi3) = Aut(Tanis) ~ Tois < T = C < Zy
: i nif3) = Lgisz > = ,
" 3 A 2mif3 3 6 Qx {1}

con il prodotto in C x Z4 definito come nella (3.10).

4. Funzioni ellittiche

Sia T una superficie di Riemann parabolica compatta. Indichiamo con
nt: C—>Tg il suo rivestimento universale olomorfo. Il gruppo Q degli auto-
morfismi del rivestimento ¢ un sottogruppo abeliano di rango due del grup-
po additivo C. Possiamo identificare T al quoziente C/Q. In particolare su
Tq possiamo deﬁnireﬂ una struttura di gruppo abeliano.

Siano wy, w, due generatori di Q. E quindi

Q= {k] W1 +k2(1)2| k] , kQEZ}.

Gli w, w, sono numeri complessi, linearmente indipendenti su C, che pos-

siamo scegliere con Im (w,/w;)>0, in modo che il versore di w; si sovrap-

ponga a quello di w, con una rotazione antioraria di angolo convesso.
Consideriamo il parallelogramma

“4.1) P = P(w;,m,) = {{jw1+1,m,] 0<ty, 1r<1}.

Possiamo ottenere T da P (o da un suo qualsiasi traslato P,=z+P) identifi-
cando tra loro i lati opposti ed i quattro vertici. Questi ultimi sono gli unici
punti del parallelogramma che appartengano al gruppo Q.

DeriNizioNE 4.1. Chiamiamo parallelogramma fondamentale o dei pe-
riodi o cella un qualsiasi traslato del poligono (@.T)).
Fissato un punto z, di C, chiamiamo la

T,

= {Pyio = 20t0+P | 0€Q}

una tassellazione o reticolo dei periodi di vertice zy del piano complesso.

?La struttura di gruppo su Tq dipende dalla scelta del punto base {0} = (Q).



182 IX. SUPERFICI DI RIEMANN PARABOLICHE

OsservazioNE 4.1. Nota che il sottogruppo €2 non determina comple-
tamente i parallelogrammi dei periodi, perché una base di Q ¢ determi-
nanta a meno dell’azione del gruppo unimodulare. Fissato €, risultano
univocamente determinate le aree delle celle.

Ogni funzione f su Tq si rialza ad una funzione F=fon doppiamente
periodica su C tale cioe che

4.2) F(z+w) = F(z), YweQ,

OVVero F(z+w;) = F(z) perogni zeC ed i=1,2.

Poiché T ¢ compatta e connessa, le sole funzioni olomorfe definite su
tutta Tq, e quindi le funzioni olomorfe doppiamente periodiche su C, sono
le costanti. Mostreremo che invece le funzioni meromorfe su Tq formano
un campo M(Tgq) che ha grado di trascendenza uno su C, costruendone
esplicitamente un generatore. Gli elementi di M (Tq) si rialzano a funzioni
meromorfe doppiamente periodiche su C.

DEermvizione 4.2. Chiamiamo ellittica una funzione meromorfa doppia-
mente periodica su C.

LemmMma 4.2. L’insieme delle funzioni ellittiche di periodi €, con le usuali
operazioni di somma e prodotto di funzioni meromorfe, é un campo. O

Proposizione 4.3. Sia f una funzione meromorfa su una superficie di
Riemann parabolica compatta Tq = C/Q ed F=fomn la corrispondente
funzione ellittica.

(1) F ha nella chiusura di un qualsiasi parallelogramma dei periodi
un numero finito di zeri e di poli.

(2) Per quasi tutti i punti zo di C, la F non ha né zeri né poli sul bordo
dei parallelogrammi dei periodi della tassellazione T;,.

(3) La somma S dei residui di un insieme irriducibile di poli di una
funzione ellittica e nulla.

DimosTtrAzIONE. (1)-(2). L'insieme Z(F) degli zeri e dei poli di una fun-
zione meromorfa F su C ¢ discreto. In particolare I'intersezione di Z(F)
con ogni compatto ¢ un insieme finito.

Siano F una funzione ellittica di periodi 2, Z(F) I’'insieme dei suoi poli
e dei suoi zeri, {w, ..., w,} = PNZ(F). Condizione necessaria e sufficiente
affinché dP, non contenga né zeri né poli di F & che z non sia soluzione
dell’equazione z=w; mod Q per 1<i<k.

(3) Sia F una funzione ellittica. A meno di comporla con una traslazio-
ne, possiamo supporre che tutti 1 poli di F siano interni a P. Poiché abbia-
mo supposto che Im (w,/m;)>0, la frontiera P ¢ la somma dei segmenti



4. FUNZIONI ELLITTICHE 183

orientati [0, w1 ], [w1, @;+w;], [0;+W,, 7], [02, 0]. Otteniamo allora

1 1
2mi-S :56 F(z)dz:f F(m)])dt+f F(o;+twy)m,dt
oP 0 0

1 1
—f F(tw+wy)mdt — f F(tw,)w,dt =0
0 0
perché F ¢ doppiamente periodica, di periodi w; ed w,. O

Dermvizione 4.3. Sia F una funzione ellittica con periodi Q e P, un pa-
rallelogramma fondamentale di Q la cui frontiera P, non contenga poli di
F. Chiamiamo allora irriducibile I’'insieme dei poli di F contenuti in P,.

Il numero di poli, contati con la loro molteplicita, di un insieme irridu-
cibile si dice I’ordine della funzione ellittica. Se feM(Tg), diciamo suo
ordine I’ordine della funzione ellittica corrispondente.

Lemma 4.4. Siano fi, f> due funzioni meromorfe non nulle su Tq. Allora
“4.3) ordine(fi-f>) = ordine(f))+ordine(f;) mod 2. O

PRrOPOSIZIONE 4.5. Se feM (Tq) e una funzione meromorfa non costante,
allora, per ogni weC il numero di radici dell’equazione

(4.4) f(p) = w,

in Tq, contate con la loro molteplicita, ¢ finito ed uguale all’ordine di f.

DimosTtrAzZIONE. Sia F la funzione ellittica corrispondente af f. Osser-
viamo che anche F’(z) ¢ una funzione ellittica e quindi, per ogni weC,
anche la G(z) = F'(z)/(F(z)—w) ¢ una funzione ellittica. A meno di tra-
slazioni possiamo supporre che G(z) non abbia poli su dP e quindi, per la
Proposizione 4.3} ¢

1 F'(z)dz
3 v(F-w) = —.gg ok _,,
z€P 2ni Jop F(2) — w
ove v, (F—w) indica, se positivo, I’ordine di zero, se negativo, I’ordine di
polo di F—w in z. Quindi il numero di zeri di F—w, contati con la loro
molteplicita, ed il suo numero di poli, contati con la loro molteplicita, sono

uguali. Poiché gli ordini di polo di F e di F—w in ciascun punto z sono
uguali, otteniamo la tesi. O

ProposizioNE 4.6. Ogni funzione ellittica non costante ha ordine mag-
giore o uguale a due.

DiMOsTRAZIONE. Questo ¢ conseguenza della Proposizione 4.3] perché
I’integrale di una funzione meromorfa sul bordo di un dominio in cui ha un
polo semplice sarebbe diverso da zero. O
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Proposizione 4.7. Sia To=C/Q una superficie di Riemanna parabolica
compatta. Se f € M(Tq) non é costante, allora

(4.5) ZP%V},(F).F =0 inTo.

DimosTrAZIONE. Possiamo supporre che la F' = fom non abbia né zeri
né poli sulla frontiera di P. Allora

1§, Fod
ZzePVZ(F) T on BPZ F(2)
B 1 (1)1( . F/(Z)dz _

(z+w2)-w)

27 Jo F(2) F(z+ my)

_ F'(z+w)dz o F’(z)dz)
Feron  ° F@)

_ 1 fmzdF(Z)_L. f‘”zdF(z)
"), Fo '), Fa)

Abbiamo supposto che F(z) non avesse né zeri né poli sui lati di P. Quindi
nell’intorno di ciascuno dei lati di P possiamo definire una determinazione
del logaritmo complesso di F(z). Poiché F(0) = F(w,) = F(w,), la differen-
za dei valori che queste determinazioni assumono agli estremi dei segmenti
[0, ®¢] e [0, w,] differiscono per multipli interi di 27ri. Otteniamo cosi che
DepVo(F) - z € Q, da cui segue la tesi. O

1 02
+— +
i ; ((Z ;)

5. La ¢ di Weierstrass

La somma delle molteplicita dei poli di una funzione meromorfa non
costante su Tq ¢ almeno due. Introduciamo la funzione ¢ di Weierstrass co-
me una funzione ellittica che ha un polo di ordine due nei punti del reticolo
Q. Sia

1 1 1
(5.1) p(2) = 2_2 + Zmeﬂ\{ol ((Z —w)? - E) .

Poiché

1 1 B z7(z+w)
Z-w? & (-0l
se z varia in un compatto di C\Q, la serie in converge uniformemen-
te sui compatti di C che non contengono elementi di Q e definisce una
funzione meromorfa su C con poli di ordine due in tutti i punti di €.

= 0(lo|™)

DermNizioNE 5.1. La ¢(z) definita dalla (5.1) si dice la funzione di Weier-
strass relativa al reticolo €2.

Si usa la notazione ©(z; w;, w;), oppure con Pqa(z) quando si voglia
esplicitare la sua dipendenza dalla scelta del reticolo 2.
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Poiché la serie in (5.1]) converge uniformemente sui compatti che non in-
tersecano €, possiamo differenziarla termine a termine ottenendo una nuova
funzione meromorfa

1
52 =2y L
(5.2) 0'(2) e
che ha poli di ordine tre in ogni punto di Q.

ProposIZIONE 5.1. La funzioni 9(z) e ¢’(z) sono funzioni ellittiche. La
©(z) e pari, la ¢’ (z) dispari.

DimvostrAzIONE. 1l fatto che ¢’(z) sia ellittica e dispari segue immedia-
tamente dall’espressione del suo sviluppo in serie (5.2). Anche il fatto che
¢(2) sia pari segue subito dall’espressione del suo sviluppo in serie (3.1).
Poiché ’(z) ¢ ellittica, ne segue che per ogni wel2 c’e una costante C,, tale
che

P(z+w) = p(2) + C,,, VYzeC.
Sostituendo in questa uguaglianza z=—w/2 ed utilizzando il fatto che p(z) ¢
una funzione pari, otteniamo che C,=0 per ogni ® € Q. Questo prova che
¢ ¢ ellittica e completa la dimostrazione del teorema. O

5.1. L’equazione differenziale soddisfatta da p. La differenza p(z)—z>
¢ olomorfa in un intorno di O e si annulla in 0. Essendo una funzione pari,
si puo rappresentare in un intorno di 0 mediante una serie di Taylor

11 1
(5.3) () — 27 2—ngz + %832 +0(z°)
con

_ -4 _ -6
(5.4) &—@me@’sw4m2mm@-

Per verificare queste formule, osserviamo che, se w#0,
1 Zoo 7" 1 d( 1 Zoo n+l
_— = - = —|—1 = Z,
w—z n=0 (y"+1 (Z _ (1))2 dZ -7 n=0 (y"+2

1 © 4n+2 o,
> — = .
(z— 00)2 (z + (D)z 2 2 :n 1m2n+2

1 B 0 —2n-2 2n
9(z) - 2" Zn:l(z’“‘l)' (Zmeg\{O}w ) o

da cui seguono le (5.4). Differenziando la (5.3)), otteniamo

Quindi

) 1 1
9= ’ 4 To8% + 7g3z +0(z°).

Otteniamo allora

3 3
[0} =27°+ 2087 2+ TLAR 0(z%),
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, B 2 4
[9'(2)]* =4z7° - 5827 2 - 783+ 0(z%),

=[p'@F - 4lp@)P = —g:27% — g3 + 0(2%),
=[p'@1 - 41 + g20(2) + g3 = 0(2).

La funzione al primo membro dell’ultima uguaglianza ¢ ellittica, olomorfa
su C e nulla in 0. E quindi identicamente nulla su C. Abbiamo ottenuto

TeorREMA 5.2. La funzione ¢ di Weierstrass e soluzione dell’equazione
differenziale

(5.5) P =49 ~ 820~ g5,
ove i coefficienti g,, g3 sono definiti dalle (5.4). O

TeOREMA 5.3. Ogni funzione ellittica di ordine pari é una funzione ra-
zionale di .

Ogni funizione ellittica di ordine dispari e prodotto di 9’ per una funzio-
ne razionale di ¢.

DimosTrAZIONE. Sia f € M(Tq) una funzione meromorfa non costante.
Siano py, ..., pn 1 poli distinti di f, con molteplicita ki, .. ., k,,. Indichiamo
ancora con @ la funzione meromorfa su Tq corrispondente alla funzione
ellittica di Weierstass. Allora la

o(p) = F@] | (o) - 0"
¢ una funzione meromorfa su Tq che ha un unico polo nel punto o corri-
spondente al reticolo Q. Se si tratta di un polo di ordine pari 2k, allora
¢(p)/ pho (p) € olomorfa su Tq e quindi uguale ad una costante cy. Abbiamo
allora, in questo caso,
o9 (p)
[T (p(p) — p(p))
Se ¢ ha in o un polo di ordine dispari 3+2k, allora ¢(p)/(9'(p)-9*(p)) &
olomorfa e quindi uguale ad una costante ¢y su Tq. In questo caso
co9' ()9 (p)
[T (p(p) — p(p))

Da queste relazioni otteniamo la tesi. O

f(p) =

f(p) =

Indichiamo ancora con @, come nella dimostrazione del Teorema[5.3] la
funzione meromorfa su Tq corrispondente alla funzione ellittica di Weier-
strass.

TeOREMA 5.4. Il campo M(Tq) é un’estensione algebrica di grado tre
del campo C(p) delle funzioni razionali di ¢. O
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Dalla Proposizione 4.7| possiamo ricavare le formule d’addizione per la
funzione di Weierstrass.

TeOREMA 5.5. Vale la formula d’addizione

9(p) o 1
9(9) (@ 1
p(ptq) —9'(p+q 1
DIMOSTRAZIONE. Se p, ¢ sono due punti distinti di Tq\{o} con p+g#o,
allora p(p)#¢(q) e sono quindi univocamente determinati due numeri com-
plessi a, b tali che

(5.6) =0, Vp#q,p+q € To\lo}.

a(p) + b= ¢'(p),

ap(q) + b =9'(q).
La f3) = 9'(3)—a-w(3)—b ¢ una funzione meromorfa di ordine tre su Ty,
che si annulla nei punti p e ¢. Per la Proposizione[4.7] essa si annulla ancora

nel punto —(p+¢). E quindi
0=f(=(p+9) = 9'(p+q9) — a-p(p+q) — b

P(p) 9@ 1
e dunque il vettore (a,—1, 6)T annulla la matrice | ¢(g) ©'(q) 11,

pp+q) —9'(p+q 1
che ha percio determinante zero. O

Utilizziamo le notazioni introdotte nella dimostrazione del Teoremal[3.4l
Poiché i punti p, g, —(p+¢g) sono radici di f(3), essi sono anche radice di

9"() = (@) + 6)° = 0.
Utilizzando la (5.5)), possiamo riscrivere questa come un’equazione che
contiene soltanto p(3):
0=49G) - £20() — 83 = (a:9(3) + 6)’
=49°G) - ¢’9’() — (82+2a6)9() — (g3+5°).
Poiché la somma delle radici di un’equazione di terzo grado ¢ uguale al

coefliciente del termine di secondo grado diviso per il coefficiente del mo-
nomio di terzo grado e cambiato di segno, otteniamo che

_f_p@%@@f
pgﬂ+pw)+p@+@_'4_(}E5?§@Y :

Da questa ricaviamo le formule di somma e di duplicazione.

TEOREMA 5.6. Se p, q, p+¢. 3, 23€Tq\{0}, allora

{9 (p) -9 (9

5.7 = —
G #lpra) (mp)—ga(q)

2
2 )—mm—pwx
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1 (0" 2
(5.8) 0(23) = (”(@) 2009,

=iy

6. Immersione proiettiva

Possiamo usare la funzione di Jacobi per definire un’immersione pro-
iettiva del toro complesso Tg. Osserviamo che la p e la ¢’ non hanno
zeri comuni (il coefficiente g3 in (5.5) & #0). Possiamo allora definire
un’applicazione

(1:9(p) : 9'(p), se p#o,

6.1) ®:T CP?, do ®(p) =
(6.1) 0 — ponendo @(p) {(0:0:1)’ se p=o.

ProposizIONE 6.1. L’applicazione ® e una bigezione olomorfa di Tg con
una curva algebrica di CP?.

DivosTrAZIONE. Osserviamo che /¢’ ed 1/¢’ hanno in 0 una singola-
rita eliminabile e si possono quindi considerare olomorfe in un intorno di 0
e che si annullano in 0. La ® ¢ quindi olomorfa in un intorno di o perché si
puo esprimere nella coordinata olomorfa z mediante mediante

1 9@ _1).

(@) 9@
Osserviamo che o ¢ I'unico punto del toro che abbia per immagine (0:0:1).
Siano p, ¢ punti di T \{o} per cui valgano

“ {mm:@wx

D(71(z)) = (

9'(p) = ¢'(9).
Poiché g ¢ pari, abbiamo p+g=o0 e questa, poiché o’ ¢ dispari, da p’(p)=0.
Questo implica che p=m(w/2) per qualche weQ e percid p=g. La tesi segue
perché ¢ e ¢’ sono legate dall’equazione (5.5)). O



CAPITOLO X

Gruppi di trasformazioni di Mobius

Idichiamo con Aut(CP') il gruppo di Mobius degli automorfismi olo-
morfi di CP!. Ricordiamo che Aut(CP') & isomorfo al quoziente di SL,(C)
rispetto al sottogruppo {+I,} o al quoziente di GL,(C) rispetto al sottogrup-
po delle matrici diagonali.

1. Circonferenze isometriche
Sia
az+ b
cz+d’
una trasformazione di Mébius che non lasci fisso il punto all’infinito. E

v(2) = con ad—bp-c=1

VO ey
e quindi la y definisce una isometria euclidea della circonferenza
(1.1) K, = {z€C | [e-z+d|=1},

di centro p,=y~'(c0)=(—d/c) e raggio ry=|c|' sulla circonferenza
K1 = {z€C | |c:z—al=1},
che ha lo stesso raggio |¢|™! e centro in y(co)=a/c.

Dermvizione 1.1. La x, in (T.I) ed il punto p,=y~'(0) si dicono rispetti-
vamente la circonferenza isometrica di vy ed il suo centro. Chiamiamo

(1.2) D, = {zeC | |cz+d|<1} e Dv = {zeCP' | |c-z+d4]>1}
il disco interno ed il disco esterno di v, rispettivamente.
(OSSERVAZIONE 1'1; Rispetto alla metrica euclivdea di C, la y definisce una
dilatazione di D, in D, ed una contrazione di D, in D.-1.
2. Insiemi limite
Fussiamo un sottogruppo G di 4ut(CP").

DEeriNizIoNE 2.1. Rispetto a G un punto g di CP' puo essere

189
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e punto limite se vi sono un elemento ¢ di CP' ed una successione
{v.} di elementi distinti di G tali che

2.1) o = Tim v,(g).

e punto ordinario se non ¢ un punto limite. In questo caso diciamo
anche che G ¢ discontinuo in py.

Diciamo che G ¢ discontinuo se lo ¢ in almeno un punto.

Indicheremo con Z(G) I’insieme dei punti limite e con Q(G) quello
dei punti ordinari di G. Ometteremo il riferimento al gruppo, scrivendo
semplicemente . ed Q quando questo non generi confusione.

ProprosizioNE 2.1. y(Z) = L ey(Q) = Q, perogniy € G. O

Esempio 2.1. Sia G = (y) = {y* | k € Z} il gruppo ciclico generato da
una singola trasformazione di Mobius .
e Se y & iperbolica, o lossodromica, con punti fissi a, beCP', allora
Z={a,b}, Q = CP'\{a, b};
e se y ¢ parabolica con punto fisso a, allora
£ ={a}, Q = CP'\{a};
e se y ¢ ellittica e y"= identita per qualche intero n>0, allorzﬂ
£=0, Q=CP';
e se vy ¢ ellittica e y"#identita per ogni intero n#0, allora
ZL=CP', Q= 0;

TeorEMA 2.2. Sia G un sottogruppo del gruppo di Mobius Aut(CP).
Gli insiemi £ dei suoi punti limite ed Q dei suoi punti ordinari sono,
rispettivamente, un chiuso e un aperto in CP'.

Dividiamo la dimostrazione di questo teorema in una serie di lemmi.

Lemma 2.3. Supponiamo che oo sia un punto ordinario per G. Se
3,2 + b,
V(@) = ———, con aydy — by, =1
oz + dy
e una successione di elementi distinti di G, allora ¢, — .
DimosTrAzZIONE. Ragioniamo per assurdo. Se la successione dei coef-
ficienti ¢, non tendesse all’infinito, a meno di estrarre una sottosuccessio-

ne potremmo supporre che {¢,} converga ad un numero complesso ¢ e C.
Poiché oo ¢, per ipotesi, un punto ordinario, le successioni:

b,
{Y;l(oo) = _é} ) {Yn(o) = _} ) {Yn(oo) = &} s
Cn d, Cn

1Segue dalla definizione che, se G & finito, allora .Z(G) = 0 ed Q(G) = CP'.
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sono tutte limitate in C e quindi, sempre a meno di estrarre una sottosucces-
sione, possiamo supporre che siano tutte convergenti:

b
L4 o, — —f, & —vy con a,pB,ye€C.
d, Cn
Sono allora anch’esse convergenti:

b
an:%-ﬁ%c-y:a, cﬂ,:cn-éﬁc-a:cf, by=dy-— — b-=b.
n Cn by

Dalla relazione a,d, — b,¢, = 1, ricaviamo che ad — bc = 1 e dunque

az+ b
cz+d

Yn(2) = Y(2) = perogni ze€C.

Poiché v & un automorfismo di CP', da questo seguirebbe che .#(G)=CP',
contro I’ipotesi che G fosse un gruppo discontinuo. Cio completa la dimo-
strazione. O

Lemma 2.4. L’insieme

Lo ={z€ CP' | IV,ICG t.c. Yp # Y se B £ me z =1im,_eY,(0)}

¢ chiuso in CP', O
Lemma 2.5. y( %) = Zo. O
Il Teorema[2.2] ¢ allora conseguenza dei lemmi e del seguente:
TEOREMA 2.6. Se oo ¢ un punto ordinario per G, allora £ = ...

DmmosTrAZIONE. Osserviamo che %, C .Z; inoltre, poiché co € un punto
ordinario per G, il gruppo puo contenere al pili un numero ﬁnit(ﬂ di trasfor-
mazioni affini di C (cioe trasformazioni della forma z—a-z+b, con a, beC,
a#0). Sia

a2 + b,
cpz+ dy

un punto di .. Possiamo allora supporre che sia

cx:hm(yn(z): ) cony,€Gevy,#ynsem#n

aydy — bpcy =1 e ¢, #0 perogni n.

Possono darsi due casi:
(@) |cnz+ dy| > 1 per ognin > 1.
In questo caso, per il Lemma [2.3] avremmo:
_ 1 laudy = bucyl _ 1

= <— -0,
leal lenz+dl - leal

amZ+ b, ay

[Yn(2) = V(o) = ezt d c

dacui a € £..

2Un punto ordinario puo essere punto fisso di al pitt un numero finito di elementi di G.
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(#i) |cuz + 4] < 1 per infiniti n € N. Possiamo allora supporre, a meno
di passare a una sottosuccessione, che |c,z + 4,] < 1 per ogni n. Allora,
utilizzando ancora il Lemma[2.3}

d
2+ —
c

n

leatdl 1o
lcal |cal

da cui segue che z € %, e quindi, poiché .Z ¢ chiuso e G-invariante (Lem-

mi[2.4] e[2.5)), anche «, essendo limite di una successione {y,(z)} di punti di

Z., appartiene ad .Z.

Cio completa la dimostrazione del teorema. O

|z =, (e0)| =

OsservazioNE 2.7. Piu in generale, se G € un gruppo discontinuo e ¢ un
qualsiasi punto di Q(G), i punti di -Z(G) sono limiti di successioni {Y,(g)},
con {y,} successione di elementi distinti di G.

TeoREMA 2.8. Ogni sottogruppo discontinuo del gruppo Aut(CP') ¢ al
pit numerabile.

DMoSTRAZIONE. Siano G un gruppo discontinuo di Aut(CP') ed {U,} un
ricoprimento aperto numerabile di Q = Q(G), mediante aperti relativamente
compatti in €. Sia zo un punto di Q e per ogni n sia A, 'insieme dei y € G
tali che y(zo) € U,. Ogni A, ¢ finito, perché in caso contrario U, conterrebbe
dei punti limite per G: cid & impossibile perché U, € Q. D’altra parte,
per I'invarianza di Q rispetto a G, abbiamo |JA, = G e quindi G, unione
numerabile di insiemi finiti ¢ al pit numerabile. O

TeorEMA 2.9. Se G & un sottogruppo discontinuo di Aut(CPY), allora
Z(G) = 0Q(G).

DimosTtrAZIONE. Poiché .Z ¢ chiuso, Q aperto ed ZUQ = CP', abbiamo
0Q c Z. Per il Teorema se fissiamo un qualsiasi punto zy € Q, ogni
punto di .Z ¢ limite di successioni {y,(z9)} con {y,} € G. Poiché Q ¢ G-
invariante, questo ci dice che ogni punto di .’ ¢ limite di una successione
di punti di Q e quindi vale anche I’inclusione opposta . C 9Q. O

CoroLLARIO 2.10. 1l luogo £ dei punti limite di un sottogruppo discon-
tinuo G di Aut(CP") & privo di punti interni.
3. Gruppi elementari

DerNizioNE 3.1. Chiamiamo elementare un gruppo G di automorfismi
di Mobius che abbia al piu due punti limite.

Teorema 3.1. Un gruppo G privo di punti limite é un gruppo finito di
trasformazioni ellittiche.

DimosTRAZIONE. Infatti G non pud contenere né trasformazioni iperbo-
liche, né trasformazioni lossodromiche, né trasformazioni paraboliche. O
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TeorREMA 3.2. Sia G un gruppo di automorfismi di Mobius con un solo
punto limite in CP'. Allora

(i) Le trasformazioni paraboliche di G formano un suo sottogruppo
abeliano normale Gy, di indice finito in G.

(i) G contiene un sottogruppo finito E di trasformazioni ellittiche iso-
morfo al quoziente G/Gy.

DmvmostrAzIONE. Il gruppo G non puo contenere trasformazioni iperboli-
che o lossodromiche, perché 1 gruppi ciclici di tali trasformazioni hanno due
punti limite (che sarebbero anche punti limite di G). Inoltre, se .Z'={p}, al-
lora py € punto fisso di tutte le trasformazioni di G perché .Z ¢ G-invariante.
A meno di coniugio, possiamo supporre che py sia il punto all’infinito. Al-
lora gli elementi di G sono trasformazioni affini v;(z) = a;z+5;, con a;#0. In
particolare, I’insieme G degli elementi parabolici di G, cioe di quelli con
a;=1, € un suo sottogruppo abeliano. Poiché

z2— b
AEEEC
S DN L[z b)Y az
Yiov20oyr oY, (2) = Yiov2ovy | —— | = viova | ———
ay a
Z—b 4
a
=a|a 2a— + b |+ b =2+ (b — b —axh +ab),
1

il commutatore [G, G] di G & un sottogruppo di Gy, che quindi ¢ normale
in G. Infine, poiché G non contiene trasformazioni iperboliche o lossodro-
miche, deve essere |a;| = 1 per ogni vi(z) = a;z+b; in G ed abbiamo un
omomorfismo naturale

0:Goy, — g €S!

e Gy = ker(o) = {p; € G | a;=1} si puo identificare al sottogruppo additivo
discreto A={4;]y;€Go} di C. Se Gy=G, abbiamo finito. Altrimenti, suppo-
niamo che G contenga delle trasformazione ellittiche diverse dall’identita.
Esse sono della forma n(z) = e®z+z, per un 0 reale ed un zy complesso.

Abbiamo

novyion (1) =novile "z—20) = N(a(e *[z—20]) + 6) = az + "6
In particolare, A ¢ invariante rispetto alla moltiplicazione per elementi di
o(G) e percio o(G) ¢ finito e dunque della forma

o(G) = {¥™/™ | h=1,...,m}

per qualche intero positivo m. A meno di coniugio, possiamo supporre che
G contenga la rotazione n(z) = ¢*™/"z e G risulta allora prodotto diretto di
Gy ed (1). O
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OsservazionE 3.3. Nell’ipotesi del Teoremd3.2] se o-(G) contiene alme-
no tre elementi, allora Gy ha rango due. Abbiamo osservato nel del
Cap[IX] che, in questo caso, ci sono solo tre possibilita per G/Gy. Esso pud
essere

} delle radici quadrate dell’unita,
+1} delle radici quarte dell’unita,
+exp(ni/3), = exp(2ni/3)} delle radici seste dell’u-

e il gruppo {£1

e il gruppo {*1

e il gruppo {x1
nita.

2
b

TeoreMA 3.4. Sia G un gruppo elementare di automorfismi di Mobius
tale che £ (G) sia formato da due punti distinti. Allora G contiene un
sottogruppo normale ciclico Gy, di indice finito in G, il cui generatore ¢
iperbolico o lossodromico.

DmMosTRAZIONE. A meno di coniugio, possiam supporre che 1’insieme
% dei punti limite di G sia {0, co}. Poiché .Z ¢ G-invariante, il sottogruppo
G degli elementi di G che fissano sia 0 che co € un sottogruppo normale di
G di indice due. I suoi elementi sono trasformazioni della forma vy,(z) = a-z
con a#0 e risulta percio definiti omomorfismi

Gyoy,— acC, Goayaﬂﬁesl, Gy > v, — log(la]) € R.
Le immagini dei due ultimi omomorfismi sono discrete. Le a per cui vy, €
una trasformazione ellittica di Gy formano un gruppo isomorfo al gruppo
R(m) delle radici m-esime dell’unita per qualche intero positivo m. Se sce-
gliamo un v, di G( con log(|a|) minimo in {log(|al) | |a| > 1}, allora Gy ¢ il
prodotto diretto di (Vs ) € (Vexpri/m))-

Se G = Gy abbiamo finito. Altrimenti, G contiene un’inversione 1(z) =
a/z per qualche a€C*. A meno di coniugio possiamo supporre sia a=1
e G risulta allora somma diretta dei sottogruppi (Ya,), (Yexpri/m)) € del
sottogruppo (1), formato da due elementi. O

Esempio  Supponiamo che G=(y,) sia un gruppo ciclico, generato dalla
trasformazione iperbolica y((z) = k-z, con k reale >1. Allora G & un gruppo
di automorfismi del semipiano di Poincaré H. L’applicazione di rivestimen-

1
tow = exp (27ri 12§1Zc) ci dice che G ¢ il gruppo degli automorfismi del

rivestimento universale dell’anello A, = {w | exp(=27?/logk) < |w| < 1}.

TeOREMA 3.5. Ogni sottogruppo discontinuo G di Aut(CP') che abbia
almeno un punto fisso e elementare.

DimMosTrRAZIONE. A meno di coniugio, possiamo supporre che oo sia pun-
to fisso di G. Se G ¢ finito, non c’¢ nulla da dimostrare. Se tutte le y € G
avessero in comune due punti fissi, allora a meno di coniugio potremmo
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supporre che 0 sia ’ulteriore punto fisso. Il gruppo G ¢ allora della forma
G={y(z)=a-z| a € A}, per un sottogruppo A del gruppo moltiplicativo C*.
Necessariamente G sarebbe allora o un gruppo finito di trasformazioni ellit-
tiche (ciclico) o uno dei gruppi elementari descritti nel teorema precedente
(caso 1).

Se tutti gli elementi di G fossero trasformazioni paraboliche, allora G
sarebbe uno dei sottogruppi abeliani di C descritti nel Cap. e quindi
elementare.

Supponiamo ora che G contenga due trasformazioni y’ e y” aventi solo
oo come punto fisso comune, con y’ iperbolica o lossodromica. A meno di
coniugio potremo allora supporre che y’'(z) = a-z con |a|#1 e che y"(z) =
b-z + ¢ con bc # 0. Possiamo ancora supporre che |a| < 1. Allora

YY"y 'y ™ = (a) b)z — (" e/ B) + ¢ — (a/ b)z + ¢

puntualmente su CP', onde .& (G) = CP', contro I’ipotesi che G fosse di-
scontinuo. Il gruppo G pud dunque contenere solo trasformazioni ellittiche
e paraboliche. Si verifica allora che deve essere uno dei gruppi elementari
descritti nel Teorema O

COROLLARIO 3.6. Siano G un sottogruppo discontinuo di Aut(CP") ed F
un sottoinsieme non vuoto e finito di CP'. Se y(F)=F per ogni yeG, allora
G ¢ elementare.

DmvostrAzIONE. L’applicazione di restrizione y—Y|r € un omomorfismo
di G sul gruppo finito delle permutazioni di F. Il suo nucleo ¢ un sottogrup-
po normale Gy che fissa tutti i punti di F ed ¢ quindi, per il Teorema
elementare. Da questo segue che o Gy, e quindi anche G, ¢ finito, oppure
che F, che ¢ I'insieme limite di G, contiene al pitt due punti. Poiché allora
Z(G)=L2(Gy)=F, ne segue che G ¢ elementare. O

4. Gruppi discontinui non elementari

In questo paragrafo studieremo i sottogruppi discontinui non elementa-
ri di Aut(CP"), mostrando che i loro insiemi limite non contengono punti
isolati. Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

TeoremA 4.1. Un sottogruppo discontinuo di Aut(CP') che contenga
solo trasformazioni ellittiche ¢ finito.
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DimosTtrAzIONE. Per i risultati del sara sufficiente dimostrare che un
sottogruppo discontinuo G di Aut(CP") che contenga soltanto trasformazio-
ni ellittiche ¢ elementare. Sia G un tale sottogruppo e v, Y, due trasforma-
zioni di G. Se esse avessero un solo punto fisso in comune [, il loro commu-
tatore y; oy, o y;' oy, sarebbe una parabolica. Quindi due trasformazioni
di G hanno o entrambi o nessun punto fisso in comune.

Se tutte le trasformazioni di G avessero due punti fissi in comune, al-
lora G dovrebbe essere necessariamente finito: infatti, facendo si mediante
coniugio che i punti fissi comuni siano 0 e oo, avremmo G={y,(z)=a-zlacA}
con A sottogruppo del gruppo moltiplicativo S'={|z|]=1}, ed un sottogruppo
A di S! ¢ o finito o denso.

Ci resta da considerare il caso in cui G contenga due trasformazioni vy
ee 1 senza punti fissi comuni. A meno di coniugio possiamo supporre che
0 e oo siano i punti fissi di y. Avremo allora

v(z) = €” -z, con §e€R\nZ,

b
n(z):ﬁ, con ad—bc=1, (a+d’eR, 0<(a+d?<4.
cz+d

Per il calcolo, ¢ conveniente rappresentare y ed 1 con matrici di SL,(C):

ev? 0 a b
Y= 0 e—ie/z,ﬂzcd~

Per ipotesi, anche la

ae?  peit?
Yon(z) = (c o—i0/2 de—iO/Z)

¢ una trasformazione ellittica e quindi deve essere

(eie/za + e‘”’/zd)2 eER e 0< (eie/za + e‘”’vzd)2 <4.

Poiché sia a + d che ¢/>a + ¢=2d sono reali, ne ricaviamo che d = a.

Poiché anche

ool ol o e 0 a b\(e? 0 d -b
reney T =lo e® \c dl 0 e ¢ a
( a be®\(d -b\_ ([ad-bce® ab(l-e")
“lee ™ d J\-c a ] \ed(1 =) ad - bc-e™

¢ ellittica, otteniamo che

—2 < 2ad —2bccos 6 = 2(1 + 2bcsin*(0/2)) < 2.

3Due trasformazioni non paraboliche commutano tra loro se e soltanto se hanno due
punti fissi in comune.
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Essendo (0/2)¢nZ, questa diseguaglianza ci dice che bc<0. Poiché d=a
ed abbiamo scelto le matrici che rappresentano y ed n in SL,(C), ¢ in
particolare
ad — bc = lal* - be = 1
e quindi
la|=|d| <1, —-1<bc<O.

Per la prima parte della dimostrazione, queste diseguaglianze valgono per
tutti gli elementi 1 di G, tranne al pitt un numero finito.

Se G non fosse elementare, .2 (G) conterrebbe un punto =y diverso da
0 ed oo: ci sarebbero cioe punti zy, wy € C*, tali che per una successione

a,d, — b,c, =1
a,z + b, d, = a,
() Ya(2) = v @l = || < 1
-1< 6, <0
di elementi distinti di G risulti
a,zo + b,
"t d,

Dalla relazione

AnZ0 — AWy = CpZoWy — by.
e dalle () ricaviamo che le {a,}, {6,}, {c,}, {4,} sono tutte successioni limita-
te. A meno di passare a una sottosuccessione, possiamo supporre che

a, —»>a, b,—ob, c¢,—>c, d, —d inC,

cond =a,lal=|d| <1, |af —bc = 1.

La successione delle y,(z) convergerebbe puntualmente in CP' a una tra-
sformazione di Mdbius w=(az+b)(cz+d)~" ed avremmo allora .#(G)=CP',
contro I'ipotesi che G fosse discontinuo. Quindi G ¢ elementare e, poiché
consiste di sole trasformazioni ellittiche, € finito. O

TeoreMA 4.2. L’insieme £ (G) dei punti limite per un gruppo disconti-
nuo non elementare di trasformazioni di Mobius e perfettdﬂ

DimosTrAZIONE. Possiamo supporre che oo sia un punto ordinario di G.
Supponiamo che .# contenga almeno tre punti. Fissato ¢y in .7, siano gy, ¢
altri due punti di ., distinti da ¢ e distinti tra loro. Sia {y,} una successione
di elementi distinti di G con g=lim,_,Y,'(c0). Per il Lemma 1 raggi
9, delle circonferenze isometriche k,, formano una successione infinitesi-
ma. A meno di passare ad una sottosuccessione, possiamo supporre che
anche la {y,(c0)} converga ad un elemento g di .Z’. Poiché g,#¢,, il limite

4Cioe chiuso e privo di punti isolati.
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g sara diverso da uno di questi due punti. Supponiamo g#¢,. In partico-
lare, g4, apparterra a lv)m definitivamente, in quanto vy,(c0) ¢ il centro del
disco D, interno alla circonferenza isometrica di v~!. Questo implica che
Y(q1)€D,, € quindi, dal momento che i centri y,"(co) dei dischi D,, conver-
gono a ¢y, anche y,(g;) converge a gy. Questo dimostra che ogni punto di .’
¢ di accumulazione per .Z, cioe che .Z ¢ perfetto. O

Lemma 4.3. Siano U un aperto di CP' ed .F una famiglia di trasforma-
zioni di Mobius tale che, per due valori fissati 2y, 71 € CP', sia

4.1) Y(U) N {zp,z1} =0 Vye

Allora le restrizioni ad U delle trasformazioni di
di funzioni memmorfeﬂsu U.

F
F e una famiglia normale

DmMosTrAZIONE. Possiamo supporre che zp=0, z;=c0, e limitarci a con-
siderare il caso in cui U=D={|z|<1]}.

Allora, se ¥(z) = (az + b)(cz +d)™! & una trasformazione di .%#, abbiamo
az+b#0 e cz+d+0 se |z|<1: da queste diseguaglianze ricaviamo che

|b/al > 1, |d/c| > 1.

a,z+ b, . . . .. ..
"—"} ¢ una successione di trasformazioni in .%, scriviamo

Se {yn(z) =

Cul
b (@Bt 1
R ACHIATES

Passando a una sottosuccessione, possiamo supporre che
a,/b,—A, c,/d,—Be b,/d,—C,conA,BeCel|A|<1,|B|<1,Ce€ CP'.

Yn(2)

Az+1
Esaminiamo le diverse possibilita. Se C € C*, allora v,(z) — C BZ n 1;
Z
se C = 0, allora v,(z) — 0; se C = oo, allora vy,(z) — oo uniformemente sui
compatti di D. O

TeoREMA 4.4. Siano G un sottogruppo discontinuo di Aut(CP') e zo un
punto di CP'. Condizione necessaria e sufficiente affinché G sia discontinuo
in 7o é che vi sia un intorno aperto U di z in CP! per cui G|y sia normale.

DIMOSTRAZIONE.
NEcessITA. Fissiamo due punti distinti py, p» di CP'. Se G|y non & normale
per nessun intorno U di zo in CP', allora possiamo trovare una successione
{v,.} di elementi distinti di G e una successione {z,,} di punti di CP' conver-
gente a z, tali che v,(z,) € {p1, po} per ogni n. Allora z ¢ punto limite di
una delle due successioni {Y,'(p))}, {v, ()} € quindi appartiene ad .Z(G).

Una famiglia @ di funzioni meromorfe su un aperto di U si dice normale se la sua
chiusura in (U, CP') con la topologia compatta-aperta & un compatto.
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SurriciENZA.  Supponiamo che G|y sia normale in M (U) per un intorno
aperto U di un punto z, di CP'. Se z, fosse un punto limite di G, fissato
un punto =y di Q(G) (vedi I’Osservazione potremmo trovare una suc-
cessione {y,} di elementi distinti di G tali che v, (wy)—z¢. Per I'ipotesi che
Gly sia normale, a meno di passare ad una sottosuccessione, possiamo fare
in modo che la {y, '} converga ad una funzione meromorfa f su U. La f &
o costante o restizione ad U di una trasformazione di Mobius. Infatti, se
S non fosse costante la sua immagine conterrebbe senz’altro tre punti di-
stinti e potremmo quindi fissare z, 25,23 in U per cui w=f(z;), wr=1(22),
ws=f(z3) siano punti distinti di CP'. Poiché le trasformazioni di Mobius
preservano 1 birapporti, avremmo, per passaggio al limite, ’'uguaglianza di
birapporti

(f@:w:w:un)=(2:21:220:23), YzeU,

che ci permettere di scrivere f come la restrizione di una trasformazione
di Mébius F. Da lim,_. Y, '(z) = F(z) per ogni zeU ricaveremmo allora
F(U)CZ(G). Cio ¢ assurdo perché, per I'ipotesi che G fosse discontinua,
Z(G) non ha punti interni (vedi il Corollario [2.10).

Dovrebbe essere allora f(z)=wy per ogni z in U. Questo ci da una con-
traddizione perché allora = sarebbe un punto limite per G, mentre 1’aveva-
mo scelto come un punto ordinario. O

5. Gruppi di Fuchs

Ricordiamo che gli automorfismi biolomorfi di D sono restrizioni a D
di trasformazioni di Mébius di CP'. Possiamo quindi considerare il gruppo
Aut(D) degli automorfismi olomorfi di D come un sottogruppo di 4ut(CP").
Gli elementi di Aut(D) si possono rappresentare mediante
a-Z+c

Y(z) = ——, con |al*—|c[*=1.
c7Z+a

Se ¢#0, cioe se la y non ¢ una rotazione euclidea, la circonferenza isometrica
di vy interseca il disco D in una geodetica per la metrica iperbolica di D. La
K, & cio® una circonferenza ortogonale ad S'=4D.

DEermNizione 5.1. Chiamiamo fuchsianoﬁ un sottogruppo propriamente
discontinuo di Aut(D).

TeorREMA 5.1. L’insieme £ dei punti limiti di un gruppo fuchsiano G é
contenuto in S'.

®Lazarus Immanuel Fuchs (1833-1902) fu un matematico tedesco che diede impor-
tanti contributi alla teoria delle equazioni differenziali lineari, in particolare a quelle con
coefficienti meromorfi.
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DmmosTrAZIONE. Poiché . ¢ privo di punti interni, ci sono punti ordinari
di G sia all’interno che all’esterno del disco unitario D. Poiché sia D che
la parte interna D del suo complemento in CP' sono Aut(D)-invarianti, gli
elementi di .Z sono approssimabili sia con successioni di punti in D che
con successioni di punti in D ed appartengono percio ad S'. O

OsservazIONE 5.2. Per il Teorema il luogo .Z dei punti limite di
un gruppo fuchsiano non elementare ¢ perfetto. La sua struttura puo, in
generale, essere abbastanza complicateﬂ ed .Z puo essere un insieme con
misura di Hausdorff frazionaria.

DernizionE 5.2. Un gruppo fuchsiano G si dice di prima specie o oro-
ciclico se £(G) = S'. Altrimenti si dice di seconda specie.

6. Domini di Dirichelet

Consideriamo sul disco unitario D={zeC]| |z]<1} la distanza iperboliceﬁ

6.1) dist(zy,z2) = 2 tanh™! (M)
1 —Zizal
associata alla metrica di Poincaré:
4dz-dz
6.2 ds* = ——,
©2) (1 —22)?

Gli automorfismi olomorfi di D sono isometrie per la metrica di Poincaré.

OsserRVAZIONE 6.1. Potremmo utilizzare, invece del disco D, il semipiano
di Poincaré H={Im (z)>0}. In questo modello (con z=x+iy, x, yeR, y>0) ¢
dz-dz
y2

ds* =

. i flzi -z
, dist(z;,z2) = 2tanh 1(%)
21 — 2ol

Il gruppo Aut(H) ¢ omeomorfo al quoziente di SL,(R) rispetto a {+I5}.
Fissiamo un sottogruppo G del gruppo Aut(D).

DErNIZIONE 6.1. Per ogni z € D consideriamo la sua G-orbita
(6.3) G@) ={v@ |y e Gl
Chiamiamo dominio fondamentale di G un aperto connesso P di D che goda
delle proprieta:
(i) ogni orbita di G interseca P al piu in un punto;
(if) ogni orbita di G interseca P;

7Vedi, ad esempio, S. J. Patterson, The limit set of a Fuchsian group, Acta Math. 136
(1976), pp. 241-273.

8Ricordiamo che tanh(f) = (e'—e™")/(e'+e™") e quindi tanh™!(s) = % log (E) per teR
ed se(—1,1).
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(iii) la frontiera di P in D ¢ unione di archi geodetici;
(iv) per ogni arco geodetico a di P c’¢ un altro arco geodetico o’ di
OP ed un yeG\{id} tale che y(a) = o’.

Sia G un gruppo fuchsiano che opera liberamenteﬂ su D. Esso ¢ al
piu numerabile e possiamo scriverlo come una successione {y,} di elementi
distinti, con y, = identita.

Fissato zy € D, indichiamo con {z, = v,(z0)} 1 punti della sua G-orbita.
Per ogni n poniamo:

(6.4) N, ={z € D| dist(z, z,) < dist(z,z,) Vj # n}.

Poiché le orbite di G sono chiuse in D, abbiamo:

(D ]vaanw se m#n,
(2) U,N, =D (ove N, ¢ la chiusura di N, in D),
(3) gli N, sono domini fondamentali di G.

Sez€dN,, e
(65) diSt(Z, Zn) = diSt(Z, Zm)

per qualche intero positivo m # n. La (6.3) ¢ I’equazione di una retta non
euclidea di D. Pertanto gli N,, sono convessi (non euclidei) di D, in partico-
lare sono insiemi connessi € semplicemente connessi € due a due congruenti
tra loro. Il fatto che G sia propriamente discontinuo ci dice che la frontiera
di N, in D ¢ una spezzata poligonale e che, nel caso in cui 1 vertici siano
in numero infinito, essi non hanno punti di accumulazione in D. Poiché gli
N, sono due a due congruenti tra loro per la metrica di Poincaré, bastera
studiare il dominio fondamentale N,.

DeriNizioNE 6.2. Chiamiamo Ny dominio di Dirichelet, o dominio me-
trico fondamentale di G, di centro z,.

L’aperto Ny ¢ un dominio semplicemente connesso del piano, limitato
da una curva di Jordan. La parte della sua frontiera contenuta in D € unione
di segmenti o semirette o rette (non euclidei) di D che si dicono lati interni,
quella contenuta in S! si dice parte libera e gli archi di S' che la compon-
gono lati liberi di Ny. Gli estremi dei lati (interni e liberi) si dicono vertici
di Ny.

Esempio Sia X = C\Z. Poiché X ¢ iperbolica, ha rivestimento universale

D 5 X. Il dominio di Dirichelet relativo al gruppo G = Aut(D 5 X) ha
necessariamente un numero infinito di lati interni (infatti ¢ invariante per il
sollevamento degli automorfismi z — z + m, per m € Z, di X).

Cid significa che i suoi elementi diversi dall’identita non hanno punti fissi in D.
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Lemma 6.2. Siano G = {y,} un gruppo di Fuchs che opera liberamente
su D, zo un punto di D, ed Ny il dominio metrico fondamentale di G con
centro 7.

[ lati interni di Ny sono due a due equivalenti per I’azione di G. Due
lati interni consecutivi non possono essere equivalenti.

DimosTtrAzIONE. I punti z di un lato interno € di N, appartengono ad una
retta di equazione

dist(zo, z) = dist(z;,z) per qualche j # 0.

Essendo N; = v;(Np), il lato ¢, in quanto lato di N;, & immagine mediante v,
di un altro lato ¢’ di Ny. Se ci fosse un altro lato ¢ di Ny ed una y,€G con
=y, ({"), allora ¢ sarebbe un lato comune a Py ed a P, e tutti i suoi punti
sarebbero allora equidistanti da zo, z;, zx. Questo non ¢ possibile perché vi e
un solo punto equidistante da tre punti distinti assegnati (il loro baricentro).

Osserviamo inoltre che, se y; trasforma un lato interno ¢ di Ny in un
altro lato ¢’ di Ny, poich€ vy; trasforma Ny in N}, la {3z — v;(z)€l’ cambia
I’orientazione indotta sui lati dall’orientazione di ON,. Percio, se € ed ¢’
fossero consecutivi, il vertice £N¢’ sarebbe punto fisso di y;, contro I’ipotesi
che I’azione di G su D fosse libera. O

TeoreMA 6.3. Siano G = {y,} un gruppo di Fuchs che opera liberamente
su D, zo un punto di D, ed Ny il corrispondente dominio di Dirichelet.

Gli elementi di G che trasformano [’uno nell’altro i lati interni di N
formano un suo sistema di generatori.

DivostrAZIONE. Indichiamo con I' I'insieme degli elementi di G che
trasformano un lato di Ny in un altro lato di Nj.

Sia y; un qualsiasi elemento di G. Dico che ¢ possibile trovare interi
non negativi jo = 0, ji, ..., jm, jmr1=J, tali che, perogni h = 0,1,...,m
i poligoni Nj, ed N;,,, abbiano un lato interno in comune. Per dimostrare
quest’affermazione, basta osservare che il complementare € in D dei vertici
dei domini di Dirichelet N, di centri z;, ¢ connesso per archi. Un arco
continuo [0, 1]37—3(7) € Q che congiunga zj a z;, determina una sequenza

th=0<t <+ <ty <ty <ty = 1 di numeri reali e una sequenza
Jo = 0, ji, ..., jms Jme1=j di interi positivi tali che 3(1)eN;, se t;,<t<tj;
perh =0,1,...,m,m+ 1. Ogni N;, ha un lato interno in comune con il

successivo N, .

Allora vy,,, o v}, ! trasformando Np; in Ny,
due lati di Ny, Scfiviamo tali lati come v;,(£) e v;,({’), con € ed ¢’ lati
interni di Ny. Allora risulta v;, (') = vj,,, © y]‘.hl(yjh({’)) = Yj..(£), onde

1 1 R : :
Y5, © Vi (O) = € ey, 0y, ¢ una trasformazione che muta un lato interno

trasforma 1’uno nell’altro
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di Ny in un altro lato interno di Ny. Poiché v; €I, ed abbiamo:

-1 -1 -1
Y] = Y,jnHl = ‘Y,]l © (Y]l o ‘Y]Z) 00 ('ijfl °© Yj/11) o (Yj,n ° Yj/n+l)'
Ci0 dimostra la tesi del teorema. |

7. Esempi

1. Il gruppo I delle trasformazioni

az+c . ..
v(z) = ——, con a, c €Z[i] interi di Gauss
cZ+a

¢ un gruppo di Fuchs propriamente discontinuo. Nella corrispondenza con-
forme di D con il semipiano di Poincaré H esso corrisponde al gruppo mo-
dulare. Notiamo che in questo caso un dominio fondamentale P ¢ il quadri-
latero che si ottiene da un triangolo geodetico infinito con un vertice in 1 ed
un lato sull’asse immaginario, dividendolo in due aggiungendo un vertice
in 0. I due segmenti ottenuti in questo modo sono identificati da I', median-
te I’applicazione y(z)=—z. Abbiamo quindi due lati equivalenti consecutivi,
perché I’azione di I" non ¢ libera, in quanto la simmetria rispetto all’origine
appartiene a I e fissa I’ origine.

2. Dati tre interi positivi p, ¢, r, si indica con (p, ¢, r) il triangolo con an-
goli interni a=m/p, f=mn/q, y=mn/r. Esso ¢ sferico, euclideo o iperbolico a
seconda che la somma o-+f3+y sia maggiore, uguale o minore di . I triango-
li sferici ed iperbolici sono completamente determinati dai tre angoli, quelli
euclidei lo sono a meno di similitudini. Hermann Schwarz, nel 1873, ha
classificato le possibili tassellazioni del piano, dimostrando che esse cor-
rispondono a speciali terne (p, ¢, r) di interi positivi. Nel caso iperbolico,
il piu piccolo triangolo che dia luogo a una tassellazione corrisponde alla
terna (2,3, 7). Le riflessioni rispetto ai lati dei triangoli della tassellazione
generano un gruppo i cui elementi olomorfi formano un gruppo di Fuchs.
Esso contiene il gruppo degli automorfismi del rivestimento universale della
superficie di Riemann della quartica di Klein

Py+y’ +x=0.

In generale, da ogni terna di Schwarz possiamo ricavare un gruppo di Fuchs
come sottogruppo di indice due del gruppo generato dalle riflessioni rispetto
ai lati dei triangoli della tassellazione.






CAPITOLO XI

Superfici di Riemann iperboliche

1. Superfici di Riemann iperboliche compatte
Siano X una superficie di Riemann di tipo iperbolico e
(1.1) n:D—X

il suo rivestimento universale olomorfo. Il gruppo G degli automorfismi
del rivestimento agisce su D in modo olomorfo, propriamente disconti-
nuo e libero ed & quindi un gruppo Fuchsiano. E numerabile e scriveremo
G={y,|neN}, con yy=identita. Indichiamo con N un suo dominio metrico
fondamentale, con centro in un punto zo€D fissato (vedi §6|del Cap[X)).

TeoremMA 1.1. Condizione necessaria e sufficiente affinché X sia com-
patta e che N sia limitato nella metrica di Poincaré.

DiMOSTRAZIONE. Se N ¢& limitato nella metrica di Poincaré, allora N &
compatto ed X=mt(N) ¢ compatto perché immagine continua di un compatto.
Viceversa, supponiamo che X sia compatta. Consideriamo le palle

B, (n)={zeD | dist(z, z9)<n}

di centro zp e raggio n nella metrica di Poincaré del disco. Poiché m ¢
aperta, le loro immagini U,, = n(B,(n)) formano un ricoprimento aperto di
X. Poiché X ¢ compatto ed {U,,} una successione crescente di aperti, potremo
trovare un intero positivo v per cui X=U,.

Ora, se z € N, risulta dist(z,z) < dist(y(zo), z) per ogni Y€G. Poiché
U, = X, per ogni zeD, possiamo trovare 7' €B(z,.v) tale che z’=y(z) per
qualche yeG. Allora

dist(zo, z) < dist(y"'(2), 2) = dist(zo, Y(2)) < V.
Quindi N C B(zp,v). La dimostrazione ¢ completa. O

TeoremA 1.2. Siano X una superficie di Riemann iperbolica compatta
e G il gruppo degli automorfismi del suo rivestimento universale olomorfo.
Allora
1) G e un gruppo fuchsiano di prima specie, finitamente generato;
2) G contiene soltanto trasformazioni paraboliche ed iperboliche;

205
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3) i suoi domini fondamentali N sono poligoni con un numero finito
e pari di lati, tutti interni;

4) due lati consecutivi di un poligono fondamentale N non sono G-
equivalenti.

DiMOSTRAZIONE. Abbiamo dimostrato nel §6]del Cap[X] che il dominio
metrico fondamentale Ny di G & un poligono convesso. Essendo Ny com-
patto, ha un numero finito di lati. Per il Teoremal[6.3|del Cap[X] gli elementi
del gruppo che trasformano I’uno nell’altro i lati di N, generano G, che per-
cio ¢ finitamente generato. Nello stesso teorema abbiamo osservato che i
lati sono due a due equivalenti per I’azione di G, e quindi sono necessaria-
mente in numero pari. Tutti i domini di Dirichelet N, = v,(Ny) hanno lo
stesso diametro finito ¢ (per la metrica di Poincaré di D). Quindi ogni pal-
la B,(0)={weD|dist(w, z)<d} di raggio ¢ di D contiene almeno un dominio
N,. Ne segue che ogni disco euclideo tangente internamente alla frontiera
di D in un qualsiasi suo punto a contiene un N, ed in particolare il suo cen-
tro z,=Y,(zo). Questo dimostra che per ogni 2€S'=0D c’¢ una successione
{1, (20)} convergente ad a. Quindi .Z(G) = S! e G & di prima specie.

Questo completa la dimostrazione di 1).

La 2) ¢ conseguenza del fatto che tutte le trasformazini di Mobius del
disco sono o ellittiche, o paraboliche, o lossodromiche. 1l gruppo G non
puo contenere v ellittiche perché agisce liberamente su D, mentre ogni
trasformazione ellittica ha un punto fisso in D (il centro di rotazione).

I punti fissi di y(z)=(a-z+¢)/(c-z+a) sono soluzioni dell’equazione

¢z’ —2Re(a)z+c=0

e quindi, se w & soluzione, anche ™! & soluzione. Quindi gli elementi ellittici di
Aut(D) hanno un punto fisso interno ed uno esterno al disco, mentre il punto fisso
delle paraboliche o quelli delle iperboliche stanno sulla frontiera S' di D.

Le 3) e 4) si dimostrano, per un dominio fondamentale generale, come
per il dominio di Dirichelet considerato nel Lemma[6.2]del Cap/X| O

2. Triangolazione

Sia X=D/G una superficie di Riemann compatta di tipo iperbolico. Uti-
lizzando un dominio di Dirichelet Ny di G possiamo costruire una sua trian-
golazione geodetica. Ricordiamo che, fissato il suo centro z,, abbiamo
definito

No={z € D | dist(z, zo)<dist(z, Y(z0)), YyeG\{id}}.
Abbiamo dimostrato che ha un numero pari 2e di lati. Cominciamo con
il suddividere N, in 2e triangoli, T4, ..., T»., ottenuti congiungendo 1 2e
vertici di Ny a zy. La loro proiezione su X non € ancora una triangolazione
di X, perché ciascun triangolo ha con un altro da esso distinto tre vertici in
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comune. Dividiamo quindi ciascuno dei 2e triangoli 7; in quattro triangoli
Tj1, Tj, Tj3, Tjy congiungendo tra loro i punti medi dei lati di 7;. Il questo
modo otteniamo una nuova triangolazione {T},|j=1,...,2e, h=1,2,3,4} di
Ny la cui immagine ¢ una triangolazione di X.

Possiamo utilizzare questa triangolazione per calcolare la caratteristica
di Poincaré y di X.

Il numero F delle facce ¢ 8e.

Poiché i lati di Ny sono identificati due a due da G, ogni triangolo T;
contribuisce alla triangolazione di X con 6 lati. Quindi il numero E dei lati
della triangolazione ¢ 12e.

Infine, il numero dei vertici della triangolazione di X ¢ dato dal numero
v dei vertici non G-equivalenti di N, cui va sommato 1 per il vertice zy, 2e
per i punti medi dei lati interni dei triangoli 7}, ed e per i punti medi dei lati
di Ny, in quanto questi vanno identificati due a due:

V=v+l+2e+e=3e+v+1.
Risulta allora:
2.1 y=F—-E+V=8ce—12¢e+3¢e+v+1=v-e+1
e quindi, per il genere g definito day = 2 — 2g abbiamo
(2.2) 2¢=1-v+e.

3. Forma normale

Come nei paragrafi precedenti, supponiamo che X sia una superficie di
Riemann compatta di tipo iperbolico ed indichiamo con G il gruppo degli
automorfismi del suo rivestimento universale olomorfo t : D — X.

Ricordiamo (vedi la Def. [6.1] nel Cap[X) che un dominio fondamentale
per G & un poligono (non euclideo) K in D, tale che m(K) = X, i cui punti
interni non siano due a due tra loro G-equivalenti, mentre i lati sono due a
due equivalenti tra loro.

Un dominio fondamentale K definisce una ftassellazione {y(K)|yeG} di
D. Abbiamo cioe

3.1 Y1(K) nl’z(K) =0, se yi#y2,
' UyeG Y(K) =D.

Due poligoni y,(K) e y,(K) con y;#Y, hanno al pill un lato in comune e
questo avviene se e soltanto se y; 'y, & una trasformazione che trasforma un
lato di K in un altro lato di K. L’argomento utilizzato nella dimostrazione
del Teorema [6.3|del Cap[X]si generalizza a domini fondamentali qualsiasi.
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TeorREMA 3.1. Se K ¢ un dominio fondamentale di G, allora le trasfor-
mazioniy € G che trasformano ['uno nell’altro i lati di K generano G. O

La costruzione fondamentale. Siano K un poligono fondamentale di
G e 4 una sua diagonale, che lo divide in due poligoni K’ e K”'. Supponiamo
vi siano due lati G-equivalenti ¢’, ¢ di K da parti opposte rispetto a 4, in
modo che, ad esempio, sia ¢’ ¢ K’ ed ¢” ¢ K”. Se vy € G trasforma ¢’ in
¢”, allora i punti interni di K” Uy(K’) formano un nuovo poligono K, che &
ancora fondamentale ed ha numeri di lati e di vertici non superiori a quelli
di K.

Diciamo che K ¢ stato ottenuto da K mediante la costruzione fondamen-
tale relativaad ed €.

TeorREMA 3.2. Esiste un poligono fondamentale K di G in cui tutti i
vertici sono G-equivalenti.

DimosTtrAZIONE. Fissiamo un punto a di D ed un dominio fondamentale
K di G che, tra quelli che hanno un vertice uguale ad a, abbia il numero
minimo di vertici non G-equivalenti ad a.

Supponiamo per assurdo che uno dei vertici di K non sia equivalente
ad a. Sia b il primo vertice, nell’ordinamento ciclico dei vertici corrispon-
dente all’orientazione di JK, che non sia G-equivalente ad a e ¢ il vertice
consecutivo a b. Il vertice a’ precedente a 6 ¢ equivalente ad a. I due lati
[4’, 6] e [b, c], essendo consecutivi, non sono equivalenti e possiamo quindi
eseguire la costruzione fondamentale relativa al lato [ 6, c] ed alla diagonale
[4’, ¢]. Abbiamo cioe incollato il triangolo A(a’, b, ¢) lungo un lato [#', ¢'] di
K” = K\A(d, b, ¢). Il nuovo dominio fondamentale ha almeno un vertice in
pit (I'immagine di a’) G-equivalente ad a. Questo contraddice la scelta di
K come di un dominio fondamentale con un numero minino di vertici non
equivalenti ad a. Ciod prova che tutti i vertici di K sono equivalenti ad a e
completa la dimostrazione del teorema. O

Osserviamo ora che se K ¢ un dominio fondamentale con tutti i vertici
G-equivalenti, ogni nuovo poligono fondamentale ottenuto da K mediante
la costruzione fondamentale ha ancora tutti i vertici G-equivalenti.

Per il calcolo della caratteristica di Poincaré fatta utilizzando una trian-
golazione di un dominio fondamentale nel paragrafo precedente, ricavia-
mo che il numero di lati di un dominio fondamentale con tutti i vertici G
equivalenti ¢ 4g, ove g ¢ il genere di X.

Fissiamo un dominio fondamentale K con tutti i vertici G-equivalenti
e sia py il punto di X corrispondente ai vertici di K. Allora ogni lato di
K ¢ il rilevamento di un laccetto in py. Fissiamo un vertice a di K ed in-
dichiamo con ¢y, ..., {,, 1 lati consecutivi, a partire da a, con il verso di
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percorrenza dato dall’orientazione della frontiera di K. Le loro proiezioni
n(ty), ..., m(t) sono laccetti in py, le cui classi di omotopia oy, ...,
generano il gruppo fondamentale (X, py), con la relazione - - -0, = 1,
perché K ¢ contrattile.

Per descrivere K, useremo la convenzione di rappresentare il suo pe-
rimetro 0K mediante la stringa dei laccetti corrispondenti ai suoi lati con-
secutivi a partire da un vertice a fissato, indicando ciascun laccetto con
una lettera, ed utilizzando la stessa lettera per ciascuna coppia di lati G-
equivalenti, con un esponente —1 per uno di essi. Infatti, ad una coppia di
lati equivalenti corrisponde la coppia di un laccetto e del suo opposto. Use-
remo poi la parola lato (oggetto in dK) e laccetto (oggetto in X) in modo
intercambiabile, ove cid non provochi confusione.

Con queste convenzioni abbiamo:

TeorEMA 3.3. Se X ha genere g, allora esiste un poligono fondamentale
di G, con i vertici tutti G-equivalenti, della forma

(3.2) 0K = hkihi'ki' - hokohy 'k,
DimosTrRAZIONE. Scriviamo la frontiera di K nella forma:
0K =61ty Cro_16n, .

Sappiamo che per ogni indice j = 1, ..., 2e — 1 vi ¢ uno ed un solo indice
J'# j+1taleche ¢y = {;', eche b5 # (7.

Scegliamo ora come K un poligono fondamentale con tutti i vertici
G-equivalenti e con un perimetro 0K in cui sia massimo il numero dei la-
ti organizzati, rispetto all’ordine ciclico, in sequenze della forma hkh~'k".
Dico che allora per il perimetro di K vale la (3.2).

Infatti, se cosi non fosse, ci sarebbe un lato A, con distanza ciclica mi-
nima da A™!, non organizzato in una sequenza di questa forma. Avremo
allora:

(3.3) 0K = MiALM'Zn'0

ove ciascuna delle lettere maiuscole A, E, © indica delle spezzate poligonali
ed ogni sequenza hkh~'k~! sulla frontiera di K & contenuta in una di esse.

Sia 4 la diagonale che unisce I’estremo di A comune a p con il corri-
spondente estremo di A~!. Poiché p & dalla parte opposta di pu~! rispetto a
d , possiamo fare la costruzione fondamentale relativa a 4 e p. Per il nuovo
poligono fondamentale K’ cosi ottenuto vale la formula:

OK' = Md MV 'EAL'O = £7'ONL VEA.

Sia ¢ la diagonale che unisce i primi estremi di 4 e di 4~'. Essa lascia A e
A~! da parti opposte e possiamo quindi eseguire I’operazione fondamentale
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relativa a § e A, ottenendo un nuovo poligono fondamentale K" con
K" = d7'8487'OEA,

in cui il numero degli elementi organizzati in sequenze hkh~'k~! & aumen-
tato rispetto a K. Cio contraddice la scelta di K: ne segue la tesi. O

CoroLrLario 3.4. Il gruppo fondamentale di una superficie di Riemann
compatta di genere g ¢ isomorfo al quoziente del gruppo libero generato da
2g lettere ay, . .., a4, b, ...b, modulo la relazione

(3.4) alblaflbfl -~~ct(g,laga;119;,1 = e. 0

CororLarIO 3.5. Una superficie di Riemann compatta di genere g é
omeomorfa alla sfera con g manici. O

Su una superficie di Riemann compatta (di tipo iperbolico) e genere
g, fissiamo un punto py € una base [ai],...,[a,],[b1],...[b,] del gruppo
fondamentale (X, py). Possiamo scegliere i rappresentanti delle classi
[ail,...,[agl,[b1],...[bg] in modo che gli ay,...,a,,bi,...b, corrispon-
denti siano laccetti geodetici. Allora il laccetto a;bya;'by" - - - agba,'by' si
rialza in D al perimetro di un dominio fondamentale.

TeoreMA 3.6. Una superficie di Riemann compatta e iperbolica se e
soltanto se ha genere g > 2.

DimosTtrAZIONE. Se K ¢ un poligono fondamentale di G = 4ut(D 5 X)
con tutti i vertici G-equivalenti, la somma degli angoli interni dei poligoni
v(K) adiacenti a K in un vertice w fissato ¢ uguale a 27, ma questo valore ¢
anche uguale alla somma degli angoli interni di K. Questo ci dice che K ha
necessariamente piu di quattro lati, perché la somma degli angoli interni di
un quadrilatero del piano iperbolico € sempre strettamente minore di 2z7. O

A questo punto possiamo elencare le superficie di Riemann in base al
tipo (a meno di equivalenza biolomorfa):

(1) la sfera di Riemann CP' & I’unica superficie di tipo ellittico (di
genere 0);

(2) C ¢ I’unica superficie di tipo parabolico semplicemente connessa;

(3) C* ¢ I'unica superficie di Riemann di tipo parabolico che non sia
né semplicemente connessa né compatta;

(4) itori complessi sono le superfici di Riemann di genere 1 (compatte
e paraboliche);

(5) tutte le altre superfici di Riemann, compatte o non compatte di

genere g > 2, sono iperboliche.
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4. Automorfismi delle superfici di Riemann

Siano X una superficie di Riemann ed Aut(X) il gruppo dei suoi auto-
morfismi olomorfi. Abbiamo gia osservato che:

(1) Aut(CP") = {y(z) = z:b

sformazioni di Mobius;

(2) Aut(C) = {y(z) = az+b | a € C, b € C} ¢ il gruppo delle
trasformazioni affini della retta complessa, che coincidono con le
similitudini del piano euclideo che preservano 1’orientazione;

(3) Aaut(C)={y(x) =a-z*' |a e C"};

4) Aut(T,) = T;<xR(h)ovet € {z€ C|Imz > 0, [Rez| < 1/2, |z| > 1}
ed R(h) ¢ il gruppo moltiplicativo delle radici h-esime dell’unita,
con h=6 se T=¢"3, ¢*i/3; h=4 se t=i; h=2 altrimenti;

ad — bc = 1} ¢ il gruppo delle tra-

az+c¢

(5) Aut(D) = {y(z) - a, beC, |a|2—|c|2:1};

(6) Aut(D*) = {y(z) = €z | @ € R} ¢ il gruppo delle rotazioni intorno
all’origine;
(7) Aut({r < |zl < R}) = {y(z) = €?z| 6 € R} U {"rR/z | 8 € R}.
Nei primi cinque casi, il gruppo degli automorfismi opera transitivamente
su X e dunque X ¢ uno spazio complesso omogeneo. Nei casi 6) e 7) le
orbite del gruppo degli automorfismi sono dei continui.

Il teorema seguente ci dice che i primi cinque casi esauriscono 1’elen-
co delle superfici di Riemann omogenee ed i sette, a meno di equivalen-
za conforme, quello delle superfici di Riemann che ammettono un gruppo
continuo di automorfismi.

Ricordiamo che I’azione di un gruppo G su uno spazio localmente com-
patto X si dice propriamente discontinua se, per ogni compatto K di X il
numero di y di G per cui K Ny(K) # 0 ¢ finito.

TreoremA 4.1 (Schwarz). Sia X una superficie di Riemann non biolomor-
fa ad una delle sette classi di superfici di Riemann elencate sopra. Allora
Aut(X) opera su X in modo propriamente discontinuo. In particolare, se X
e compatta e di tipo iperbolico, allora Aut(X) e finito.

DimosTtrAZIONE. Possiamo limitarci a considerare superfici di Riemann
iperboliche.

Siano X una superficie di Riemann iperbolica, m:D—X il suo rivesti-
mento universale e G il gruppo degli automorfismi del rivestimento. Il grup-
po Aut(X) degli automorfismi olomorfi di X ¢ isomorfo, in modo naturale,
al quoziente N(G)/G, ove N(G) ¢ il normalizzatore di G in Aut(D):

4.1) N(G) = {y € 4ut(D) | y 'Gy = G}.
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Poiché G ¢ propriamente discontinuo, basta verificare che N(G) ¢ anch’esso
propriamente discontinuo.

Dividiamo la dimostrazione di questo fatto in una serie di lemmi. Te-
niamo conto nel seguito che, per le trasformazioni di Mobius, la convergen-
za puntuale implica quella uniforme sui compatti se il limite € anch’esso
una trasformazione di Mobius: ci0 segue dal fatto che, se y € Aut(CPY e
v(z;)=w; per tre punti distinti z;, 2, 23, allora

(wy twr w3 1 Y¥(@) = (21 : 223 :2), VzeCP.

Lemma 4.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sottogruppo
G di Aut(D) sia propriamente discontinuo é che non esista una successione
{yn} di elementi distinti di G tale che y,(z)—z per ogni z€D.

DimosTtrAZIONE. La necessita ¢ ovvia. Dimostriamo la sufficienza. Se G
non ¢ propriamente discontinuo, possiamo trovare a, b€D tali che, per una
successione {y,} di elementi distinti di G, risultiﬂ vu(a) — b.

Poniamo 6, = y,(a). Se fosse §,=b per infiniti n, a meno di passare
a una sottosuccessione potremmo supporre che 5,=56 per ogni n. Allora le
Vn © 71‘1 sarebbero infinite rotazioni di centro b6 tutte distinte e chiaramente
il gruppo G, contenendo un sottogruppo infinito di rotazioni di centro 5 non
sarebbe discontinuo.

Se b,#b per infiniti n, potremo allora supporre che

0 < dist(b,11,b) < dist(b,,b) perognin.

In particolare 7, = 7,41 © ;' non pud essere una rotazione di centro b.
Poiché n,(b,) = b,,,, abbiamo
w =1,z con W__—b"“ = eie"ﬂ, ove 0 <6, < 2,
I - bn+lw I - an
ed 77, €, per ogni n, una trasformazione diversa dall’identita.

A meno di passare a una sottosuccessione, possiamo supporre che la
{6,} converga ad un 6€[0, 2xr]. Allora n,(z) — n(z) per ogni z € D, ove g ¢
definita da:

w—b _ S92 b

1 - bw 1-bz
Poiché n ¢ una rotazione di centro b e nessuna delle 77, ¢ una rotazione di
centro b, a meno di passare ad una sottosuccessione possiamo supporre che

! Supponiamo infatti che vi sia un numero reale R, con 0<R<1, tale che, per K={|z|<R},
risulti KNy(K)#0 per infiniti elementi y di G. Poiché Aut(D) ¢ una famiglia normale di
0(D), (Teorema di Vitali-Montel), possiamo trovare una successione {y,} di elementi di-
stinti di G, che converge uniformemente sui compatti di D ad una funzione fe&'(D), e
due successioni {a,}, {#,} in K, con 6,=Y,(a,). Possiamo, a meno di estrarre una sottosuc-
cessione, supporre che {a,} converga ad un elemento acK e {6,} a b=f(a)eK. Poiché la
convergenza delle vy, ¢ uniforme, abbiamo allora anche y(a) — 6.
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tutti gli elementi {,} siano distinti. Allora {r;!, o n,} & una successione di
elementi di G\{id} che converge ad id. Cio contraddice il fatto che G sia
propriamente discontinuo. La dimostrazione ¢ completa. O

Lemma 4.3. Se y,n € Aut(D)\{id} e y on = n oy, allora y ed n hanno
gli stessi punti fissi.

DimMosTrAZIONE. Sia a un punto fisso di . Poniamo y(a) = b ed n(b) =

c. Allora
b =ry(a) =yonla)=noya)=nb).

Ci0 dimostra che y trasforma punti fissi di 7 in punti fissi di . Analoga-
mente, 7 manda punti fissi di y in punti fissi di 7.

Consideriamo ora i diversi casi possibili:
(i) Se n ¢ ellittica, allora ha un solo punto fisso a in D e dunque necessaria-
mente y(a) = a ed a ¢ anche punto fisso di y. L'ulteriore punto fisso di 7 e
¥ si ottiene da a per riflessione rispetto ad S'.
(if) Se 1 & parabolica, ha un unico punto fisso a che appartiene ad S', e che
¢ anche un punto fisso di y. La y non puo avere un ulteriore punto fisso b
perché allora dovrebbe essere anche n(b) = b # a.
(iii) Se n & iperbolica, con punti fissi a, b in S', ed a, b non fossero anche
punti fissi di y, allora y(a) = b e y(b) = a. Poiché la y definisce una
trasformazione proiettiva di S' ~ RP' in s¢ che mantiene 1’orientazione,
la y trasformerebbe S! in s¢ senza punti fissi. Dovrebbe allora essere una
rotazione ellittica di D con centro in un punto ¢ € D, ma questo non ¢
possibile per la discussione del punto (7). O

CoroLrLarIO 4.4. Ogni sottogruppo abeliano di Aut(D) ¢ elementare.
a

Completiamo ora la dimostrazione del Teorema . 1]

Supponiamo che N(G) non sia discontinuo su D. Possiamo allora tro-
vare una successione {y,} € N(G) \ {id} che converga ad id in D.

Se G = {id}, allora siamo nel caso (5) (X =~ D).

Se invece G contiene una trasformazione n diversa dall’identita, osser-
viamo che y; ! o507, € G per ogni n e dunque anche p™' oy, ' ooy, € G
e converge ad id in D. Poiché G ¢ discontinuo, questa relazione implica che
esiste un v € N tale che

]7_1 oy;1 onovy, =id Vn>v.
Per il Lemma allora tutte le v, hanno, per n > v, lo stesso insieme di punti
fissi di . Poiché 7 € G\ {id} era stata scelta in modo arbitrario, ne segue che
G ¢ un gruppo elementare di automorfismi di D, con un insieme comune di

punti fissi. Per il teorema di classificazione dei gruppi elementari, abbiamo
allora le seguenti possibilita:
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(@) il gruppo G ¢ un gruppo di trasformazioni paraboliche con un unico
punto fisso comune a € S': allora X ~ D*;
(i) il gruppo G si puo rappresentare come il gruppo ciclico delle trasforma-
zioni del semipiano di Poincaré H generato dalla y(z) = k - z con k reale e
>1: allora X & biolomorfo all’anello {1<|z|< exp(27?/ log k)}.

La dimostrazione ¢ completa. O

5. La formula di Riemann-Hurwitz

Siano X e Y due superfici di Riemann compatte, di generi g(X) e g(Y)
rispettivamente.

TeoremMA 5.1 (Riemann-Hurwitz). Sia f : X — Y una funzione olomorfa
non costante. Allora:

(i) f e aperta e surgettiva;
(if) possiamo trovare un sottoinsieme finito A di Y tale che

X\f(4) - 1\
sia un rivestimento con un numero finito n di fogli;

(iii) Per ogni x € f~'(A) possiamo scegliere opportune coordinate olo-
morfe zin x e winy = f(x) in modo tale che la f si rappresenti,
in un intorno di x, mediante

(5.1) w=7z"

per un intero positivo v = v(x). Il numero v non dipende dalla
scelta delle coordinate z, w. Se v > 1 diciamo che x é un punto di
ramificazione di f.

(iv) Vale la formula:

(5.2) 2%(X)-2=n Q-+ Y (x)-1)
ove n ¢ il numero di elementi della fibra generica di f.

DimosTtrAzZIONE. La (i) € ovvia in quanto le funzioni olomorfe non co-
stanti di una variabile complessa sono aperte: quindi f(X) ¢ aperto ed ¢
anche chiuso in Y perché f(X) ¢ compatto in quanto f & continua ed X
compatto. Poiché Y ¢ connesso, abbiamo allora f(X) =Y.

La (ii) segue dal fatto che i punti x € X in cui df(x) = 0 sono isolati
e quindi formano un insieme finito E. Poniamo A = f(FE). La dimensione
della fibra nei punti di Y\A ¢ localmente costante, e quindi costante perché
Y\A & connesso. Si verifica allora facilmente che f : X\f'(A) —» X\A ¢
un rivestimento a n fogli, dove n ¢ il numero di punti della fibra generica.

La (iii) € ovvia per le proprieta locali delle funzioni olomorfe.
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Per dimostrare la (iv), scegliamo una triangolazione di Y in cui tutti
i punti di A siano dei vertici. Indichiamo con V(Y), E(Y), F(Y) rispetti-
vamente il numero dei vertici, dei lati e dei triangoli della triangolazione.
Allora:
(5.3) 2-2e(V)=x(Y)=V()-EX)+ F().

Mediante la f, questa triangolazione di Y si solleva a una triangolazione di
X. Indichiamo con V(X), E(X), F(X) rispettivamente il numero dei vertici,
dei lati e dei triangoli di questa triangolazione.

Abbiamo allora: E(X) =n- E(Y), F(X) =n- F(Y). Sia V;(Y) il numero
dei vertici della triangolazione di Y che non stanno in A. Ad ognuno dei
vertici della triangolazione di Y che non appartiene ad A corrispondono n
vertici distinti della triangolazione di X. Ad un vertice y di A corrispondono
invece m = m(y) < n vertici x, ..., X, in X e

v(x) + -+ v(x,) =n.

Abbiamo quindi:

VX)=n-Vi(Y)+ ZyeAm(y).
Osserviamo ora che

my)=n-—p, . 0x)=1).

Risulta percio:

Ve =n- i+ (=YL o =)
=n- V() - erx(v(x) ~1).
Da questa segue la formula in (iv). O

Esempio 5.1. Definiamo f : CP' — CP' mediante f(z) = z* se zeC
ed f(c0) = oo. Allora 0 ed oo sono i punti di ramificazione con v(0) =
v(c0) = 2. Poiché g(CP') = 0, sostituendo nella formula di Riemann-
Hurwitz abbiamo: 0 -2 =2-(0-2)+ (1 + 1).

5.4

Dalla formula di Riemann-Hurwitz ricaviamo il

TeoremA 5.2 (Weber). Siano X e Y due superfici di Riemann compatte.
Se esiste una f : X — Y olomorfa non costante, allora g(X) > g(Y).

Se g(X) =g(Y) =0, allora ) ,cxv(x)— 1 =2n - 2.

Se g(X) = g(Y) =1, allora f non ha punti di ramificazione.

Se g(X) = g(Y) > 2, allora f é biolomorfa. O






CAPITOLO XII

Il Teorema di Riemann-Roch

1. Fibrati in rette olomorfi

Siano X una superficie di Riemann e § = {F X } un fibrato differen-
ziabile in rette complesse su X.
Ricordiamo che questo significa che

F (lo spazio totale) ed X (la base) sono varieta differenziabili;

. F — X € una sommersione differenziabile;

su 7~ !(p), per ogni p € X, & definita una struttura di spazio vetto-
riale complesso di dimensione uno;

e per ogni punto p di X possiamo trovare un intorno aperto U di p in
X ed un diffeomorfismo ¢ : U X C — n~!(U) con

rod(p,\)=p, VpeU VYLeC,
(L.1) 3¢(p, M +22) = ¢(p, M) + d(p, M2), D(p, Mi-ha) = hi-§(p, o),
Vpe U, Y\, h €C.

Chiamiamo la coppia (U, ¢) una trivializzazione locale del fibrato E.
Il dato 4 = {(U;, ,)} di una famiglia di trivializzazioni locali di & con
\JU; = X si dice un atlante di tivializzazione di §. Se U; N U; # 0, allora

¢;' 0 pip, M) = (p, 81.j(p)-M), YpeUNU;, YAEC, con g; ;€€ (U;NU;,C").
Le g; j sono le funzioni di transizione di § per I’atlante di trivializzazione 4.

Dermizione 1.1. Chiamiamo olomorfo un atlante di trivializzazione 4
le cui funzioni di transizione siano olomorfe.

Chiamiamo equivalenti due atlanti di trivializzazione olomorfi 4, 4’ per
cul 4 U 4’ sia ancora un atlante di trivializzazione olomorfo.

Chiamiamo fibrato in rette complesse olomorfo il dato di un fibrato dif-
ferenziabile in rette complesse § e di una classe di equivalenza di suoi atlanti
di tivializzazione olomorfi.

DEeriNIZIONE 1.2. Due fibrati in rette olomorfi E;={F; Ox } (i=1,2) sulla
stessa base X si dicono equivalenti se vi € un’applicazione ® : F; — Fj,

217
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biolomorfa e lineare sulle fibre, che renda commutativo il diagramma

(0]

N A

Ci0 significa che, se U ¢ un qualsiasi aperto di X che sia di trivializza-
zione per entrambi 1 fibrati, dette y;:U X C — 7rl.‘1(U ) (i=1,2) le relative
trivializzazioni, abbiamo

Yyl o @ o yi(p, ) = (p,h- f(p), Y(p,M) € UXC, con fe O ).

Le funzioni di transizione caratterizzano il fibrato a meno di equivalenza.

Fy F>

ProposizioNe 1.1. Siano U={U;} un ricoprimento aperto di X e {g; ;}
una famiglia di funzioni di transizione su U. Abbiamﬂ cioe
(1.2)

8, €0W.)), gip)=1, Vpe Ui, g (pgip)gri(p) =1, Yp€ U

LN . . . T
Allora vi ¢, a meno di equivalenza, un unico fibrato olomorfo E={F — X}
per cui la {g; ;} sia una famiglia di funzioni di transizione.

DimosTrAZIONE. 1l fibrato F si pud definire come il quoziente dell’unio-
ne disgiunta dei prodotti cartesiani U; X C modulo la relazione di equiva-
lenza che identifica (p;, A)eU; X C e (p;,Aj)eU; x C se p=p; € UNU; ¢
Ni=g;i(p)hi. 0

Si puo verificare che vale il seguente :

TeoreMA 1.2. Siano E={F —> X} ed Ww={F' — X} due fibrati in rette
olomorfi su X, U={U,;} un ricoprimento di X mediante aperti di trivializza-
zione per entrambi i fibrati e {g;;}, {g};} le rispettive funzioni di transizione.
Condizione necessaria e sufficiente affinché i due fibrati siano equivalenti é
che esista una famiglia di funzioni olomorfe {f; € 0*(U,)} tale che

(1.3) o) = fip) - gi(p) - f;7'(p)  Ype Ui O
1.1. Prodotto tensoriale di fibrati. Se £,={F) SN X}, per h=1,...,n,
sono fibrati olomorfi in rette, che, per uno stesso ricoprimento U={U,} di X,
con aperti che sono di trivializzazione per tutti i fibrati, hanno funzioni di
transizione {gE?eﬁ*(Ui, i} (h=1,...,n), allora le
(g) g e 0°(U)

l,]
sono le funzioni di transizione del fibrato in rette

E1®---Q®E,={F® ---®F, > X}.

..... s
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1.2. Duale, potenza tensoriale. Se E={F R X} € un fibrato in ret-
te olomorfo, con funzioni di transizione {g;;} per un ricoprimento aperto
Uu={U;} di X, allora le {g;}} sono le funzioni di transizione di un fibrato
E-'={F~'— X}, che si dice duale di E.

Piu in generale possiamo definire il fibrato & = {F* — X}, per k intero,
mediante le funzioni di transizione { gfje 0" (U; )}

1.3. Fibrato canonico. Indichiamo con w = {Q — X} il fibrato cano-
nico, definito a partire da un atlante complesso U = {(U,;, z;)} di X mediante
le funzioni di transizione g;; = dz;/dz; su U;j # 0. Esso coincide con la
parte olomorfa del complessificato del fibrato cotangente 7*X di X.

1.4. Sezioni olomorfe. Sia € = {F N X} un fibrato olomorfo in rette.
Ricordiamo che una sezione di & su un aperto U di X ¢ un’applicazione
s : U — F per cui mos(p) = p per ogni peU.

DeriNizioNE 1.3. Una sezione s di € su un aperto U di X € olomorfa se,
per ogni trivializzazione olomorfa ¢ : W X C—n~'(W),con W Cc U, ¢

(1.4) s(p) = ¢(p, s4(p)), Yp e W, con s4€ O(W).

Se € ¢ definito da un ricoprimento aperto {U,},; di X e da una famiglia
di funzioni di transizione {g; ;}, una sezione s di § su X ¢ definita dal dato,
su ciascun aperto U;, di una funzione olomorfa s;, con la proprieta che

si(p) = gi.j(p) - si(p), Ype Uj, Vi, .

Indicheremo a volte la sezione s con la famiglia (s;) delle sue trivializ-
zazioni.

DermizioNE 1.4. Indichiamo con H(X, F), oppure con O(X, F), lo spa-
zio delle sezioni olomorfe s di F.

Diciamo che una sezione s € (X, F) ha uno zero di ordine m in un
punto py € X se, in una carta coordinata locale (U, z) di X, con centro in py
e per cui (U, ¢) sia di trivializzazione per g, ¢ s(p) = ¢(p, 2" f(p)) per una
feO(U) con f(py)#O0.

. . . . T
Lemma 1.3. Siano X una superficie di Riemann connessa e E={F — X}
un fibrato in rette olomorfo. Gli zeri di una sezione olomorfa s € O(X, F)
non identicamente nulla sono isolati. O
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2. Funzioni meromorfe e fibrati olomorfi in rette

Siano X una superficie di Riemann connessa, § = {F N X} un fi-
brato olomorfo in rette, 4 = {(U;, ¢;)} un suo atlante di trivializzazione e
{81,j€0" (U, j)} le sue funzioni di transizione. Se s=(s;), §'=(s}) sono due
sezioni olomorfe di §, con s’ non identicamente nulla, allora

i _ 8ijSi _ Si
" v
J

= = su Ul' i
’ ’ »J
Si g,‘ij S
Il rapporto s/s” definisce quindi senza ambiguita una funzione meromorfa

f su X. Viceversa vale il :

TeoreMa 2.1. Sia f : X — CP' una funzione meromorfa su una superfi-

cie di Riemann X. Allora esistono un fibrato olomorfo in rette § = {F SN ¢ }
e due sue sezioni s=(s;), s'=(s’) tali che f=s/s'. Il fibrato § e determinato
dalla f a meno di equivalenza.

DimostrAzZIONE. Sia A I’insieme dei punti di X in cui la f abbia o uno
zero o un polo. Poiché A ¢ un insieme discreto, possiamo trovare un rico-
primento aperto {U;} di X tale che, per ogni indice i, I’intersezione U; N A
contenga al pilt un punto. Possiamo ancora supporre che ciascuno degli
U; sia biolomorfo a un disco e quindi rappresentare la f su U; come un
quoziente :

2.1) =P« u,
qi
con p;,q; € O(U;) e con una delle due funzioni priva di zeri in U;. Se
U,',j * @, allora
Di

pi _ P su U;; equindi g;;=— = 9i ¢ 0 (Uy)

qi 4 pj 4;
definisce un fibrato olomorfo in rette § su X ed s=(p;), s'=(¢;) definiscono
due sezioni di F con f = s/s".

Una diversa scelta delle rappresentazioni locali della funzione mero-
morfa f ci da, su un ricoprimento aperto che possiamo supporre sia lo stesso
utilizzato nella prima parte della dimostrazione, due nuove famiglie di fun-
zioni olomorfe (p! € O'(U;)) e (q. € O(U,)), tali che una delle due funzioni
pi'Pi» gi*q; non ha zeri in U; ed f|y, = p}/q.. Dette

, _Pi_ 4
ijT T
J J

(S ﬁ*(Ui,j)

le funzioni di transizione del nuovo corrispondente fibrato &', e posto h; =
pilp, = qilq, € O*(U,), risulta g;; = hi-g;j-hj‘.l e quindi i due fibrati € e &
sono equivalenti. O
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3. Divisori

Sia X una superficie di Riemann connessa. Ad una funzione f, mero-
morfa su X e non costantemente uguale a 0 o a co, associamo 1’applicazione

(3.1 div(f): X - Z

che, in un punto p € X vale m > 0 se f ha in p uno zero di ordine m, vale
—m < 0 se f hain p un polo di ordine m e vale O se in p la f non ha né uno
zero, né un polo.

Derinizione 3.1. La funzione (3.1)) si dice il divisore di f.
Piu in generale, un divisore su X ¢ una qualsiasi funzione

(3.2) D:X — Z, taleche supp(D) = {x € X | D(x) # 0} sia discreto.

Indichiamo con H(X, D) lo Z-modulo dei divisori su X, e con H’(X, D)
il sottoinsieme di H(X, ) formato dai divisori D con D(p) > 0 per ogni
p € X. Con le usuali operazioni di somma di funzioni H°(X, D) & un gruppo
abeliano (uno Z-modulo) ed H’(X, D*) un monoide abeliano.

Gli elementi di H'(X, D) si dicono divisori meromorfi, quelli di H'(X, D)
divisori olomorfi, o positivi.

Se Dy, D, € H(X, D), diciamo che D; < D, se Di(p) < D1(p) per ogni
p€X.

NortazionEe 3.1. Dato un sottoinsieme discreto {p;} di punti distinti di X
e, per ciascuno di essi un intero v;, indicheremo nel seguito con

Vi, se p = Pi’

3.3 v;p; 1l divisore D(p) =
(33) PRT: ) {O e rdin

Dato un divisore meromorfo D € H°(X, D), possiamo ricoprire X con
una famiglia U = {U;} di aperti biolomorfi al disco e tali che U; N supp(D)
contenga al pit un punto. Su ciascun U;, possiamo poi definire una funzione
meromorfa f; tale che div(f;) = D|y,. Allorale g;; = fi/f; € 0*(U,;) sono
le funzioni di transizione di un fibrato in rette olomorfo (7 : F — X). Una
diversa scelta delle funzioni meromorfe f; darebbe un altro fibrato in rette
olomorfo, ad esso equivalente.

Questa costruzione ci permette quindi di associare, ad ogni divisore me-
romorfo D € H°(X, D), una classe di equivalenza di fibrati olomorfi in rette,
che indicheremo con {D}.

Osserviamo che ogni divisore meromorfo D € H°(X, D) si pud scrive-
re in modo unico come differenza Dy — D, di divisori olomorfi Dy, D,
con supp(Dy) N supp(Ds) = 0. Per i corrispondenti fibrati in rette olomorfi
abbiamo {D} = {Dy} - {Ds}".
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4. Equivalenza lineare

Sia X una superficie di Riemann connessa. Indichiamo con M*(X) I’in-
sieme di tutte le funzioni meromorfe su X, che non siano né identicamente
uguali a 0 né identicamente uguali ad co. Esse formano un gruppo abeliano
rispetto alla moltiplicazione e 1’applicazione

(4.1) M*(X) 5 f — div(f) € H(X, D)

che associa ad ogni funzione il suo divisore ¢ un omomorfismo di grup-
pi abeliani. In particolare, I’immagine div(M*(X)) ¢ un sottogruppo di
H(X, D).

DEermizionE 4.1. Chiamiamo principale il divisore di una funzione me-
romorfa. Due divisori meromorfi D;, D, € H°(X, D) si dicono linearmente
equivalenti, ed in questo caso scriviamo D; = D,, se differiscono per un
divisore principale. In particolare D = 0O significa che D ¢ il divisore di una
funzione meromorfa.

Le classi di equivalenza rispetto all’equivalenza lineare sono gli elemen-
ti del gruppo quoziente H(X, D)/ div(M*(X)).

Esempio 4.1. Fissiamo m punti distinti py, ..., p,, sulla sfera di Riemann
CP' ed m interi vy, . .., v,, € Z. Condizione necessaria e sufficiente affinché
il divisore D = ¥/, v;,p, su CP' sia principale & che 37, v, = 0.

DEerNizione 4.2. Se D € H(X, D) & un divisore meromorfo, il sistema
lineare definito da D ¢ I'insieme
(4.2) ID| = {A € H'(X, D") | A = D}
dei divisori olomorfi linearmente equivalenti a D.

Se i due fibrati in rette olomorfi & = {F, —m—>X} e& ={F 2£—>X} sono
equivalenti, allora risulta determinato un isomorfismo canonico tra gli spazi
delle loro sezioni olomorfe. Quindi:

dato un divisore meromorfo D € H°(X, D), gli spazi O(X,F) delle
sezioni olomortfe dei fibrati F' € {D} sono canonicamente isomorfi tra loro.

NotazionE 4.1. Scriveremo H(X, (D)) ~ O(X, F) se F € {D)} e chia-
meremo questo insieme lo spazio delle sezioni olomorfe associato a D. Ad
ogni sezione s di H(X, (D)) possiamo associare in modo naturale il divi-
sore olomorfo che ha come supporto I’'insieme dei suoi zeri e come valori 1
loro ordini e che indicheremo con div(s).

Abbiamo allora:

Proposizione 4.2. Sia D un divisore meromorfo su una superficie di
Riemann connessa X. Allora

(4.3) DI = {div(s) | s € HY(X, G(D)\{0}).
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DimostrAZIONE. Sia A un divisore olomorfo tale che D—A sia il divisore
di una funzione meromorfa peM*(X). Ricopriamo X con una famiglia {U,}
di aperti biolomorfi al disco, ciascuno dei quali contenga al pit un punto di
supp(D) U supp(A). Siano f; e h; funzioni, la prima meromorfa, la seconda
olomorfa su U,, tali che div(f;) = D|y, e div(h;) = Aly, per ogni indice i. Le
gi.j=fil fj € O(U, ;) sono le funzioni di transizione di un fibrato (5t : F — X)
per cui O(X, F)=H’(X, 0(D)). Per ipotesi, ci sono funzioni y;€0*(U,) tali
che

hiy; = fi-¢, perogni i.
Le s;=h;-y;€0'(U;) soddisfano la relazione s;=g; ;s; su U; ; e quindi (s;) defi-
nisce una sezione olomorfa del fibrato F, che ha divisore A. Questo dimostra
che |D| C {div(s) | s € H'(X, O(D))\{0}}.

Dimostriamo I’inclusione opposta. Se s€H’(X, &'(D)) & una sezione olo-
morfa non identicamente nulla, possiamo ricoprire X con una famiglia {U,}
di aperti biolomorfi al disco in modo che s=(s;) ed f=(f;), con s;€0(U,),
fieM*(U,), e div(s;))=Aly,, div(f;)=D|y,, tali che (s;) sia una sezione del fi-
brato definito da (f;). Questo significa che s;=(f;/f;)s; su U, ; e quindi che
(fi/s;) definisce una funzione meromorfa ¢ su X, con div(¢) = D—A. O

Lemma 4.3. Se la superficie di Riemann X é connessa e compatta, allo-
ra, per ogni divisore meromorfo D € H(X, D), lo spazio H(X, O(D)) delle
sezioni olomorfe del fibrato associato ha dimensione finita su C.

Due sezioni sy, s, € H (X, 0(D))\{0} definiscono lo stesso divisore olo-
morfo su X se e soltanto se s,/s, e una funzione olomorfa globale su X, cioe
una costante complessa diversa da zero. O

Ne segue che il sistema lineare |D| definito dal divisore meromorfo D
ha la struttura di uno spazio proiettivo complesso di dimensione finita.

DEeriNnizioNE 4.3. Chiamiamo dimensione del sistema lineare |D| ed indi-
chiamo con dim(|D]) la sua dimensione come spazio proiettivo complesso:

(4.4) dim(|D|) = dimcH(X, G(D)) — 1.
Scriviamo D = Dy—D,, con Dy, D, € H(X, D") e supp(Dy) Nsupp(De,)=0.

Ricordiamo che M*(X) ¢ il gruppo moltiplicativo delle funzioni mero-
morfe su X non identicamente uguali a zero o ad infinito. Per la Proposizio-

ned.2

4.5) ID| ={D + div(f) | f € M*(X) e div(f) > -D}.

Da questa osservazione ricaviamo la proposizione seguente.
ProposiziONE 4.4. L’insieme

(4.6) WD) = {f € M"(X) | div(f) > —D} U {0},
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e uno spazio vettoriale complesso e
4.7) dime W(D) = dimcH(X, 0(D)) = dimg|D| + 1. O
Se f € M*(X), poniamo
4.8) div(f) = Do(f) — Deo(f) ~ con
Dy(f), Dwo(f) € H'(X, D*),  supp(Do(f)) N supp(De(f)) = 0.
La condizione div(f) > —D equivale a Dy(f) — Doo(f) = Dy — Do, cioe
Do(f)+ Dy > Doo(f) + Do .
Poiché anche supp(Dy) N supp(Ds) = 0, da questa ricaviamo che:

(4.9) Do(f) 2 De.
Dw(f) < DO ’
onde
(4.10) WD) ={f € M*(X) | Do(f) 2 Do, Doo(f) < Dy}

Esempio 4.2. Sia X = CP'. Fissato a € Z,, poniamo D = a - 0.
Sea>0,¢

W(D) = (f € M*(CP") | div(f) 2 —a-0} = {f € M*(CP") | Do(f) < a-0}.

Quindi W(D) & lo spazio delle funzioni razionali su CP' che non hanno poli
se non in zero e che in 0 hanno un polo di ordine minore o uguale ad a: esso
¢ dunque lo spazio vettoriale complesso generato da:

L,z ..., 7
ed ha quindi dimensione a + 1. Abbiamo percio:

dimgla -0l =a.

Se a < 0, abbiamo W(D) = {0} e quindi dim¢|a - 0] = —1.

5. Grado di un divisore

Se X ¢ una varieta di Riemann compatta, il supporto di un divisore
meromorfo D su X ¢ finito e D si puo scrivere come una somma finita

5.1 D= Zr_l_lvi “pi, con V,€Z, p€X.

DEermNizioNE 5.1. Chiamiamo grado del divisore D definito dalla (5.7 il
numero intero

(5.2) deg(D) = )" vi.

Esempio 5.1. Se D € HY(CP!, D), allora dim¢|D| = deg(D). [Convenia-
mo che la dimensione dell’insieme vuoto sia un qualsiasi numero negativo.]
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ProprosizioNE 5.1. Se X e una superficie di Riemann compatta e connes-
sa, allora il grado di un suo qualsiasi divisore principale ¢ 0.

DimosTtrAzZIONE. Una funzione meromorfa f € M*(X) definisce un’ap-
plicazione surgettiva f : X — CP', che ¢, al di fuori dell’insieme dei punti
di diramazione, un rivestimento con un numero finito m di fogli. Il numero
m ¢ 1l grado dell’applicazione f. Ad ogni punto p € X associamo un intero
positivo v = v#(p) (I'indice di ramificazione di f in p, definito, in coordinate
olomorfe locali z di centro p in X e w di centro f(p) in CP', dall’equazione
f(z) = Z"-h, con h olomorfa e non nulla in 0). Per ogni g € CP! associamo
alla funzione meromorfa f il divisore

(5.3) D)= D, vip)-p.
fp)=q

Allora
(5.4) deg (D,(f)) =m = gradodif, Vg€ CU {oo}=CP".
In particolare, poiché div(f) = Do(f) — D (f), abbiamo
deg (div(f)) = deg (Do(f)) — deg (Dw(f)) = 0. O
L’applicazione deg:M*(X)—Z, che associa ad f € M*(X) il suo grado

PN

come applicazione differenziabile a valori in CP', & un omomorfismo di
gruppi abeliani.

6. Differenziali abeliani

Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta. Indichiamo con
Q il suo fibrato canonico . E il fibrato olomorfo in rette, che in un qualsiasi
atlante olomorfo {(Uj;, z;)} ha funzioni di transizione g; ; = dz;/dz;. Una sua
sezione meromorfa si rappresenta su (U, z;) come un differenziale f;(z)dz;,
con f;,eM(U;). Se w ¢ una sezione meromorfa di Q su X, allora per ogni
punto p di X possiamo considerare in X un laccetto y di indice uno rispetto
a p che non racchiuda singolarita di w diverse da p. L’integrale

6.1) res,(w) = Sgw
Y

¢ un numero complesso che non dipende dalla scelta di y e che si dice il
residuo di w in p.

DeriNizioNE 6.1. Chiamiamo differenziale abeliano una sezione mero-
morfa globale w del fibrato canonico. Un differenziale abeliano w su X si
dice

e di prima specie se ¢ una sezione olomorfa di Q;
e di seconda specie se ha in ogni punto p di X residuo nullo;
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e di terza specie se non si impongono su di esso condizioni.

Utilizzeremo la notazione:
4b(X) = differenziali abeliani di prima specie = O(X, Q);
A4by(X) = differenziali abeliani di seconda specie
Aby(X) = 4b6(X) = differenziali abeliani di terza specie = M (X, Q).
Abbiamo: 46(X) C Ab(X) C Ab(X) = A6(X).

7. Differenziali abeliani di prima specie

Gli spazi dei differenziali abeliani di prima, seconda e terza specie sono
spazi vettoriali complessi.

TeorEMA 7.1. Se X é una superficie di Riemann connessa e compatta
di genere g, allora lo spazio Ab\(X) dei suoi differenziali abeliani di prima
specie ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita g.

DimosTtrAZIONE. Poiché X ¢ omeomorfo alla sfera con g manici, il suo
primo gruppo di coomologia H'(X, C) & uno spazio vettoriale complesso di
dimensione 2g. Per il Teorema di de Rham, H'(X,C) & isomorfo al quo-
ziente dello spazio vettoriale delle 1-forme chiuse «, di classe € su X, che
soddisfano cioe la condizione da = 0, modulo il sottospazio delle 1-forme
esatte, cioe il sottospazio vettoriale dei differenziali d f delle funzioni f di
classe € su X. Una 1-forma n di classe € su X si decompone in mo-
do unico nella somma = ' + n*! delle sue componenti C-lineare ed
anti-C-lineare. Osserviamo che

(7.1) dn=0 < ™ +n'’=0.

(Ovviamente dn'° = 0 e dn™' = 0 perché X ha dimensione complessa 1).
Risulta poi per la formula di Stokes :

R
X X X X

in quanto on%' = dn®' e 9n'* = dn'C. In particolare On®' & ortogonale alle
costanti e quindi I’equazione

o™ = 00u
ammette una soluzione u € ¢ (X, C). Abbiamo anche
o' = —on™! = dou
e quindi )
n—du= " -0u+ " - ou
con ) .
on'" —ou)=0 e AN -0u)=0.
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Queste relazioni ci dicono che n'°—du e 7%!—du sono differenziali abeliani
di prima specie. Quindi:
ogni elemento di H'(X, C) ha un rappresentante che & la somma di un diffe-
renziale abeliano di prima specie e del coniugato di un differenziale abelia-
no di prima specie.
Abbiamo quindi

g < dimcAah(X).
Se viceversa a e B sono differenziali abeliani di prima specie ed a+B=du
per qualche u€%>(X), allora du = 3, onde d0u = 0 ed u & costante: quindi
a =0e B =0. Questo dimostra che ¢ anche

dimc46(X) < g.
Vale quindi I’'uguaglianza. La dimostrazione ¢ completa. O

OsservAZIONE 7.2. Abbiamo dimostrato che I’applicazione
46,(X) ® 46,(X) 3 (o, p) — [0+p] € H'(X,C)
¢ un isomorfismo. Da questa ricaviamo che anche
4b;(X) 3 oo — [a+0] € H(X,R)

¢ un isomorfismo.

8. Periodi dei differenziali abeliani di prima specie

Sia X una superficie di Riemann compatta di genere g.

Se g = 0, allora X =~ CP' e 46,(X) = {0}.

Sia g > 1 e consideriamo, nel rivestimento universale 7 : X - XdiX,
un poligono fondamentale I1 con i lati identificati secondo lo schema:

_ —-17.-1 -17.-1
(8.1) Oll = aibyay by ---agbea, by, .
Sia py 'immagine in X dei vertici di I1. Le proiezioni a;, by, - -, a,, b, dei
lati ay, by, ..., a4, by sono laccetti in py e definiscono un sistema di genera-

tori del gruppo fondamentale 7 (X, py).
Ad un differenziale abeliano di prima specie w associamo la stringa dei
suoi periodi, definiti dagli integrali

(8.2) a/l-:SEw, ﬂi:SEa), per i=1,...,8
a; bi

In una carta locale olomorfa (U, z) ¢ w = f(z)dz, onde
w A ® =|f(@dz Adz = 2/i)| f@)I dxrdy

e quindi:

(8.3) iffa)/\d)>0, se w#0.
X
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Poiché II ¢ semplicemente connesso, avremo w'w = dwv su Il, per una
funzione v € € (II). Otteniamo allora:

ffw/\w—szdv/\nw ffd(v-ﬁ):igg v
I Al
—zzj_l[j;jv Tca)+fa‘lv-n*w+‘fb“v~nw+‘fb.lv-n*w).

J

Osserviamo che i valori che v assume su a; € su aj‘.1 differiscono per I’inte-

grale di w'w su b;:
fnw— 9§w B;-
b

Analogamente, i valori di v su b; e su b differiscono per

f n*w:—ggw:—ozj.
aj’.l a;j

7

Risulta percio:

fv-n* + 717/-3'5* Zf(v—[v‘l'ﬁj])ﬂw:_ﬁjgg =-a,p;,

fv-n:* +f v~n*a):f(v—[v—aj])n*wzajsgc'u:a/jﬁj.
b; b} a; b;

J J

Otteniamo cosi, per i periodi dei differenziali abeliani di prima specie, la
diseguaglianza di Riemann:

TeorEMA 8.1. Se w € Abh(X)\{0}, allora

P a; B
(8.4) 0<szw/\w—1 ]ldet(&j Bj) -

Con calcoli analoghi otteniamo [’identita di Riemann:

TeoREMA 8.2. Siano w,n € Ab(X) e poniamo:

(8.5) ;= 95(1), Bj= Séb‘.w, o= \(}Sn, T = Sén.

] J J J

Risulta allora:

(8.6) D det (Zj ff) = 0. o

J

CoroLrLarIO 8.3. Sia w € Ab(X) un differenziale abeliano di prima
specie e siano

(8.7) aj:SEw:O, perj=1,...,g.

J
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(1) Seaj=0perogni j=1,...,8,alloraw = 0.
(i1) Assegnati g numeri complessi ay,...,a, € C, vi é uno e un so-
lo differenziale abeliano di prima specie w su X per cui valgano

le (8.7).

DmmosTrAZIONE. La (i) € conseguenza immediata della diseguaglianza di
Riemann.
Verifichiamo la (ii). Introduciamo la matrice

_(0 I
=(5 )

Se a, BeC? sono covettori complessi, allora
of . . ot
@P 1 () = ab - pa @ (f) =ab - pa

Fissata una base wy, ..., w, dello spazio dei differenziali abeliani di
prima specie, indichiamo con

(8.8) Q= (56 Wy, 56 wh) =(Zi, Z,)
aj b;

la matrice dei periodi. Utillizzando J ed Q, la diseguaglianza e 1’identita di
Riemann si scrivono:

QIO >0,
(8.9) {l >

QJAQT =0.
Utilizzando Z; e Z,, possiamo riscriverle nella forma
l(lei< - Zzzik) > 0, le; = ZQZ;

La prima diseguaglianza ci dice in particolare che le matrici Z; e Z, hanno
rango g. Infatti, se Z; fosse degenere, potremmo trovare un covettore non
nullo aeC# per cui a-Z;=0 e questo darebbe a.-(Z,Z5-2,Z7)-a*=0, contrad-
dicendo il fatto che i(Z,Z;—-2,Z7)>0. In modo analogo si puo verificare che
anche Z, ¢ non degenere. O

9. Grado dei differenziali abeliani

Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta di genere g>2.
Per il Teorema[7.1] (esistenza di differenziali abeliani di prima specie) sap-
piamo che 46;(X) contiene due differenziali linearmente indipendenti. Il
loro rapporto definisce una funzione meromorfa non banale f : X — CP'.
Siano ¢, ..., g 1 punti di ramificazione di f, al di fuori dei quali f & un
rivestimento ad n fogli di CP'.

Possiamo supporre che 0 ed oo siano valori regolari di f. Il differenziale
d3 su C si estende a un differenziale abeliano  su CP' con D(w)=—2-c0.
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Allora n=f*(w) ha in ciascuno degli n punti di f~!(co) un polo di ordine
due, mentre, poiché m non ha zeri su CP', il suo pullback 1 ha soltanto zeri
di ordine (v(g;)—1) nei punti di diramazione. Otteniamo percio

k
D)=, ~ ~2p+ ) (Mg)-1)p

e quindi, per il teorema di Riemann-Hurwitz, indicando con v(g;) gli ordini
di ramificazione, vale la formula

deg(m) = Zizl(v(qj) -1)-2n=2g-2.

Abbiamo gia verificato che i differenziali abeliani su CP' hanno grado —2
e quelli sui tori complessi grado 0. Poiché i divisori di due differenziali
abeliani differiscono per il grado di una funzione meromorfa, e questo ¢
zero, otteniamo il seguente teorema.

TeorREMA 9.1. Se X e una superficie di Riemann connessa e compatta di
genere g, allora tutti i suoi differenziali abeliani non banali hanno divisore
di grado 2g-2. O

10. Esistenza di differenziali abeliani meromorfi

Supponiamo in questo paragrafo che X sia una superficie di Riemann
connessa e compatta di genere g assegnata.

TeoreMa 10.1. Per ogni coppia pi, p, di punti distinti di X esiste un
differenziale abeliano w € Aby(X) con soli poli semplici nei due punti p, e
p e residui rispettivamente uguali ad 1 e —1.

DimostrAzIONE. Siano (U, z;), per i=1,2, con U;NU,=0, carte coordi-
nate olomorfe in p;, con z;(p;)=0. Siano y;€6;°(U;), per i = 1,2, funzioni
di classe €’ in X, con supporto compatto contenuto in U; e y;=1 in un in-
torno V; = {|zi(p)| < €} di p; in U; (con € > 0). Definiamo una 2-forma
¥ € £&@(X) in X ponendo

_d
Iy A L in U\V,,
21
D B
V=10 A2 i o\,
22
0 in V,UV,UX\(U, UUy)) .

La ¢ (che vale O in un intorno dei punti p; e p,) ¢ una 2-forma di classe ¢
su X e inoltre:

_ d - d
Jo= JL o 2an S ] P
X Up\lzil<er) <1 Us\Mlzal<er) <2
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dz; dz,
L e,
= <1 =& <2

L’equazione 00u = y ammette allora una soluzione u € €*(X). In partico-
lare la

d
)(lﬂ + Ou in U
<1
= d
w —/\(zﬁ + Ou in U,
22
u in X\(U, U U,)
¢ il differenziale abeliano cercato. O

TeorReMA 10.2. Per ogni punto py di X ed ogni intero m>2, esiste un
differenziale abeliano di seconda specie w con un unico polo di ordine m

in pp.
DimostrAzIONE. Sia (U, z) una carta locale olomorfa con centro in py.

Fissiamo y € 46;°(U), uguale a 1 su {|z| < €} € U e consideriamo la due-

forma 4
WAL in U\p)
1= "

0 in (X\U)U{peUllzp)<e}.

- d d
Jor= L8 5= ., 5 =0
X U\{peUll(p)l<e) z lzl=€ <

I’equazione 0u = 1 ammette una soluzione u € €*(X). Allora

Poiché:

~—— + du, in U

ou, in X\U

¢ un differenziale abeliano di seconda specie che ha un unico polo di ordine
min py. O

Teorema 10.3 (Mittag-Leffler per i differenziali abeliani).

Siano ai,...,a, definiti come nel paragrafo precedente e p;,...,py
punti distinti di X che non appartengano ai supporti dei laccetti a;. Sia
assegnato, per ogni indice j con 1<j<N, un differenziale meromorfo v, de-
finito in un intorno aperto U; di p; ed ordine di polo positivo in p; e, per
ogni indice i, con 1<i<g, un numero complesso a. Se

N
ijlresp,-(n ) =0,

allora vi e un unico differenziale abeliano o, con
o supp(div.(w)) = {pi,...,pn}
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e periodi 0.,..., 0, sui laccetti ay, ..., a,,
e rtale che, per ogni 1<j<N, il differenziale meromorfo w—v; abbia
in p; una singolarita eliminabile.

DmosTtrazIONE. Utilizzando i due teoremi precedenti, possiamo costrui-
re un differenziale abeliano a € A46(X) che abbia poli nei soli punti py, ..., py
e parti polari assegnate. Fissata una base wy, ..., w, di 45(X), il differen-
ziale abeliano cercato sara allora della forma w = @ +Ajo; + - - - + Ay, per
opportuni numeri complessi Aj, ..., A,. L'unicita segue dal Corollario
Infatti due differenziali abeliani che soddisfino le condizioni del teorema,
differiscono per un differenziale abeliano di prima specie con tutti i periodi
nulli. O

11. 11 teorema di Riemann-Roch per i divisori positivi

Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta. Fissato un di-
visore D su X, lo spazio 46”(X) dei differenziali abeliani il cui divisore &
maggiore o uguale a D ha dimensione finita.

DermNizioNE 11.1. Il numero intero
(11.1) D) = dime 46°(X), con 46°(X) = {w € 26(X) | div(w)>D)
si dice I'indice di specialita di D.

Fissato un divisore D, il teorema di Riemann-Roch lega tra loro la di-
mensione dello spazio delle funzioni meromorfe feM (X) con div(f) > —D
con il genere di X ed il grado e I'indice di specialita del divisore. Ne daremo
una dimostrazione che utilizza il teorema di Mittag-Leffler sull’esistenza di
differenziali abeliani. Premettiamo all’enunciato e alla dimostrazione del
lemma fondamentale alcune notazioni.

Tratteremo in questo paragrafo il caso di divisori olomorfi.

Se D ¢ un divisore positivo, allora a6° (X) € 45(X) e quindi

(11.2) 0<uD)<g se D=>0.

Fissato un divisore D, possiamo scegliere il poligono fondamentale I1, con
Ol = a\bya;'b;" - - agbgaglbéjl, in modo che i supporti dei laccetti ay, ...,
a,, by, ..., b, corrispondenti ai lati di IT non contengano punti del suppor-
to di D. Se w ¢ un differenziale abeliano che non ha poli sui supporti dei
laccetti, indicheremo con

(11.3) aj(w) = 56 o, Piw)= 56 o, perj=1,...,¢g
a; b;

1 suoi periodi.
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Lemma 11.1. Sia D un divisore positivo eaﬁ
(11.4)  4b6y(D) = {w € Aby(X) | div(0)>—-D~-1, o;(w) = 0, V1<j<g}.
(i) Lo spazio ﬁEH(D) ha dimensione deg(D).

(i) Il nucleo dell’applicazione lineare
(11.5) Abu(D) > 0—P(w) = (B(@))1<j,€C*
ha dimensione 1(D).

DIMOSTRAZIONE. Sia D = Y°_,v;-pi, con py, ..., p, distinti e v;>1 per ogni
i. Per il Teorema[10.3|(Mittag-Leffler pei differenziali abeliani) gli elementi
di 46y(D) sono completamente determinati dalle loro parti polari nei punti
p1,-- ., pe- Per ogni i, questi sono 1 coeflicienti delle potenze negative nella
serie di Laurent che li definisce in una coordinata olomorfa. Sono quindi v;
perogniie qu1nd1 dimc(A6y(D)) = Z Vi = deg(D). Questo dimostra (i).
Sia w € JZIBH(D), e Do(w)= lelvl. ‘pi» con 1 p; distinti e 0<v{’<v;, con
v?#1, per ogni i. Indichiamo ancora con 7 : II — X la restrizione della
proiezione del rivestimento universale al poligono fondamentale II, scelto
in modo che il supporto di D.,(w) non intersechi 7(AIl) e siano 3, ="' (p)),
. 3g:n‘1(pg). Il pullback t*w ¢ in IT il differenziale di una funzione me-
romorfa f, che ha D, (f) = Zle(v?—l)ai, le cui parti polari di f sono
univocamente determinate da quelle di w: se

Cindz

T — Z —, conc;, €C,
n= 2(Z 31

ha in 3; una singolarita eliminabile, allora

Cin
1O Yo

ha in 3; una singolarita eliminabile.

Se 1 ¢ un qualsiasi differenziale abeliano di prima specie, il suo pull-
back mt*n & un differenziale esatto h(z)dz su I, con he O(IT). 1 valori di h
su a; differiscono da quelli assunti nei corrispondenti punti di ajfl per un
periodo f3;(n), mentre quelli su b; differiscono da quelli su b]‘.‘ per —a;(1n).
Otteniamo percio

* 8 * * * *
ng-nn=z._](ffﬂn+ffﬂn+f pan+ [ f-nn)
I 7=\ Jg; b; a;! b;!
=Z% (f h-n*m+fh-n*w+f h-n*w+f h-n*co)
=1Jg; bj aj! 5!

J

2Se D = Zlevi~p[, poniamo —D—1 = Zle(—vi—l)pi.
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= ﬁf(ﬂ)gg T - OLJ“D% T+ = BJ(n)é ® — a;(n) )

== @) = (. Bw)).

Poiché I’applicazione n—a(n)=(a;(N))1<j<,€C* € un isomorfismo lineare di
Ab1(X) su C8, possiamo utilizzare 1’uguaglianza stabilita sopra per caratte-
rizzare I’immagine di (T11.5]). Poiché

() ﬁfnnﬁfwr 3 res (.

i differenziali abeliani 1 per cui {a(1), f(w)) & zero per ogni weﬁb'H(D) sono
tutti e soli quelli che appartengono ad 46”(X).

Infatti, se ne,‘ZLED (X), allora f-m*(n) ¢ un differenziale olomorfo in Il
e quindi I’integrale si annulla per il teorema di Morera. Se invece
NEAbL(X) ha in un punto p; del supporto di D uno zero di ordine minore di v;,
per il teorema d’esistenza dei differenziali abeliani di seconda specie pos-
siamo trovare un weAby(D) che ha un polo solo in p; e per cui " (w) = df
per una f meromorfa, con un unico polo in 3;=1"'(p;), per cui f-t*(n) ha
un residuo non nullo in 3, e dunque I’integrale in ({] & diverso da zero.

Questo ci dice che il rango di (T1.5]) ¢ uguale a g—1(D). O

Nel §4] abbiamo introdotto la nozione del sistema lineare associato al
divisore D e dimostrato che, detto W(D) lo spazio vettoriale delle funzioni
meromorfe f su X per cui div(f) > —D, risulta

dimc W (D) = dim¢|D| + 1.

TeoremA 11.2 (di Riemann-Roch per divisori positivi). Sia X una su-
perficie di Riemann compatta e connessa di genere g e D € H(X, D%) un
suo divisore positivo. Allora

(11.6) ’dimchl =deg(D) — g + z(D).\

DmmostrazIONE. 11 differenziale definisce un’applicazione
d: WD) > f — df € Aby(D)

che ha come nucleo le costanti € come immagine lo spazio delle forme w
che soddisfano f(w) = 0 (con la notazione introdotta in (I1.3))). Conside-
riamo la successione esatta

0 C WD) —s Aby(D) —— C¥.

Per il Lemma I’immagine dell’ultima mappa ha dimensione g—i(D).
Quindi (la somma alternata delle dimensioni degli spazi in una successio-
ne esatta finita di spazi vettoriali ed applicazioni lineari, in cui la prima
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applicazione sia iniettiva e I’ultima surgettiva deve essere uguale a zero)
0 = 1 — dime(W(D)) + dime(a6;°™") - (g-uD))
= —dimc |D| + deg(D) — g + (D).
Questo completa la dimostrazione. O

Il teorema di esistenza dei differenziali abeliani di prima specie ed il
Teorema [9.1] si possono dedurre 1’'uno dall’altro utilizzando la formula di
Riemann-Roch.

Proposizione 11.3. Se n e un differenziale abeliano di prima specie sulla
superficie di Riemann (connessa e compatta) X di genere g>1, allora

deg(di =2g-2;
(11.7) ég( u{(ﬂ)) g
dimc|div(n)| = g - 1.
DimosTtrAZIONE. Infatti, da i(diz(n)) = 1, otteniamo
dim(|div(n)]) = deg(div(m)) — g + 1,

da cui deg(div(n))— dim(|div(n)|)=g—1. Per il Teorema[10.1|¢ deg(div(n))=2g-2,
da cui ricaviamo che dim(|diz(n))|)=g—1. Viceversa, dal Teorema (esi-
stenza dei differenziali abeliani di prima specie) segue che dim(|div(n)|)=g—1
e quindi, per la formula di Riemann-Roch, deg(diz(n)) = 2g — 2. O

Poiché sia il grado che il sistema lineare sono invarianti per equivalenza
lineare, abbiamo:

TeorReEMA 11.4. Se n € 4b6(X), allora
deg(n) = 2g-2,  dimc|div(n)| = g—1.

12. 1l teorema di Riemann-Roch nel caso generale
Sia X una superficie di Riemann, connessa e compatta, di genere g.

LemMma 12.1. Se g > 1 ed n e un differenziale abeliano, allora per ogni
divisore meromorfo D € H’(X, D) abbiamo:

(12.1) (D) = dimg|div(n) — D| + 1.
DimosTtrAzZIONE. Lapplicazione lineare
(12.2) W(div(n) — D) > f — f-n € A°(X)

¢ ben definita ed € un isomorfismo.
Poiché dimg|div(n) — D|=dimc(W (div(n)—D))—1 ¢ dimc(ﬁlﬁD (X))=uD),
ne segue la tesi. O

Dal lemma ricaviamo immediatamente il :
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Cororrario 12.2. L’indice di specialita e invariante per equivalenza
lineare.

Possiamo quindi dimostrare ora:

TeoremA 12.3 (Riemann-Roch). Sia X una superficie di Riemann con-
nessa e compatta di genere g. Allora per ogni divisore meromorfo D su X
abbiamo:

(12.3) | dimc|D| = deg(D) — g + (D) .|

DimosTrAZIONE. Abbiamo gia dimostrato il teorema nel caso in cui D
sia un divisore olomorfo. Supponiamo ora che per un n € 45(X), il divisore
div(n) — D sia linearmente equivalente a un divisore olomorfo. Allora

dimc|div(n) — D| = deg(div(n) — D) — g + «(div(n) — D),
da cui ricaviamo che
(D)—1=2g-2)-deg(D)— g +dimc|D| + 1

e questa relazione ci da la tesi.

Ci resta da considerare il caso in cui né D, né div(n)—D, per n € 4b6(X),
siano linearmente equivalenti a un divisore olomorfo.

In questo caso dimc|D| = —1 [perché, se ci fosse una f € W(D)\{0},
allora D — div(f) sarebbe un divisore olomorfo linearmente equivalente a D]
ed 1(D) = 0 [perché il fatto che non esista 7 € 46(X) per cui div(n)—D sia un
divisore positivo significa che 46°(X) = {0}]; dobbiamo percio dimostrare
che in questo caso

deg(D)=g-1.
Sia D = Dy — D, con Dy, D, divisori olomorfi senza parti comuni. Per il
teorema di Riemann-Roch per i divisori olomorfi, abbiamo

dim¢|Dy| > deg(Do) — g = deg(D) + deg(Dw) — g -
Se fosse deg(D) > g, avremmo allora
dimc|Dy| > deg(D.,) .

Allora W(D,) conterrebbe deg(D.,)+1 funzioni meromorfe linearmente in-
dipendenti e potremmo quindi trovare una loro combinazione lineare che
definisca una funzione meromorfa non nulla in W(D). Ma cio contraddice
il fatto che W(D)={0}; quindi, necessariamente, abbiamo deg(D) < g—1.
Analogamente, applicando lo stesso ragionamento al divisore div(n) — D,
per un arbitrario differenziale abeliano 1 € 46(X), otteniamo che
deg(div(n)—D) = 2g —2 —deg(D) < g - 1,

onde deg(D) > g — 1 e pertanto vale 1’'uguaglianza.

La dimostrazione ¢ completa. O
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13. 1l teorema di immersione di Riemann

Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta di genere g.

Per il Teoremal[I1.4] il divisore di un differenziale abeliano non nullo ha
grado 2g—2. Poiché I’indice di specialita di un divisore D ¢ la dimensione
dello spazio dei differenziali abeliani con divisore maggiore o uguale a D,
vale il

Lemma 13.1. L’indice di specialita di un divisore meromorfo di grado
maggiore di (2g—2) e zero. O

TeoremA 13.2 (Riemann). Ogni superficie di Riemann connessa e com-
patta di genere g ammette un’immersione bi-regolare in CP$*!.

DimosTtrAZIONE. Fissiamo un punto py di X. Per il Lemma [13.1], il divi-
sore D = (2g+1)-py ha indice di specialita zero e quindi

dime|D| = deg(D) —g=g + 1.

Poiché (dim¢ |D|+1) ¢ 1a dimensione dello spazio vettoriale W (D) delle fun-
zioni meromorfe f su X per cui div(f)>—D, questo ci dice che possiamo
trovare g+2 funzioni meromorfe fy, fi,..., fe+1 su X, linearmente indipen-
denti, che hanno al piu un polo in py, di ordine minore o uguale a 2g+1. Se
esse avessero tutte ordine di polo in py minore o uguale a 2g, allora, posto
D’ = 2g-p, otterremmo W(D) = W(D'). Poiché, ancora per il Lemmd3.1]
1(D") = 0, otterremmo che dimc|D| = dim¢|D’| = deg(D')—-g=g # g+l e
quindi una contraddizione. Dunque, almeno una delle f; ha in py un polo
di ordine esattamente uguale a 2g+1. Se poi tutte le fo, fi,..., fe+1 aves-
sero, in un punto p; di X, uno zero comune, allora sarebbe W(D)=W(D")
con D”"=D—p,. Poiché D" ha grado 2g>2g—-2, ha indice di specialita zero.
Quindi,

dimc(W(D")) = dime |D”|+1 = deg(D”)-g+1 = g+1 < dime W(D) = g+2

ci da ancora una contraddizione. Ne segue che, detta z una coordinata olo-
morfa in con centro in py, le 728+1 fj hanno in py una singolarita eliminabile,
ed almeno una di esse ¢ diversa da zero in py. Indicando con w; il valore del-
I’estensione di z%#*! f; in py, possiamo descrivere un’applicazione olomorfa
F: X — Cps*! ponendo, in coordinate omogenee,

F(p) = (fo(}.’) : f.l(P) 1' o fer(p), sep f 7o,
(ZU().’ZU]."'.’ZUg+]), Sep = po.

Ci resta da dimostrare che F ¢ iniettiva e regolare.
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F ¢ iniettiva. Ragioniamo per assurdo. Se fosse F(p;) = F(p,) per due
punti distinti p; e p» di X\{po}, sarebbe univocamente determinato un nume-
ro complesso A tale che f;(p.) = Afj(p1), per j=0,1,...,g,g+1. Sappiamo,
per la prima parte della dimostrazione, che non tutte le f; si annullano in
p1. Supponiamo, per fissare le idee, che sia, ad esempio, f,.1(p1)#0. Allo-
rale hj = f; = (fi(po)/ fe+1(p0)) fo+1, pPer j=0,1,..., g sarebbero g+1 fun-
zioni meromorfe e linearmente indipendenti appartenenti a ‘W(D"’), con
D" = D—p; — p,. Poiché deg(D"’) = 2g—1>2g-2, il divisore D’”” ha indice
di specialita zero e quindi

dime WD) = dimc |D”|+1 =2g-1-g+1=g¢

ci da una contraddizione.

Consideriamo ora il caso in cui sia p=py. Possiamo supporre sia w;=0
per 0<j<g. Allora la condizione che F(p;)=F(p) ci dice che fy, ..., f; so-
no g+1 funzioni meromorfe, linearmente indipendenti, in W(D"""), con
D"" = D—py—pi1, che ha grado 2g—1. Ripetendo il ragionamento svolto
sopra, otteniamo ancora una contraddizione. Questo prova che F ¢ iniettiva.

F ¢ regolare. Supponiamo per assurdo che dF(p;)=0 in un punto p;#py.
Una delle f; non si annulla in p;. Supponiamo, per fissare le idee, che
sia fer1(p1)#0. Allora le h; = f;j — (fi(p1)/ fe+1(p1))- fer1, per 0<j<g, han-
no tutte uno zero del second’ordine in p; e sono quindi g+1 funzioni me-
romorfe linearmente indipendenti in W(D"), con D' = D-2-p,. Poiché
deg(D") = 2g—1>2g-2, possiamo ancora applicare il Lemma [13.T] e il
teorema di Riemann-Roch per ottenere una contraddizione.

Nel caso in cui fosse dF(py)=0, potremmo, come in precedenza, sup-
porre che w;=0 per 0<j<g. La condizione si traduce allora nel fatto che
le fo,...,f, abbiano, in py, un polo di ordine <(2g—1) e siano percid g+1
elementi linearmente indipendenti di W((2g—1)-py). Poiché il grado 2g—1
del divisore (2g—1)-po € maggiore di 2g—2, il suo indice di specialita ¢ zero
ed il teorema di Riemann-Roch ci dice che il suo sistema lineare deve ave-
re dimensione g—1. Questo ci da una contraddizione. La dimostrazione ¢
completa. O



CAPITOLO XIII

Funzioni Meromorfe

1. Indice di specialita e divisore canonico

Siano X una superficie di Riemann connessa e compatta di genere g e
D un divisore meromorfo su X. L’indice di specialita di D ¢ la dimensione
dello spazio 46" (X) dei differenziali abeliani ® con div(w)>D. Fissiamo un
differenziale abeliano wy€45(X) e sia K=div(wy) il corrispondente divisore
canonico. Se f appartiene allo spazio W(K—-D) delle funzioni meromorfe
su X con div(f)>(D—-K), allora f~m0€ﬂlﬁD(X) ela

W(K-D) > f — f-wg € A6°(X)
¢ un isomorfismo lineare. In particolare
Lemma 1.1. «(D) = dimc(|K—-D|)+1.

Osserviamo che |D| = 0 se deg(D)<0, mentre, per deg(D)=0, il sistema
lineare puo contenere un punto od essere vuoto, a seconda che D sia 0 meno
un divisore principale.

Il multiplo ¢-K del divisore canonico ¢ associato alla potenza simmetri-

ca g-esima (D(q) del differenziale wy. Utilizzando il Lemma e la formula
di Riemann-Roch otteniamo

dim(|¢-K]) = ¢-(2g=2)—g+dim(|(1-g)KD+1 = (24—-1)(g—1)+dim(/(1-¢)K])

Se g>1, allora il grado di K ¢ positivo e quindi |g-K|=0 per ¢<0. questo ci
dice che (la dimensione dell’insieme vuoto € —1)

dim(gK]) = 2g-1)1(g-1) = 1, se g2, g>2.

Ricordiamo che dim(|0]) = 0 e dim(|K|) = g—1.

Nel caso delle superfici di Riemann compatte e connesse paraboliche,
lo spazio dei differenziali olomorfi di grado ¢ ha dimensione 1 per ogni
g, mentre, nel caso della sfera di Riemann, poiché il divisore canonico ha
grado —2, abbiamo |¢gK| = 0 se 4>0, mentre dim(|¢-K]|) = =24 se ¢<0.

Possiamo riassumere i risultati per 1 multipli del divisore canonico nella
tabella

239
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genere | ¢ dime¢(|¢-K])

g=0 | <0 -2q

g=0 | >0 -1

g=1 | tutti 0

g>1 | <0 -1

g>1 0 0

g>1 1 g-1

g>1 | >1 | 2¢-1)(g-1)-1

2. Il teorema delle lacune di Weierstrass

Non si possono assegnare arbitrariamente gli ordini di polo di una fun-
zione meromorfa su una varieta di Riemann compatta di genere positivo.
Esaminiamo innanzi tutto il caso di funzioni meromorfe con un unico polo.

Teorema 2.1 (Teorema delle lacune di Weierstrass). Siano X una su-
perficie di Riemann connessa e compatta di genere g>1 e py un suo punto.
Allora ci sono esattamente g interi positivi

(21) 1:n1<n2<--~<ng<2g
per cui non esista su X una funzione meromorfa f con dive,(f)=n; py.

DmvostrAzZIONE. Consideriamo il divisore D=(2g—1)-py.

Per il Lemma [I3.1] il suo indice di specialita ¢ zero e quindi, per la
formula di Riemann-Roch, la dimensione dello spazio W(D) delle funzioni
meromorfe su X con al pill un polo di ordine <(2g—1) in py ha dimensione

1+dimc D] = deg(D) - g+ 1=(2g-1)—g+ 1 =g.

Poiché funzioni meromorfe con diversi ordini di polo in py sono tra loro
linearmente indipendenti, e funzioni di W((2g—1)-py) con la stessa parte
singolare in py sono uguali, ne segue che ci sono esattamente g valori n; per
cui n;-pp non sia divisore di una funzione di W((2g—1)-p).

Le costanti non nulle hanno divisore 0 ed 1-p non puo essere il divisore
di una f in W((2g—1)-p) per il teorema dei residui (se weA6(X)\{0}, f-o
sarebbe un differenziale abeliano con somma dei residui non nulla). Quindi
la prima lacuna ¢ n;=1.

Se n>2g, ripetendo lo stesso ragionamento otteniamo che

dime(W(n-py))=n—-g+1

e quindi, per ogni n>2g, ¢’e una feM(X) con div.,(f) = n-py. O
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Teorema di Noether. 1l teorema delle lacune di Weierstrass si puo con-
siderare come un caso particolare di un teorema di Noether.

TeoreEMA 2.2 (Teorema delle lacune di Noether). Siano X una superficie
di Riemann connessa e compatta di genere positivo g e py, ..., prg—1 Una
sequenza di 2g—1 punti (non necessariamente distinti) di X. Allora esistono
esattamente g interi positivi, come in (2.1) per cui D, = X* p; non sia
dive(f) per una f € M(X).

DimostrAzIONE. 11 divisore D = Zl.zfl_ ! p: ha grado 2g—1 e quindi, per il

Lemma [I3.1] indice di specialita zero. Possiamo allora concludere, come
nella dimostrazione del teorema precedente, che dimc(W(D))=g e ricavare
da cio la tesi. O

2.0.1. Funzioni meromorfe con un unico polo.

DErNizione 2.1. Indichiamo con N(py) I'insieme degli interi positivi n
per cui M (X) contenga una f con div.(f) = n-po.

ProposIZIONE 2.3. Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta
di genere positivo g. Fissiamo un punto py su X, siano

2.2) 2o <oy <o <o, =2¢g

i primi g elementi positivi di N(py). Allora

(i) N(py) é un monoide additivo.
(i1) ajto,_; >2g, V1<j<g.
(iii) Se 01=2, allora o;=2j, per 1<j<g.
(iv) Se a,>2, allora c’e almeno un indice j, con 1<j<g—1, per cui
O+, i>2g.
(v) Abbiamo Zf.’:ll a,;>g(g—1) evale l’'uguaglianza se e soltanto se o, =2.

DimosTtrAZIONE. La (7) segue dal fatto che il divisore del prodotto di due
funzioni di M*(X) & la somma dei loro divisori.

Se, per un intero j>g—j fosse a;+o,_;<2g, allora N(p), essendo un
monoide additivo, conterrebbe tutte le somme (a,,+0.,_;), che sarebbero an-
ch’esse interi positivi <2g, per 1<h<j. Ma questi sarebbero j elementi tutti
maggiori di o,_; e troviamo allora una contraddizione perché ci sarebbero
g interi positivi minori di 2g in N(pp). Ci0 dimostra (ii).

Se a;=2, allora N(py) contiene {2,4,...,2¢g} e quindi, poiché N(p)
contiene esattamente g numeri positivi <2g, deve valere (iii).

Dimostriamo ora (iv). Deve essere g>2. Nel caso g=2 'unica possibile
sequenza (2.2) & (3,4) e 3+3=6>4.

Se g=3, le possibili sequenze (2.2)) sono (3,4,6), (3,5,6) ¢ (4,5,6). Le
somme o+, Sono, rispettivamente, 7, 8,9, che sono maggiori di 2g=6.
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Supponiamo ora che g>4 e che sia aj+0,_;=2g per 1<j<g. Sia r il pin
grande intero positivo per cui r-a,; <2g. Poiché N(pp) € un monoide additivo,
la sequenza (2.2) contiene tutti i multipli positivi di o; che siano minori di
2g. Sia r>1 il piu grande intero positivo per cui a;=j-0; per 1<j<r. Allora
o,+1 ¢ un elemento della sequenza (2.2)) che non & un multiplo di a,. Per
ipotesi, gli interi

(%) Ogj = 2g—j-0q, perl<j<r, Og_po1 = 28—0y1.
sono gli unici elementi di N(py) che siano >a,,; € <2g. L’intero positivo

o+ Og—(re1) = 28 — (041 —0y)

appartiene ad N(py), ¢ maggiore di a,_,_;, minore di 2¢, ma non ¢ nella
lista (). Abbiamo ottenuto una contraddizione, che dimostra la (iv).
La (v) ¢ facile conseguenza di (i), (iii) e (iv). O

3. Divisori dei differenziali abeliani di prima specie

Se I’intero positivo n; € una lacuna della sequenza (2.1)), allora gli spazi
di funzioni meromorfe W((n;,—1)-py) € W(n;-py) hanno la stessa dimensione.
Per la formula di Riemann-Roch

dim(|(n;—1)-pol) = (= 1) — g+i((ni=1)-po),
dim(|n;pol) = n; — g+1(n; po);

ne ricaviamo che, se n; ¢ una lacuna, I’'indice di specialita di ((n,—1)-pp) € di
uno maggiore di quello di n;-py. Ci0 significa che lo spazio dei differenziali
abeliani di prima specie con uno zero d’ordine (n,—1) in py ha dimensione
di uno maggiore a quella dello spazio di quelli che hanno in py uno zero di
ordine n; : esiste percio un differenziale abeliano di prima specie con uno
zero di ordine n;—1 in py.

ProposizioNe 3.1. Gli ordini dei possibili zeri in p, dei differenziali
abeliani di prima specie sono

3.1 O=ni—1 <npy—1<--- <ng—1<2g-2,

ove gli n; sono le lacune in (2.1). O

4. Pesi rispetto a uno spazio vettoriale di sezioni olomorfe

Siano m : F—X un fibrato in rette su una superficie di Riemann X e py un
punto di X. Sia V un sottospazio di dimensione finita di &'(X, F). Chiamia-
mo adattata in py una base fi, ..., f, di V con la proprieta che (ricordiamo
che v, (f}) indica I’ordine di zero di f; in pp)

Vpg(fl) < Vpo(fZ) <---< Vpo(fn)
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Gli interi non negativi v, (f;) dipendono soltanto da V e non dalla scelta di
una base particolare.

DEermizioNE 4.1. Chiamiamo peso di py rispetto a V' il numero

(4. wim) = ) () =+,

calcolato usando una base adattata di V in py.

5. Matrici wronskiane

Date n funzioni olomorfe linearmente indipendenti 4y, ..., h,, definite
su un aperto connesso U di C, la

mi@ ) ... W2

h\(z) h(z) ... h(2)
WR(1,....h)@) =] . . :

K@ W@ .. TR

si dice la loro matrice wronskianaﬂ

Lemma 5.1. Siano hy, ..., h, funzioni olomorfe definite su un aperto
connesso U di C.

(1) Condizione necessaria e sufficiente affinché hy, . . ., h, siano linear-
mente indipendenti e che il determinante della loro matrice wron-
skiana non sia identicamente nullo.

(2) Se hy, ..., h, sono linearmente indipendenti, allora il determinante
della loro matrice wronskiana é una funzione olomorfa in U per
cui

S.D v.(det(WR(hy, ..., h,)(2)) = T,y (@), VzeU.

,,,,,

DIMOSTRAZIONE. Poniamo 7 = (hy,...,h) e WR(hy,...,h,) = WR(fz).
Se Aegl,(C), allora, poiché [h-A]®' = A% . A per ogni intero non negativo k,
WR(7-A) = WR(h)-A e quindi det(WR(h-A)) = (det(WR(A)))- det(A).

Se f € O(U), allora

- - k [k N
N = 0 ) k=)
i =i Y ()

M nome di queste matrici ricorda J6zef Maria Hoene-Wronski (1776-1853), che fu
filosofo, matemcatico, fisico, inventore, avvocato ed economista.
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per ogni intero positivo k e quindi
f 0 ... 0
I f

- 0 -
WR(f-h) = : WR(h).

f(’;“) (n—1) F2 N f
Otteniamo percio
(5.2) det(WR(f-h)) = f* det(WR(R)), Vf € OU).

Sele hy, ..., h, fossero C-linearmente dipendenti, il loro wronskiano sareb-
be nullo in tutti i punti. Supponiamo quindi che siano linearmente indipen-
denti e fissiamo un punto z, in U, che per comodita di notazione possiamo
prendere uguale a 0.

Se AeGL,(C), det(WR(fz-A)):(det(WR(ﬁ)))- det(A) ha in O lo stesso or-
dine di zero di det(WR(ﬁ)). Possiamo quindi limitarci a considerare il caso
in cui /1 sia una base adattata in 0, con h; = 0(z") per una sequenza

0<ky <ky <--- <k, < oo,

Abbiamo allora #; = h;-¢; in un intorno U’ di 0, con ¢; € O(U’) che ha
uno zero d’ordine (k;—k;) in 0. Ragioniamo per ricorrenza su n. La formula
(5.1) ¢ infatti certamente valida per n=1. Supponiamo poi che sian > 1 ela
formula valida per il wronskiano di meno di n funzioni. Allora

det(WR(i_{)) = det(WR(hy, hy-¢o, ..., hy1-$y,)) = - det(WR(1, §o, ..., §y))

= H! det(WR($S, - . ., &))).
Poiché ¢, per j>2, ha in 0 uno zero d’ordine k;—k;—1, per I'ipotesi indut-
tiva
Vo(det(WR(¢, ..., ¢,))) = ijz(kj_kl —Jj+D

ed otteniamo allora la (5.1) perché A7(z) = 0(z"™). O

Lemma 5.2. Siano U, U’ due aperti di C, ¢ un’applicazione olomorfa di
UinU' edh,...,h, funzioni olomorfe su U’. Allora

(53)  det(WR(Eop))(2)= det WR(R)(G())[¢ ()" "2,

DimosTtrAzIONE. Per le derivate di ordine superiore della funzione com-
posta valgono formule del tipo

d*fo - .
% = (¢'@)" S (@) + Z'J‘j@ #@- (),

in cui i @; j(z) hanno espressioni polinomiali nelle derivate di ¢. Cio vale in-
fatti per k=0, 1 e si dimostra quindi facilmente per ricorrenza su k. Abbiamo
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allora
1 0 el 0
S 0 ¢ 5
WR(hodp)(z) = | . . . . WR(A)($(2))
0 @p1(2) ... [P
e da questa segue la (5.3). O

6. Wronskiano di sezioni di un fibrato

Le formule (5.2) e (5.3) ci dicono che, su una superficie di Riemann
X, ¢ possibile definire il determinante wronskiano di n sezioni olomorfe
S1,...,5, diun suo fibrato olomorfo in rette F' come una sezione del fibrato

F'@K"" V2 = FQ(FRK)®- - - ®(FRK"™").

DEerNiziONE 6.1 (Wronskiano). Date n sezioni sq,...,s, in O(X, F) il
determinante del loro wronskiano ¢ la sezione

(6.1) S(p) = det(WR(s1(p), ..., s.(p)) € OX, F"@K"""V/?).

Dalla possibilita di definire il determinante wronskiano di n sezioni di
un fibrato, e dal fatto che questo ¢ una sezione non banale di un fibrato
in rette nel caso in cui le sezioni siano linearmente indipendenti, segue il
seguente lemma.

Lemma 6.1. Sia F un fibrato olomorfo in rette sulla superficie di Rie-
mann connessa X. Se 'V ¢ un sottospazio di dimensione finita di O(X, F),
allora l’insieme dei punti p di X di peso positivo rispetto a 'V é discreto. O

7. Punti di Weierstrass

Utilizziamo 1 determinanti wronskiani per definire e discutere le pro-
prieta dei punti di Weierstrass sulle varieta di Riemann connesse e compatte
di genere g>2.

DeriNizione 7.1. Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta
di genere g>2. Un pyeX ¢ un g-punto di Weierstrass se ha peso positivo per
il fibrato 7 dei differenziali di grado g4 su X. Se g=1, diciamo che p, ¢ un
punto di Weierstrass (classico).

OsservAzZIONE 7.1. Si puo dare formalmente la definizione di ¢-punto di
Weierstass anche nel caso di superfici di Riemann connesse e compatte di
qualsiasi genere g. Non ci sono per0d g-punti di Weierstrass se il genere g di
X ¢ minore o uguale ad uno.
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Proposizione 7.2. Un punto py di una superficie di Riemann connessa e
compatta di genere g>2 é un q-punto di Weierstrass se e soltanto se esiste
un differenziale non nullo di grado g su X che abbia in py uno zero di ordine
superiore alla dimensione dello spazio delle forme olomorfe di grado q.

Il punto py é di Weierstrass se e soltanto se l'indice di specialita del
divisore (g-py) € positivo. O

Abbiamo osservato che la dimensione d, dello spazio dei differenziali
olomorfi di grado ¢>1 & d,=(2q—1)(g—1). Quindi il wronskiano di una base
di O(X, £7) & una sezione in O(X, Q™) per

my = dgq+id(d, - 1) = 1d,q +d, - 1).

Poiché il grado del divisore di un elemento non nullo di &(X, Q™) ¢
2(g—2)-my, otteniamo, per la (3.1),

Lemma 7.3. Se X e una superficie di Riemann connessa e compatta di
genere g>2, allora, indicando con t,(p) il peso di p rispetto ad O(X,27),
abbiamo

(7.1) Dy TP = (g=1)dy 2 +dy = ). U
OsservAazIONE 7.4. La condizione che py sia un punto di Weierstrass si
puo anche esprimere anche dicendo che almeno uno degli interi 2,3,..., g

non sia una lacuna di Weierstrass in py.

CoroLLARIO 7.5. Su ogni superficie di Riemann connessa e compatta di
genere g>2 ci sono q-punti di Weierstrass per ogni g>1.

DimmosTrAZIONE. Ci0 segue dal fatto che il secondo membro di (7.1) ¢
positivo. O

TeorREMA 7.6. Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta di
genere g>2. Allora il peso di un punto rispetto ai differenziali abeliani di
prima specie e sempre minore o uguale a g(g—1)/2. Questo valore ¢ assunto
in tutti e soli i punti per cui la sequenza delle lacune di Weierstrass (2.1)
non contenga 2.

DIMOSTRAZIONE. Siano 2<a,<a,<---<a, = 2g 1 primi g elementi del-
I’insieme N(p) degli interi positivi a per cui o-p sia la parte polare del divi-
sore di una funzione meromorfa su X ed 1=n,<n,<--- <n,<2g le lacune di
Weierstrass in p. Per la Proposizione [3.1]gli (n;—1) sono i possibili ordini di
zero dei differenziali abeliani di prima specie in p. Allora

8 . 3 s .

Up) = Tasx(p) = Z/.:l(”j—J):ijlnj - ijlj
2g-1 g-1

- Zj=g+l'] B Zj:laj'
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Per il punto (ii) della Proposizione 2.3} & a;+0,_;>2¢. Otteniamo quindi la
stima

28(2g—1 1 -1
Tp)< (Zjigﬂj) —8(g-) = a4 5 ) - g(g2+ ) —-g(g-1) = g(gz )

La (v) della Proposizione ci dice che Zi;ll a;=g(g—1) se e soltanto se
a1=2, cioe se 2 non appartiene alla sequenza delle lacune di Weierstrass
in p. O

Cororrario 7.7. Sia X una superficie di Riemann connessa e compat-
ta di genere g>2. Il numero w dei punti di Weierstrass di X soddisfa la
diseguaglianza

(7.2) 2842 < w < g—g.

DimostrAzIONE. I punti di Weierstass sono quelli in cui il peso t(p) in p
dei differenziali abeliani di prima specie ¢ maggiore di zero. Per il Teore-
ma in ciasun punto di Weierstrass p il peso 1(p) ¢ almeno g(g—1)/2. La
(7.1I) ci dice che, per 46,(X) &

2 TP) = (8= Ds(g+]) = g'=.

Questo ci da la stima dal basso, nel caso in cui tutti 1 punti di Weierstrass
avessero peso massimo g(g—1)/2 (questo, come vedremo, ¢ il caso delle su-
perfici iperellittiche), mentre quella dall’alto si ottiene considerando il caso
in cui in tutti i punti di Weierstrass il peso fosse 1 (punti di W. semplici). O

OsservazionE 7.8. Le superfici in cui ci siano esattamente 2g+2 punti
di Weierstrass sono iperellittiche (rivestimenti doppi ramificati della sfera
di Riemann). In essi, in questo caso, la sequenza delle lacune ¢ formata da
tutti 1 numeri dispari 1, 3,...,2g—1 positivi e minori di 2g. Ci sono anche
superfici di genere g con g°>—g punti di Weierstrass. Allora, in ciascun punto
di Weierstrass, la sequenza delle lacune ¢ 1,2,...,g—1,g+1, cio¢ il primo
intero positivo o per cui ci sia una feM(X) con div.(f) = a-p ¢ g. [Ha
questa proprieta, ad esempio, la superficie di Riemann della curva algebrica
w'=z(z-1)"]

8. Superifici iperellittiche

In questo paragrafo indichiamo con X una superficie di Riemann con-
nessa e compatta e con g il suo genere.

DEermNvizionE 8.1. Chiamiamo grado di una funzione meromorfa feM ™ (X)
il gradoﬂ del suo divisore polare div,(f).

2poiché deg(div(f)) = 0, & deg(dive(f))= deg(divy(f)).
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Una funzione feM*(X) definisce un rivestimento ramificato f : X—CP"'.
Il grado di f ¢ il numero di punti della fibra generica (sopra i valori non
critici).

Se ppeX, per la formula di Riemann-Roch dimc |py|=1-g+1(p). Poiché,
se g>1, I’indice di specialita i(py) ¢ g—1, su una superficie di Riemann di ge-
nere positivo non ci possono essere funzioni meromorfe di grado 1, cio¢ con
un singolo polo di ordine uno. Quelle che ammettono funzioni meromorfe
di grado due (cioe o con due poli semplici distinti o un solo polo di ordine
due) formano una classe speciale, che descriveremo in questo paragrafo.

Derinizione 8.2. Chiamiamo iperellittica una superficie di Riemann con-
nessa e compatta X per cui M*(X) contenga una funzione meromorfa di
grado due.

Una funzione feM*(X) di grado due definisce un rivestimento doppio
ramificato f : X — CP'. Cid significa che I'immagine A in CP' dei punti
in cui f non ¢ regolare formano un insieme finito tale che f si restringa ad
un rivestimento a due fogli X\ f~'(4) — CPM\A. I punti di f~'(A) sono di
diramazione di f e la fibra f~!(a), per ciascun a€A, consiste di un singolo
punto, con ordine di ramificazione uguale a due. Per la formula di Riemann-
Hurwitz ¢ 2g—2=-4+{il numero dei punti di diramazione}, da cui

Proposizione 8.1. Una superficie di Riemann iperellittica di genere g é
un rivestimento doppio ramificato di CP', con 2g+2 punti di ramificazione.
m|

ProposIZIONE 8.2. Se g<2, allora X e iperellittica.

DimosTrAZIONE. Se D € HY(X, 2%) ha grado due, per la formula di
Riemann-Roch

dime |D| = 2 - g + «(D).

Se g=0, allora dim¢ |D|>2 e quindi W(D) ha dimensione >3 e percio con-
tiene funzioni meromorfe f con div.(f) = D.

Se g=1, ¢ dim¢ |D|=1 e quindi W(D) contiene funzioni meromorfe non
costanti f con 0 < div.(f)<D. Poiché div.,(f) non puo avere grado uno,
per una feW(D) non costante deve essere div.(f)=D.

Resta da considerare il caso g=2. Per il Corollario ci sono su X
punti di Weierstrass. In uno di questi punti, diciamo py, I’intero 2 non ¢ una
lacunaﬂ ed esiste percio una feM*(X) con div.(f)=2-py. Cid completa la
dimostrazione. O

3Poiché g=2, in ciascun punto py di X ci sono due lacune 1=n;<n,<4. Il punto ¢ di
Weierstrass se e soltanto se n,=3.
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Esempio 8.1. Consideriamo la XcCP? descritta in coordinate non omo-

genee dall’equazione
w® =7 +1.

La z definisce su X una funzione meromorfa di grado 3, che ¢ quindi un rive-
stimento a tre fogli ramificato di CP'. I punti di ramificazione corrispondono
alle tre radici di (—1), mentre il punto co non ¢ di ramificazione. In ciascu-
no di essi I’indice di ramificazione ¢ 3. Per la formula di Riemann-Hurwitz
possiamo ricavare il genere di X da

262 =-6+6 = g=1.

Poiché ha genere uno, la X ¢ iperellittica e ci devono quindi essere su X
funzioni meromorfe di grado due. Infatti, se poniamo w=C+n, z=C-n,
otteniamo

G308+ + 0 = P30+ — P+, cioe
1-279°
on

che ci mostra che 1 ¢ su X una funzione meromorfa di grado due.

210*+6C% — 1=0 ovvero ’=

ProposIZIONE 8.3. La X e iperellittica se e soltanto se ha 2g+2 punti di
Weierstrass. Se f € M(X) ha divisore polare di grado due, allora i punti di
Weierstrass di X sono i punti di diramazione di f : X — CP'.

DimosTrAZIONE. Supponiamo che X sia iperellittica. Possiamo trovare
allorauna f : X — CP', meromorfa su X, che definisca un rivestimen-
to doppio ramificato di CP'. In ciascuno dei 2g+2 punti di ramificazione,
poiché 2 non ¢ una lacuna, le lacune di Weierstrass di X sono la sequen-
za 1<3<---<2g-1, cio¢ i numeri dispari minori di 2g. Percio il peso di
ciascuno di questi punti p (rispetto ad 46;(X)) &

. 1
wp) = Y (22 = 3=

Poiché per il Corollario[7.7|¢ 3 ,xT(p) = (g—1)g(g+1) e, dettipy, ..., pri2 1

punti di diramazione, Zji W(p)=(g—1)g(g+1), ne segue che non ci possono
essere in X altri punti di Weierstrass.

Viceversa, se su X ci sono 2g+2 punti di Weierstrass, il peso di ciascuno
di essi deve essere massimale, uguale cioe a g(g—1)/2 e quindi nei punti
di Weierstrass la sequenza delle lacune ¢ 1<3<---<2g—1. C’¢ quindi una
funzione meromorfa di grado due.

Nella prima parte della dimostrazione abbiamo ricavato che i punti di
Weierstrass coincidono con quelli di ramificazione di una qualsiasi funzione
meromorfa di grado due. O
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Proposizione 8.4. Se X e iperellittica di genere positivo, allora le sue
funzioni meromorfe di grado due si ottengono 'una dall’altra per compo-
sizione con una trasformazione di Mobius di CP'.

DimMosTRAZIONE. Siano fi, f> due funzioni meromorfe di grado due su X.
Fissato un punto di Weierstrass py di X che non sia un polo di nessuna delle
due (ci sono almeno quattro punti di Weierstrass; se uno di questi fosse un
polo di una f;, questa non potrebbe avere nessun altro polo), le funzioni
meromorfe 1/(fi—fi(p)), i=1,2 hanno entrambe un polo di ordine due in
po. Possiamo allora trovare un numero complesso ¢;€C* tale che

1 C1

U fo=f2(po) - Si—=fi(po)

abbia un singolo polo in py, di ordine <1. Poiché 1 ¢ una lacuna, la f ¢
olomorfa e quindi costante su X. Abbiamo allora, con ,€C,

1 C]
= + 0.
fhp) ~ fi-fitw) "
La dimostrazione ¢ completa. O

TeoreMA 8.5. Sia X una superficie iperellittica di genere g>2. Risulta
allora determinato un’ unica involuzione olomorfa J : X—X che ha come
luogo dei punti fissi i punti di Weierstrass di X e tale che, per ogni funzione
meromorfa feM*(X) di grado due risulti

8.1) @) = p. J(p), VpeX.

DimosTtrAZIONE. La J ¢ ben definita perché il grado del rivestimento ra-
mificato ¢ due. Si verifica poi facilmente che, in una carta locale (U, z) su X
con centro in un punto di Weierstrass, la J ¢ descritta da J(z)=-z. O

OsSErVAZIONE 8.6. Al variare di p in X, le somme p+J(p) sono i divisori
polari delle sue funzioni meromorfe di grado due.

Proposizione 8.7. La superficie X e iperellittica se e soltanto se ammette
un’involuzione olomorfa con 2g+2 punti fissi.

DivosTtrAZIONE. Poiché le superfici di genere <1 ammettono sempre in-
voluzioni olomorfe, tenuto conto del Teoremal[8.3] ci resta soltanto da dimo-
strare che, se g>2 ed esiste un’involuzione olomorfa con luogo di punti fissi
finito e di cardinalita 2g+2, allora X ¢ iperellittica. Detta J I’involuzione, il
quoziente X = X/(J) & una superficie di Riemann compatta. La proiezione
naturale f : X—X & un rivestimento di grado due, ramificato in 2g+2 punti.
Per la formula di Riemann-Hurwitz, X ha genere zero ed & quindi la sfera
di Riemann CP'. Questo ci dice che f & una funzione meromorfa di grado
due su X, che percio ¢ iperellittica. O



8. SUPERIFICI IPERELLITTICHE 251

DeriNizioNE 8.3. Chiamiamo la J definita nel Teorema involuzione
iperellittica di X.

Proposizione 8.8. Supponiamo che X sia iperellittica di genere positivo
g, con punti di Weierstrass pi, ..., prg+2. Fissata una feM*(X) di grado
due, tale che il supporto di div.(f) non contenga punti di Weierstrass di X,
possiamo definire una funzione meromorfa FeEM*(X) tale che
2g+2

(8.2) F() = | |- ).
j=1
DiMosTRAZIONE. Poniamo ¢=f(p;). Possiamo ordinare ej, . . ., &4+ in mo-
do che si possano trovare g+1 curve regolari vy, ..., Ye+1€6 ([0, 1], CPI),

con v;(0) = ey, Y(1)=ey;, due a due disgiunte. Osserviamo che il com-
plemento U; di v;([0, 1]) in CP' e semplicemente connesso e che la funzio-
ne olomorfa (z—e);_1)-(z—e;) non si annulla in nessun punto di U;. Possia-
mo allora, per ogni i=1,..., g+1, definire una funzione ®;e0'(U;) tale che
CD%(Z)Z(Z—ez,-_I)-(z—eZi) su U,. Il prodotto @ = @;---O,,; ¢ ben definito ed
olomorfo su U=U N -+ NUgy, € P*(2) = H?ﬁ?z(z—ei) su U.

L’aperto Y=£"!(U) & unione di due componenti connesse Y*. Infatti la f
definisce un rivestimento a due fogli Y—U e punti distinti della stessa fibra
non possono essere congiunti da un cammino continuo in Y. Definiamo F(p)
su Y ponendola uguale a ®(f(p)) se peY ed a [-D(f(p))] se peY . Si verifica
che la F' si puo prolungare ad una funzione continua, e quindi olomorfa, su
tutto X, che verifica quindi la (8.2). O

OsservAZIONE 8.9. Poiché per ipotesi il supporto del divisore polare della
f nella Proposizione|8.8/non contiene punti di Weierstrass, € dive(f)=q1+¢.
Abbiamo allora

dio(F) = >~ g+ D+ gy

CoroLLARIO 8.10. Siano f,F come nella Proposizione Allora i g
differenziali
fldf
F
Jformano una base dei differenziali abeliani di prima specie su X.

(8.3) , per j=0,...,g—1,

DivostrazioNE. I differenziali in (8.3)) sono linearmente indipendenti in
A4b(X). Dobbiamo dimostrare che sono olomorfi. Possiamo supporre che il
supporto del divisore di f non contenga punti di Weierstrass e quindi che
div(f) = (g3+q1)—(q1+¢). Abbiamo

div(df) = Z

2g+2
P 2Aqtq)

i=
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e quindi

id ¥
div (fFf) = j(p+ta)—(qi+p) + (Zzgl 2171' - 2(71*‘42))

i=

2g+2
(X - e D@+
= (g—Jj-D(qa+q) + j(gs+q) > 0.

Ci0 prova che il divisore ¢ olomorfo e che quindi i differenziali sono olo-
morfi. O

CororLario 8.11. Se X ¢ iperellittica, ogni beM*(X) con grado minore
o uguale al genere g ha grado pari.

DimosTtrAzIONE. Laffermazione ¢ banalmente vera se X ha genere < 2.
Consideriamo ora il caso in cui g>3. Sia ¢€M*(X) una funzione meromorfa
di grado 4<g. Posto D=div.,(¢), per il teorema di Riemann-Roch

1<dime |D| = 4 — g + (D).

Quindi «(D)>1 e percio c¢’e almeno un differenziale olomorfo w con divisore
>D, tale cioe che ¢-w sia ancora un differenziale abeliano di prima specie.
Utilizzando le notazioni del Corollario abbiamo allora

N flap e fldp o Db
(,O—Zj:]aj F , f-w—zjzlﬁjT equ1nd1 q)—m

¢ una funzione razionale di f. Poiché f ha grado pari, anche ¢ ha allora
grado pari. O

9. 1l teorema di Hurwitz

In questo paragrafo indicheremo con X una superficie di Riemann con-
nessa e compatta di genere g, di cui studiereremo il gruppo Aut(X) degli
automorfismi.

ProposizioNe 9.1. Il numero di punti fissi di un automorfismo di X di-
verso dall’identita é minore o uguale a 2g+2.

DimosTrAZIONE. Sia idy#deAut(X).

Poiché X ¢ compatta, ’insieme Fix(¢p) dei punti fissi di ¢ ¢ discreto
e quindi di cardinalita finita k. Fissiamo py in X\Fix(¢). C’¢ una funzione
meromorfa feM*(X) con div.(f) = r-py per un intero r con 1<r<g+1 (il
minimo r ¢ proprio g+1 se py non ¢ punto di Weierstrass, altrimenti, se non
tutti i punti di Weierstass sono punti fissi di ¢, si pud prendere pil piccolo).
La funzione f—fod ha divisore dive,(f—fod)=[rpo+r-¢p~ (p)] ha grado 2.
Quindi anche divy(f—fod), di grado 2r, cioe (f—fod) ha al pit 2r<(2g+2)
zeri. Poiché tutti 1 punti fissi di ¢ sono zeri di f—fo¢, otteniamo latesi. O
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Indichiamo con W(X) I’insieme dei punti di Weierstrass di X. Ricordia-
mo che la sua cardinalita ¢ maggiore o uguale di 2g+2 (uguale nel caso
iperellittico) e minore o uguale a g°—g. Abbiamo ovviamente

Lemma 9.2. Se ¢pcAut(X), allora p(W(X)) = W(X). O

CoroLrLarI0 9.3. C’é¢ un omomorfismo
(91) A /‘Zlut(X) B q) — q)lW(X)ES(W(X)),

che ¢ iniettivo se X non é iperellittica. Se X e iperellittica, il nucleo di \ con-
tiene il sottogruppo (J), degenerato dall’involuzione iperellittica e coincide
con esso se g>2.

DivosTrAZIONE. Se X non ¢ iperellittica, allora W(X) ha cardinalita mag-
giore di 2g+2. Allora il fatto che una ¢peAut(X) che fissi 1 punti di W(X)
sia I'identita segue dalla Proposizione Nel abbia visto che J ¢
I’unico automorfismo di una superficie ellittica X che ne fissi i punti di
Weierstrass. O

CoroLLarIO 9.4 (Schwarz). Il gruppo degli automorfismi di una super-
ficie di Riemann connessa e compatta di genere g>2 ¢ finito. O

TeoremMA 9.5 (Hurwitz). Se g>2, allora
9.2) |Aut(X)| < 84(g—1).

DimosTtrAzIONE. Indichiamo con G il gruppo Aut(X) e con mw: X—X/G
la proiezione, che ¢ una mappa olomorfa. Il grado N di it & I’ordine | Zut(X)|
del gruppo degli automorfismi. La 7 ¢ ramificata nei punti fissi degli ele-
menti di G. Se, per un punto p di X indichiamo con G, lo stabilizzatore di
G in p, I’ordine di diramazione v(p) di 7 in p ¢ ’ordine |G| dello stabiliz-
zatore. Sia pj, ..., p, un sottoinsieme massimale di punti fissi di elementi
di G*=G\{id}, appartenenti ad orbite distinte di G. Per ciascuno di essi sia
v; = V(p;) = |G,|. Per calcolare I'indice di diramazione di 7, osserviamo
che la fibra sopra n(p;) ¢ formata da N/v; punti, ciascuno con indice di
diramazione v;. L'indice totale ¢ allora

r N r 1
B= Zj:lv—j(vj—l) = NZF1 (1—v—).

J
Per la formula di Riemann-Hurwitz, detto v il genere di X/G, abbiamo

(%) 2¢-2=NQ2y-2)+B=NQ2y- 2)+NZ;:l (1—l).

Vj

Osserviamo che, necessariamente, poiché supponiamo che N>1, ¢ y<g.
Inoltre ogni addendo nella sommatoria in (%) € un numero in [%, 1).
Distinguiamo diversi casi.
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Caso 1. Se y>2, allora 2g—2>2N e quindi N<(g—1).
Caso 2. Se y=1, allora

2¢-2 = NZ} 1(1——)

ed r non pud essere zero, perché abbiamo supposto che g>2. Otteniamo
percid 2g—2>1N, da cui N<4(g-1).
Caso 3. Se y=0, la () diviene

o s T

Poiché g>2, deve essere r>3.

Se r>5, allora 2g—22%N e quindi N<4(g—-1).

Se r=4, non tutti gli addendi (1 — (1/v;)) possono essere uguali a 1/2.
Quindi

3 2 1
2e¢-1)>N|z+=-2|=-—=N & N<12(g-1
(g-1) 2 (2+3 ) LN e (g=1).
Rimane da considerare il caso r=3. Possiamo supporre, per fissare le idee,
che

2< vy <vy < s
Deve essere v,>3, perché altrimenti il secondo membro di sarebbe

negativo.
Se fosse v3 > 7, allora avremmo

1 2 6 N
-2 > == —2|=— <
2g 2_N(2+3+7 2) ) = N < 84(g-1).
Se v3=6, e v;=2, allora deve essere v,>4 e quindi
1 35 N
> - — = — <
2g-2 N(2+4+6 2) B = N < 24(g-1).
Se v3=6 e v;>3, allora
2 25 N
2¢-2 > —+=+==2]=—= N < 12(g-1).
g _N(3+3+6 ) c = N < 12(g-1)

Se v3=5 e v;=2, allora v, > 4 ed allora
1 3 4 N
2g— 2>N( +— +——2)—% = N <40(g—-1).
Se v=5e v; > 3, allora
4 2N

4
29— 2>N(3+§—2)_E = N < 15(g—1).
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Se v3 = 4, allora devono essere vy, v, > 3 e quindi

3 4 12

Questo esaurisce tutti i casi possibili e completa la dimostrazione del teore-
ma. O

4 3 N
2g-2 > N(—+— - 2) = — = N <24(g-1).

OsservAzIONE 9.6. Esistono superfici di Riemann per cui il gruppo degli
automorfismi contenga esattamente 84(g—1) elementi, ma questo non av-
viene per ogni genere g>2. Ad esempio, il neozelandese Marston Conder
ha dimostrato che, per 2<g<11904 ci sono esattamente 32 interi distinti per
cui tale valore viene raggiunto. Questo risultato si puo trovare in “The Ge-
nus of Compact Riemann Surfaces with Maximal Automorphism Group”,
Journal of Algebra, 108, (1987), pp.204-247.

10. Divisori speciali

Come vedremo nel Cap[XV] le e superfici di Riemann connesse e com-
patte X si possono rappresentare come desingolarizzazioni di grafici di fun-
zioni algebriche, ciog di curve in CP?. Le funzioni razionali in CP? si re-
stringono a funzioni meromorfe su X.

Una funzione razionale non costante di grado m realizza X come un
rivestimento ramificato ad m fogli della sfera di Riemann. E quindi in-
teressante, per comprendere la struttura geometrica di X, cercare funzioni
meromorfe non costanti di minimo grado m.

Per il teorema delle lacune, scegliendo ad esempio come divisore pola-
re un multiplo di un punto di Weierstrass, sappiamo che vi sono funzioni
meromorfe di grado m minore o uguale al genere.

Per la formula di Riemann-Roch, il divisore polare una funzione mero-
morfa non costante di grado minore o uguale al genere deve avere indice di
specialita positivo.

Indicheremo nel seguito con X una superficie di Riemann connessa e
compatta di genere positivo g.

Ricordiamo la definizione dei divisori speciali.

DEermvizione 10.1. Chiamiamo speciale un divisore olomorfo D con in-
dice di specialita (D) positivo.

Un divisore olomorfo D ¢ speciale se vi ¢ un differenziale abeliano di
prima specie w con diz(w)>D. Cio equivale al fatto che ci sia un altro divi-
sore olomorfo D* tale che K=D+D" sia un divisore canonico. In particolare,
un divisore speciale ha grado minore o uguale al grado 2g—2 del divisore
canonico. Ovviamente, un complemento olomorfo D* di D ¢ anch’esso
speciale.
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Dermizione 10.2. Dato un divisore olomorfo D, chiamiamo suo comple-
mentare un divisore olomorfo D* tale che D+D* sia un divisore canonico.

Abbiamo osservato (Lemma del Cap/XIll) che, se K ¢ un qualsiasi
divisore canonico, allora 1(D)=|K—D|+1. La condizione di specialita si puo
riscrivere percio nella forma

|D*|=|D—-K|#0.

Ogni divisore olomorfo di grado minore di g ¢ speciale, perché, per la
formula di Riemann-Roch,

0 < dimc |D| = deg(D) — g + (D) = (D) > g — deg(D).

Per un divisore olomorfo di grado g la dimensione del suo sistema li-
neare ¢ uguale al suo indice di specialita e quindi il divisore ¢ speciale se
e soltanto se ci sono funzioni meromorfe non costanti il cui divisore polare
sia minore o ugale a D.

Dermizione 10.3. Chiamiamo indice di Clifford di un divisore D su X
I’intero
(10.1) cl(D) = deg(D) — 2 dimc¢ |D)|.

Proposizione 10.1. Siano D un divisore qualsiasi e K un divisore cano-
nico su X. Allora

(10.2) cl(D) = c(K-D).
DimosTtrAZIONE. Poiché la dimensione del sistema lineare |K—D| ¢ ugua-
le ad :(D)—1, abbiamo
cl(K-D) = (2g—2)—deg(D)-2 dimc |K—-D| = 2g— deg(D)—-21(D)
= 2g—deg(D)-2(dim¢ |D| + g— deg(D)) = deg(D)—-2 dim¢ |D| = cl(D).O

Per la formula di Riemann-Roch I’enunciato della Proposizione [10.]]
equivale ad una qualsiasi delle

cl(D) = cl(K-D,
(10.3) 21(D)+ deg(D) = 2u(K—-D)+ deg(K-D),
(D) — (K-D) = (g—1) — deg(D).

NotazioNe 10.2. Chiamiamo massimo comun divisore di due divisori
olomorfi D, D, il divisore olomorfo

(10.4) DiADy(p) = min{D(p), D2(p)}, VpeX
e loro minimo comune multiplo il divisore

(10.5) D1VDs(p) = max{D;(p), D>(p)}, VpeX.
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Proposizione 10.3. Se Dy, D, sono due divisori olomorfi allora
(106) dimc |D;| + dimg |D,| < dime |DVD,| + dime |[D{AD;|.

DimosTtrAZIONE. Osserviamo che W(Di)+W(D,)SW(D,VD;), perché
Dy, D><D\VD,.

Abbiamo poi W(D)NW(D,) = W(D,AD;) e quindi la tesi segue dalla
formula d’intersezione di Grassmann. O

Cororrario 10.4. Se Dy, D, sono divisori olomorfi, allora
(10.7) cl(Dy) + cl(D,) > cl(D,AD;) + cl(D;V D). 0

CororLario 10.5. Se D e D* sono divisori olomorfi complementari,
allora

(10.8) clD) > cDAD").

DmvosTtrAzIONE. Poiché, per la Proposizione ¢ cl(D)=cl(D") e, po-
sto K=D+D*,

cl(DAD") = c(K—[DAD"]) = cl(DVD"),

per la (10.7) abbiamo
2¢cl(D) = cl(D) + cl(D*) > cl(DAD*) + cl(DVD*) = 2cl(DAD"). O

Teorema 10.6 (Clifford).

a) Ogni divisore olomorfo speciale di grado 2g—2 e canonico ed ha
indice di Clifford zero. Il divisore nullo e speciale con indice di
Clifford zero.

b) L’indice di Clifford di un divisore speciale e non negativo.

c) Se X non ¢ iperellittica, i divisori speciali di grado positivo e
minore di (2g—2) hanno indice di Clifford positivo.

DimosTtrAZIONE. Per il divisore nullo 0 abbiamo dim |0| = 0, deg(0) = 0
ed «(D) = g>0. Quindi 0 ¢ speciale con indice di Clifford zero.

Se D ¢ speciale di grado (2g—2), allora «(D)=1 e ¢’¢ quindi un differen-
ziale abeliano di prima specie con divisore D. Per la formula di Riemann-
Roch e

dim|D| = 2g-2) —g+1 = g—-1 = cl(D) = 0.
Questo dimostra il punto a).

Per dimostrare b) possiamo ragionare per ricorrenza sul grado di D. Se
I’enunciato non fosse vero, ci sarebbe un grado minimo d per cui esista
un divisore olomorfo speciale D, di grado d, per cui cl(D)<0. Per il punto
a), deve essere 0<d<2g—2 e quindi D ha un complemento D* non banale.
Poiché anche D* ¢ speciale e ha lo stesso indice di Clifford, avremo 0<d<g.
Sia o un differenziale abeliano di prima specie con div(w)=D+D*. Poiché
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cl(D) ¢ per ipotesi negativo, |D| ha dimensione positiva e ci sono quindi
funzioni meromorfe f non costanti con divisore polare 0<div.,(f)<D. Se py
non appartiene al supporto di div(w) e zo=f(p), il prodotto w’=(f(p)—z0)-®
¢ ancora un differenziale abeliano di prima specie. Il suo divisore ¢ mag-
giore o uguale al divisore olomorfo D’'=D+div(f), che ¢ ancora speciale
perché ha grado d<g ed ha lo stesso indice di Clifford perché linearmente
equivalente a D. Per costruzione, il suo complemento D"*=div(w’)—D’ non
contiene nel supporto il punto py e quindi D’ AD’* ha grado strettamente mi-
nore di d. Poiché anche D’ & olomorfo e speciale, la cl(D’AD’*)<cl(D")<0
(per il Corollario [I0.5]) contraddice I’ipotesi induttiva. Questo completa la
dimostrazione di b).

Per dimostrare c) utilizzeremo un argomento analogo a quello utilizza-
to nella dimostrazione del punto b). Se ci fossero divisori speciali D con
O< deg(D)<(2g-2) e cl(D)=0, fissiamone uno con minimo grado positivo
e sia D* un divisore complementare di D ed w un differenziale abeliano di
prima specie con divisore K=D+D*. Osserviamo che deg(D)<g.

Se fosse deg(D)=2, allora W(D) avrebbe dimensione due; conterrebbe
quindi una funzione meromorfa di grado due ed X sarebbe iperellittica.

Se X avesse genere 3, poiché i gradi possibili di un divisore speciale con
indice di Clifford nullo sono 0, 2,4=2¢—-2, una X, I’esistenza di una D con
cl(D) = 0 e deg(D)=2 ¢ possibile se e soltanto se X ¢ iperellittica.

Consideriamo infine una X di genere g>4 e un D con 4< deg(D)><2g-2.
Se cl(D)=0, allora dimc(W(D)) = 1+% deg(D)>3. Possiamo allora trovare
una f € W(D) che si annulli in un punto py del supporto di D* ed in un
punto ¢ che non appartenga al supporto di K. Allora o’=f-w € ancora un
differenziale abeliano di prima specie, il cui divisore ¢ maggiore del divi-
sore olomorfo D’ = D+div(f), che quindi ¢ speciale. Consideriamo il suo
complemento D" = K’'—D’. Poiché p, appartiene sia al supporto di D’ che
a quello di D’*, abbiamo

0< D'AD”" < D.

I1 divisore D’ AD’* sarebbe ancora speciale, avrebbe indice di Clifford zero
per il Corollario[I0.5]ed il punto b) e grado positivo minore di quello di D.
Questo ci da una contraddizione. La dimostrazione ¢ completa. O

Cororrario 10.7. Ogni divisore olomorfo di grado minore o uguale a
2g—2 ha indice di Clifford non negativo e, se X non ¢ iperellittica, indice di
Clifford é zero se e soltanto se D ¢ o 0 o un divisore canonico.

DmostrAZIONE. Per la formula di Riemann-Roch, I’indice di Clifford di
un divisore non speciale ¢ maggiore di quello di un divisore speciale dello
stesso grado. Da questo segue la tesi. O
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CoroLLARIO 10.8. Se D ¢ un divisore olomorfo di grado minore o uguale
a (2g-2), allora

(10.9) (D) < g — 3 deg(D).

Se X non e iperellittica, I’'uguaglianza vale solo se D ¢ o uguale a zero, o
un divisore canonico.

DimmosTrRAZIONE. Per la formula di Riemann-Roch,
(D) = dimc |D| + g - deg(D) = (g — 1 deg(D)) — 1cl(D).

La tesi segue dal corollario precedente, in quanto cl(D)>0. L’uguaglianza
in (10.9) vale se e soltanto se cl(D)=0. O

Esempio 10.1. Se X ¢ iperellittica di genere g>0 e py € un punto di
Weierstrass, allora cl(2k-py) = 0 per 0<k<(g—1).

10.1. Divisori di grado tre. Le superfici iperellittiche sono caratteriz-
zate dall’esistenza di funzioni meromorfe di grado due, cio¢ di divisori
olomorfi di grado due il cui sistema lineare abbia dimensione uno.

Tutte le superfici di genere minore o uguale a due sono iperellittiche.
Se il genere g ¢ maggiore di due, la dimensione del sistema lineare di un
divisore olomorfo D di grado tre non puo essere maggiore di uno. Infatti, se
la superficie e iperellittica, tutte le sue funzioni meromorfe il cui grado non
superi 2g—2 hanno grado pari; se non lo €, non ci possono essere funzioni
meromorfe di grado due. In entrambi i casi, W(D), se contiene funzioni
meromorfe non costanti, ha dimensione due.

Proposizione 10.9. Supponiamo che X sia una superficie di Riemann
connessa e compatta di genere g>4.

(i) Se ci sono su X due divisori olomorfi Dy, D, di grado tre non
linearmente equivalenti, con dime |D;|=dimc¢ |D,|=1, allora X é
iperellittica.

(i) Se M*(X) contiene una funzione meromorfa f di grado tre, allora
tutte le altre funzioni meromorfe di grado tre si ottengono compo-
nendo f con una trasformazione di Mobius ed X non e iperellittica.

DimMosTrRAZIONE. (i). Siano f;, per i=1,2, funzioni meromorfe non co-
stanti in W(D;). Se una di esse fosse di grado due, la X sarebbe iperellittica.
Possiamo quindi supporre che f;, f> siano di grado tre e quindi div(f;) = D;,
peri=1,2.

Se ci fosse una trasformata di Mobius 7 tale che f,=tof;, allora

D\=dive(f1) = divee(1/(f2(p) — 20)) con t(eo0) = zo.
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I divisori div.(1/(f2(p) — 20)) € Dr=div.(f>) sono linearmente equivalenti,
perché

dive,(1/(f2(p) — 20)) = divo(1/(f2(p) — 20)) — div(1/(f2(p) — 20))
= div(f2) — div(1/(f2(p) — 20)) = D> — div(1/(f2(p) — 20)).

Quindi, se fosse f,=Tof; per una 1€ Aut(CPY), avremmo D, = D,. Da que-
sto segue che W(D;+D,) contiene quattro funzioni meromorfe linearmente
indipendenti 1, fi, f>, f1 f>. Infatti, una relazione lineare

ow+afitaftafifz=0, con |gl+|al+lel+le|l >0

implicherebbe che ¢;#0 ed fo=—(¢; fi+¢c)/(c3f1+¢) siotterrebbe da f; com-
ponendola con una trasformazione di Mdbius.
Poiché D,+D, ha grado 6, minore di 2g-2, e

cl(Di+D,) = 6-2dim¢ |D;+D5| <6 -6 =0,

¢ cl(D;+D;)=0 e quindi, per il Corollario la X ¢ iperellittica. Poiché
3 ¢ minore o uguale del genere di X, per il Corollario se X ¢ ipe-
rellittica non ci sono su X funzioni meromorfe di grado tre. Quindi f; ed
/> hanno grado due e sono ’una una la composizione dell’altra con una
trasformazione di Mobius.

(ii). Poiché D;+D, ha grado 6<2g-2, per il Corollario ha indice
di Clifford positivo. E percid 6 — 2dim¢ |D;VD,|>0 e questo ci dice che
dime W(D;VD,)<3. Ne segue che le funzioni meromorfe 1, fi, f>, fi-f> so-
no linearmente dipendenti e percio f; ed f; si ottengono I’una componendo
I’altra con una trasformazione di Mobius. O

Esempio 10.2. La quartica di Klein ¢ descritta, in coordinate omogenee
di CP?, da
xgxl + x?xz + x%xo =0.
Nelle coordinate non omogenee w=xox;' e z=x,x;' otteniamo
w + 22w + 7=0.
I punti di ramificazione al finito si ottengono dal sistema

w + 22w + 7=0, 3w +72 =0, 7=2w3,
— =

3w +7° =0, 7=2w’ 8w’ +3w? =0.

Otteniamo cosi 8 punti di diramazione, corrispondentiaz = 0 ed a zh:Zw}f,
con wj, uguale, per h = 1,...,7, alle sette radici settime di —%. In ciascuno
di questi punti abbiamo una ramificazione di ordine 2. Ad esempio, nel
punto 0, sostituendo z,=0 nell’equazione omogenea, otteniamo in X i due
punti distinti (0, 1,0) ed (1, 0, 0), di cui uno solo puo essere di ramificazione,
con ordine due. Il punto all’infinito di z corrisponde a x;=0, x,=1, che ci da



10. DIVISORI SPECIALI 261

Xp=0. Quindi co ¢ un punto di ramificazione di ordine 3. Abbiamo percio
nove punti di ramificazione, 8 di ordine due ed uno di ordine tre. La formula
di Riemann-Hurwitz ci da allora

2¢-2=-6+10=g=23.

La z ¢ su X una funzione meromorfa di grado tre e quindi X non ¢ iperellit-
tica.

10.1.1. Superfici di Riemann di genere 4. Consideriamo ora superfici
di Riemann connesse e compatte X di genere 4.

Proposizione 10.10. Ogni superficie di Riemann di genere 4 ha un divi-
sore speciale D di grado tre, con dime |D|=1.

DiMosTRAZIONE. Sia (wq, W, 03, W4) una base dei differenziali abeliani
di prima specie. Abbiamo osservato nel §1|del Cap XTIl che la dimensione]
dello spazio dei differenziali olomorfi di grado due ¢ 9. Percio i dieci diffe-
renziali w;-w;, per 1<i<j<4 sono linearmente dipendenti. Possiamo allora
trovare una matrice simmetrica A=(g; j)1<; j<a#0 tale che

41 42 M3 dG4) (01

4 a a a a w
. b1 B2 B3 b 2] _
E _, G j0i0) = 0, cioe (wq, Wy, W3, Wy) =0.

B1 B B3 34| W3
4,1 A2 @3 G44)\04

L]

L’unico invariante per congruenza di una matrice simmetrica ¢ il rango.
Quindi, a meno di un cambiamento della base dei differenziali abeliani,
possiamo supporre che sia

A =14 oppure A= (I’ 0) se A harango 1<r < 4.

La A non pud avere rango 1, perché w?#0. Non pud neanche avere rango
due, perché se fosse w+w3=0 i due differenziali abeliani di prima spe-
cie w; ed w, avrebbero gli stessi divisori e sarebbero quindi multipli ’'uno
dell’altro. Devono essere quindi verificate una delle due relazioni

(10.10) o] + o3 +0; =0, oppure 7+, + 03 + w; = 0.
La prima di queste si puo riscrivere nella forma
2 . . .
Gy =Gl con §i=imy, G=wrt+im;, T3=wy—iw;.

Se div(T;) = pi+--- +pe, allora almeno una delle C,, T3 deve annullarsi su
tre degli zeri di C;. Allora uno dei quozienti C;/C,, C;/C; ¢ una funzione
meromorfa di grado minore o uguale a tre.

4Abbiamo dimostrato che la dimensione di Q7 X)e 2qg-D(g-1).
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Se vale invece la seconda, abbiamo
CiG =Gy, con i=im+wy, LHr=im—m,, T3 = w3+iws, Ty = w3—iwy.

Anche in questo caso una delle T3, Ty ha tre zeri in comune con C; ed una
delle €, /Cs, C;/C4 € una funzione meromorfa non costante di grado minore
o uguale a tre.

C’¢ quindi un divisore polare ¢ un divisore speciale di grado tre. Poiché
non ci possono essere sia funzioni meromorfe di grado due che di grado tre,
ne segue che la dimensione del suo sistema lineare ¢ uno. O

Lemma 10.11. Siano fi, f> funzioni meromorfe di grado tre su X. Sono
equivalenti

(D) dive(f1)l = [dive(f2)I;
(2) possiamo trovare 1€ Aut(CP") tale che fr=10fi.
3) 1, f1, f>, fi-f> sono linearmente dipendenti.

DimMosTRAZIONE. Siano D;=div.(f;), per i=1,2. Se D; e D, sono linear-
mente equivalenti, allora D,=D;+div(h) per una he M*(X). Allora I’appli-
cazione

W(Dy) > ¢ — h-¢p € W(D»)

¢ un isomorfismo lineare. Come abbiamo osservato, gli spazi vettoriali
W(D,) e W(D,) hanno entrambi dimensione due, con 1, f; base di W(D)
ed 1, f, base di W(D,). Poiché la moltiplicazione per /4 ¢ un isomorfismo
lineare di W(D;) su W(D,), anche I'immagine A, h-f; di 1, f; ¢ una base di
W(D,). Possiamo allora trovare numeri complessi a, b, ¢, d, con ad —bc#0,
per cui

h

(1'hf1+5‘h:f2, — _Llf1+5
c-hf+d -h=1 i+ d

Viceversa se 1€ Aut(CP"), allora tof ha lo stesso divisore polare di f se
T ¢ una trasformazione affine del piano, altrimenti il suo divisore polare ¢
quello di ¢(p)=1/(f(p) — 17!(00)) e quindi linearmente equivalente a D.

Si verifica infine facilmente che (3) ¢ equivalente a (2). O

TeoremA 10.12. Sia X una superficie di Riemann compatta di genere
4. Si possono allora dare uno dei casi seguenti (ciascuno esclude gli altri
due):

(1) X e iperellittica;

(2) M*(X) contiene una funzione meromorfa f di grado tre tale che
2div,(f) sia un divisore canonico. Ogni altra funzione mero-
morfa di grado tre in M*(X) si ottiene componendo f con una
trasformazione di Mobius,
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(3) ci sono in M*(X) due funzioni meromorfe di grado tre, che non
si possono ottenere [’'una componendo [’altra con una trasforma-
zione di Mobius. Ogni altra funzione meromorfa di grado tre si
ottiene componendo una di queste due con una trasformazione di
Mobius.

DimosTtrAZIONE. Poiché su una superficie iperellittica di genere 4 non ci
sono funzioni meromorfe di grado tre, se ¢ verificata (1) non possono essere
verificate né (2) né (3), e viceversa.

Supponiamo che X non sia iperellittica. Per la Proposizione
possiamo trovare una funzione meromorfa feM*(X) di grado tre.

Posto D=div.,(f), la formula di Riemann-Roch ci da

I =dim¢|D|=3-4+1(D) = (D) =2.

Lo spazio 46”(X) ha cioé dimensione due e possiamo fissarne una base
1, w. Siano K;=div(w;) i corrispondenti divisori canonici, che hanno gra-
do tre. E K;=D+D; con divisori olomorfi D; di grado tre. Il quoziente
fi=w,/m; € una funzione meromorfa non costante, di grado minore o ugua-
le a tre e quindi di grado tre, con div(f;) = D,—D; e quindi Dy=div.(f),
Dy=divy(f1). Se uno (e quindi entrambi) 1 divisori D; fossero linearmente
equivalenti a D, avremmo, per una he M *(X),

D =D+ C[lT/(h) = Ki=D+D =2D + 6{17/(]/1)

e quindi 2D, essendo linearmente equivalente a K;, sarebbe un divisore
canonico. Viceversa, se K=2D=2div.(f) fosse canonico, i complementi
Dy, D, di D sarebbero linearmente equivalenti a D, perché

Ki:D+Dl’:>D,‘:D+(Kl’—2D):D+(Ki—K)
e quindi D;=D perché la differenza di due divisori canonici & principale.
Se ci fosse una funzione meromorfa 4 di grado tre su X il cui divisore
polare A non fosse linearmente equivalente a quello di f, le quattro funzioni

1, f, h, f-h di W(D+A) sarebbero linearmente indipendenti. Quindi, per la
formula di Riemann-Roch,

3 <dim¢ |D+A| = 6 — 4 + «(D+A) = 1(D+A) > 1.

Questo implica che 1((D+A)=1 e K=D+A ¢ un divisore canonico ¢ A un
complemento di D. Poiché abbiamo osservato che, se 2D ¢ canonico, i
complementi di D sono linearmente equivalenti a D, questo ci dice che,
in questo caso, tutte le funzioni meromorfe di grado tre sono, per il Lem-
ma [T0.11] trasformate di Mébius di f, completando la dimostrazione del
punto (2).

Consideriamo ora il caso in cui il doppio del divisore polare di una fun-
zione meromorfa di grado tre non sia mai canonico e siano f, f; definite
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come all’inizio della dimostrazione. In particolare, D;#D. Sia h una fun-
zione meromorfa di grado tre, con divisore polare A non linearmente equi-
valente a D. Vogliamo dimostrare che allora A ¢ linearmente equivalente a
D,. Poiché A£D, le funzioni 1, f, h, f-h sono linearmente indipendenti in
W(D+6) e quindi

3 <dimg¢ |D+A| = 6 — 4 + 1(D+A)

ed 1(D+A) > 1. Poiché D+A ha grado 6, il divisore eq-sprXb-10.6 olo-
morfo D+A ¢ canonico ed esiste quindi, unico a meno di moltiplicazione
per scalare, un differenziale abeliano di prima specie w con div(w)=D+K.
Poiché wea6”(X), si scrive in modo unico come una combinazione lineare
W=¢; W1+ 0,, con ¢f, o€C non entrambi nulli. Il quoziente w/w; ¢ una fun-
zione meromorfa ¢ con divisore div(¢p)=D+A—K=D+A—(D+D)=A-D;.
Questo dimostra che A=D; e, quindi, per il Lemma@ h si ottiene com-
ponendo f; con una trasformazione di Mobius. Cio dimostra (3) e conclude
quindi la dimostrazione del Teorema. O

OsservazionE 10.13. I casi (2) e (3) corrispondono alle relazioni (10.10).
Abbiamo osservato come nel caso in cui la matrice A abbia rango 3 si possa
trovare una base C;, o, T3, {4 di A61(X) con Cf = {,Cs. Allora T,/C; € una
funzione meromorfa di rango tre f con 2div.(f) = div(T;) canonico.

Se A ha rango 4, possiamo fare in modo che C;C, = §384. Le f1=C;/C3
ed f>=C;/C4 sono funzioni meromorfe di grado tre con parti polari non
linearmente equivalenti.

Esempio 10.3. Sia X descritta, nelle coordinate non omogenee di CP?,
dalla curva regolare

5 2
w’ =z(z°-1).
Possiamo considerare z come una funzione meromorfa su X. Essa defini-

sce un rivestimento a 5 fogli di CP', ramificato nei punti corrispondenti a
z=0, 1, =1, co. Nel punto all’infinito ¢

1 1)z
22-1)  1-(1/z)%?

e quindi ¢’¢ un unico punto p. corrispondente di X, con v(p.)(z)=5. Pos-
siamo infatti parametrizzare X, in un intorno di p.,, con

(1/w)’ =

=3

w! =313
L ordine & 5 anche nei punti po(=)z"1(0), pr=z"'(1) e p_1=z"'(~1). Calcolia-
mo il genere g di X utilizzando la formula di Riemann-Hurwitz:

2¢—2=-10+16 = 6 = g=4.
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La w definisce invece una funzione meromorfa di grado tre su X, che ha
come divisore polare 3-p.,. Consideriamo il differenziale

dz

w=—.
wt

Nell’intorno dei punti py, py, p_i la w & una coordinata locale e z=w’+0(w").
Ne segue che w non ha né zeri né poli nei punti p#p.. Nella coordinata 3
introdotta sopra, abbiamo z = 37, w™! = 22+0(z*). Quindi

o = -537°G*+0G")*d3 = (-5:°+0G")) d3

dimostra che w ¢ un differenziale abeliano di prima specie con divisore 6-py.
Quindi w ¢ una funzione meromorfa di grado tre e il quadrato del suo divi-
sore polare ¢ un divisore canonico. Siamo nel caso (2) del teorema e quindi
ogni funzione meromorfa di grado tre su X ¢ una t(w) con 1€ Aut(CPY).

Esempio 10.4. Siano zy,...,z5 cinque punti distinti di C. Consideriamo
la superficie di Riemann X definita dalla curva complessa di CP"'

w3 = rljzl(z—zj)

La coordinata non omogenea z definisce su X una funzione meromorfa di
grado tre. Possiamo calcolare il genere g di X utilizzando la formula di
Riemann-Hurwitz. Poiché z € ramificata nei sei punti py, . .., ps, pe, In CUL Z
assume, rispettivamente, i valori z;, . . ., Z5, 0, ed in ciascuno di questi punti
I’ordine di ramificazione € tre, abbiamo

2¢-2=—6+26=6= g=4.

1l divisore polare di z & 3-p.. Consideriamo il differenziale abeliano w=w"dz.
In ciasuno dei punti p; & (z—z;)=w+0(w") e quindi ® non ha poli su X\{p.}.
Vicino a p.,, possiamo utilizzare la parametrizzazione z=3~°, ottenendo

s 175 (1] IR EE 5 s
“ _nj=1(¥_zj)_3T51—[j=1(1_”f):>w‘3 :

Ne segue che o ~ —33743'%43 ~ —33°d3 e quindi o & un differenziale abe-
liano di prima specie con div(w)=2div.z. La X verifica quindi la condizione

(2) del Teorema [10.12]

Esempio 10.5. Consideriamo ora la XcCP?, definita in coordinate non
omogenee dall’equazione

2w =37+ 7 =0.
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La z definisce una funzione meromorfa di grado tre su X. Possiamo trovare
1 suoi punti di diramazione risolvendo il sistema

2w =37 wr+ 72 =0,
w? —w=0.

Sostituendo w=z* nella prima equazione otteniamo

I punti di diramazione in X\z !(co) corrispondono quindi allo zero ed alle
nove radici none zj, ...,z dell’unitd. Lo z7'(0) contiene un solo punto o,
con ordine di diramazione 3. Se sostituiamo a z una radice nona di 1, ad
esempio 1, otteniamo 1’equazione

0=2w*-30*+1=20*(w-1) — (w—1)(w+1)=(w-1)Rw*-w — 1)

= (w-1?Qw-1) = w=1 (con molteplicita 2), w:% (con molteplicita 1).

Questo ci dice che 77'(z ;) consiste di due punti, di cui uno solo, diciamo p;,
¢ critico con ordine di diramazione 2.
Consideriamo ora z~!(c0). Sostituendo 3=z"", otteniamo

25w - 3w + 3 =0.
La formula risolutiva dell’equazione di secondo grado ci da

31 £ V14+379)
w=
3

ed abbiamo percio un punto di diramazione p.,, corrispondente al valore
w=0, con indice di diramazione due, ed un punto non ciritico g, corri-
spondente a w=oo. La formula di Riemann-Hurwitz per il genere g di X ci
da allora

20-2=-6+2+10=6 = g=4.
Osserviamo che, con T = w/z, otteniamo
20 370+ =0.

Questo ci dice che anche la funzione meromorfa T su X ha grado tre. Le
1, z, €, w sono linearmente indipendenti e quindi la X soddisfa la condizione
(1) del Teorema|10.12

Proposizione 10.14. Sia D il divisore polare di una funzione meromorfa
su X. Se A e un qualsiasi altro divisore, allora

(10.11) 2 dimc |A|< dime |[A+D| + dime |A = D|
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DimostrAzIONE. La (10.11)) & banalmente vera (con =) se D=0. Suppo-
niamo che D=dv.(f) per una feM*(X) non costante. Allora Dy=divy(f)
e Di=divo(f—1) sono divisori olomorfi linearmente equivalenti a D ed i
supporti di D, Dy, Dy sono due a due disgiunti. Dico che

W(A) N W(A+Dy — D) = W(A — Dy).
Infatti, poiché A>A—-D, e A+Dy—D;>A-D, ¢
W(A — Dy) € WANW(A+Dy—D»).

Supponiamo viceversa che una funzione meromorfa non costante s appar-
tenga all’intersezione W(A)NW(A+Dy — Dy).
Allora Z'=div(h)+A e Z”"=div(h)+A+Dy—D; sono divisori olomorfi e

Z,—A:ZN-FD]—A—D():>Z,:Z”+D1—Do.

Poiché i supporti di D, e Dy sono disgiunti, il fatto che Z'>0 ci dice che
Z">Dy. Quindi Z"”" = Z"”—Dy ¢ un divisore olomorfo e Z'=Z""+D;. Allora

divchy=2"-AN=27"+Di-A>Dy-A = he W(A- D).

Cio completa la dimostrazione dell’uguaglianza.
Per la formula di Grassmann, abbiamo allora

dim¢ [A—D |+ dimc(W(A)+W(A+Dy—D)))—1=dim¢ |A|+ dim¢ |A+Dy—D;|.

Il secondo membro di questa uguaglianza ¢ uguale a 2 dimc |A|, perché |A|
e |A+Dy—D;| sono linearmente equivalenti. Abbiamo W(A)CW(A+D,) e
W(A+Dy—D,)CW(A+Dy) e quindi

dlm@(W(A) + W(A + Dy — Dy))—-1< dlm(j(W(A-i-Do))—l: dimc |[A+Dy|.

Poiché Dy e D sono linearmente equivalenti, ¢ dimc |A+Dy|= dim¢ |A+D)| e
da questa segue la (10.1T). O

Osservazione 10.15. La (10.T1)) & equivalente alla
YA € 9(X),
VDe{dive(f) | feM*(X)}.

CoroLLARIO 10.16. Se su una superficie di Riemann X, di genere g>4,
ci sono due divisori olomorfi D, A, non linearmente equivalenti, con

(10.13) 3 <deg(A) <deg(D) < g—1, clA=1, clD)=1,

allora e verificata una delle due

(10.12)  2cl(A) = cl(A-D) + cl(A+D), {

e D+A ¢ un divisore canonico;
e X ¢ iperellittica.

DimosTtrAZIONE. Per la definizione dell’indice di Clifford, segue dall’i-
potesi che sia W(D) che W(A) contengono funzioni meromorfe non costan-
ti. Ci sono due casi possibili.
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Caso L. A non ¢ la parte polare del divisore di una funzione olomorfa.
Possiamo allora trovare un punto p, tale che W(A)=W(A’), con A’=A—p,.
Poiché

2< deg(D)<2g-2 e cl(A)=deg(A)-2 dime |A'|= deg(A)—1-2 dime |A|=0,

segue dal teorema di Clifford che X ¢ iperellittica.
Caso II. Sia D che A sono parti polari di divisori di funzioni meromorfe.

Per la (I0.12)), abbiamo
2 = 2¢cl(D) > cl(D+A) + cl(D — A).

Poiché D+A e D—A sono divisori olomorfi di grado minore o uguale a 2g—2,
per il teorema di Clifford cl(D+A) e cl(D — A) sono entrambi non negativi.
Se uno di essi fosse zero ed il divisore corrispondente avesse grado positivo
e minore di 2g—2, allora la X sarebbe iperellittica. Supponiamo nel seguito
che X non sia iperellittica.

Poiché grado ed indice di Clifford hanno la stessa parita, i gradi di D
e di A sono dispari. Allora quelli di D+A e di D—A sono pari e tali sono
anche i loro indici di Clifford. Quindi almeno uno dei due dovrebbe esse-
re zero. Non puo esserlo D—A perché allora dovrebbe essere D=A, men-
tre abbiamo supposto che i due divisori non siano linearmente equivalenti.
Quindi cl(D+A)=0 e questo, per il teorema di Clifford, ci dice che D+A ¢
un divisore canonico. O

10.2.
Lemma 10.17. Siano X una superficie di Riemann connessa e compatta
di genere g e D un divisore con dimc |D|=t>0.

(1) Se s<t+1 e pi,...,ps sono punti di X, allora
dime¢ |D—(p1+ - - - +p5)| = t=s.
(2) Se s<t+1, le s-uple (p1, ..., ps) di punti distinti di X per cui
dime¢ |D—(p1+ - - - +p,)| = t=s5.
formano un aperto di Zariski non vuoto di X°.

DmvosTtrAZIONE. Per ogni punto p di X, le funzioni meromorfe di W(D—-p)
sono le f di W(D) per cui v,(f) > 1+D(p). Questa condizione si pud espri-
mere con un funzionale lineare su W(D) e quindi dim¢ |D—p|>dim¢ |D|-1 e
vale I’uguaglianza se il funzionale non ¢ nullo, ad esempio quando p sia un
punto di X su cui non si annullino tutte le funzioni di W(D), che abbiamo
supposto di dimensione positiva. Ragionando per ricorrenza questo di da
(1) e ci dimostra che I’insieme delle s-uple per cui vale ’'uguaglianza ¢ non
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vuoto. Fissata una base fy,..., f; di W(D), vale I'uguaglianza sull’aperto
di Zariski non vuoto
{(Pl, -5 p)EX [rank(fi(pp) 1<ih. = S} -
1<j<s

LemMma 10.18. Siano D', A’ due divisori dello stesso grado, con
dimc |D’| = dime |A'| = £>1.

Per ogni s<t ¢ allora possibile trovare divisori olomorfi D, A, Z tali che

D=D', A=A,

deg(Z) = s,
(10.14) cg(2) = s

DAA>Z,

dimc |D+A—-Z| = dim |D+A| — s.

Se D, A, Z soddisfano le prime tre delle (10.14)), allora
(10.15) cl(D+A) < deg(DAA) — cl(DAA)+2(cl(D) — s).

DmvostrAzIONE. Utilizziamo il Lemma Per una scelta generi-
ca dei punti py, ..., ps, detto Z il divisore olomorfo p;+ - - - +p,, abbiamo
dim¢ |D'—Z|=t-s, dimc |A'—Z|=t—s, dimc |D'+A’-Z| = dim¢ |D"+A’|-s.

Scegliamo una fp in M*(D’'—Z) ed una fp in M*(A-Z).

Allora D=div(f;)+D’, A=div(fp)+A" e D+A—Z sono divisori olomorfi
linearmente equivalenti a D', A" D’+A’—Z, rispettivamente, che soddisfano
le condizioni richieste.

Dimostriamo ora la diseguaglianza (10.15)). Poiché per ogni di grado
minore o uguale di dim¢ |[D+A| ¢

dim¢ |[D+A|-dime |D+A-Z|< deg(2),

nella dimostrazione possiamo supporre che siano verificate tutte le con-
dizioni di (I0.T1). Poniamo D=Z+D;, A=Z+A,. I divisori D, e A; sono
olomorfi e W(DVA) C W(D+A-Z. Quindi

dime |[D+A| — s=dim¢ [D+A-Z) > dim¢ |DVA].

Utilizzando i gradi e gli indici di Clifford, questa diseguaglianza divente
deg(D+A) — cl(D+A) — 2s > deg(DVA) — cl(DVA).
Osserviamo ora che deg(D+A)—deg(DVA)=deg(DAA). Otteniamo quindi
cl(D+A)<cl(DVA) + (deg(DAA)-2s).

Per la ¢
2¢l(D) = cl(D)+cl(A) > cl(DAA)+cl(DVA)
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ed otteniamo percio

cl(D+A) < 2cl(D) — cl(DAA)+(deg(DAA)-2s),

cioe la (10.14). O

TeoremA 10.19. Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta,
non iperellittica, di genere g>4. Se D ¢ un divisore olomorfo su X di grado
minore di g con cl(D)=1, allora possono darsi i due casi

(1) dimc |D] < 1 e deg(D)<3;
(2) g=6, dimc |D| =2 e 2D ¢é canonico.

DimMosTrAZIONE. Supponiamo sia dime |D|=1+s, con s>1. A meno di
sostituire a D un altro divisore olomorfo linermente equivalente, possia-
mo, per il Lemma trovare un altro divisore olomorfo A, linearmente
equivalente ad D ed un divisore olomorfo Z, di grado s, tali che

dimc|D-Z| =1, dimc|A—-2Z| =1, dimc|D+A-Z| = dime |[D+A| - s.
Abbiamo

1<s = deg(Z) < deg(DAA) < deg(D) < g—1,
1 < deg(D+A-Z) < 2g-3.

Per il teorema di Clifford,
1<cl(DVA)<cl(D)+cl(A) — cl(DAA) < 2 — cl(DAA)

e quindi, poiché anche DAA, avendo grado maggiore di zero e minore di
2g—2, ha indice di Clifford positivo, otteniamo che

cl(DAA) = cl(DVA) = 1.

Esaminiamo due casi.

Caso I. dimq [DAA] = 0.

Per la definizione dell’indice di Clifford, deg(DAA)=cl(DAA)=1 e quin-
di, per il Lemma poiché 2D e D+A sono linearmente equivalenti,
vale la diseguaglianza

cl(2D) = cl(D+A) < deg(DAA) — cl(DAA) + 2(cl(D) — s) = 2(1 — ).

Poiché s>1 e 2< deg(2D)<2g-2, questa diseguaglianza implica che cl(2D)=0
e quindi 2D ¢ un divisore canonico. Inoltre, poiché s=1, la condizione che
cl(D)=1 ci da 1=deg(D) — 4, cio¢ deg(D)=5, 2g—2 = 10 e percid g=6.
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Caso II. dim¢ | DAA|>1.

Poiché W/(DAA) contiene una funzione meromorfa non costante f, a
meno di sostituire a A il divisore olomorfo A+div(f), possiamo supporre
che A#D. Se per questo nuovo divisore A fosse dime [DAA|=0, ci saremmo
ricondotti al [Caso I] e sarebbe quindi verificata la (2).

Ci resta da dimostrare che non puo essere A#D e dimg [DAA|>1.

In questo caso DAA sarebbe il divisore polare di una funzione mero-
morfa. Infatti, se p<DAA, allora dim¢ [(DAA)—p| = dimc [DAA|-1, perché,
se cosi non fosse, avremmo

cl((DAA)-p) = deg(DAA) — 1-2 dime [DAA| = cl(DAA) — 1 = 0

e questo, poiché deg((DAA)—p) ¢ maggiore di zero e minore di 2g—2 im-
plicherebbe, per il teorema di Clifford, che X sia iperellittica. Allora tut-
ti i W((DAA)—-p), al variare di p nel supporto di DAA, sono iperpiani di
W(DAA) e percid W(DAAN\Upaayp>0W((DAA)—p) non ¢ vuoto. Ogni
suo elemento ¢ una funzione meromorfa con divisore polare DAA.

Poiché DAA ¢ il divisore polare di una funzione meromorfa, per la

(T01T). &
2 dim¢ |D|< dime |D+(DAA)| + dime |D—(DAA)|,

da cui
2 = 2cl(D) > cl(D+(DAA)) + cl(D—(DAA)).

Poiché sia D che DAA hanno indice di Clifford uno, entrambi hanno gra-
do dispari. Percio sia D+(DAA) che D—(DAA) hanno grado ed indice di
Clifford pari. Questo non ¢ possibile perché, avendo grado compreso tra 2
e 2g—4, dovrebbero entrambi avere indice di Clifford maggiore o uguale a
due.

Ci0 completa la dimostrazione. O

Lemma 10.20. Siano 0<p<r due interi positivi. Le matrici complesse
simmetriche di C™" di rango <p formano una varieta algebrica affine di
dimensione %p-(Zr—p+1).

DIMOSTRAZIONE. Sia V~C'+D/2 1o spazio delle matrici complesse sim-
metriche rxr. Quelle di rango <p sono caratterizzate dalla condizione che si
annullino tutti 1 minori di ordine superiore a p e formano quindi una varieta
algebrica affine V,,.

Il gruppo lineare GL,(C) agisce su V mediante

GL,(C)xV>((x,A) — x-AxT V.

Le matrici simmetriche di rango p sono I’orbita in V' della matrice

I, 0
=)
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Il suo stabilizzatore G ha come algebra di Lie
G ={YeC™ | YL, + L, YT =0}.

.. . . . . [A B
Scriviamo una matrice Y di G come una matrice a blocchi ( C D) con

AeCP*P B, CTeCP*=P) DeCl—P*(=P)  Allora la condizione affinché Y ap-
partenga a G ¢ che
AT=—A, C=0.
La dimensione di G e quindi di G) ¢ allora
1p(p=1) + (r—p)*+p-(r—p) = 3p(p—1) + r-(r—p).
Ne segue che la dimensione di GL,(C)/G ¢
r* = [3p(p=1) + r-(r—p)] = rp = 3p(p=1) = 3p(2r — p+1).
Le matrici di rango esattamente uguale a p sono un aperto di Zariski f/p

in V,, che ha quindi dimensione %p(2r - p+1). O

TeoremA 10.21. Siano X una superficie di Riemann connessa e compat-
ta di genere g e D un divisore olomorfo di grado n>g. Se

(10.16) dimec |D|>Alr(2n—g+3),
allora esiste un divisore olomorfo A, con
(10.17) deg(A)<(n/2) e dimc|Al>1.

Cio equivale ad affermare che ci sono su X funzioni meromorfe non costanti
di grado <n/2.

DimostrAzIONE. Poiché 2n>2g-2, I’indice di specialita di 2D ¢ zero.
Allora, per la formula di Riemann-Roch,

dimc 2D| = 2n — g +1(2D) = 2n—g.

Sia r=dim¢ |D|+1 ed indichiamo con fi, . .., f, una base di W(D). I prodotti
fifj, per 1<i< j<r definiscono %r(r+l) elementi di W(2D).

Lo spazio vettoriale W(2D) ha dimensione 2n—g+1. Quindi, poiché per
la condizione (T0.16) 3r(r+1) & maggiore di 2n—g+1, le f;f; sono linear-
mente indipendenti e soddisfano almeno k:%r(r+1)—(2n—g+ 1) relazioni
lineari indipendenti della forma

*) Do oilifi =0,

con (a; ;) matrici simmetriche rxr. Le matrici simmetriche per cui vale ()
formano un sottospazio vettoriale di dimensione maggiore o uguale a k.
Perché tra queste ce ne siano alcune di rango <4, basta che la somma di
k e della dimensione 2(2r—3) della varieta V, delle matrici simmetriche
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di rango <4 sia maggiore della dimensione %r-(r+1) dello spazio V delle
matrici complesse rXr simmetriche. Abbiamo

k+22r-3) = %r(r+1)—(2n—g+7) +4r > %r(r+1)
per la (10.16).

Con un opportuno cambiamento di base possiamo supporre sia allora
verificata (non ci possono essere relazioni di rango due)

fifo = fifs, oppure fI = fifa.

Se siamo nel secondo caso, poniamo nell’argomento che segue f,=fi.
Sia D=p;+---+p, €

div(f;) = (qj+ - +q;) — (pi+ - +p), j=1,....,4.
Meta dei ¢;; compaiono nel divisore di f3 od f4. Supponiamo, per fissare le

idee, che #({g;1}N{g:3}) = n/2. Allora f;/f; ¢ una funzione meromorfa non
costante di grado minore o uguale ad n/2. O

CororrARIO 10.22. Sia X una superficie di Riemann connessa e compat-
ta di genere g>4. Allora M*(X) contiene una funzione meromorfa di grado
minore o uguale a (3g+1)/4.

DimosTtrAZIONE. I divisori olomorfi canonici sono divisori speciali di
grado 2g—2. Possiamo percio senz’altro scegliere un divisore speciale D
un divisore speciale D, di grado n, minimo tra i gradi di divisori speciali
con

(3g/2)<n<(2g-2).
Per la formula di Riemann-Roch
dimec |D| = n—g+1(D) > n—g+1.

Poiché n>3g/2, & n—g+1 > 1(2n—g+3) e possiamo quindi applicare il Teo-
rema [10.21} Esiste quindi un divisore A di grado <n/2 con dimc |A[>1. Se
A avesse grado >(3g+1)/4, avremmo

1 < dim¢|A] < %(3g+1) —g+1(A) = i(l - g)+i(A).
Quindi A sarebbe speciale di grado maggiore di 3g/2 e minore di D, con-

traddicendo la scelta di D. Quindi A ha grado minore o uguale di (3g+1)/4.
Ci0 completa la dimostrazione. O

OsservazIONE 10.23. La stima del corollario non ¢ ottimale. Su una
superficie di Riemann di genere g esiste sempre una funzione meromorfa di

g+3
|-

grado <







CAPITOLO XIV

Varieta di Jacobi

Usiamo le ipotesi e le notazioni introdotte nei §6| §7, §8|del Cap/[XTI|

1. Forma canonica della matrice dei periodi e semispazio di Siegel

Sia X una superficie di Riemann compatta di genere g e sia oy, ..., 0,
una base dei differenziali abeliani di prima specie su X .
Sia IT € D un poligono fondamentale di X, con

O = aybia;'by' - - agbea;' by,

Indichiamo con ay,...,a,by,...,b, 1 laccetti in X corrispondenti ai lati
Cl],...,ag,bl,...,bg.
Ad una base wy, ..., w, di Ah(X) associamo la matrice dei periodi

Z
Q= (Z;) , conZ; = (ai(w))), Zy = (Bi(w;)), ove
O(i((i)j) = f@m W, f’i(mj) = ﬁi ;.

Possiamo scrivere queste relazioni come prodotti di matrici:

(1.1)

a b1
(1.2) Q—Zl (M w, cona=|: b=]|: o =(w W)
. - 22 - b ) - . ’ - . ’ - J BRI g/
A b,
Abbiamo dimostrato nel §8|del Cap/[XIl|che vale il

Levmma 1.1. Sia Q = (?) la matrice dei periodi. Allora Z, e Z, sono
2

matrici invertibili. m]

In particolare, possiamo considerare la nuova base @’ = u)Zl‘1 di 2p1(X).
La sua matrice dei periodi ¢

, _(a) ., (L) | Lg ) (T
=)o =0z =(F)a" = (5= (%)

Dermizione 1.1. Chiamiamo forma canonica della matrice dei periodi
una scelta delle basi di H;(X, Z) e dei differenziali abeliani di prima specie

275
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per cui sia
(1.3) Q= L
. - Z .
Le condizioni di Riemann per la forma canonica danno:
Z =17
(1.4)
ImZ > 0.

DeriNizioNE 1.2. Si chiama semispazio di Siegel di ordine g I’insieme
(1.5) H, = {ZeC¥¢ | Z=Z, Im(Z) > 0}.

Osserviamo che le matrici simmetriche complesse di ordine g formano
uno spazio vettoriale complesso di dimensione g(g+1)/2 e quindi #, ¢ un
aperto di uno spazio vettoriale complesso C5&+1D/2,

Lemma 1.2. Gli autovalori di una matrice di H, hanno parte immagina-
ria positiva. In particolare, ogni matrice di H, e invertibile.

DimosTrAZIONE. Siano Z = A+i B, con A, BER$*¢, una matrice comples-
sa simmetrica e A = a+i PeC, con a, B€R, un suo autovalore. Sia v=u+i w,
con u, weR$ un corrispondente autovettore. Allora

(A—a)u — Bw = —Pw,
Bu + (A—a)w = Pu.

Moltiplicando a sinistra la prima per w7, la seconda per »T e sottraendo la
seconda dalla prima ricaviamo che

WBu+ w Bw = B(ul* + ||w|).
Quindi, se B>0, dev’essere 3>0. O

OsservAazZIONE 1.3. Se g=1, il semispazio di Siegel coincide con il semi-
piano di Poincaré dei numeri complessi con parte immaginaria positiva. Se
g>1, matrici simmetriche i cui autovalori abbiano tutti parte immaginaria
positiva possono non appartenere ad H,. Ad esempio,

2i 1

1 0
ha polinomio caratteristico (A—i)* e dunque autovalore i con molteplicita
due, ma non appartiene ad #5.
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2. Indice d’intersezione

Siano s;,s5 : [0,1] — X due curve regolari su una superficie di Rie-
mann e supponiamo che, per due parametri t;, 1,€[0, 1] sia s;(¢;) = s(t) e
51(t))A&(12)#0. In questo caso diciamo che s ed s, si intersecano trasver-
salmente in (11, 1).

DerinizionE 2.1. Diciamo che I’indice d’intersezione di s; ed s in (1, t2)
¢ 1 se 5 (t;)A5(t,) ha orientazione positiva, —1 se ha orientazione negativa.
Indichiamo con 1, 4,)(s1, $) 'indice d’intersezione di s; ed s, in (¢, 12).

L’indice d’intersezione ¢ cio¢ positivo se, percorrendo s, vediamo, al
tempo #,, arrivare il punto che percorre la traiettoria s; da sinistra verso de-
stra, negativo in caso contrario. Naturalmente I’indice d’intersezione cam-
bia di segno se invertiamo il senso di percorrenza di una sola delle due curve
o se le scambiamo.

Dermvizione 2.2. Siano s, s, due laccetti regolari trasversali tra loro.
Definiamo il loro indice d’intersezione come il numercﬂ

2.1) I(s1,9) = Zs(n):s(n)l(”’”)(‘gl’ ).

Poiché I’indice di intersezione ¢ invariante per omotopia, possiamo esten-
derne la definizione ai laccetti continui, definendolo come quello che puo
essere calcolato utilizzando laccetti omotopi regolari e trasversali.

Possiamo definire I’indice d’intersezione anche utilizzando il Lemma4.1]
del Cap VIl Ricordiamo che un laccetto semplice regolare s ammette sem-
pre un intorno tubolare. Se, ad esempio, abbiamo fissato una metrica Rie-
manniana su X, per € > 0 sufficientemente piccolo la striscia

U, = {peX | dist(p, s)) <€)

¢ diffeomorfa ad una corona circolare, divisa in due parti UZ dal supporto
della s. Indichiamo con U_ quella di cui s ¢ parte della frontiera orientata,
ovvero sta alla nostra sinistra quando percorriamo la curva. Sia ¢ una fun-
zione di classe € su Uk, che vale 1 in tutti i punti di U? e 0 in un intorno
di oU_\|s|. La

do, in U,

0,in X\UL,,

¢ una uno-forma chiusa di classe €, a supporto compatto in X. Per la
formula di Stokes

(2.2) f f W, A0 = SEG, Ya € z20(X) = {ae&V(X) | da=0}.
X s

Vs =

'Naturalmente I(s;, 5) = 0 se i supporti delle due curve non hanno punti in comune.
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Osserviamo che la classe di coomologia a supporti compatti di y, ¢ univo-
camente determinata da s ed il valore dell’integrale (2.2) dipende soltanto
dalla classe di y, in H! __(X).

comp

ProposIZIONE 2.1. Siano sy, s, due laccetti semplici regolariin X e g, y,,
due 1-forme chiuse di classe € e a supporti compatti per cui valgano le

2.2). Allora

(2.3) I(s1, ) = ff Vs AV,
X

DimmosTrAzZIONE. Scegliamo gli intorni tubolari U; dei supporti |s;| dei
laccetti sufficientemente piccoli, in modo che ciascuna delle componenti di
U,N|s;| sia un arco di s; che contenga al piu un punto di |s|N|s[. Sia ¢, una
funzione di classe €, a valori reali, definita sulla striscia U,, uguale ad 1
sulla parte di U,\|s,| a destra di s, e nulla sul bordo della striscia a sinistra
di s,. Indichiamo con

O:t0<t1<t2<t3<"'<t2m<t2;n—l:1

la partizione di [0, 1] tale che

510U = (" {510 | ton<t<tapa).
Allora

ff Moy ANy, = ff Ny ANy = fd(l)z = Zzo(q)z(fzmn—q)z(fzm))-
UinU, =

L’i-esimo addendo dell’ultimo membro dell’uguaglianza ¢ uguale a zero
se I’arco €; = {s1(t)|t;<t<ty,,+1} non contiene punti di |s,|, mentre, inca-
SO contrario, 1a differenza (a(f2+1—P2(%2,)) € uguale ad uno o a meno
uno a seconda che (con le notazioni introdotte sopra) s(t,,) appartenga
ad U; o ad U;. In questo caso, Detto 1, il punto di [f5, fym4+1] per cui
s1(twm)=5(1,,) per qualche t'€[0, 1], il valore di (¢p2(t2n+1—P2(t2im)) € 1’ Orien-
tazione di §(t,,)A5(T,,). O

Le curve semplici chiuse regolari di classe 4 sono rappresentanti di un
sistema di generatori del gruppo di omologia singolare H; (X, Z). Possiamo
quindi estendere la corrispondenza

Hi(X,Z) 3 [s] — [¥,] € Hiypy(X, ©)

comp

a un omomorfismo di gruppi additivi A : H{(X,Z) — Héomp(X, C). In que-
sto modo, dopo aver definito I’indice d’intersezione per coppie di curve

semplici regolari, possiamo estenderlo a un’applicazione Z-bilineare :

(2.4) I'HX,2)xH(X,Z) > Z
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che renda commutativo il diagramma

H,(X,Z)xH,(X,Z) —— Z

o Lok

1 1
Hgmp(X)XHgp(X) —— C

comp

ove
26 #@e)= [[mam s mese,00.0=1.2
X

e le freccia verticale Z — C ¢ I'inclusione.
Possiamo naturalmente sopprimere il suffiso “comp” se X ¢ compatta.

3. Gruppo modulare e gruppo simplettico

Sia X una superficie di Riemann compatta di genere g>2. Sia I1€D un
suo poligono fondamentale con perimetro AT = a;bya;'by" - - - agbga,'b,',
cui corrispondono i 2g laccetti ay,...,a,,by,...,b, di X, che definiscono
una base canonica per il suo primo gruppo di omologia singolare H,(X, Z).

I loro indici d’intersezione sono:
3.1) I(a;,a;) =0, I(b;,b;) =0 per 1<i,j<g;
. I(ai,bj):—l(bj,ai)zéij per 1 Sl,]Sg
La loro matrice d’intersezione ¢ quindi la
0 b
3.2 J, = .
(3-2) ¢ (—Izg 0 )

Se facciamo corrispondere ai laccetti

a=kja+ - +koag+hbi+-- - +hb, e b=kja|+ - - - +kya,+h b+ - - - +hybg,
i covettori (k, h), (k’,h’) di Z*¢, possiamo calcolare il loro indice d’interse-
zione utilizzando la matrice J,. E

(3.3) I(a,b) = (k, ) J,(K', )T = Zf_ldet(i{ ZJ)
J J

Se dunque M € GL(2g,7Z) ¢ una matrice di cambiamento di base in H; (X, Z),
la condizione che nella nuova base la matrice d’intersezione sia ancora la J
si esprime mediante:

(3.4) MTJ, M = J,.
Derinizione 3.1. Poniamo

(3.5) Sp(g,Z)={M € GL(2g,Z)|M™ JM = J} = gruppo modulare.
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3.1. Gruppo simplettico reale. Il gruppo modulare ¢ un sottogruppo
discreto del gruppo simplettico reale

(3.6) Sp(g.R) = {M € GLQ2g.R)|[MTI, M =], }.

Poiché Jﬁ:—lzg, le matrici M di Sp(g,R) si caratterizzano anche me-
diante

(3.7) (=J,MTJ)-M =1y, cioe M™' = -] ,M"],.

Poiché la trasposta dell’inversa ¢ ’inversa della trasposta, dalla (3.7) sege
che MeSp(g,R) se, e soltanto se, MTeSp(g, R). Cio si esprime nel seguente
enunciato.

Lemma 3.1 (Involuzione di Cartan). L’applicazione M — (M7)™!' &
un’involuzione del gruppo simplettico Sp(g, R). O

Se rappresentiamo M come una matrice 2x2 di blocchi gxg, la (3.7) ci
permette di calcolare la sua inversa con una regola analoga a quella per le
matrici di slg(2):

-1

A B DT —-BT7 . (A B
(3.8) (c D) =(_CT AT), per ogni (C D)GSp(g,R),
mentre I’involuzione di Cartan €

(3.9) Sp(g,R)a(é g)ﬂ(g _AC)ESp(g,R).

E conveniente esplicitare le equazioni che caratterizzano Sp(g,R) per le
matrici a blocchi, nella forma

ADT-BCT =1, D'A-B'C =1,
DAT-CB =1, ATD-C'B=1,

(3.10) ¢ ¢
ABT = BAT, ATC = CTA,
CDT=DCT, B'D =DTB.

Osserviamo che in ciascuno dei due blocchi la seconda equazione si ottie-
ne dalla prima per trasposizione e ciascuno dei due blocchi ¢ sufficiente a
caratterizzare le matrici di Sp(g, R).

Gli elementi che rimangono fissi nell’involuzione di Cartan del Lem-
ma [3.1] sono matrici ortogonali, che formano il sottogruppo compatto mas-
simale di Sp(g, R).

Lemma 3.2. Abbiamo

(3.11) Sp(g,R)NO(2g) = {(_AB IIZ) € Gng(R)'A +iB € U(g)} ~ U(g).
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DmmosTrAZIONE. Le matrici di O(2g) sono le matrici di GL,(R) lasciate
fisse dall’involuzione di Cartan. Dalla (3.9) segue allora che le matrici di
Sp(g,R) che appartengono ad O(2g) sono quelle per cui D=A e C=—B.
Sostituendo nelle (3.10) troviamo che

AA™+BBT =1,,
ABT = BAT.
Questa ¢ equivalente alla
(A+iB)(A+iB)" = (A+iB)(AT-iB") = AAT+BB" + i(BA"™-AB") = 1,.

Si verifica infine facilmente che
(3.12) U(g) >A+iB— (—AB ﬁ) € Sp(g,R) N 0O(2g)

¢ un isomorfismo di gruppi. O
Per la decomposizione di Cartan, abbiamo

Proposizione 3.3. 1l gruppo Sp(g,R) e connesso e diffeomorfo al pro-
dotto cartesiano U(g) x R8E+D, O

CororLarIO 3.4. Se M € Sp(g,R), allora det(M) = 1. O

3.2. Azione del gruppo simplettico sul semispazio di Siegel. Mo-
striamo qui che il semispazio di Siegel #, si identifica allo spazio hermi-
tiano simmetrico Sp(g, R)/U(g).

Lemwma 3.5. Siano M = (A una matrice di Sp(g,R) e Z di H,. Allora

B
C D
e (A+BZ) e (C+D Z) sono matrici invertibili;
e 7' =(C+DZ)-(A+BZ)™" appartiene ad .
DimMmosTrRAZIONE. Abbiamo
(A+BZ)"(C+DZ)=(AT+Z"B")-(C+D Z)
=ATC+Z'B'DZ+Z'B"C+A'DZ
=[ATC+Z'B'DZ+Z'B"C+C'BZ]+(ATD-C"B)Z
=[ATC+Z'B'"DZ+Z'B"C + C"BZ] + Z = R+iS,
conR =[ATC+Z'B"DZ + Z*B'C + CTBZ + Re (Z)] che, per le (3.10) ¢
Hermitiana simmetrica ed S=Im (Z) simmetrica e definita positiva. La S

ammette una radice quadrata S '/? ancora simmetrica e definita positiva. La
R+iS ¢ invertibile se e soltanto se lo &

STVAR+iSHS VP = [(STVPRS TV + i)
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Questa & invertibile perché (S ~'/2R S ~!/2), essendo Hermitiana simmetrica,
ha soltanto autovalori reali. Cio dimostra il primo punto.
Verfichiamo ora che Z’ ¢ simmetrica. Questo equivale a

(AT+ZB")(C+DZ) = (C™+ZD")(A+BZ)
& A'C+ZB'™DZ+ATDZ+ZB'C=C"A+ZD'BZ+C"BZ+ZD'A
& (ATC-CTA)+Z(B"D-D'B)Z+(A"D-C™B)Z+Z(B'"C - DTA) =0
e dunque 1’uguaglianza ¢ verificata per le (3.10).

Dimostrare che la parte immaginaria di Z’ ¢ definita positiva ¢ equiva-
lente al fatto che la parte Hermitiana simmetrica di (A+B Z)*(—i Z')(A+B Z)
sia definita positiva. Abbiamo verificato all’inizio della dimostrazione che

(A+BZ)' (-iZ')(A+BZ) = —i(A+BZ)"(C+D Z) = —iR + Im (Z),
con R matrice Hermitiana simmetrica. La dimostrazione ¢ completa. O
LemmMma 3.6. Le matrici triangolari inferiori a blocchi di S(g, R) formano

un sottogruppo
-1

(3.13) T_(Sp(g,R»:{(Eofa_l 0)

oT

aeGL,(R), E=ET € Rgxg}.

DimosTrAZIONE. Imponendo nelle (3.10) la condizione B=0, otteniamo
che ADT=I, e CDT=E & una matrice reale simmetrica. Posto A=a"" per
una a€GL,(R), otteniamo D = aT e quindi C = E-a~'. Otteniamo la (3.13)
scrivendo A al posto di AT. O

Lemma 3.7. Per ogni ZeH, possiamo trovare una M = (lé, g) € Sp(g.R)
tale che
(3.14) Z=(C+iD)A+iB)".

DIMOSTRAZIONE. Sia Z=R+i§ con R, S €R$*¢, una matrice di #,. Essen-
do simmetrica e definita positiva, la § ammette un’unica radice quadrata
simmetrica e definita positiva S />€R#*¢. La matrice

§-12 0
M = (S—l/z,R Sl/z)

appartiene ad S p(g,R) ed otteniamo
(R-S™'2+iSVA(S™VH) ™ =R+iS = Z O

Definiamo un’azione del gruppo simplettico sul semispazio di Siegel
mediante

(3.15)  ®u(2) = (C+DZ)A+BZ)™", per M:(é g)ESp(g,R).
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TeorREMA 3.8. Il gruppo simplettico agisce in modo transitivo sul semi-
spazio di Siegel.
Il sottogruppo d’isotropia in il, & Sp(g, R)NO(2g) =~ U(g).

DimosTRAZIONE. Per il Lemma [3.5] ogni matrice MeSp(g,R) definisce
un’applicazione di #, in s€. Dobbiamo verificare che @y 0 @y = Opppr. A
questo scopo osserviamo che, se Z€H,, allora Z'=®y, (Z) = ZéZ’l‘l con

()-t)

Abbiamo poi Z” = ®y(Z') = Z;Z"" con

Z{’ _ Ig _ Z; 1
(Z)=m(z)=m(Z)7
ik 1 1
1 — 4 8 ’
(Z;')‘MM (Z)Z“

(1 (27
wwr (3)= (7]

Oy (Z) = 2V 2" = (ZYZ)NZIZ) ™ = Dyur (2).

Possiamo riformulare il Lemma dicendo che, per ogni Z€#H,, possia-
mo trovare una MeSp(g,R) tale che ®y(il,) = Z. Questo dimostra la
transitivita. Infine, I’equazione @y (il,)=iI, si puo riscrivere, per M =

da cui

Da questa ricaviamo che

e quindi

A B
( c D) eSp(g, R), nella forma

C+iD=i(A+iB),
che cida D=A e C=—B, cioe M € Sp(g, R)NO(2g) ~ U(g). O

3.3. Algebra di Lie del gruppo simplettico reale. Il gruppo Sp(g,R)
¢ un gruppo di Lie connesso. La sua algebra di Lie ¢

sp(g,R) =1{A € gl,,(R) | AT, + J,AT = 0}

(e Bonrer s}

(. B) N 0(2g) = {(_‘3‘B g)

Abbiamo

a’ = -a, BT:B} s
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sp(g, R) N p(2¢,R) = {(g _Ba) a’=a, ﬁT=[i’>}-

L’applicazione

sp(g, R) N 0(2g) 3 (_0‘B E) — a+if € u(g)

¢ un isomorfismo di algebre di Lie.
La decomposizione di Cartan

U(g) X (sp(g, RIND(2g, R)a(u, A)—> (ﬁﬁ o ‘é‘;l(%)) - exp(4)eSp(g, R)

¢ un diffeomorfismo che ci permette di identificare il semipiano di Siegel
H, con le matrici simmetriche dell’algebra di Lie sp(g, R).

3.4. Disco unitario generalizzato. Possiamo rappresentare il semispa-
zio di Siegel come un dominio limitato di C8&+D/2,

DEermNizione 3.2. Chiamiamo disco unitario generalizzato il dominio
(3.16) B, ={U € gl(n,C)|UT=U, U-U*<I, },
nello spazio delle matrici simmetricheﬂ

TeorREMA 3.9. Le applicazioni

3.17) zov=2"N gy
. 5Z-U-= € B,,
& Z+il, ¢
I, +U
(318) $g3U—>Z:lﬁ€%
=

sono ben definite e sono l'una l’inversa dell’altra.

DimosTrRAZIONE. Se Z € simmetrica e non ha 1’autovalore (—i), allora
. . -1 . -1 .
U= (Z-il)(Z+ily)" = (Z+il,)" (Z-il,)
¢ ben definita e simmetrica perché prodotto di matrici simmetriche. Allora
I’identita
I,—U =2i(Z+ily)™"

di dice che 1 non ¢ autovalore di U e, viceversa, se U € una matrice simme-
trica che non ha autovalore 1 allora

Z = i(l,+U)I,—1) 7" = i(l,—1)"'(I,+U)

’La diseguaglianza U-U*<lI, significa che la matrice Hermitiana 2I,—~U U*-U"U ¢
definita positiva.
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¢ ben definita e simmetrica perché prodotto di matrici simmetriche che
commutano tra loro. Inoltre, poiché

1
Z+il, = ?(Ig—U)_l,
1

la Z non ha I’autovalore (—i).

Questo dimostra che le (3.17), (3.18)) definiscono una corrispondenza
ZeU tra I'insieme delle matrici complesse simmetriche che non hanno
I’autovalore (—7) e quelle che non hanno 1’autovalore 1.

Per completare la dimostrazione, ¢ sufficiente verificare che Im(Z)>0 se
e soltanto se UU*<1. Osserviamo che, poiché Z ed U sono simmetriche,
Z*=Zed U*=U.

%(Z—Z) = {1~ U) ' A+ U+ I+ U (I-U") '
da cui ricaviamo che
L—0) [} (2-2)| 1~U") = A+ U)A-U")+1-U)(I+U")
= 2(1,~UU").

Questa uguaglianza ci dice che Z ha parte immaginaria definita positiva se

e soltanto se I,—U U* ¢ definita positiva.
Questo completa la dimostrazione. O

Se g=1, il dominio B, ¢ il disco unitario D=({|z|<1} e I’applicazione
7z — (z+i)"!(z—i) la trasformazione conforme del semipiano di Poincaré
sul disco.

OsservazionE 3.10. L’azione del gruppo Sp(g,R) su B, si pud rappre-
sentare mediante il gruppo

(3.19) G =1{S €Sp(g,C) | K,S =SK,}, con K,= (O Ig).

I, 0
Le matrici di G si possono cioe scrivere come matrici a blocchi della forma
E F
r=lr 7

e le (3.10) danno allora

E‘E - F*F =1,,
(3.20) #

E*F = F'E.

Consideriamo, nello spazio C?*¢, le trasformazioni lineari

U\ _ 1 (L iL\(z\ (z\_ 1 (- L\(U
U2~ Vo \-L iL)\z) \z) T 3 \iL iL)\vy)
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Le matrici

— 1 Ig iIg -1 _ 1 _Ig Ig
N= i (—Ig iIg) ed N = i (iIg iIg)
che abbiamo utilizzato nelle due espressioni sono simplettiche complesse e
I’una I’inversa dell’altra. Si ottengono le e (3-18) ponendo Z=7,Z;"
ed U=U,U;".
Il gruppo G ¢ quindi il coniugato

G = NSp(g,R)N"!

in Sp(g, C) del gruppo simplettico reale Sp(g,R) e percio un sottogruppo
del gruppo simplettico complesso. Le matrici S di G sono caratterizzate
dall’ulteriore condizione che N~'S N sia reale, cioe che

N'SN=N-'SN & NN'S=§-NN' < K,S =5 K,,

perché N-N~!'=-K.
Abbiamo ottenuto cosi la caratterizzazione (3.20).

3.5. Azione sullo spazio dei periodi. Sia X una superficie di Riemann
connessa € compatta di genere g. Ad una base w=wy,...,w, dello spazio
dei differenziali abeliani di prima specie corrisponde la matrice dei periodi
Q = (Z,,7,). Abbiamo osservato nel §1|che Z; e Z, sono matrici invertibili
e che nella base ' = wZ;' la matrice dei periodi ha la forma canonica
(Ing,Z), con Z = ZZZI‘I. La base o’ € univocamente determinata dal fatto
che la matrice dei periodi sia di questa forma.

Se operiamo in H;(X, Z) un cambiamento di base che lasci invariata la
matrice d’intersezione, i nuovi laccetti a;, b} sono legati ai precedenti dalla
relazione

(3) - M(::), con M € Sp(g, Z).

La nuova matrice dei periodi sara quindi

o (a’)w _ M(a)w o (Az1+3z2)

b’ b CzZ+D7Z,
ed il punto corrispondente del semispazio di Siegel ¢ allora
(3.21) Z' =(CZ\+DZ)AZ+BZ,)™' = (C+DZ)(A+BZ)™".

Possiamo riassumere la discussione svolta fin qui nel modo seguente.

TeoremA 3.11. Data una superficie di Riemann compatta X di genere g,
ad ogni scelta di una base canonica di H\(X, Z) corrisponde un punto di #,.
Punti di H, che si corrispondono mediante una trasformazione (3.21)) sono
associati alla stessa superficie di Riemann compatta X, ma ad una diversa
scelta della base canonica di H{(X, 7). O
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4. Differenziali abeliani di seconda specie

Indichiamo con K un divisore associato al fibrato canonico e con wg
un differenziale abeliano con div(wg)=K. Se D ¢ un qualsiasi divisore su X,
allora possiamo considerare il sistema lineare |D+K| come lo spazio pro-
iettivo associato allo spazio vettoriale dei differenziali con coeflicienti in
O(D). Indichiamo con Q(D) il corrispondente fibrato in rette.

Lemma 4.1. Siano X una superficie di Riemann compatta e connessa di
genere g e D:Zlevi-p,->0, con v;>0, un divisore olomorfo su X. Allora

(i) dim(|K+D|) = deg(D)+g-2.
(if) Se dim(|K+DJ) > 0 e oy ¢ una sezione non identicamente nulla di
QY (D) su X, con div(oy) = K+D, allora ogni differenziale abeliano
1 con div(n)>—D (cioeé con poli soltanto nei punti p; e di ordine non
superiore a v;) e della forma
(4.1) N = 03 Wk, con 0€0(X, Q(D)).
0

DimosTrAzZIONE. (i). Poiché D ¢ strettamente positivo, non ci possono
essere differenziali abeliani con divisore maggiore di K. Quindi I’indice
di specialita i((K+D) ¢ zero. Poiché il grado di (K+D) ¢ (2g—2+ deg(D))
(somma dei gradi di K e di D) e dunque (i) ¢ conseguenza diretta della
formula di Riemann-Roch.

(ii). Se m ¢ un differenziale abeliano con divisore >(—D), allora n/wg
¢ una funzione meromorfa con divisore >(—D—-K). Quindi o=(n/wk)0p &
una sezione del fibrato Q'(D), per cui vale la @.1). Viceversa, i differen-
ziali abeliani definiti da (.1]) hanno divisore >(—D). La dimostrazione ¢
completa. O

OsSERVAZIONE 4.2. Abbiamo dimostrato che
dime(a67°(X)) = deg(D)+g—1.

In particolare, se D=v-p, per un intero v>0 ed un punto fissato py di X, allora
46~ (X) ha dimensione g+v—1.

Poiché la somma dei residui dei differenziali abeliani € zero, un diffe-
renziale abeliano che abbia al pit un polo ¢ di seconda specie: ¢ cioe o
regolare, oppure il suo polo deve avere ordine maggiore o uguale a due.

Poiché dimc(a6™ ™ (X)) = v+g—1, per ogni v>2 esiste un differen-
ziale abeliano che abbia un unico polo, di ordine v, in py, come avevamo
dimostrato analiticamente in precedenza (Teorema[I0.2]del CapXII).

Utilizziamo le notazioni introdotte nel §sec-sprXI-1.
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TeorREMA 4.3. Se X e una superficie di Riemann connessa e compatta di
genere g>1, allora abbiamo una successione esatta

(o.p)

42 o C MX) —2— aby(X) C2 0.

DimvostrAzIONE. Ci resta da dimostrare che 1’applicazione dei periodi ¢
surgettiva su C?. Ricordiamo (Lemma del Cap che I’indice di
specialita di un divisore meromorfo di grado maggiore di (2g—2) ¢ zero.
Allora, per il Lemma d el Cap[XTI| I’applicazione [} & surgettiva da
Aby(D) in C#. Da questo segue la tesi. O

CoroLLARIO 4.4. Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta
di genere g>1. Allora si possono assegnare arbitrariamentre i periodi di
un differenziale abeliano di seconda specie. Due differenziali abeliani di
seconda specie che abbiano i periodi uguali differiscono per il differenziale
di una funzione meromorfa.

5. Differenziali abeliani di terza specie

Poiché possiamo assegnare arbitrariamente 1 periodi di un differenziale
abeliano di prima specie su ay, ..., a,, abbiamo

ProposizioNE 5.1. Data una qualsiasi coppia di punti p, q di X, fissati
gli a; e b; in modo che non contengano p e q nei loro supporti, possiamo
trovare un unico differenziale abeliano di terza specie 0, , con

dive(0,,) = p+q,
5.1 res,(0,,) =1, res,(0,,) = -1,
@(0pq) = § 0,4 =0, peri=1,....g.

DimosTrAZIONE. Per il Teorema [[0.1]del Cap[XTl|esiste un differenziale
abeliano di terza specie w che soddisfa le prime due condizioni in (5.1]).
Possiamo verificare anche la terza aggiungendo ad o un opportuno diffe-
renziale abeliano di prima specie. Le condizioni caratterizzano 0,
perché la differenza di due differenziali abeliani che le soddisfino sarebbe
un differenziale abeliano di prima specie € con tutti i periodi o;(C) = 0. O

Utilizziamo la notazione richiamata nel §I| Poiché i poli semplici so-
no singolarita integrabili, dato un differenziale abeliano di prima specie o,
indichiamo con A€ O(IT)NE"*(I1) una primitiva in I di w*(w). Abbiamo

0= f f WAB,, = f f T (0)AT(8,,,) = lim f T (W)AT(0,.0),
X n €207 JJinfllz—zollz-z1)>€
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ove zp = ' (p) e z1 = 7 '(g). Poiché w*(w)AT*(0,,) = d(h-n*(0,,) su
IM\{zo, z1}, per la formula di Green otteniamo

(52  lim (SE h-n*(ep,qnsg h-n*(ep,q))zgg It (0,.).
e lz—z0l=€ lz—z1=€ oIl

Per >0 sufficientemente piccolo, tale cioe che i dischi chiusi di centri zg, z;
e raggio € siano tutti contenuti in I1 e non si intersechino, il primo membro
di questa uguaglianza ¢ uguale a 27i(h(zg)—h(z;)). Per calcolare il secondo
membro osserviamo che i valori di £ nei punti di a; differiscono da quelli
nei punti corrispondenti di a]‘.1 per (3;(w) e quelli assunti nei punti di b; diffe-
riscono da quelli assunti nei corrispondenti punti di b]‘.1 per [—a(w)], men-
tre 7t°(0,,,,) ha uguali valori nei punti corrispondenti di a;,a;' e di b;,b7'.
Otteniamo allora

Sé‘n h-at'(0,,) = ijl (ﬁj((ﬂ) 92 m(0,,4) — aj(w) Sé_, ”*(epaq))
-0 (B § o -ww § o)
a; b;

== G(@B(0,,).

Poiché il primo membro della (5.2) &, per e>0 sufficientemente piccolo,
uguale a [27i(f(p) — f(q))] per la formula dei residui, abbiamo ottenuto

LemMA 5.2. Siano p, g puntidistintidi X ed a, . .. ,a,, by, ..., b, laccetti
di X che ne costituiscano una base canonicd)| dell’omologia e non conten-
gano p, q nel loro supporto. Sia weAb(X) ed h una primitiva di 7v*(w) in I1.
Allora

1
(5.3) F®) = @) = 5= 0 (@)P;(0,.).

6. Varieta di Jacobi

Siano X una superficie di Riemann connessa e compatta, di genere g
positivo, ay, ..., a,, by, ..., b, una base canonica di H,(X,Z) ed wy, ..., w,
una base dello spazio H°(X, Q') dei differenziali abeliani di prima specie,
cui corrisponde la matrice dei periodi

(61) Q:(Zl,ZQ)Z(i\wj,ﬁwj).
a; b;

Lemma 6.1. 11 sottoinsieme T'q=Q-7>¢ ‘e un sottogruppo discreto di ran-
go 2g di C8. Il quoziente C$|I'q e un gruppo di Lie commutativo complesso
e compatto, omeomorfo al prodotto topologico di 2g circonferenze.

3Ciog che soddisfi (3.1).
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DimosTrRAZIONE. Le relazioni di Riemann (§8]del Cap[XTI) ci dicono che
le colonne di Q sono linearmente indipendenti su R. Utilizzando I’ automor-
fismo R-lineare di C# che trasforma le colonne di € nella base reale cano-

nica e, ..., e, iey, ..., ie, di C%, troviamo che C¢/I'q ¢ diffeomorfo al quo-
ziente R?8/Z28~(S")*¢. Le altre affermazioni dell’enunciato sono di facile
verifica. O

Dermvizione 6.1. Chiamiamo il quoziente J(X) = Cé/I'q la varieta di
Jacobi di X.

Osserviamo che 7(X) ¢ una varieta complessa e compatta di dimen-
sione g. Scelte diverse della base canonica di omologia e della base dei
differenziali abeliani di prima specie di da una 7(X) biolomorficamente
equivalente.

Per g=1 la superficie di Riemann X ¢ parabolica e la corrispondente
varieta di Jacobi un toro compesso 7(X) ad essa biolomorfo.

Anche per g> 1 si verifica infatti che i quozienti C# /T'g, C8 /Ty, associa-
ti a due matrici dei periodi Q = (Z;,7,) ed Q' = (Z],Z}), sono biolomorfi
se e soltanto se i corrispondenti punti Z = Z,Z;' e Z' = Z;(Z])™" del se-
mispazio di Siegel #, sono congruenti rispetto ad un elemento del gruppo
modulare Sp(g, Z).

Le superfici di genere 1 sono state discusse nel Cap.

Consideriamo ora il caso di superfici di genere g maggiore di 1.

Sia g>2 e w : D—X il rivestimento universale olomorfo di X. Il pull-
back di una base w = (w,...,w,) dei differenziali abeliani di prima spe-
cie definisce una forma chiusa st*(w) a valori in C?, che possiamo integra-
re a partire ad esempio dal punto 0 di D, ottenendo cosi un’applicazione
olomorfa F : D—C8, con

(6.2) F(2) = f Z T (w), VzeD.
0

Se z e 7/ sono due punti di D con 7t(z)=mn(z"), allora 'immagine mediante 7
del segmento che li unisce ¢ un laccetto di X e quindi definisce un elemento
n([z,Z']) di H(X,Z). Allora

’

F(Q-F@) = f (o) = 95 o € Io.
z n([z,2'])

Per passaggio al quoziente, risulta definita un’unica applicazione F:X— 7(X),
che rende commutativo il diagramma

D——F—> Ccs

(6.3) . l lpr

X — 9x)
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in cui la freccia verticale a destra ¢ la proiezione nel quoziente.

TeoremMA 6.2. L’applicazione F definita dal diagramma commutativo
¢ olomorfa, regolare ed iniettiva.

DimosTrAZIONE. Segue subito dalla definizione che la F sia olomorfa.
Per verificare che & regolare, basta osservare che la F' & regolare, perché il
suo differenziale ¢ il pullback di una base di differenziali abeliani di prima
specie, e sappiamo che essi non hanno zeri comuni in X. Dimostreremo 1’i-
niettivita, completando la dimostrazione del teorema, dopo che, con il teo-
rema di Abel (Teorema [6.6) avremo caratterizzato i divisori delle funzioni
meromorfe. O

Osserviamo che la scelta di un diverso punto iniziale zo€D, ci darebbe
una mappa F’ : X — J(X) che differirebbe da F per I’addizione di un
elemento di 7(X) (ricordiamo che 7(X) ¢ un gruppo abeliano).

DErNizione 6.2. Chiamiamo una qualsiasi applicazione F’ = F+cost di
X nella sua varieta jacobiana (con F definita dalle (6.2)), (6.3)) un’immersione
di Abel-Jacobi.

Ci € utile riformulare il Lemma utilizzando la funzione F introdotta
sopra.

ProPOSIZIONE 6.3. Se wy,...,w, € una base di Ab(X) con 0;(w;)=0; ;
(1<i, j<g) ed F’ un’immersione di Abel-Jacobi, allora
(6.4) F/(9)-F'(p) = pr (35B10,.0)1<j<) -
ove pr : C8 — 9(X) e la proiezione canonica. O

NotazionE 6.4. Scriviamo per semplicita Z(X) per indicare lo Z-modulo
dei divisori su X. Per ogni intero n indichiamo con Z,(X) I'insieme dei
divisori di grado n e, se n>0, indichiamo con Z;(X) il sottoinsieme di quelli
positivi di grado n. Se D=p;+ - - - +p,€Z,/ (X), poniamo
(6.5) Op(D)=)  F(p).

Poiché per py=m(0) & F(py)=0 (lo zero del gruppo abeliano 7(X)), abbiamo
F(X) = Qp(Z{ (X)) COr(Z5 (X)) C-+- COp(Z, (X)) S+~

Se D € Y(X), porremo

(6.6) ®x(D)=F(Dy)— F(Dy), seDgy,D, € 2"(X)e D=Dy—D.,.

Lemma 6.5. [ divisori di grado 0 formano un gruppo additivo Zy(X)
e la restrizione dell’applicazione della ®r definita in (6.6) a Zy(X) & un

omomorfismo di gruppi abeliani ® = @ : Dy(X) — J(X) che non dipende
dalla scelta della F. O
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TeorEMA 6.6 (Abel). Condizione necessaria e sufficiente affinché un
D € Z(X) sia il divisore di una funzione meromorfa ¢ che deg(D)=0 e
O(D) =

DmosTtrAZIONE. Ricordiamo che i divisori delle funzioni meromorfe su
X sono principali ed hanno quindi grado zero.
Dimostriamo la necessita. Sia

D= Z;a;pi B Zl 1 bigi.

il divisore di una funzione meromorfa f€M*(X) non costante, con py, . .., px,
qi,...,q-punti distintidi X ed ay, ..., 4, by, ..., b, interi positivi. La condi-
zione che deg(D)=0 ¢ equivalente ad

a+ - +@y=b+ - +b,.
Possiamo supporre che nessuno dei punti del supporto di D appartenga ai
laccetti ay, ..., a,,by,..., b, della base canonica dell’omologia di X.

Il quoziente f~'df = dlog(f) & un differenziale abeliano (di terza spe-
cie) con soli poli semplici nei punti distinti del supporto di D e residui uguali
agli ordini di f nei diversi punti. Inoltre, poiché il logaritmo di f ¢ una fun-
zione multivoca, definita sul complemento del supporto di D, i cui valori in
un punto differiscono per multipli interi di 2774, abbiamo

d
L Y € Z, per ogni laccetto y in X.
27r1

Fissiamo un punto base po, che non appartenga né al supporto di D né
ai supporti dei rappresentanti scelti per la base dell’omologia. Allora la

differenza af
k r
7 - ( izlaiepi,p() - lelﬁleqlspo)

(10, sono i differenziali definiti nel §|§I) ¢ un differenziale abeliano di prima
specie. Quindi, se indichiamo con wy, ..., ®, la base canonica 46;(X), con
a;(w;) = 55 o; = §;.j, abbiamo

() % - Zf:laiepi’m - ijlﬁieqf’po * Zleqmi,

con
95 — € 2riZ.
a;
Otteniamo allora

FD)= > (a(F(p)~F(m) ~ Y. (G(F(a)~F ()

= 5 ( S Gonn T8 foun)
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1 df g 1
= 2ni Zi—l(ZﬂiQSle)'

L’'ultimo termine dell’uguaglianza & un elemento di Z8 +Z-Z8 = (1,, Z)Z* =
I'q e quindi =0. Questo completa la dimostrazione della necessita.
Viceversa, se @(D) = 0, fissato un punto p, che non appartiene né al sup-
porto del divisore, ne a quello dei laccetti di base dell’omotopia, indichiamo
con 1 il differenziale abeliano a secondo membro di (), con i coefficienti ¢;
da determinare. Sia it : [I—X la proiezione su X dal poligono fondamen-
tale ed indichiamo con fpf: I’integrale in X lungo il cammino proiezione di

un segmento geodetico di lunghezza minima in I1. Cerchiamo la funzione

meromorfa f come
P
fp) = eXP(f 71)-
m

Abbiamo

k ~ rooo
§n=2mi (Y a0 XL Fa) ¢ 3L bt
b; N - -
La condizione ®(D)=0 ci dice che

k ~ roo~
(Z~-1 aF(p) - Z._]Fj(%’)) = o+Zv,, con vy, »nELE
1= = 1<j<g
(la Z & la matrice () nella base canonica).
Bastera quindi scegliere ¢c=—2niz, affinché la f sia una funzione mero-
morfa ben definita su X. O

CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

Se ci fossero due punti distinti p;, p» di X con F(p)=F(p,), allora, per
il teorema di Abel (Teor. [6.2), (p1—p») sarebbe il divisore di una funzione
meromorfa con un solo polo semplice su X. Cio ¢ assurdo. Questo completa
la dimostrazione del teorema. O

7. Teorema d’inversione di Jacobi

Ricordiamo che un divisore olomorfo D si dice speciale se 1(D) > 0.

Poiché la dimensione del sistema lineare di un divisore olomorfo ¢ non
negativa, per la formula di Riemann-Roch tutti i divisori olomorfi di grado
minore di g sono speciali.
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L’indice di specialita di un divisore olomorfo D ¢ la dimensione dello
spazio dei differenziali abeliani di prima specie che abbiano divisore mag-
giore o uguale a D. La formula di Riemann-Roch ci dice quindi che possia-
mo assegnare arbitrariamente g—1 zeri di un differenziale abeliano di prima
specie.

Poiché su una superficie di Riemann connessa e compatta non ci sono
funzioni meromorfe con un unico polo semplice, da

0 =dime |p| = 1-g+i1(p)

ricaviamo che lo spazio 46”(X) dei differenziali abeliani di prima specie che
si annullano in p € un iperpiano di A46;(X).

Fissato un punto p;, bastera scegliere un punto p, in cui non si annul-
li un elemento di 46" (X) perché Ap" " (X)=4" (X)NA6™(X) abbia codi-
mensione due in 456;(X). Ragionando per ricorrenza, possiamo costruire in
questo modo g-uple pi, ..., p, di punti distinti tali che, perogni j=1,...,¢
il divisore D; = p;+---+p; abbia indice di specialita g—j. La condizione

necessaria e sufficiente affinché una g-upla py, .. ., p, abbia questa proprieta
¢ che, per una qualsiasi base wy, ..., w, di 46;(X), la matrice wronskiana
wi(p) ... wu(p1)
(7.1) : :
(Dl(pg) e (Dg(pg)

abbia determinante diverso da zero e cio0 equivale ad affermare che il divi-
sore D=p;+ - - - +p, non sia speciale.

Le g-uple (pi, ..., p,) di X® per cui p;+-- - +p, non sia speciale forma-
no percio un aperto di Zariskiﬂ non vuoto e quindi denso in X%. Abbiamo
ottenuto:

ProposizionE 7.1. Per ogni DEZ; (X), ¢’é un divisore D'€ 7, (X), arbi-
trariamente vicino a D e non speciale. Possiamo inotre scegliere D' come
somma di g punti distinti. O

TeoreEMA 7.2 (d’inversione di Jacobi). L’applicazione
(7.2) D: @;(X) — 9(X)
e surgettiva.

DimosTtrAzIONE. Indichiamo con VY : X4 — 9(X) I’applicazione olomor-
fa
Y(pi,...,p) = O(pi+-- - +py),

4Un aperto di Zariski ¢, in una varieta algebrica, il complemento del luogo di zeri di
un ideale di polinomi.
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che rende commutativo il diagramma

(P15espg) o p1+e+pg

X# 77 (X)

N A

J(X).

L’applicazione ¥ ¢ definita, nell’intorno di (p;, - - - , p,), da

/ 4 8 I,
‘P(pl,...,pg)Eq)(p1+---+pg)+pr(zi:1f 0)).
pi

Il suo Jacobiano in (py, ..., p,) ¢ dato allora dal wronskiano (7.I). La ¥
ha percio rango g per tutte le g-uple (pi, ..., p,) di punti distinti per cui il
divisore p;+ - - - +p, non sia speciale, dunque su un aperto di X*.

Fissata una tale g-upla (pi, ..., p,), sia Ag=p;+- - - +p, il corrisponden-
te divisore olomorfo. Per il teorema delle funzioni implicite, possiamo
trovare un intorno aperto U di (py,..., p,) in X tale che ¥(U) sia un in-
torno di ®(Ay) in J7(X). Poiché 7(X) ¢ un gruppo topologico, il traslato
W =Y (U)-D(Ay) di ¥(U) ¢ un intorno aperto di 0 in 7(X).

Se DeZ,;(X), per ogni A€Z,(X) il divisore meromorfo D+A—A, ha
grado g. Per la formula di Riemann-Roch

dim¢ |[D+A-Ao| = (D+A-Ap)=>0

e quindi W(D+A—-A) ha dimensione positiva.
Fissata una funzione meromorfa f in W(D+A—-Ay)\{0}, ¢

D'=D+A-Ao+div(f) € .@;(X).

Per il teorema di Abel, ®(D’") = ®(D)+D(A-Ay).

Questo ci dice che I'immagine di &, (X) mediante @ contiene I’intorno
aperto O®(D)+W di ©(D). Percio la (I)(@z;r (X)), che ¢ chiusa perché imma-
gine continua di un compatto in un compatto Hausdorff, ¢ anche aperta e
quindi coincide con 7(X). La dimostrazione ¢ completa. O

CoroLrLARIO 7.3. 7(X) e isomorfo al quoziente del gruppo abeliano Zy(X)
rispetto al sottogruppo formato dai divisori principali.

OsservazIONE 7.4. E anche 7(X) ~ 9, (X)/=, ove abbiamo indicato qui
con “x” larelazione di equivalenza lineare. In particolare, dato un divisore
olomorfo di grado g, i1 divisori olomorfi di grado g ad esso linearmente
equivalenti sono in numero finito.
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8. 1l teorema di Torelli

Abbiamo descritto I’immersione di Abel-Jacobi di una superficie di Rie-
mann compatta e connessa X di genere g>1 nel toro complesso C8 /T’ di
dimensione g, che ¢ completamente deteminato, modulo isomorfismi, da
una sua matrice dei periodi.

Abbiamo cosi osservato che c¢’¢ una corrispondenza che ad ogni X di
genere g fa corrispondere un’orbita di Sp(g, Z) nel semispazio di Siegel 7.

Il teorema di TorelliE] ci dice che questa mappa ¢ iniettiva. Una dimo-
strazione moderna di questo risultato ¢ contenuta nell’articolo:

Aldo Andreotti, “On a Theorem of Torelli.”, American Journal of Ma-
thematics 80, No. 4 (1958), pp. 801-828.

Se g>1 quest’applicazione non ¢ surgettiva: lo spazio dei moduli ha
infatti la struttura di uno “stalk” (cioe un fascio di categorie, o schema) di
dimensione 3g—-3<dim¢ #H, = g(g+1)/2.

5Ruggiero Torelli (1884-1915), matematico italiano. Il teorema ¢ dimostrato nel suo
articolo “Sulle variet di Jacobi.”, Rendiconti della Reale Accademia Nazionale dei Lincei,
22 (5), (1913) pp.98-103.



CAPITOLO XV

Continuazione analitica

1. Prefasci e fasci

Sia X uno spazio topologico.

Dermizione 1.1. Un prefascio di gruppi abeliani . su X ¢ il dato, per
ogni aperto U di X, di un gruppo abeliano . (U) e, per ogni coppia d’aperti
VCU, di un omomorfismo di restrizione rf,] : LU) - L(V) tale che,
per ogni tripla di aperti W € V C U, le relative restrizioni soddisfino la
relazione di compatibilita descritta dal diagramma commutativo

A(U) v F(V)

U /
X rW

S (W).

Diciamo che . ¢ un fascio di gruppi abeliani se, inoltre, per ogni aperto
U di X ed ogni suo ricoprimento aperto U = {U;} abbiamo la successione
esatta

(LD 00— PU) — [[.2U) —s 11, 2 W N U).

ove a(u) = (¥ (w)) e Buy) = (ryny, () = 1yl (u))).
Gli elementi di . (U) si dicono sezioni di . su U.

L’esattezza di (I.1) significa che una sezione di .#(U) ¢ univocamente
determinata dalle sue restrizioni sugli aperti di un qualsiasi ricoprimento di
U e che sezioni definite su un ricoprimento aperto di U e che abbiano le
stesse restrizioni sulle intersezioni si rincollano in una sezione globale.

I fasci sono uno strumento adatto per trattare classi di funzioni che sia-
no caratterizzate dalle loro proprieta locali. Sono ad esempio un fascio le
funzioni continue o differenziabili di un qualche ordine m (con 0 < m < )
o le funzioni olomorfe o meromorfe su una varieta complessa.

Possiamo in modo analogo definire fasci di anelli, di spazi vettoriali, di
algebre, etc. richiedendo che gli spazi .#(U) siano anelli, spazi vettoriali,
algebre, etc.

297
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Dermvizione 1.2. Se . € un prefascio di gruppi abeliani su X, per ogni
punto p di X chiamiamo il limite diretto

(1.2) Sy = h_r)n L (U)
Uapem)ap
spiga dei germi di . in p.

Ricordiamo che il limite diretto (I.2)) ¢ il quoziente di [] e, (U) ri-
spetto alla relazione di equivalenza che identifica u;€.(U,) ad u,e.%(U,)
se possiamo trovare un intorno aperto Us di pin X tale che rg; (uy) = rgj(uz).

La spiga .7, ha una struttura naturale di gruppo abeliano tale che, per
ogni intorno aperto U di p in X, la restrizione naturale
(1.3) ry S U)3u—u, €5,

che associa ad u il suo germe in p sia un omomorfismo. Indichiamo con

(1.4) s=1]

I’'unione disgiunta delle spighe di . con  : § — X ’applicazione che
associa ad ogni germe il suo punto di applicazione. Per ogni aperto U di X
ed ogni sezione u € .7 (U) sia

(1.5) A, U) ={u, | p € U}

I’insieme dei germi di u nei punti di U.

Prorosizione 1.1. Sia .7 un prefascio di gruppi abeliani. Gli insiemi
A(u, U), al variare di U tra gli aperti di X e di u in . (U), formano una
base di aperti di una topologia su S, per cui la proiezione mw : S — X e un
omeomorfismo locale. Posto, per ogni aperto U di X,

(1.6) SU)={se€U,S)|mos(p) =p, Vpe U},
la corrispondenza U — S(U) e un fascio di gruppi abeliani su X.

Se . e un fascio, allora, per ogni aperto U di X I’applicazione
(1.7) L(U)3u— {p— u,} € SWU)

e un isomorfismo. O

Nel caso di un fascio, utilizzeremo la (1.7)) per identificare . con S.

DermNizione 1.3. Chiamiamo S lo spazio totale del fascio .7

Possiamo utilizzare la (I.7)) per dare una definizione equivalente di fa-
scio, presentandolo come un fibrato 7t : § — X in cui le fibre siano gruppi
abeliani e la proiezione sulla base un omeomorfismo locale.

Nel caso in cui . sia un fascio di germi di funzioni complesse, possia-
mo definire una funzione di valutazione

(1.8) F:532a0a— a(m(a)) € C.
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Proposizione 1.2. Sia . un fascio. Condizione necessaria e sufficiente
affinché la (1.8) sia continua é che #(U) € € (U) per ogni U™ C X. 0O

2. Il fascio &

Sia X una varieta complessa. La corrispondenza che associa ad ogni
aperto U di X lo spazio &(U) delle funzioni olomorfe su U definisce un
fascio di anelli.

DermNizioNe 2.1. Chiamiamo 0={U — O(U)} il fascio dei germi delle
funzioni olomorfe su X e con @ il suo spazio totale.

TeoREMA 2.1. La topologia di O e di Hausdorff.

DiMosTRAZIONE. Siano o, € ©, p, = m(a), pg = m(P). Indichiamo con
Uy, Ug due intorni aperti di p,, pg, rispettivamente, e siano f € O(U,),
g € O(Up) due funzioni olomorfe con f,, = a, g,, = .

Se p, # pg, allora possiamo scegliere gli intorni in modo che U, N Up =
0 ed allora A(f, U,) N A(g, Ug) = 0 perché m(A(f, Us)) N 7(A(g, Up)) = 0.

Se p, = pp, possiamo supporre che U, = Up = U, per un aperto U bio-
lomorfo al disco D. Se A(f, U,) ed A(g, Up) avessero un punto in comune,
allora f e g dovrebbero essere uguali in un intorno di un punto p di U e
sarebbero allora uguali su tutto U per il teorema della continuazione unica.
Quindi A(f, U)N A(g,U) = 0 se a # . La dimostrazione & completa. O

Per ogni punto p di X 1 germi di funzioni olomorfe su X in p formano un
dominio d’integrita 0,. 1 campi quozienti .#, formano le spighe dei germi
di un fascio . su X.

DeriNizioNE 2.2. Chiamiamo .7 il fascio dei germi di funzioni mero-
morfe su X. Indichiamo con I il suo spazio totale e con 7w : M — X la
proiezione sulla base.

Il fascio . ¢& associato al prefascio
U—-2'(U)={f/g|f.g € OW), {pl|g(p) # 0}denso in U}.

Le sue sezioni sono le funzioni che si possono scrivere localmente come il
quoziente di due funzioni olomorfe.

OsservazionE 2.2. 11 teorema di fattorizzazione di Weierstrass ci dice
che ogni funzione meromorfa su una varieta complessa connessa non com-
patta X di dimensione uno si puo scrivere come quoziente di due funzioni
olomorfe su X. Questo non vale se X ¢ compatta, in quanto in questo caso
le sole funzioni olomorfe globali sono le costanti.
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Se p € un punto di X, la scelta di una carta locale (U, z) di X con centro
in p ci permette di idenficare 0, ed .#, con gli spazi

2.1 0, ~Clz}, My=~Clzlz"],

ove C{z} ¢ I’anello delle serie di potenze ) a,z" che convergono in un
intorno di z=0, e C{z}[z™'] I’anello delle serie di Laurent Z,‘f’:_noanz” che
contengono al pitl un numero finito di potenze di z con esponente negativo
e che convergono in un disco puntato {0<|z|<€}, ovvero dei polinomi in 77!
1 cui coeflicienti sono serie di potenze di z, convergenti in un intorno di 0.
Osserviamo che C{z}[z™!] € un campo, in quanto i suoi elementi non nulli

ammettono un’inversa moltiplicativa in C{z}[z'].

2.0.1. Serie di Puiseux. Dato un intero positivo p, la radice p-esima {/z
di z ¢ una funzione multivoca su C, che assume in zero il valore zero e p
valori distinti in ciascun punto z#0. Le serie di potenze nelle variabili mul-
tivoche </z=z'/P saranno necessarie per studiare la continuazione analitica
di funzioni olomorfe e meromorfe nei punti di diramazione.

DermizioNe 2.3. Una serie di Puiseux di denominatore p ¢ una serie
formale in C(z'/?)).

Una serie di Puiseux di denominatore p si scrive quindi come una serie
formale

(2.2) Zm a,7"?, cona, € C.

n=—o00
Una serie di Puiseux di denominatore 1 ¢ semplicemente una serie formale
di Laurent.
Se p>1 la sostituzione z=w", trasforma la (2.2)) nella la serie di Laurent
+00
(2.3) Z a, w".
n=—o00
Come sappiamo, se questa converge per qualche valore di w+0, allora con-
verge in un anello {r<|w|<R} per 0<r<R<+oo. Diremo allora che la cor-
rispondente serie di Puiseux (2.2)) converge nell’anello A = {{/r<|z|< /R).
Naturalmente, per ogni z nell’anello A, ci sono p determinazioni distinte
w della radice p-esima di z, cui corrisponderanno p valori per la somma

della (2.2)).

DerNizioNE 2.4. Chiamiamo

e olomorfa una serie di Puiseux convergente che non abbia termini
di esponente negativo,

e meromorfa una serie di Puiseux convergente che contenga al piu
un numero finito di termini con esponente negativo.

Le serie di Puiseux olomorfe formano un dominio d’integrita, di cui
quelle meromorfe costituiscono il campo dei quozienti.
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TeorREMA 2.3 (Puiseux-Newton). Il campo delle serie di Puiseux mero-
morfe ¢ la chiusura algebrica del campo C{z}[z"'] delle serie di Laurent
meromorfe. O

Questo teorema fu dimostrato da Puiseuxﬂ nei lavori “Recherches sur les fonctions
algébriques”, J. Math. Pures Appl. 15 (1850), pp. 365-480 e , “Nouvelles recherches sur
les fonctions algébriques”, J. Math. Pures Appl. 16 (1851), pp. 228-240. Si veda anche
il Corollario 13.15 in D.Eisenbud, “Commutative algebra with a view toward algebraic
geometry”, Graduate Texts in Mathematics 150, Springer, 1996.

Indichiamo con C(z) I’anello delle serie di Puiseux olomorfe. Possiamo
allora identificare con C(z)[z"'] il campo delle serie di Puiseux meromorfe.

Possiamo associare ad esso un fascio U — P(U) su X, che associa ad
ogni aperto U le funzioni meromorfe multivoche i cui valori nell’intorno di
ogni punto si possono ottenere come somme di serie di Puiseux meromorfe
rispetto ad una coordinata locale. Lo spazio 2, dei suoi germi in p ¢ allora
isomorfo al campo C(z)[z"'] delle serie di Puiseux meromorfe rispetto ad
una coordinata locale con centro in p. Indichiamo con ¥ il suo spazio totale
ed ancora con 7 : § — X la proiezione sulla base.

DEermvizione 2.5. Chiamiamo 2 il fascio di Puiseux su X.
ProposizioNe 2.4. Le topologie dei fasci M e B sono di Hausdorff. O

PRrOPOSIZIONE 2.5. Abbiamo inclusioni continue ® C I C P, compati-
bili con le proiezioni su X.

3. Rivestimenti generalizzati di superfici di Riemann

Raccogliamo in questo paragrafo alcuni risultati di topologia generale
che ci saranno utili nel seguito per discutere la continuazione analitica.

TeoremMA 3.1 (Poicaré-Volterra). Sia ww : Y — X un omeomorfismo loca-
le di uno spazio connesso su uno spazio di Hausdorff localmente connesso
per archi e a base numerabile. Allora anche Y é a base numerabile.

DimosTtrAzIONE. Osserviamo che dalle ipotesi segue che Y ¢ anch’esso
localmente connesso per archi e quindi connesso per archi.

Sia % una base numerabile della topologia di X, i cui elementi sono
aperti connessi per archi, e sia %’ la famiglia degli aperti connessi V di Y
tali che m(V)e# e nt : V—n(V) sia un omeomorfismo. La Z’ ¢ una base di
aperti di Y, che ha la proprieta che, se U€B e g un punto di ¥, vi ¢ al pit un

Victor Alexandre Puiseux (1820-1883) fu un matematico ed astronomo francese. A
queste serie ¢ stato associato il suo nome per ricordare i suoi contributi allo studio delle
funzioni algebriche. Serie con esponenti frazionarii erano gia state considerate nel 1676 da
Isaac Newton.
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elemento U’ di B’ con m(U’) = U e q € U’. Vogliamo dimostrare che %’ ¢
numerabile.

Ricordiamo che una catena finita di insiemi ¢ una successione finita
Ey,...,E, diinsiemi con E, N E,_; # @ per 1<h<n. Per costruzione, ogni
catena finita di aperti di 3B si rialza in al pi una catena finita di aperti di B’.
Fissiamo un aperto U} di B’, un punto g in U’ € siano po=mn(qp), U=m(U").
Se U’ ¢ un qualsiasi altro aperto di B, fissiamo un punto ¢; di U’. Poiché Y
¢ connesso per archi, possiamo trovare un arco continuo Yy’ : [0, 1] — Y che
congiunge ¢ a ¢;. Poiché il suo supporto y'([0, 1]) € compatto, possiamo

ricoprirlo con un numero finito di aperti U], U}, ..., U, di ¥, tali che, per
una successione finita 0 = 79 < t; < .-+ < 1, = 1 sia Y (t)-1), Y (tn) € U,
per 1<h<n. Quindi la Uj, Uj,..., U, = U’ ¢ una catena finita in B’ che
rialza una catena finita Uy, U,=m(U)), ..., U, = m(U’) in B. Abbiamo cosi

verificato che ogni aperto U’ di B’ si puo ottenere come 1’ultimo aperto
del rialzamento di una catena finita di aperti di B (con primo termine U).)
Poiché le catene finite di B con primo termine U che si rialzano a catene di
B’ con primo termine U formano un insieme numerabile, ne segue che B’
¢ numerabile. O

TeOREMA 3.2. Siano X una superficie di Riemann, Y uno spazio topolo-
gico, w : Y — X un omeomorfismo locale.

Definiamo un atlante 4 su Y considerando tutte le coppie (U’,7") per
cui @ definisca un omemomorfismo sull’aperto U di una carta locale (U, 7)
di X e sia 7 =z0w.

La condizione che A sia un atlante olomorfo e necessaria e sufficiente
affinché si possa definire su Y una struttura di superficie di Riemann per cui
@ : Y — X sia un biolomorfismo locale.

DimostrAzIONE. Latlante 4 definisce la struttura di varieta topologica
su Y per cui la @ ¢ un omeomorfismo locale. La condizione che sia olo-
morfo ¢ necessaria e sufficiente perché 4 definisca una struttura complessa
che renda la @ un biolomorfismo locale. Per il teorema precendente, Y ¢ a
base numerabile e quindi una superficie di Riemann. O

TeoremA 3.3. Se X ¢ una superficie di Riemann, ogni aperto connesso Y
di ® ha un’unica struttura di superficie di Riemann che renda la proiezione
@ : Y 3 a— m(a) € X un biolomorfismo locale.

DimosTrAZIONE. La proiezione m : ¢ — X ¢ aperta e quindi mt(Y) ¢
un aperto di X e quindi una superficie di Riemann. Per ogni punto o di Y
possiamo trovare una carta coordinata (U, z,) ed una funzione f, € 0(U,)
tali che A(f,, Uy) C Y. La 4(P) = zo(7t(P)) definisce allora una coordinata
olomorfa su A(f,, U,). Le carte cosi definite formano un atlante olomorfo
di Y perché hanno le stesse funzioni di transizione dell’atlante {(U,, z,)}
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di t(Y). Questa ¢ ’unica struttura complessa che renda la restrizione della
proiezione st localmente biolomorfa. Per il teorema di Poincaré-Volterra
Y & a base numerabile e quindi paracompatto. E quindi una superficie di
Riemann. Questo completa la dimostrazione. O

4. Domini di Riemann

Supporremo in questo paragrafo che X sia una superficie di Riemann
connessa.

Fissiamo un punto py di X ed il germe a=f,, di una funzione olomorfa
definita in un intorno di p in X. Sia

“4.1) 2, = la componente connessa di o in @.
Per i risultati di §[3] abbiamo:

TeoreMmA 4.1 (continuazione analitica). Con le notazioni introdotte sopra:

1. C’e su 2, un’unica struttura di superficie di Riemann che ren-
da la restrizione m, : 2, — X della proiezione m : ® — X un
biolomorfismo locale.

2. La funzione Fy : 2, 3 3 — F(B) = B(w(P)) € C e olomorfa su X,.

3. Se B €y, allora 2y = X,,. O

Derinizione 4.1. La funzione F, definita nel punto 2 del Teorema[d.1¢e
il prolungamento analitico del germe o. e la tripla (X, 7., X) il suo dominio
di Riemann.

Chiamiamo funzione analitica su X il dato di un aperto connesso Y di ®
e la corrispondente F' = F|y € O(Y).

Chiamiamo dominio di Riemann astratto su X una tripla (¥, @, X) in
cui Y sia una varieta complessa connessa € @ : ¥ — X un biolomorfismo
locale.

Esempio 4.1. Sia X = C e consideriamo il germe in 1 definito dalla serie
di potenze (convergente nel disco {|z—1| < 1})

o (1/2
- TP

Il germe o & quello della determinazione di +/z che vale 1 in 1. In questo
caso 2, ¢ un rivestimento a due fogli di C*. Quindi 2, ¢ biolomorfo a C*, su
cui possiamo scegliere una coordinata olomorfa w in modo che z=,(w)=w?
ed allora F (w)=w.

Esempio 4.2. Piu in generale, fissato un qualsiasi numero reale positivo
r, possiamo considerare il germe o definito in 1 dalla serie

= Sl
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Si tratta della determinazione di z” che vale 1 in 1. Possono darsi allora due
casi.

I. Se r = p/q & un numero razionale con p, g interi positivi primi tra
loro, allora 2, & biolomorfo a C*, su cui possiamo scegliere la coordinata
olomorfa w in modo che z = 7t (w) = w?. In questo caso F,(w) = w”.

II. Se r ¢ Q, allora 2, ¢ biolomorfa a C e possiamo definire una coordi-
nata olomorfa w su 2, in modo che z=m,(w)=exp(w). Allora F,(w)=r-w.

5. Rivestimenti

Ricordiamo che un’applicazione continua & : 2 — X tra due spazi to-
pologici 2" ed X € un rivestimento se per ogni punto p di X si puo trovare un
intorno aperto U di p tale che w~!(U) sia unione di una famiglia di aperti di-
sgiunti, su ciascuno dei quali la restrizione di it definisce un omeomorfismo
su U.

Nel caso in cui 2’ ed X siano varieta topologiche connesse, ci0 equivale
al fatto che i sia un omeomorfismo locale surgettivo e che valga la proprieta
del rialzamento dei cammini: per ogni arco continuo y : [0,1] — X e
g € ©'(y(0)) vi & uno ed un solo cammino continuo ¥ : [0,1] — X con
7(0) = gemoy = v.

Uno spazio topologico di Hausdorff connesso per archi ammette, unico
a meno di equivalenza, un rivestimento universale @ : X — X, su cui il
gruppo fondamentale 7t;(X) opera come un gruppo di automorfismi con le
proprieta seguenti:

(1) (PROPRIETA UNIVERSALE) Per ogni rivestimento connesso @y : 2 —X
abbiamo un diagramma commutativo di rivestimenti

os
X.

(2) Se Gy ={y e mi(X) | o5 oy = o5} ¢ il sottogruppo degli elementi
del gruppo fondamentale i cui automorfismi preservano le fibre di
X, alloraX ~ X/Gy e m;(X) = {id}, 1;(2) = Gs.

(3) 1I rivestimento universale ¢ caratterizzato, a meno di equivalen-
za, dal fatto che lo spazio totale X sia connesso e semplicemente
connesso.

(4) Per ogni rivestimento wy : 2 — X il gruppo fondamentale opera
sulle fibre per rialzamento dei cammini. Condizione necessaria e
sufficiente affinché 2’ sia connesso ¢ che X sia connesso e 1’azione
di 71 (X) su una fibra (e quindi su tutte le fibre) transitiva.

X p
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(5) Condizione necessaria e sufficiente affinché un rivestimento con-
nesso @wy : 2 — X sia di Galois, tale cioe che il gruppo dei suoi
automorfismi operi transitivamente sulle fibre, ¢ che

Gy ={yem(X)|yoos =0ox}
sia un sottogruppo normale di 7;(X).
(6) Condizione necessaria e sufficiente affinché due rivestimenti
wys 2o Xewy 2 —X
siano isomorfi ¢ che i corrispondenti gruppi Gy e G siano coniu-
gati in 7ty (X).

5.1. Rivestimento del disco puntato. Indichiamo con
D*={z € C|0<[z|<1}
il disco puntato.

E m;(D*) = Z ed i laccetti [0,1] 3 1 — v,(t) = r-exp(27it) € D*, con
O<r<1 fissato, hanno per immagine un generatore di t;(D*). Il rivestimen-
to universale D* del disco puntato si pud identificare con il semipiano di
Poincaré H = {z € C | Im(z) > 0}. L’applicazione di rivestimento ¢

n:H>z— exp(2niz) € D*.

Il gruppo additivo Z degli interi si identifica al gruppo degli automorfismi
del rivestimento, mediante H X Z > (z, k) — z+k € H.

Ogni sottogruppo G di Z ¢ della forma m-Z per un intero m>0. Tutti i
rivestimenti connessi di D* sono quindi di Galois, e, a parte il rivestimento
universale, hanno un numero finito m di fogli e sono isomorfi a

D37z — 7" D"
6. Punti di ramificazione

Sia (2, @, X) 1l dominio di Riemann di un germe o di funzione olo-
morfa su X ed F, la corrispondente funzione analitica su X. La proiezione
Q, = w,(2,) ¢ un aperto di X.

DErinizionNe 6.1. Definiamo il luogo Sing(F) dei punti singolari di F,
come I’unione di X\, e dei punti p di Q, per cui ci sia un intorno aperto
U tale che una componente connessa di wgl(U ) non intersechi w;l(p).

Sia po€Sing(F,) o un punto di €, o un punto isolato di X\€),. Fissata
una carta coordinata (U, z) in X con centro in py, per >0 sufficientemente
piccolo,

D, (e) ={pe U0 <zp) < €} € (QuNU) U {p)

. . _ A4 W, v <
e, per ciascuna componente connessa 1 di wal(DPO(e)), layY — D, (e) e
un dominio di Riemann sopra D, (e).
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DEriNizioNe 6.2. Diciamo che pg € un punto di ramificazione di F, se
possiamo trovare € > 0 ed una componente connessa Y di w;l(DPO(e)) tale

wWq ~ . . .
che T — D, (€) sia un rivestimento.
Diciamo che py ¢ di ramificazione pura se, per un € > 0 sufficientemente

piccolo e per tutte le componenti connesse Y di w;l(]VDpo(e)), la ‘I’ﬁ[v)po(e)
¢ un rivestimento.

OsservazionE 6.1. Con un cambiamento di variabile potremo supporre
che la coordinata, nell’intorno di un punto di ramificazione puro, sia scelta
in modo che si possa prendere e=1.

Nel seguito saremo soprattutto interessati al caso in cui X sia connessa
e compatta ed a € @ il germe di una funzione olomorfa f le cui singolarita
siano tutte punti di diramazione puri.

In questo caso, se €, ¢ denso in X, il suo complemento C=X\Q, ¢
formato da un numero finito di punti.

6.1. Serie di Puiseux nei punti di ramificazione. Supponiamo che il
germe di funzione olomorfa o € ® abbia in py un punto di ramificazione.
Possiamo ricondurci al caso in cui a sia il germe di una funzione olomorfa
f, definita, per una coordinata locale (U, z), sul disco puntato D* C C;.
Allora per una delle componenti connesse Y di @' (D*) la restrizione di
@, definisce un rivestimento Y — D*, che quindi puo essere della forma
D* > w — w" € D*, oppure della forma H > w — exp(2riw) € D*.

Nel primo caso, il prolungamento analitico Fe0'(X,) ¢ una funzione
olomorfa nel disco puntato D* ¢ C! ed ammette quindi uno sviluppo in
serie di Laurent

Fw) = Zh:_wah wh.

Ad esso facciamo corrispondere, nella coordinata z = w” della base, la serie

_\"" h/m
6.1) f=>" ad"
DEerNizioNE 6.3. Chiamiamo la (6.1)) sviluppo di Puiseux di f.

OsserVAZIONE 6.2. Per rappresentare funzioni olomorfe nel semipiano
{Re (w)>0} si utilizzano serie di Dirichletﬂ
(6.2)
Z;Oan- exp(—A,w), con {A,} C R, 0<h,<M\,;; per ogni n e sup,A,=+0o.

Queste serie sono importanti per la teoria analitica dei numeri (la funzione
{ di Riemann si puo scrivere, nel semipiano {Re (z) > 1}, come la somma
della serie Y~ ,n%, che corrisponde alla scelta A, = log(1+n) ed a,=1).
Utilizzando il rivestimento {Re (w)>0} > w — exp(—w) € D", ad una serie
di Dirichelet (6.2)) corrisponderebbe su D* la serie > a,z".

2dal matematico tedesco Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
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DEermnizione 6.4. Diciamo che il prolungamento analitico F presenta
soltanto singolarita algebriche sopra un punto p, di ramificazione pura se

i) il numero delle componenti connesse di @' (D*) & finito e la re-
strizione di w,, a ciascuna di esse definisce un rivestimento con un
numero finito di fogli;

i) gli sviluppi di Puiseux di F' hanno al pit un numero finito di ter-
mini con esponente negativo.

DeriNizIONE 6.5. Sia X una superficie di Riemann connessa e compat-
ta. Una funzione analitica F' su X, che abbia in X soltanto singolarita
algebriche, si dice algebrica su X.

Una funzione algebrica su una varieta di Riemann connessa e compatta
ha un insieme finito C di punti singolari. Se (X, @, X) ¢ il suo dominio di
Riemann, la restrizione della proiezione @ definisce un rivestimento

(6.3) N {(C) s w— ww) € X\C

con un numero finito di fogli.
Sia (2, @, X) il dominio di Riemann di una funzione algebrica F su X.

DErINIZIONE 6.6. 11 grado di F ¢ il numero di fogli del rivestimento (6.3)).

Mostreremo nel seguito che le funzioni algebriche sono meromorfe su
un’opportuna compattificazione complessa del loro dominio di Riemann.
Questo ¢ essenzialmente il contenuto del seguente lemma.

Lemma 6.3. Siano (2, @, X) il dominio di Riemann di una funzione al-
gebrica F su X, peX un suo punto singolare ed (U, z) una coordinata olo-
morfa con centro in p. Possiamo allora trovare un intero non negativo k ed
un intorno U’ di p contenuto in U tali che

n'(U)3 & - Z@(E)-FE) eC
sia limitata su w "(U").

DimostrAZIONE. Per ipotesi, possiamo fissare una carta locale (U, z) in p
tale che n~!(U) sia unione di un numero finito di aperti connessi Wy, ..., W,
in modo che la F si possa rappresentare su ciascuno di essi mediante una
serie di Puiseux

F(z) = Zh—k,aj’hzh/pj su W,
-

per opportuni interi positivi py,..., p, ed interi relativi &y, . . ., k,. Bastera
allora fissare k = max{0, —ki, ..., —k.}. O
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7. Funzioni algebriche su CP'

TeorREMA 7.1. Se F & una funzione algebrica di grado m su CP', allora
le determinazioni di F sopra ad un punto p di CP! sono le m radici u di
un’equazione polinomiale di grado m rispetto ad u, che in una coordinata
non omogenea z su CP' si puo scrivere nella forma

(7.1) Oz, u) = o) & + P1(2) " + -+ + Gt (2) 1+ Pul2) = 0,
per una ® che verifica le seguenti proprieta:
(@) I coefficienti dy(z), per 0<h<m, sono polinomi in z e ¢y#0;
(ii) 1l massimo comun divisore di ¢y(z), ..., Pu(2) in C[z] e 1;
(iit) 1l polinomio ® € C|z, u] e irriducibile.

DiMosTRAZIONE. Possiamo fissare la coordinata non omogenea z su CP"
in modo che il punto all’infinito non sia singolare. Sia A={a,,...,a,}cC
I’insieme dei punti singolari di F in CP! ed Q=CP'\(AU{c0}). Per il Lem-
ma [6.3] possiamo trovare un intero non negativo k tale che la funzione
algebrica

G(2) = z=a)* - (z=a,)"F(2)
sia limitata nell’intorno dei punti singolari. Per ogni z € Q, la G definisce
m germi (g\)1<i<,n. Le loro funzioni simmetriche elementari

(h) _ Z () ... o)
SZ 1Si1<~~~<i11Sng gz

sono funzioni olomorfe e limitate su Q e le determinazioni w di G sopra il
punto z € Q verificano 1’equazione

(*) n (w — gii)) =" - si(l))wm_1 +e (—l)msg)”) =0.

1<i<m
Per il teorema sulle singolaritd eliminabili, le s¥(z) definiscono funzioni
olomorfe su C, perché sono limitate nell’intorno dei punti di A. Poiché oo
non & un punto singolare di F, le s’(z) hanno in oo al pill una singolarita
polare e sono percio dei polinomi di z.

Se sostituiamo a w la (z—a;)* - - - (z—a,)*-u nella (&), otteniamo per u
un’equazione della forma(7.1]). Possiamo imporre che valga la condizione
(if) dividendo 1 coeflicienti per il loro massimo comun divisore.

Dimostriamo ora che il polinomio ® ¢ irriducibile. Ragioniamo per
assurdo, supponendo che sia ® = ®-®, per due polinomi di C|z, «] di gradi
positivi my, m, con m;+my=m. Fissiamo un punto non singolare z, al finito
e consideriamo un suo intorno U = {|z — zo|<€} tale che @~ !'(U) sia unione
di m aperti disgiunti Wy, ..., W,,, biolomorfi al disco. La determinazione
di F(z) su W, soddisfa allora una delle equazioni ®@;(z, F'(z))=0. Poiché X' ¢
connesso, deve risultare allora ® (w(€),F(§)) = 0 su 2. Ma questo ci dice
che le determinazioni di F sopra zy, essendo le soluzioni di un’equazione
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in u di grado m;j<m, sono al piu m;. Questo ci da una contraddizione. La
dimostrazione ¢ completa. O

OsservAzZIONE 7.2. Sia X sia una superficie di Riemann compatta ed
M (X) 1l campo delle sue funzioni meromorfe. Allora le m determinazioni di
una funzione algebrica su X al di sopra dei punti regolari sono le soluzioni
di un’equazione algebrica

Dz, u) = " + by () "+ +b,(z) =0,
per un polinomio irriducibile ® € M (X)[u].

TeoreMA 7.3. Consideriamo un’equazione polinomiale e suppo-
niamo siano verificate le condizioni (i), (ii), (iii) del Teorema Esiste
allora una funzione algebrica F su CP' le cui m determinazioni, nei punti
regolari, siano le radici di (7).

DimosTtrAzIONE. Per il teorema delle funzioni implicite, se in un punto
(20, up) di C* &
0D (20, uy) £0,
ou
allora possiamo trovare una funzione f(z), definita in un intorno U di zj in
C, tale che
O(z, f(2)) =0, Yze U ed f(z0) = u.
Si verifica facilmente che fe&'(U). Essa definisce quindi un germe di fun-
zione olomorfa o in @, che soddisfa I’equazione ®(rr(a), F(at)) = 0. Poiché
gli o € O che soddisfano questa equazione formano un insieme aperto e
chiuso in @, tutti gli a di 2, soddisfano la (7.1). O

OsservazIONE 7.4. Sia X una superficie di Riemann compatta e connessa
qualsiasi. Si pud dimostrare che il campo M (X) delle funzioni meromorfe
su X ha grado di trascendenza 1 su C. Infatti, con un ragionamento ana-
logo a quello svolto nel caso della retta proiettiva, si pud dimostrare che
ogni funzione algebrica su X soddisfa un’equazione della forma (7.1)), con
coeflicienti in M (X), per un polinomio ®(z, ) irriducibile su M (X).

OSSERVAZIONE 7.5. M (CP') & il campo quoziente dell’anello dei polino-
mi in una variabile, che ¢ un anello a fattorizzazione unica. Ci sono pero
superfici di Riemann connesse e compatte X per cui il campo M (X) delle
funzioni meromorfe non ¢ il campo quoziente di un anello a fattorizzazione
unica.

8. Superficie di Riemann di una funzione algebrica

Siano X una superficie di Riemann connessa e compatta e (2, @, X) il
dominio di Riemann di una funzione algebrica F di grado m su X. Indichia-
mo con A = {ay,...,q} I'insieme dei punti singolari di F' in X. Allora @
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definisce un ricoprimento connesso ad m fogli
S\w'(A) 5 X\A.

Per ogni punto g; di A possiamo trovare un disco puntato D = {0<|z;|<1},
ove (D;, z;) € una carta olomorfa locale in g;, tale che

-1 * * *
w (D;))=D;;U---UD;

¢ unione disgiunta di s; componenti connesse Dj ;, ciascuna biolomorfa a un
disco puntato, per cui Djij 5> a — w(a) € D! sia un rivestimento a m; ; fogli,
con

S
jzlm,-,j = m.
In una coordinata ¢;; su Dzj = {0<|{;jI<1} possiamo descrivere questo
i, j

rivestimento mediante z; = £; .

Costruiamo una superficie di Riemann connessa e compatta 3 aggiun-
gendo a X\@~!(A) un punto o; jper ogni 1<i<k ed 1<j<s; e definendone la
struttura complessa in modo che la @ sia ancora un biolomorfismo locale al
di fuori di A = {0, ;} e che (D;,{;;),conD;; = Dj"j U {a; ;} e ¢ ; estesa me-
diante ¢; j(a; ;) = 0 sia una carta olomorfa locale. Elenchiamo le principali
proprieta di 2.

(1) £ & una superficie di Riemann connessa e compatta.
(2) C’¢ un’inclusione naturale 2 <— 2 e la @ si estende ad una @ :
2’ — X olomorfa e surgettiva che rende commutativo il diagramma

X

(3) La funzione algebrica F, con dominio di Riemann (X, @, X) si
estende ad una funzione meromorfa F su <.

(4) I punti di £ sono in corrispondenza biunivoca con tutte le possibili
serie di Puiseux

8.2) FQ) =" alz-a
associati alla funzione algebrica F.

DErNIZIONE 8.1. Chiamiamo la £, con I’applicazione @ : £ — X, la
superficie di Riemann della funzione algebrica F su X.

OsservAZIONE 8.1. La 2’ si puo identificare con la componente connessa
di un germe o di F in *P.

DEernizioNE 8.2. Chiamiamo superficie di Riemann astratta su X ogni
tripla (¥, A, X) in cui
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e X ed Y sono due superfici di Riemann connesse e compatte;
e )\ :Y — X ¢ olomorfa e non costante.

OsservAZIONE 8.2. Poiché le applicazioni olomorfe non costanti sono
aperte, A(Y), essendo aperta e chiusa in X, € uguale ad X. Quindi A ¢ surget-
tiva. Inoltre, i valori singolari di A formano un sottoinsieme finito A di X e
lad: Y\L"'(A) — X\A & un rivestimento con un numero finito di fogli.

Il problema di Riemann consiste nel chiedersi se ogni superficie di Riemann
astratta su X sia la superficie di Riemann di una funzione algebrica sulla
base. Il teorema di Riemann-Roch ha, tra le sue conseguenze, una risposta
affermativa a questa domanda.

Osserviamo che, per il teorema d’immersione di Riemann, ogni super-
ficie di Riemann connessa e compatta X ¢ algebrica. Si pud cioe rappre-
sentare come il luogo di zeri in CP**! di un ideale di polinomi omogenei.
Inoltre, poiché M (X) ha grado di trascendenza uno su C, X ¢ la superficie
di Riemann di una funzione algebrica su CP'.

Vedi ad esempio p.174 del libro: Rick Miranda, “Algebraic Curves and Riemann
Surfaces ”, Graduate Studies in Mathematics Volume: 5; 1995; 390 pp.






CAPITOLO XVI

Formulazione coomologica del Teorema di Riemann Roch

1. 1l fascio dei divisori

Sia X una superficie di Riemann. Per ogni aperto U di X indichiamo
con 0*(U) I’insieme delle funzioni olomorfe su U, a valori in C* = C\{0}.
Esso € un gruppo abeliano rispetto alla moltiplicazione. La corrispondenza
U — 0*(U) definisce un fascio di gruppi abeliani su X, che denotiamo con
O™ e chiamiamo il fascio delle funzioni olomorfe non nulle su X.

Per ogni aperto U di X indichiamo poi con M*(U) il gruppo moltipli-
cativo delle funzioni meromorfe definite su U e che non si annullano su
nessuna componente connessa di U. La corrispondenza U — M*(U) defi-
nisce il fascio M™* delle funzioni meromorfe non identicamente nulle su X.

Abbiamo un morfismo iniettivo di fasci * — M*. 1l fascio quoziente
(1.1) D =M |0
si dice il fascio dei divisori meromorfi su X. Indichiamo con & I’insieme

dei germi olomorfi di M*: se p € X, un elemento di (§;), ¢ il germe fi,
di una funzione olomorfa f, definita in un intorno aperto connesso U di p
e non identicamente nulla in U. Osserviamo che, per ogni aperto U di X,
I'insieme &(U) delle funzioni olomorfe in U e non identicamente nulle su
nessuna delle sue componenti connesse, ¢ un monoide commutativo unita-
rio rispetto alla moltiplicazione. La corrispondenza U — &;(U) & quindi
un fascio di monoidi commutativi unitari. Per questi oggetti si possono
ripetere gran parte delle definizioni formali che abbiamo dato per 1 fasci
di gruppi abeliani. In particolare abbiamo un fascio quoziente di monomi
commutativi abeliani

(1.2) 9" =05]0"
che si dice il fascio dei divisori positivi, o olomorfi su X.

Abbiamo le successioni esatte, rispettivamente di fasci di gruppi abelia-
ni e di fasci di monoidi commutativi unitari :

(1.3) 0 o M 7 0,

(1.4) 0 0" o P+ 0.
313
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DEeriNizionE 1.1. e Gli elementi di H°(X, 2) formano un gruppo
abeliano, e si dicono i divisori di Cousin meromorfi su X;
e gli elementi di H(X, 2*) formano un monoide commutativo uni-
tario, e si dicono i divisori di Cousin olomorfi su X.
Indicheremo in modo additivo le operazioni di gruppo abeliano su H(X, 2)
e di monoide commutativo unitario su H(X, 27).

Fissato un punto p di X, data una f € M, se z € una coordinata olomorfa
con centro in p, risulta ben definito

T J'(2)dz
(1.5) v,(f) = lim — D o €z

(ordine di zero o di polo di f in p). La

(1.6) 0 — O a: t .7 0

¢ una successione esatta, che ci permette di identificare la spiga &, in p del
fascio dei divisori meromorfi all’anello Z degli interi. Abbiamo ottenuto
quindi la

ProposizioNE 1.1. Il fascio & dei divisori meromorfi si identifica a quel-
lo dei germi delle funzioni o. : X — 7Z che sono nulle al di fuori di un
insieme discreto di punti.

1l fascio 2* dei divisori positivi si identifica al sottofascio dei germi di
funzioni a. : X — Z, nulle fuori da un sottoinsieme discreto, che assumono
valori non negativi. O

I sottoinsiemi discreti di X sono numerabili o finiti ed una sezione D di
I'(X, 2) si puo quindi descrivere come una somma formale

(1.7) D= )" Vipu

con {p,} sottoinsieme discreto di X e v, € Z per ognine D € I'(X, ")
quando v,,>0 per ogni n.
Ad una funzione f meromorfa su X associamo il divisore

(1.8) ()= ), VD P

Dermvizione 1.2. Si dicono principali i1 divisori che sono della forma
(T.8) per una funzione meromorfa f su X.

Esempio 1.1. Sia D = Y v, p, un divisore meromorfo su CP'. Condi-
zione necessaria e sufficiente affinché D sia principale é che };_,v,=0.

DimMosTRAZIONE. Supponiamo che D = div(f) per una funzione mero-
morfa f su CP'. Fissiamo un punto ¢ che non sia né uno zero né un polo di
f. Possiamo fissare la coordinata non omogenea z su CP' in modo che g sia
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0 e che il disco chiu§0 D = {|z1<1} non contenga zeri o poli di f. Allora il
complemento D’ di D ¢ ancora un disco. Poiché D’ contiene tutti gli zeri e
i poli di f, abbiamo

ZV_L af __ 1 £4f _,
W 2w Yoo f . 27 o f

Viceversa, se Y.V, = 0, fissiamo una coordinata non omogenea z su
CP! in modo tale che i punti p, abbiano coordinata z,#co. Poniamo f(z) =
[T, (z=z,)"" su C = {z#o0}. Per t = 77! # 0 abbiamo

m 1 m
f@=ram=1_ (; - zm) =[] a-rz
=2 (1 -1z

- l_[:;(l )

e questo mostra che f si prolunga su oo, definendo una funzione meromorfa
su CP' che ha come divisore D. O

In particolare, due divisori su CP! sono linearmente equivalenti se e

soltanto se hanno uguali le somme dei coeflicienti v,,.
2. Sistemi lineari

Fissiamo un divisore meromorfo D su X.

DEermNizIONE 2.1. 1l sistema lineare definito da D ¢ I'inisieme
2.1) ID| = {A e H'(X, 2%) | A = D}
dei divisori olomorfi linearmente equivalenti a D.

Esempio 2.1. Se X = CP! e D un divisore principale, allora |D| = {0}.

Dato un divisore meromorfo D su X e detto {D} il fibrato olomorfo in
rette ad esso associato, indichiamo con &'(D) il fascio dei germi di sezioni
olomorfe si {D}.

11 gruppo moltiplicativo H’(X, &) agisce su H°(X, €(D)) mediante

(22)  HX,0(D) x H'(X, 0(D)) 5 (f.g) — f-g € H'(X, O(D)).

0
Proposizione 2.1. E |D| = & ﬁ(D))\{O}.
HO(X, 0™)

DimosTrAZIONE. L applicazione H(X, (D)) > f — div(f) € |D| & sur-
gettiva. Se f,g € H(X, 0(D)) definiscono lo stesso divisore, allora (f/g)
¢ una funzione olomorfa e diversa da O in ogni punto di X. Dunque, se
div(f) = div(g), allora g = h-f con h € 0*(X). O
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OssERVAZIONE 2.2. Se X ¢ compatto e connesso, allora H(X,0%) = C*
e quindi |D| ha una struttura di spazio proiettivo complesso. Definiremo
dimensione di |D| la sua dimensione come spazio proiettivo complesso.

DeriNizioNE 2.2. Chiamiamo
2.3) dim(|D|) = dime(H*(X, 0(D))) — 1
la dimensione di |D).

Proposizione 2.3. Se X e compatto, allora dim(|D|) ¢ finita per ogni
divisore meromorfo D su X.

DiMosTrAZIONE. Si definisce su H(X, /(D)) una struttura di spazio nor-
mato e si verifica che la palla unitaria ¢ relativamente compatta. O

3. 1l problema di Riemann

Data una superficie di Riemann compatta X ed un divisore meromo-
rofo D su X, ci proponiamo di calcolare la dimensione del suo sistema
lineare |D)|.

Scriviamo D = Dy— D.,, decomponendo D nella sua parte di zeri e nella
sua parte polare. Allora

IDI = {D + div(f) | f € M"(X), div(f) = D}
e dunque, posto
WD) ={f e (X, M") | div(f) > —D}
osserviamo che
dime(W(D)) = dime(H(X, (D)) = dim(D]) + 1.

Infatti, se f, g € I'(X, M) e div(f) = div(g), allora f = k-g con keC".
Data f € I'(X, M™), scriviamo

div(f) = Do(f) = Deo(f)
separando nel divisore di f la parte degli zeri e quella dei poli. Allora
div(f) > -D
da
Do(f) = Deo(f) 2 =Dg + D,
onde

Do(f) + Dy > Doo(f) + De.
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Se supp(Dy) N supp(Dw) = 0 e supp(Dy(f)) N supp(Deo(f)) = 0, allora e
Dy(f) 2 Dw € Do(f) < Dy,
da cui
WD) ={f e I(X, M) | Do(f) 2 Do, Doo(f) < Do}
Esempio 3.1. Sia X = CP' e D = a-pg cona € Z*. Se a > 0, allora

W(D) = {f € T(CP', M) | Do(f) = 0, Deo(f) < a0},

ciog W(D) & lo spazio delle funzioni meromorfe su CP' che non hanno poli
fuori da p( e che in py hanno un polo di ordine non superiore ad a. Quindi,
scelta la coordinata non omogenea z con centro in pg, una base di W(D) ¢
data dalle funzioni meromorff 1 1 1

AR
e quindi dim(|D|) = a. Se a < 0, allora
WD) = {f e T(CP', M) | Do(f) = a-0, Du(f) < 0} = {0},
e quindi dim(|D]) = —1.
Esempio 3.2. Consideriamo ora il caso in cui X = CP! e D = a-0 + b1,
con a,b € Z*, a<b. Distinguiamo tre casi.

I. Abbiamo

W(D) = {f € [(CP', M) | Do(f) 2 lal-0 + |bl-1, Deo(f) < 0} = {0}
e dim(D|) = -1.

II. In questo caso
W(D) = {f € T(CP', M) | Do(f) 2 lal-0, Deo(f) < b-1}.

Sono cio¢ le funzioni razionali che hanno al pitt un polo in 1, di ordine
minore o uguale di b, ed in 0 uno zero di ordine almeno |a|. Se a+b<0,
allora W(D) = {0} e dim(|D|) = —1. Se a+b > 0, allora W(D) ¢ generato

dalle funzioni razionali
h

(Z—l)k con h<k, h+a > 0, k<b.
Z —

Otteniamo allora dim(|D|) = (b+a)(b+a+3)/2.
I1I. Lo spazio

W(D) = {f € T(CP', M*) | Do(f) = 0, Do(f) < a0+ b-1}

¢ generato da
Z'z- 1%, con0<k<b, —a<h<k
e quindi dim(|D|) = ab+a+b+1b(b+1).
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4. Preliminari di algebra omologica

Sia K un campo e

(4.1) 0 Ao A A, —— 0

una successione esatta di spazi vettoriali su K e di applicazioni lineari.
Allora

(4.2) Z:lo dimg(A,) = 0.

Siano X uno spazio paracompatto ed $;, 5, S3 tre fasci di spazi vettoriali
su C su X. Supponiamo che

(4.3) dimc(H (X, 5p))<oco0, Vi > 0 ed H (X, $,)=0, Yi>iy, per h=1,2,3.

Poniamo

(4.4) X(S$) =y (=) dim(H'(X, 5), perh=1,2,3.
ProposizioNE 4.1. Se abbiamo una successione esatta corta di fasci

(4.5) 0 Si 5 S 0,

e valgono le @.3), allora

(4.6) %(52) = x(S1) + x(S3).

DimosTtrAZIONE. La (4.6) ¢ conseguenza della successione esatta lunga
in coomologia

0 — HX,5) — HX,5) — H'(X,§) —
—— H'(X,5) —
- —— H'(X,5°) — H'X, &) — H'(X,5%) —— ---

— H°(X, %) — H%X,5) —— 0. O

5. Genere geometrico e genere topologico

Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta.

DEeriNizIONE 5.1. Chiamiamo

e genere topologico di X 1’intero non negativo

(.1 g(X) = 3 dimg H'(X,R) = j dimc H'(X, C),

e genere geometrico di X il numero reale non negativo

(5.2) P(X) = dimc(H'(X, 0)).
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Sia Q! il fascio dei germi di differenziali olomorfi su X. Lo possiamo
interpretare come il fascio dei germi delle sezioni olomorfe del fibrato co-
tangente di X, che ¢ un fibrato in rette le cui funzioni di transizione, rispetto
ad un qualsiasi atlante coordinato U = {(u;, z;)}, sono

(5.3) 8ij= = su U;NnU,.

ProposizioNE 5.1. Se X é una superficie di Riemann compatta, allora
(5.4) dime(H'(X, Q")) = dime(H' (X, 0)) < 0.

DmMosTRAZIONE. Poiché 9 : £%°(X) — &%!(X) & un operatore ellittico
su una varieta compatta, & dimc(H'(X, 0) =~ &%1(X)/0&%°(X)) < co. Ana-
logamente, poiché anche 0 : &'"°(X) — &"!(X) & ellittico su X compatta,
anche H(X, Q") = ker(0 : &°(X) — &"'(X)) ha dimensione finita.

Poiché d&%°(X)) ha codimensione finita, & un sottospazio chiuso di
&%1(X) e quindi il duale del quoziente £%'(X)/0&*(X)) & uguale allo spa-
zio delle correnti 7T, di tipo (1,0), che soddisfano I’equazione oT = 0.
Per il teorema di regolarita, queste correnti sono equivalenti a forme re-
golari di tipo (1,0) e d-chiuse. Quindi H'(X, €¢) ed H°(X, Q") sono due
spazi di dimensione finita duali I’uno dell’altro ed hanno percio la stessa
dimensione. O

PRrOPOSIZIONE 5.2. Per una superficie di Riemann compatta e connessa,
i generi geometrico e topologico coincidono.

DimmostrAZIONE. Dalla successione esatta corta di fasci

0 C o -5 @ 0

ricaviamo la successione esatta lunga di coomologia
0 — HX,C) — H’(X,0) — H'(X, Q") ——
— H'(X,C) — H'(X,0) — H'(X,Q") —
—— H*(X,C) —— 0.
Poiché H(X, C) ed H(X, &) sono entrambi isomorfi a C, I’applicazione
H%(X,C) - HY(X, 0) & surgettiva e quindi abbiamo la successione esatta
0 — H(X, Q") — H!{(X,C) — H'(X,0) —
—— H'(X,Q") — HXX,C) — 0,
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da cui ricaviamo, tenuto conto che per la Proposizione HO(X, Q") ed
H'(X, ©) hanno la stessa dimensione, che

2 g(X) = dimc(H(X, ©)) < dimc(H(X, Q")) + dimc(H' (X, 0)) = 2P,(X)

—1
Indichiamo con € il fascio dei germi di 1-forme antiolomorfe su X.
Coniugando I'inclusione H(X, Q') — H!(X,C), otteniamo I’inclusione

H'(X, Q') < H'(X,C).
Poiché Q' N Q' = 0, da H'(X, 2") @ H(X, 2') < H'(X, C) segue che

2P,(X) < g(X) e quindi, poiché avevamo gia verificato la diseguaglianza
opposta, vale I’uguaglianza. O

Abbiamo dimostrato in particolare che la coomologia di de Rham di una
superficie di Riemann connessa e compatta si possono calcolare utilizzando
forme olomorfe ed anti-olomorfe.

CoroLLARIO 5.3. Se X e una superficie di Riemann connessa e compatta,
allora

1 - 10 | orv o
55) {H (X,C) ~ H'(X, Q'Y @ H(X, Q ),

H2(X,C) ~ H'(X,@") ~H'(X,Q') ~ C.

DimosTrRAZIONE. Abbiamo verificato la prima affermazione nella dimo-
strazione della Proposizione Per la seconda, dobbiamo ricordare che
H?(X,C) ~ C per la dualita di Poincaré, perché le superfici di Riemann
sono orientate. O

6. Dati di Cousin

Sia X una superficie di Riemann connessa e compatta. Un divisore
meromorfo D € H°(X, D) si rappresenta in modo unico come una somma

©6.1)  D=>"" vep, conp,...,p, puntidistinti di X e v, € Z"

Indichiamo con {D} il fibrato olomorfo in rette ad esso associato ed sp una
sezione meromorfa definita da un dato di Cousin di D. Possiamo descriverla
a partire da un ricoprimento U = {U,} di X assegnando su ogni U}, una fun-
zione meromorfa f, € M*(U,) che ¢ olomorfa e non nulla su U,\{pi, ..., p.}
e che, in ciascun punto p; di U, N {py, ..., p,}, ha o al pit uno zero di ordi-
ne v;, nel caso v; > 0, oppure al piu un polo di ordine —v;, nel caso in cui
v; < 0. I quozienti g;; = f;/f; sono uguali, sulle intersezioni U; N U, alle
funzioni di transizione del fibrato {D} e le { f,} rappresentano la sezione sp.
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ProposizioNe 6.1. Abbiamo una successione esatta lunga in coomolo-
gia:

0 —— H'X,0") —— H'(X, M*) —2 HOX, P) ——>
', HX,0*) — HX, M) — H'X,P) —> ... O

Questa successione esatta lunga sintetizza diverse nozioni che avevamo
introdotto in precedenza nello studio dei fibrati vettoriali in rette.

Infatti, I’applicazione HO(X, M*) ﬂ H°(X, 2) & quella che fa corri-

spondere ad una funzione meromorfa f su X il suo divisore div(f).

Gli elementi di H'(X, 0) sono le classi di equivalenza di fibrati olomor-
fi in rette su X.

Infatti una classe di coomologia di H!(X, 0*) & rappresentata, per un
ricoprimento aperto % = {U;}ie; di X, dal dato di funzioni g;; € 0*(U;;),
per ogni (i, j) € (%), che soddisfano

gi=8; sul; e gjgugu=1suUpy.
Un tale dato si dice un dato di Cousin moltiplicativo. Se ¥ < %/ ¢ un raffi-

namento di %/, diciamo che i dati di Cousin moltiplicativi g}, = gk |th €
O* (Vi) rappresentano i dati (g;;) nel raffinamento 7. Dato un ricoprimen-
to aperto % = {U,}ie; di X, due dati di Cousin moltiplicativi (g;; € 0*(U;;))
e (g ;€ 0" (Uj;)) sono equivalenti nel ricoprimento % se esistono funzioni
fi€e 07Uy, peri € I, tali che g;;f; = gfiin Uy

Due dati di Cousin moltiplicativi definiscono la stessa classe in H' (X, %)
se 1 loro rappresentanti in uno stesso ricoprimento %/ di X sono equivalenti.

L’omomorfismo § : H'(X, 92) — HY(X, 0*) & quello che fa corrispon-
dere a un divisore meromorfo D la classe di equivalenza {D} dei fibrati
olomorti in rette ad esso associati.

Infatti un elemento D di H'(X, 2) si descrive assegnando un ricoprimen-
to aperto 7/ = {U;} di X e una famiglia di funzioni meromorfe f; € M*(U;)
tali che g;; = fj‘lf,- € 0*(Ujj). Le (gij) sono i dati di Cousin molti-
plicativi che definiscono un fibrato olomorfo in rette e quindi 1’elemento
corrispondente §(D) = {D} in H'(X, ™).

7. Coomologia di Cech a coefficienti nel fascio &

Siano X una superficie di Riemann ed & il fascio dei germi delle fun-
zioni olomorfe su X.

Indichiamo con &"* il fascio dei germi di forme differenziali di tipo
(r, s) a coeflicienti complessi di classe €. I fasci &"* sono fasci fini di
&-moduli. Vale il
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TeorREMA 7.1. Siano X una superficie di Riemann, O il fascio dei germi
delle funzioni olomorfe ed Q il fascio dei germi delle 1-forme olomorfe su
X. I fasci O ed Q ammettono le risoluzioni fini:

0

(7. 1) 0 Vi éa0,0 @@O,l 0

0

(7.2) 0 o) £10 pIN 0
DimosTtrAZIONE. Sia U un aperto di un atlante di X, con carta locale z.
Una qualsiasi @ € &%!(U) si scrive nella forma @ = f(z)dz, ove f & una
funzione a valori complessi, di classe ¢, sull’aperto z(U)CC. Per il Teore-
ma[9.1]del Cap. [V]esiste una funzione u € &°°(z(U)), tale che (0u/dz7) = f
in z(U). Allora u(z) & una funzione di &%°(U) tale che du = « in U.
Da questo segue che (7.I)) ¢ esatta. Analogamente, nell’aperto U di una

carta locale z, una forma 8 € &"'(U) si scrive nella forma f(z)dz A dz
per una f a valori complessi, di classe €, sull’aperto z(U) c C. Se la
funzione u € &%°(z(U)) risolve I’equazione (9u/87) = f in z(U), allora
a = —u(z)dz € &"°(U) risolve da = B. Quindi anche (7.2) & esatta. O

8. Teorema di dualita ed indice di specialita

Dato un divisore meromorfo D su X, indichiamo con {D} un fibrato
vettoriale in rette ad esso associato. Dato un ricoprimento % ={U;} di X
mediante aperti coordinati (U, z;) tali che ciascun punto p del supporto di
D sia contenuto in uno solo degli aperti di % e ne sia il centro p;, possiamo
definire una sezione sp di {D} ponendo

sp(p) = @(p)P® su U,
e le funzioni di transizione di {D}, per il ricoprimento %/, mediante
(zi(p))”?
(z;(p)P®

Indichiamo con &}, il fascio dei germi di sezioni ¢’ di {D}. Se u=(u;) ¢ una
sezione di &p, allora

g,-,j(z) = Se pEU,',j.

Gui _ a(gi,juj) _ (9ZJ 8uj

o om SYazez

Questo di permette di definire il 9 sulle sezioni di &}, come sezioni del fibra-
to in rette {F'} ® {K}, ove abbiamo indicato qui con {K} il fibrato canonico,
definito sul ricoprimento %/, dalle funzioni di transizione

8.1

(82) ki,j = E su U,"j.

Osserviamo che {D} ® {K} ¢ un fibrato in rette complesse, ma non é olomor-
fo. Indichiamo con &) il fascio dei germi delle sue sezioni.
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ProposizioNe 8.1. La successione di fasci

(8.3) 0 —— 6(D) & —— &) 0

e esatta ed e una risoluzione fine del fascio O(D). Abbiamo quindi, per ogni
aperto U di X,

0 = 2, —
(8.4) {H (U, 6(D)) = {&p(U) | du=0},

H'(U, 0(D)) = 63(U)/[06p(U)].

DimosTtrAZIONE. Tutte le affermazioni sono conseguenza della risolu-
bilita locale, in C, dell’equazione du/dz=f, per arbitrari secondi membri

fee€™. O

Se ¢ & una sezione di {D} ® {K} e T una sezione di {D}~' ® {K}, il pro-
dotto T-0 & una sezione di {K} ® {K} ed ha quindi un significato invariante
I’integrale

(8.5) (tlo) = fft‘o.
X

Nell’atlante %/ possiamo scrivere T = T,dz; € 0 = 0;dz; su U; e quindi, per
una partizione dell’unita {y;} subordinata ad % &

ffro— Z ffzz(u, YiTi0; dziNdZ;.

Troviamo ora una formula d’integrazione per parti per 1’operatore 0. Siano
T€Sp-15x(X) ed ueép. Allora

_ ou _ o(yivi) Ou
T-0u = ff Xl'Tl"—_dZi/\dZ,’ = - ff _le le
ffX Zl z(Uy) 9Z; Zl zi(Uy) 9z 0z
= f f [Ot] - u
X

ove I'ultimo integrale ha senso perché dt & una sezione del fibrato in rette
{D}™' ® {K} ® {K} e quindi il prodotto [0t] - u & una sezione di {K} ® {K}.
L’ operatore 9 : &p(X) — &M(X) & ellittico ed ha quindi immagine chiu-
sa. Per il teorema astratto di dualita dell’analisi funzionale, il duale del
quoziente &3(U)/ [0&5(U)] & il nucleo, nello spazio delle distribuzioni, del-
I’operatore duale 0 : 2'(U,{D}"'®{K}) — 2'(U,{D})"' ®{(K}®{K}). Poiché
anche questo operatore ¢ ellittico, questo nucleo consiste dei sezioni di clas-
se €, che sono le sezioni olomorfe del fibrato {D}~! ® {K}. La moltiplica-
zione per sp definisce un isomorfismo lineare di H(X, 0({D}~! ® {K}) sullo
spazio 46" (X) dei differenziali abeliani o con diz(w)>D. Abbiamo ottenuto
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TeorREMA 8.2. Sia D un differenziale meromorfo su X. Allora H (X, €(D))
e uno spazio vettoriale di dimensione complessa finita, uguale all’indice di
specialita di D. O

9. Formula di Riemann-Roch

Diamo in questo paragrafo un’altra dimostrazione della formula di Rie-
mann-Roch.

TeoreMA 9.1. Siano X una superficie di Riemann connessa e compatta
di genere g e D un divisore meromofo in X. Allora

9.1 dime¢ |D| = deg(D) — g + (D).

9.1. 1l caso dei divisori positivi. Sia X una superficie di Riemann con-
nessa e compatta, di genere g. Fissiamo un divisore positivo D € H(X, 2%),
con D = ;0 Vppn, Ove v, € Z, per h=1,...,me P = {p1,...,pn} € Un
sottoinsieme finito di X.

Come all’inizio del fissiamo un fibrato in rette olomorfo {D} ed una
sua sezione olomorfa sp con div(sp) = D. Indichiamo con &'(D) il fascio
dei germi delle sezioni olomorfe del fibrato {F'}. Per mezzo della sezione sp
possiamo definire un omomorfismo iniettivo di fasci:

0> f— fspe O(D).

Il fascio quoziente 2 = (O(D) /(O-sp)) € definito da
2, - {0 se peX\P

Cvn se p=p, €P.

E immediato constatare che 2 & un fascio fiacco e quindi HY(X, 2)=0 per
ogni g > 0. Dalla successione esatta corta

9.2) 0 o 0 (D) 2 0

otteniamo la successione esatta lunga:

0 —— H%X,0) — H'X,0(D}) — H'(X,2) ——
— HY(X,0) —— H\(X,0({D})) —— 0

Ricordiamo ora che:
1. dimcHO(X, ©) = 1 perché le funzioni olomorfe su X sono costanti;
2. dim¢|D| = dimcH(X, O0({D}))) - 1;

3.H' (X, 2) ~ @Zl , C" ha dimensione complessa uguale al grado
deg(D) del divisore D: deg(D) = >, Vi;
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4. dimcH! (X, ©) = g. Infatti, utilizzando la risoluzione fine
0 % g0 L, go 0

del fascio ¢, dimostriamo che il gruppo di coomologia di Cech H'(X, ©) &
isomorfo al primo gruppo di coomologia del complesso :

0 —— E99X) —— £9(X) —— 0.
Abbiamo un’applicazione naturale
E"N(X)
AEM(X))

Essa & un isomorfismo. Infatti, se @ € &*'(X), allora da = da verifica

- o

e quindi esiste v € £°°(X) tale che v = da. Quindi @ — dv & equivalente

(1) A: A6(X) 3 @ — [a] € H)(E¥(X),0) =

ad a in Hé(é" 04(X), 0) e @ — v & un differenziale abeliano di prima specie.
Ci0 dimostra che A ¢ surgettiva.

Sia ora a € 46;(X) e supponiamo che @ = du per una u€&*(X). Poiché
@ & un differenziale abeliano, da = 0 e quindi otteniamo ddu = 0. Poiché X
¢ compatta e connessa, questo implica che u € costante e quindi @ = 0t = 0.

5. Abbiamo dimostrato nel § che dimcH' (X, ¢({D})) = (D) (I’indice
di specialita del divisore D).

Poiché la somma alternata delle dimensioni degli spazi vettoriali di
una successione esatta di spazi vettoriali ed applicazioni lineari ¢ zero,
otteniamo

1 — (dimg¢ |D|+1) — deg(D) + g — (D) = 0,
che ¢ proprio la formula di Riemann-Roch.

9.2. 1l caso dei divisori meromorfi. Siano X una superficie di Rie-
mann connessa e compatta di genere g e D un divisore meromorfo su X.
Scriviamo D = Dy—D,, come differenza di divisori olomorfi con supporti
disgiunti. Fissiamo un fibrato {D..} associato a D, ed una sua sezione non
nulla s, con div(sw) = De. Indichiamo con 2(D,,) il fascio quoziente
O(Dw)/ s« C. Abbiamo allora la successione esatta corta di fasci di gruppi
abeliani

0 — O(D) —— O(Dy) — 2(D.) — 0,
da cui ricaviamo la successione esatta lunga in coomologia
0 —— H(X,0(D)) —— H’(X, 0(Dy)) —— H(2(Dw.)) —

—— H'(X,0(D)) —— H\(X,0(Dy)) —— 0,
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perché 2(D.,) & un fascio fiacco e quindi i gruppi di coomologia a coeffi-
cienti in 2(D,,) sono nulli in dimensione positiva. Abbiamo allora

dimc H(X, 0(D)) — dimc H(X, 0(Dy)) + dimc H*(2(D..))
{ —dimc H(X, 0(D)) — dimc H'(X, 0(Dy)) = 0
Poiché
dimc H(X, (D)) = dim¢ |D|+1,
dimc H'(X, (D)) = «(D),
dime H(2(Dy)) = deg(Dw,),
dime HY(X, 0(Dy)) — dime HA(X, O(Dy))
= dimc |Dol+1-1(Dy) = deg(Do)+1,
(I'ultima uguaglianza ¢ la formula di Riemann-Roch per i divisori olo-

morfi) otteniamo la formula di Riemann-Roch anche nel caso dei divisori
meromorfi.




Parte 4

Appendice: Fasci e coomologia di Cech






CAPITOLO XVII

Fasci e coomologia di Cech

1. Fasci e morfismi di fasci d’insiemi

Dermizione 1.1. Un fascio d’insiemi ¢ un fibrato topologico .& X
in cui la proiezione & sia un omeomorfismo locale.

Lo spazio X ¢ la base, . 1o spazio totale o étalé e rt 1a proiezione sulla
base del fascio. La fibra ., = 77 !(x) si dice la spiga su x € X, o I’insieme
dei germi di . in x.

Le spighe ., sono sottospazi discreti di .# e sono chiuse se e soltanto se
n()CX ¢ uno spazio 7. Infatti la proiezione n & aperta e quindi 71(.#’) ha
la topologia quoziente, cioe la piu fine tra quelle che rendano la proiezione
7 continua.

Quando cio non crei confusione, si usa indicare il fascio .& Z, X con
la stessa lettera . che denota il suo spazio totale.

Esempio 1.1. Siano X uno spazio topolgico ed Y uno spazio discreto.

X < . . . . . g .
Allora X X Y — X, con mx(x,y) = x, ¢ un fascio d’insiemi, che si dice il
fascio costante d’insieme Y.

Esempio 1.2. Sia X = X un rivestimento di uno spazio topologico X ed
. un aperto di X. Allora . Z X & un fascio d’insiemi di base X.

Dernizione 1.2. Se . - X ed ." = X’ sono due fasci d’insiemi,
un morfismo di fibrati

v 2,

Lk

XT)X,

si dice un morfismo di fasci.
Quando X = X’ e ¢ = idy, chiameremo ® un morfismo di fasci su X.

DerNizIONE 1.3, Se . <5 X & un fascio su X ed ¥ un sottospazio di
X, allora 7~ (Y), che indicheremo con .#|y, & lo spazio totale del fascio

ZLly 5y , di base Y, che chiamiamo la restrizione ad Y del fascio ..

329
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Piu in generale,

Lemma 1.1. Sia . 5 X un fascio d’insiemi su X, Y uno spazio topo-
logico ed f : Y — X un’applicazione continua. Allora

(1.1) [ ={(q.§) e Y x 7| f(q) = n(&)},
(1.2) w(q,8) =g, Y(@q.&) e[,

definisce un fascio f*. = Y di base Y.

DimosTtrAzZIONE. Dobbiamo dimostrare che @ ¢ un omeomorfismo loca-
le. Fissiamo un punto (qo, &) € f*%. Poiché .# ¢ un fascio, esistono un
intorno aperto A di & in .’ ed un intorno aperto U di py = f(qo) in X tali
che la restrizione 7|4 : A — U sia un omeomorfismo. Poiché f ¢ continua,
possiamo trovare un intorno aperto V di go in Y con f(V) c U. Allora
D = (VxA)Nn f*. ¢ un aperto di .7 e I’applicazione

V3q - (g.nl;'(f(@) € D
¢ un’applicazione continua che inverte la@w|p : D 3 (¢,é) - g€V CY. La

dimostrazione ¢ completa. O

Dermizione 1.4. 11 fascio f*.% =, Y definito nel Lemma si dice il
fascio immagine inversa, o pull-back, di .% 25 X mediante fe?,X).

Dernizione 1.5. Un sottospazio 7 di . definisce un sottofascio di
7 55 X se 7 55 X & ancora un fascio su X.

. T . . . .
Lemma 1.2. Sia . — X un fascio su X. Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché un sottospazio 7 di . sia lo spazio totale di un sottofascio

di . =5 X & che T sia aperto in .. O

DerNIZIONE 1.6. Se . - X ed .’ - X sono due fasci su X , il loro
prodotto fibrato, o somma di Whitney, ¢ 1l fascio d’insiemi su X che ha come
spazio totale

(1.3) S ox S ={(¢.&) e S xS &) =n(E)),
con proiezione definita da
(1.4) w: S xS 3(EE)—nE)=n¢)eX

Osserviamo che @w (¥ &y .") = n(.L) N 7' (.S").

Questa definizione si estende ad un qualsiasi numero finito di fasci d’in-
siemi su X. In particolare, indicheremo con .#” la somma di Whitney di p
copie del fascio .7:

S =S ®y-- By L.

p volte
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DerNizioNE 1.7. Sia.¥ — X un fascio d’insiemi su X ed ¥ un sottospa-
zio di X. Una sezione continua di . su Y & un’applicazione s € ¢(Y,.)
tale che

mos =idy.

Indicheremo con . (Y), I’insieme di tutte le sezioni continue su Y C X
del fascio ..

Se s e S(Y)edy €Y,il valore di s in y si indica con sy, od s, € si
dice il germe di s in y.

. T . 9. . .
ProposizionE 1.3. Sia . — X un fascio d’insiemi su X.

(1) Se U é un aperto di X, ogni s € .#(U) definisce un omeomorfismo
di U su un aperto s(U) di ..

(2) La famiglia di aperti {s(U) | U™ c X, s € ./ (U)} e una base
della topologia di .7 .

(3) Per ogni ¢ € .7 esiste un intorno aperto U di n(¢) in X ed una
s € L(U) tale che & = Sy,

4) SeYCcXeds,s € L(Y), allora ’'insieme

(1.5) yeY|sy= sz},)}

eunapertodiY. O

DerNizione 1.8. Un fascio d’insiemi . - X si dice di Hausdorff se il
suo spazio totale . ¢ di Hausdorft.

Proposizione 1.4 (Principio di continuazione analitica). Sia . N ¢
un fascio di Hausdorff. Se Y C X, s,s" € S (Y) ed 54, = S(y) i Un punto
Yo € Y, allora s, = sEy) per ogni punto y della componente connessa di y,
inY.

. T . . . .
DimmosTtrAZIONE. Infatti, se . — X un fascio di Hausdorff, 1’insieme
dei punti in cui i germi di due sezioni in .#'(Y) coincidono & aperto e chiuso
inyY. O

2. Prefasci d’insiemi

Dermizione 2.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio d’insiemi
su X ¢ un funtore controvariante S tra la categoria Ap(X) degli aperti di X,
con 1 morfismi d’inclusione, e la categoria € degli insiemi, con i morfismi
di applicazioni tra insiemi.

Definire un prefascio d’insiemi significa cioe assegnare una corrispon-
denza

2.1 S:Ap(X)>U — S(U) € €,
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e per ogni coppia di aperti UCV di X un’applicazione di restrizione p};:S(V)—S(U)
tale che

pg = idS(U), YU € Ap(X),
(2.2) v oW W
ppopy =py, YU V,WeApX) con UCV CW.

Indicheremo il prefascio (X,S,p) con la sola lettera S, ove cid0 non
provochi confusione.

DEermizione 2.2. Siano (X, S, p) ed (X, S, p”) due prefasci d’insiemi sul-
lo stesso spazio topologico X. Un morfismo di prefasci @ : (X,S,p) —
(X,S’, p") e il dato, per ogni aperto U di X, di un’applicazione @ : S(U) —
S’(U), tale che, per ogni coppia di aperti U C V C X vi sia un diagramma
commutativo

S(V) —s §/(V)
(2.3) pgl lpfg
S(U) —4s s/().

n N . 3 . . .
Lemma 2.1. Se .¥ — X e un fascio d’insiemi su X, allora la corrispon-
denza

(2.4) Ap(X) > U — . (U)

e un prefascio d’insiemi su X. O
Dermnizione 2.3. 11 prefascio U — . (U) si dice associato al fascio

5 X. Lo indicheremo con I..

Esempio 2.1. Siano X, Y due spazi topologici. Associamo ad ogni aperto
U di X lo spazio €' (U, Y) delle applicazioni continue di U in Y. Con le appli-
cazioni naturali di restrizione, questo si dice il prefascio delle applicazioni
continue di X in'Y.

Esempio 2.2. Siano M, N due varieta differenziabili di classe € e k
un ordinale con 0 < k < w. Facciamo corrispondere ad ogni aperto U C
M Dinsieme €*(U, N) delle applicazioni di classe 4* da U in N. Con le
restrizioni naturali, otteniamo il prefascio delle applicazioni di classe €* di
M in N.

Esempio 2.3. Se M ed N sono varieta complesse, indichiamo con (M, N),
per ogni aperto U di M, I'insieme delle applicazioni olomorfe di U in N.
Con le restrizioni naturali, questo ¢ il prefascio delle applicazioni olomorfe
diMinN.

Esempio 2.4. Sia X uno spazio topologico ed Y un insieme. Se poniamo
S (U) = Y per ogni aperto U di X e p}, = idy per ogni coppia di aperti
U c V di X, otteniamo il prefascio delle applicazioni costanti di X in Y.
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3. Fascio associato ad un prefascio e prefasci canonici

Dato un prefascio (X, S, p) possiamo definire, per ogni punto p € X, il
limite diretto

(3.1) S, =lim SU).

— [Japertoy 14

Esso ¢ definito come il quoziente dell’unione disgiunta | |jupenos,S(U) ri-
spetto alla relazione di equivalenza

S(U1) 3 51~ 53 € S(U) & Ap € U™ c Uy N U, tale che ry)!(s1) = ry(s2).

DerNIZIONE 3.1. Chiamiamo S » I’insieme, o la spiga, dei germi di se-
zioni di S in p.

Se U ¢ un aperto di X, p € U ed s € S(U), indichiamo con s, = pg(s)
il germe definito da s in p.

Dato un prefascio (X, S, p), siano

(3.2) §= |_|peX§,,, 7:8 — X con n(§,) = {p).

Proposizione 3.1. Sia (X, S, p) e un prefascio, ed § 5 X sia definita
dalla (3.2). Consideriamo su S la topologia che ha come base degli aperti

gli
AU, s)={sp | pe U}, con UeAp(X), seSU).

& 7 e .
Allora S — X é un fascio d’insiemi su X. O

DerNizion 3.2. 11 fascio § - X definito dalla (3.2) si dice associato
al prefascio (X, S, p).

Se S ¢ il fascio associata al prefascio S, abbiamo un morfismo canonico
di prefasci

(3.3) Dy : S(U) — SU)
che fa corrispondere ad s € S(U) la sezione U > p — s, €S, c S.

OsservazIONE 3.2. Non ¢ detto, in generale, che questo morfismo sia
iniettivo o surgettivo.

Ad esempio, se S ¢ il prefascio delle applicazioni costanti di X in un
insieme Y con almeno due elementi, ed X contiene un aperto U non con-
nesso, allora @y ¢ iniettiva, ma non surgettiva. Infatti Sein questo caso il
prefascio delle applicazioni localmente costanti di X in Y e quindi S(U) con-
tiene applicazioni non costanti, mentre S(U) consiste delle sole applicazioni
costanti.

Per costruire un esempio in cui ® non sia iniettiva, consideriamo uno
spazio X che contenga almeno due punti ed in cui i punti siano chiusi e
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fissiamo una coppia d’insiemi ¥, Z con Y C Z. Fissato un elemento y, € Y,
poniamo

S(U) = Z seU=X, pr@ =yo VzeZ NUY™ CX,
= Y se Uaperto C X, p;/](y) =y Vy c Y, Y Uaperto C Vaperto C X.

11 fascio associato ¢& il fascio costante X X ¥ — X. La Oy : S(X) — S(X)
non ¢ iniettiva perché associa ad ogni elemento di S(X) = Z la sezione
costante s, = yo per ogni p € X.

Derinizione 3.3. Un prefascio (X, S, p) si dice canonico se, per ogni
aperto U di X, la @y : S(U) — S(U) ¢ bigettiva.

Prorosizione 3.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché un prefa-
scio (X, S, p) sia canonico e che valgano le due proprieta:

(S1) Se % = {Uj}ic; € una qualsiasi famiglia di aperti di X, U = | J;q; U,
ed s,s' € S(U) soddisfano ry (s) = ry (s') per ogni i € I, allora
s=s;

(82) Se %4 = {Uj}ic; € una qualsiasi famiglia di aperti di X, U =
(U, U, per ogni famiglia di s; € S(U;), che soddisfino rgl'_'mUj(si) =
ernt(sj) per ogni i, j € I, esiste un s € S(U) tale che rgl_(s) = 5;
perognii€ I

DiMOSTRAZIONE. Le condizioni (S 1) ed (S2) sono necessarie. Sia % =

{Ui}ic; una famiglia di aperti di X, U = |J;;;U; e supponiamo che s, s’ €
S(U) soddisfino rjj (s) = ry; (s') per ogni i € I. Abbiamo allora

(@y())ly, = Py, (ry,(9) = Oy, (rp.(s) = (Pu(sNly,, Viel
= (Dy(s)) = (Py(s")
e questo implica che s = s’, perché @ ¢, per ipotesi, iniettiva.
Supponiamo ora che siano assegnate s; € S(U;), per i € I, e che queste
soddisfino rgfﬂUj(s,-) = rgjmuj(sj) per ogni i, j € I. Le @y (s;) soddisfano
allora

Oy, (s)lvinu; = (DU,-mUj("g:mUj(si)) = (DU,-mUj(”meUj(Sj)) = Oy,(sPluinu;, Vi jEL
Esiste quindi un’unica sezione globale o € S(U) tale che Dy.(s;) = oly, per
ogni i € 1. Poiché ¢y ¢ surgettiva, o = ®@y(s) per una s € S(U). Da

Dy, (ry (5)) = Dy(s)ly, = oly, = Py, (s), Viel
otteniamo che rgl_(s) = s;, per I'iniettivita delle @y,.

Le condizioni (S 1) ed (S 2) sono sufficienti. Sia U un qualsiasi aperto
di X. Se 5,5 € S(U) e Dy(s) = Oy(s’), allora s,y = szp) per ogni p € U.
Ci0 significa che per ogni p € U eiste un intorno aperto U, di p in U tale
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’

che rgp(s) = rgp(s’). Per la condizione (S 1) questo implica che s = s’.

Quindi @y : S(U) — S(U) & iniettiva.
Sia ora o € S(U). Per ogni punto p € U esistono un intorno aperto U,
di pin U ed una s, € S(U,) tali che @y (s,) = oly,. Abbiamo poi

UPI — — UPZ
(I)U,,,erp2 (rUmmUm(Spl)) = 0-|Up|ﬁUp2 = (I)U,,,erp2 (rUmmUpz(sz))
Abbiamo gia dimostrato che le (DUp. AU, SONo iniettive. Quindi

UI’ 1

U
rU,;lﬂU,;z(spl) = rui?mupz (sz)’ Vpi,p2 € U

Per (S2) esiste allora una s € S(U) tale che rgp(s) = 5, perogni p € U.
Abbiamo allora @ (s) = o. Abbiamo cosi dimostrato anche la surgettivita
di ®;. La dimostrazione ¢ completa. O

CoroLrArIO 3.4. [l prefascio T associato ad un fascio . su X ¢
sempre canonico.

4. 1l fascio immagine diretta

Se (X, S, p) € un prefascio sullo spazio topologico X, Y ¢ un altro spazio
topologico ed f : X — Y un’applicazione continua, definiamo un prefascio
su Y ponendo

@41  £S(V)=S(f(V), YV eApDY),

—1
42) (L) =pl) () se Vi, Vo € Ap(Y), Vi C Vs, s € f.S(V).

Dermizione 4.1. 11 prefascio (Y, f.S, f.p) si dice immagine diretta di
(X, S, p) mediante 1’applicazione continua f.

Proposizione 4.1. L’immagine diretta di un fascio canonico e un fascio
canonico. |

DerinNizionE 4.2. Se . € un fascio sullo spazio topologico Xed f : X —
Y un’applicazione continua a valori in uno spazio topologico Y, il fascio
f.I.7 siindica con f..# e si dice immagine diretta del fascio .# mediante
I’applicazione continua f.

OsservazionE 4.2. Un germe 7, nel fascio immagine diretta f,.% ¢ defi-
nito da una sezione s € .%(f~!(V)) per un intorno aperto V di g in Y. In par-
ticolare, per ogni p € f~'(g) vi & un germe s, di . in p che corrisponde a
7,. In particolare, abbiamo un’inclusione naturale (f*<")y, = | |pef-1(59)-"»
e, per ogni poinf~'(qo), la f definisce un’applicazione naturale di germi

foo : (s — g
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che rende commutativo il diagramma

P
(f? o . g

~.

Upe.f*‘(qo)yp

in cui la freccia a destra ¢ I’inclusione naturale .%,, = || ,c/-1(40)<-

ProposizioNE 4.3. Siano ., .’ due fasci sulla stessa base X, ® : . —
" un morfismo di fasci. Siano poi Y,Z spazi topologicied f : X — Y,
g : Y — Z applicazioni continue. Allora:

(1) Risulta definito un morfismo di fasci
(4.3) O .S — [,
in modo tale che
@.4)  LO(L)V) = (@SN (V) = (£ ) V), YV € Ap(Y).
(2) Abbiamo

4.5) (g o N = gfi.d).
(3) Abbiamo

(4.6) (g 0 /)P = g.(f.D).

5. Fasci dotati di struttura algebrica

DerNizione 5.1. Un fascio di gruppi abeliani ¢ un fascio d’insiemi . 5
X, su ogni spiga ., del quale sia assegnata una struttura di gruppo abeliano,
in modo tale che la:

(GRY) S xS 3ELH) > 6 -HeS

sia un morfismo di fasci (basta cioe che sia un’applicazione continua tra gli
spazi étalé).

Indichiamo con 0, I’elemento neutro di ., e con 0 : X — . la
sezione nulla, che associa ad ogni p € X I’elemento neutro 0, di .7),.
Chiaramente 0 € .¥(X) & una sezione continua.

Osserviamo che le spighe .%, di un fascio di gruppi abeliani contengono
per ogni p I’elemento neutro e quindi sono non vuote.

Per ogni sottospazio Y di X, I'insieme .7 (Y) delle sezioni continue di
. su Y ¢ in modo naturale un gruppo abeliano, con I’operazione:

L Y)X LX) 3 (s1,5) = 51— 5, €. L(Y)

5.2
( ) ove (S] - Sz)(p) = S1.,p) — S2.(p) Vp €Y.
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DEFINIZIONE 5.2. Sia . -5 X un fascio di gruppi abeliani, Y un sotto-
spazio di X ed s € .7 (Y). 1l supporto di s & I'insieme

(5.3) supps ={p € Y | 505 # Op)}-

OsservAzIONE 5.1. Il supporto di una sezione s € .%(Y) € un chiuso di
Y, perché il luogo dei punti in cui s, = 0, € aperto.

DerNizionNE 5.3. Chiamiamo supporto del fascio di gruppi abeliani .
I’insieme:
(5.4) supp- ={x € X | .7, # {0,}}.

Dermizione 5.4. Un fascio . di gruppi abeliani su X si dice un fascio
di anelli se ¢ assegnato un morfismo di fasci:

(5.5) S oy S 3(01,03) > 00, €S

che definisca, su ogni spiga .7, insieme alla struttura di gruppo abeliano
gia assegnata, una struttura di anello.

Supporremo sempre nel seguito che tale anello sia commutativo e uni-
tario e che I’applicazione 1 : X — ., che associa ad ogni p € X I'unita 1,
dell’anello ., sia continua.

ProPOSIZIONE 5.2. Sia . un fascio di anelli su X. Allora:
(56) suppy = {)C S Xl 1(p) * O(p)}.
In particolare, il supporto di un fascio di anelli su X e chiuso.

DeriNizIONE 5.5. Sia .7 un fascio di anelli su X. Un fascio di <7/ -moduli
su X ¢ un fascio di gruppi abeliani per cui sia definito un morfismo di fasci:

5.7 S & S — S
che definisca, su ciascuna spiga .7, una struttura di .o7;-modulo.

In modo del tutto analogo al caso della categoria dei gruppi abeliani, per
ogni aperto U di X le sezioni di <7 (U) formano un anello e quelle di . (U)
un <7 (U)-modulo.

Se A, ..., 7, sono fasci di «7-moduli, anche .} &y --- ®x .5, € Un
fascio di .27-moduli, e in modo naturale, si puo definire anche il fascio di
/-moduli . Q. -+ ®uy Sy

Se ., = of peri=1,...,m, scriveremo .%| ®yx - - - ®y S, = ™.

6. Morfismi di .o7-moduli e fasci quozienti

Sia .o/ un fascio di anelli su X, che considereremo fissato una volta per
tutte.
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DermNizioNE 6.1. Dati due fasci di «7-moduli .¥,.%”, un morfismo di
fasci:

6.1 b >

si dice un morfismo di </ -moduli se, per ogni x € X, I’applicazione tra le
spighe:

(6.2) o, : S - S

¢ un morfismo di 27,-moduli.

Gli <7 -moduli, con i morfismi di .<7-moduli, formano una categoria.

Dernizione 6.2. Un sottofascio .# di &7 si dice un fascio di ideali se,
per ogni x € X, I'insieme dei germi ., & un ideale di .</;. Un sottofascio
7 di un fascio di .o/-moduli .# € un fascio di sotto-.<7-moduli di .% se, per
ogni x € X, .7, € un sotto-.7,-modulo di ..

ProprosizIONE 6.1. (1) Se.’, %" sono due fasci di sotto-<f -moduli
del fascio di </ -moduli ., allora anche:

©3) S+ = [(F+ I ed S0 =| [(FI0S
xeX xeX

sono fasci di sotto-<f -moduli di ..
(2) Se (6.1)) & un morfismo di fasci di </ -moduli, allora:

(6.4) ker ® = u ker ®, e un sotto-</ -modulo di . ,
xeX
(6.5) Imm® = |_| Imm®, ¢ un sotto-o/ -modulo di .'. 0O
xeX

Le usuali nozioni di monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo si esten-
dono in modo ovvio ai fasci di «7-moduli.

Dermnizione 6.3. Una sequenza di ./-moduli e di ./ -morfismi:

- bn
D T o Ty = T ——

(6.6)
(0o <a<h<b<+0),

si dice una <7 -successione. Diciamo che (6.6) & un complesso se:

(6.7) Imm®,_; cker®, Va<h-1<h<b
Diciamo che (6.6) ¢ esatta in .%} se:
(6.8) Imm ®,_; = ker @,.

Diciamo che (6.6) € esatta, o aciclica se & esatta per ogni hcona < h—1 <
h <b.
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Una & -successione esatta corta € una &/ successione esatta della for-
ma;

(69) () A @ F B R (),
dove abbiamo indicato con 0 il fascio di .<7-moduli in cui per ogni x € X la
spiga in x ¢ I’ .oZ,-modulo nullo.

OsSSERVAZIONE 6.2. Se ¢ un morfismo di .«7-moduli, allora:

(6.10) 0 —— ker® 54 Imm® —— 0

¢ una & -successione esatta corta.

DermNizionE 6.4. Se .’ € un sotto-<7-modulo di ., definiamo I’ o7-
modulo quoziente . /.#” ponendo:

6.11) S = |_|%/Y,:,
xeX

ove su ogni spiga .7, /.7 si considera la struttura di .Z,-modulo quoziente.
In particolare, se .# ¢ un fascio di ideali di <7, il fascio quoziente <7/ .
¢ un fascio di anelli su X.

La proiezione naturale definisce un morfismo di .27-moduli:
(6.12) .. — ]S

ed otteniamo una .&7-successione esatta corta:

T

(6.13) 0 — .7 5 S| —— 0.

Proposizione 6.3. Il funtore T'(U, -) e esatto a sinistra: cioeé, per ogni
aperto U di X ed ogni successione esatta corta (6.10) otteniamo una suc-
cessione esatta:

(6.14) 0 — S'(U) — LS(U) — L7(U).

OsservazIONE 6.4. 11 funtore I'(U, -) non e, in generale, esatto a destra:
questo significa che 1’ultima applicazione in (6.14) non & necessariamente
surgettiva.

DErFINIZIONE 6.5. Dato un morfismo (6.1)), il fascio quoziente .’ /Imm @
si indica anche con coker ®. Abbiamo naturalmente una .&7-successione
esatta corta:

(6.15) 0 —> Imm® S’ coker® —— 0.

Scriveremo nel seguito, per semplicita, 0 invece di O per indicare il
fascio nullo di .27-moduli.
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7. Coomologia di Cech con coefficienti in un fascio

Siano X uno spazio topologico ed . un fascio di gruppi abeliani su X.

Fissiamo un ricoprimento aperto % = {U;}i; di X. Per ogni intero
q = 0, fissati io, iy, ..., i, € I denotiamo con U;;, ., I'intersezione = U;, N
Ui, N---NUj,. Indichiamo con .#;(% ) I'insieme delle (¢ + 1)-uple di indici
distinti di / tali che U;;, , # 0.

Dermizione 7.1. Sia €9(% ,.) il gruppo abeliano delle g-cocatene
alternate di % con coefficienti in . esso consiste di tutte le

.....

che soddisfand}

Indichiamo con 8 = &, = & I’applicazione:
(1.1) 8y : CUU..") 3 (fiviroi) —— ((OP)igiroiyn) € €U ,.S)
definita da:
gq+1 .
(7'2) (6f)i0,i1 ..... [q+1 = ijo(_l)]f;o ..... ;j...,iq.,.l|Ui0,i|,...,iq+1 )'

Le g-cocatene f € €% ,.7) che soddisfano 8(f) = 0 si dicono g-cocicli;
quelle della forma 8,-1(¢), con ¢ € €4 (% ,.), si dicono g-cobordi.

Indicheremo con Z%(% ,.7) il gruppo dei g-cocicli e con BY(% ,.7) il
gruppo dei g-cobordi.

Lemma 7.1. Per ogni g > 0O risulta 8,1 0 8, = 0.

.....

+2 .
®gs1 080 iy = D IOy iy il i

----- Ljyeens eensl
q+2 j-1 .
= W iU
jZO h=0 0525 Tisees Jorees q+1 1l 42
q+2 q+1 .
oD D R Vs AR I T
j=0 h=j+1 0seees Jorees hseees g+1 1Qrenlg+2
= E 0Sj<h§q+1f;b ..... ?}, ..... ;/ ..... iq+]|Ui0,,,.,iq+2
- E 05h<j§q+1ﬁ0 ..... ;j ..... ?h ..... iq+1|Ui0 ..... ig+2
=0

O

'Abbiamo indicato con Sg+1 il gruppo delle permutazioni dei (¢ + 1) elementi
{0,1,...,9}. Se o € Sy41, il simbolo &(o") = £1 indica la sua segnatura.
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Quindi, per ogni intero non negativo ¢, il gruppo B4U%,.s) dei g-
cobordi ¢ un sottogruppo del gruppo Z 4% ,.5”) dei g-cocicli.

La successione dei gruppi delle cocatene e degli omomorfismi 6, = 63/
che li legano formano un complessd?] di gruppi abeliani e di omomorfismi :
(7.3)

05U, S) — CNU.T) — CNU.S) — -

N RN CUU ,.S) %, CHNUY, ) —s -

DeriNizionE 7.2. Indichiamo con &_; I’applicazione nulla0 = ¢~'(% , ) —
€% ,.). Con questa convenzione, definiamo per ogni intero g > 0 il g-
esimo gruppo di coomologia di Cech a coefficienti in .¥ del ricoprimento
% come il quoziente:

kerd,  ZUU,S)
md,, BUU,S)

Osserviamo che, poiché .7 & un fascio, H' (%, %) ~ 2% ,.7) ~
Z(X). Infatti gli elementi (f;) di Z°%(%,.#) sono tutti e soli quelli della
forma f; = fly, per una f € S(X) e la f ¢ univocamente determinata dalle
sue restrizioni agli aperti U; del ricoprimento.

(7.4) H (% ,) = -

Un raffinamento del ricoprimento aperto %/ ¢ il dato di un altro ricopri-
mento aperto ¥ = {V;}c; e di una funzione di raffinamento v : J — I, tale
che V; c U, per ogni j € J.

Scriveremo ¥ <, % per indicare che ¥ ¢ un raffinamento di % con
funzione di raffinamento 7.

Se ¥ <, %, la T induce un omomorfismo dei cocicli alternati a coeffi-
cienti in . dei due ricoprimenti:

T =1, CNU,S)— CNV,S), definita da
T Hio.... js = Sio jq|v_,~0,,,,,_,vq V(Jos---»Jg) € (V).
Abbiamo:
(7.5) 6;’/07;:7;1063/ perogni ¢g=0,1,....
Valgono dunque le inclusioni
T(ZUU, ) c 2NV, ) e T (B U, S)) BV, ).
Per passaggio ai quozienti, otteniamo un omomorfismo

(7.6) %Z:H%%,Y)HH"C//,L?) perogni ¢=0,1,...

’La parola complesso significa che il nucleo di ciascun omomorfismo contiene
I’immagine del precedente.
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DerNizione 7.3. 11 g-esimo gruppo Hi(X, .7) della coomologia di Cech
di X a coefficienti nel fascio . ¢ il limite induttivo, rispetto ai raffinamenti,
dei gruppi H/(% ,.7’) al variare di % nella famiglia dei ricoprimenti aperti
di X:

(7.7) HY(X,.”) = inj imHY(% ,.%) perogni ¢g=0,1,...
u

Una classe di coomologia in HY(X,.7) & rappresentata da un g-cociclo
f e XY ,.7)), modulo la relazione di equivalenza che identifica f a
T+, (seV < U ege XNV, P)).

Possiamo definire 1 gruppi di coomologia di Cech anche come gruppi
di coomologia di un complesso di cocatene. A questo scopo definiamo, per
ogni intero ¢ > 0, il gruppo abeliano (X, .”) delle g-cocatene in X a
coefficienti nel fascio di gruppi abeliani . come il limite induttivo rispetto
ai ricoprimenti aperti e ai raffinamenti :

(7.8) (X, ) =inlimENU, )
4

Per definizione di limite induttivo, un elemento di €(X,.’) ¢ rappresen-
tato da una f = (fiyi..i,) € €U%,) e due g-cocicli f* = (fl!, i) €
CUU",.7) (h = 1,2) definiscono lo stesso elemento di (X, .7) se esiste
un raffinamento comune ¥ <., Z" (per h = 1,2) tale che 7;(f') = 75(f?).
Poiché I’addizione commuta con le applicazioni indotte dai raffinamenti,
gli insiemi (X, .%’) hanno una struttura naturale di gruppi abeliani. An-
cora, poiché le applicazioni di cobordo commutano con gli omomorfismi
indotti dai raffinamenti, otteniamo un complesso di gruppi abeliani e di

omomorfismi :
(7.9)

BX 6X
056X, ) — CX.S) — CHX,S) —> -
o,

6X
o CTVNX, ) —— CUX,.S) RN CHN X, S) — .-

----- il]

Quando cid non possa creare confusione, scriveremo a volte per semplicita
d,, 0 anche 3, invece di 6;( )
I sottogruppi
ZX, ) =kerd) deig-cocicliin €U(X,.) e
PBUX,.S) =8 (€T (X,.”)) dei g-cobordi di €(X, )

sono 1 limiti induttivi (rispetto alle applicazioni di raffinamento) dei cor-
rispondenti sottogruppi ZU% ,.") e BUU,.”). 1l g-esimo gruppo di
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coomologia di Cech ¢ allora dato da:

. ker &% FUX,.S)
7.1 HY(X = 7 = =
719 %7 imdY,  BUX,.S)

1

Siano . - X ed .F - X due fasci di gruppi abeliani sullo spazio
topologico X e @ : . — .% un omomorfismo di fasci di gruppi abeliani.
Per ogni aperto U di X esso definisce un omomorfismo @y : .#(U) —
7 (U), che ci permette di costruire, assegnato un ricoprimento % di X, un
omomorfismo naturale tra le ¢ cocatene alternate di %/ a coeflicienti in .

ein .7
b, CUNU,S)— CUNU,F)
(7.11) (q§q( f)) =Dy, i) -

0,01 g P

Si verifica facilmente che gli omomorfismi @, commutano con le operazio-
ni di cobordo 6, dei due complessi di cocatene alternate a coefficienti in .’
e in .%#. Risultano quindi definite applicazioni naturali

(7.12) @, =, H(U,S) — H(U, F)

per ogni g = 0, 1,.... Queste applicazioni a loro volta commutano con gli
omomorfismi dei raffinamenti e quindi, finalmente, otteniamo un’applica-
zione naturale :

(7.13) @, = @, H(X,7) — HIX, F)

perognig =0,1,....

Osserviamo che per passaggio al quoziente otteniamo ancora omomor-
fismi @, : €9X,.) — €(X,.#) che commutano con le operazioni di
cobordo e quindi I’omomorfismo @, tra i gruppi di coomologia si puo de-
finire anche a partire dagli omomorfismi dei gruppi di cocatene. Abbiamo
il diagramma commutativo (a righe esatte) :

(7.14)
0 — X, ) — ZUX,S) — HI(X,S) — 0

cpql @,,l ¢ql

0 — PIX,F) —> FUX,F) —> HIX,F) — 0

8. 1l teorema di Serre

I gruppi di coomologia di Cech hanno buone proprieta rispetto ai mor-
fismi di fasci quando si assuma che lo spazio di base X sia paracompatto.



344 XVII. FASCI E COOMOLOGIA DI CECH

Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice paracompatto se ¢ di
Hausdorff e se ogni suo ricoprimento aperto ammette un raffinamento lo-
calmente finito. Gli spazi paracompatti sono normali e tutti gli spazi me-
trizzabili sono paracompatti. Per uno spazio topologico connesso e local-
mente compatto, la paracompattezza equivale all’essere unione numerabile
di insiemi compatti (numerabile all’infinito).

Se X ¢ paracompatto ed .¥ un fascio su X, i gruppi di coomologia di
Cech HY(X, .¥) si possono calcolare utilizzando soltanto ricoprimenti aperti
localmente finiti.

Lemma 8.1. Sia X uno spazio normale ed % = {U,}ic; un suo ricopri-
mento aperto localmente finito. Possiamo allora trovare un ricoprimento
aperto V = {V;};e; di X tale che V; C U; per ogni i € I.

DmmosTrRAZIONE. Bene-ordiniamo 1’insieme / ﬂ Costruiremo il ricopri-
mento ¥ per induzione transfinita, in modo che
(1) V,cU; Viel,
2y VjelL{V;|i< j}U{U;|i> j}¢ unricoprimento aperto di X.
Dimostriamo induttivamente la proposizione
(Pj,) Gli aperti V; sono definiti per ogni i < jo in modo che la (1) valga
peri < jo e che, perognih € I conh < joy, la famiglia di aperti
{Vili<hyU{U;|i> h}
sia un ricoprimento aperto di X.
L’affermazione (P;,) ¢ banalmente vera se jo ¢ il minimo di /.
Osserviamo inoltre che, se (P;,) ¢ valida per uno j, € I, allora:
Ve ={Vili < joy U{U; | i = jo}

¢ un ricoprimento aperto di X. Infatti, se x € X, alloral, ={iel | x e U;}
¢ finito perché % ¢ localmente finito. Se qualche i € I, ¢ > jy, allora 7,
contiene un aperto U; che contiene x. Altrimenti, indichiamo con j’ il piu
grande elemento di /.. Poiché per I’ipotesi induttiva

Vilizjyu{Uili> '}

¢ un ricoprimento aperto di X, x € V; per qualche i < j* < j, e dunque
appartiene aun V; € 7.
Consideriamo ora I’insieme

F=CllJviulJus|
J<Jo J>Jo

3Cio significa che I ¢ totalmente ordinato rispetto ad una relazione < e che ogni
sottoinsieme non vuoto di / ammette minimo rispetto a <.
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Esso ¢ un chiuso contenuto in U}, in quanto #j, ¢ un ricoprimento di X.
Essendo X uno spazio Ty, il chiuso F ha un intorno chiuso G contenuto in
Uj,. Posto V; = G chiaramente
Vili<joyU{U: [i> jo}

¢ un ricoprimento aperto di X e vale la (1) per j < jo. Se I ammette massimo
e jo ¢ il massimo di 7, allora ¥ = {V; | i € I} soddisfa la tesi del Lemma.
Se jo non ¢ il massimo di /, abbiamo ottenuto la (P;,) ove j; ¢ I’elemento
di I successivo a jj (esso ¢ ben definito come il minimo dell’insieme non
vuoto {i € I | i > jo} di I). Per induzione transfinita otteniamo quindi una
famiglia 7 = {V; | i € I} tale che valgano le (1), (2). Chiaramente 7 &
un ricoprimento aperto di X: se x € X e j ¢ il minimo indice in / tale che
x ¢ Uj,1a(2) cidice che x € V; per qualche i < j.

La dimostrazione ¢ completa. O

Da questo Lemma ricaviamo il seguente:

Lemma 8.2. Sia X uno spazio normale ed 7/ un suo ricoprimento aper-
to localmente finito. Fissiamo un intero q > 0 e supponiamo che, per ogni

(lo,.ll., cosly) € N (W) sia assegnato un ricoprimento aperto W ol =
(Wit }(,GAWl _____ i di U,,....,. Allora esiste un raffinamento V' <. ,
mediante un ricoprimento aperto V ={V;}jes, tale che :

(8.1)

V(jos jis---sJq) € Ng(V) tale che (t(jo), T(j1),...,T(jy) € NfU)
da € Aoy a(jiy...nj,y  tale che Vi i C WT(JO)T(]]) """ o,

.....

DivosTtrAZIONE. Per i1l Lemmal8.1|possiamo trovare un ricoprimento I' =
{Q;)ie; tale che Q; ¢ U; per ogni indice i € I. Il ricoprimento I" € anch’esso
localmente finito.

Per ogni p € X, I'insieme /,, degli indici i per cui U; N G, # O ¢ finito.

Osserviamo che {Qi}iel\lp ¢ una famiglia di chiusi localmente finita.
Quindi la loro unione Jicp, Q; & un chiuso che non contiene il punto p

e percio
ﬂ U, U O,

i€l i€\l
¢ un intorno aperto di p.
Per ogni (ig, i1, .. ., iy) € N (% )N scegliamo @ = a;,, , €A,
tale che p e W,
A questo punto, definiamo per ogni p € X :
v v, se N (w)NIE =0
P = 00,01 5enes i +1
ﬂ(io,il,...,iq)e/@(“z/)ml,‘i”(Wwo vy se A u)nIL #0.

(0] 5esiq

10501 5.0 iq
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Definiamo # = {V,},ex. Abbiamo ¥ <. %, con una funzione di raffina-
mento 7 : X 3 x — 7(x) € I che si puo scegliere imponendo la sola con-
dizione che 7(p) € I, per ogni p € X. Per costruzione, se po, pi, ..., Py SONO
punti distinti di X tali che (po, p1,...,p,) € APV ) e (T(po), 7(p1),...,7(py)) €
N(U ), allorat(p;) € I, perogni0 <i,j<qe

7(p0),7(P1)s--T(Pg)
VPO!pl ----- Pq Waf(po),r(m) 44444 7(pg)
Quindi ¥ <, % soddisfa la tesi del Lemma. O

Dimostriamo ora che, se X ¢ paracompatto, il funtore . — ¢4(X, .),
dalla categoria dei fasci di gruppi abeliani su X a quella dei gruppi abeliani,
¢ esatto. Abbiamo cioe:

TeoremA 8.3. Sia X uno spazio paracompatto e sia
(8.2) 0— 7 259 L n 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani. Allora per ogni intero
q > 0 la successione di gruppi abeliani :

®3) 0 — FUX,.F) —— CUX,G) ——s CUX, H) —> 0

e esatta.

DiMOSTRAZIONE. (@) Dimostriamo che €(X, .%) RaN 9(X,%) ¢ iniettiva.
Sia f € €19(%,.7), per un qualsiasi ricoprimento aperto % di X. Dire
che I'elemento di €9(X,¥) definito da «,(f) & nullo, equivale a dire che
esiste un raffinamento 7 <, % tale che T, © aq( f) = 0. Questa relazione
ci da a,(7°(f)) = 0. Poiché (ay(t"f)jojr...iy = @i, (T igjr...y) PET
Ogni (jOa jl’ s ]q) € =/V(7/) ela a'VJO,] ,,,,, iq c5/(‘/,/0,,/1,...,1(1) - F (V‘/O,‘/l,u.,./q)
¢ iniettiva, ne segue che v f = 0 e quindi f definisce I’elemento nullo di
CUX, 7).
(b) Dimostriamo I’esattezza della successione

X, F) SN C1X,9) —— CUX, ).
Sia 7y un elemento di ¢9(X,¥) con a,(y) = 0. Sia Z = {Uj}ie; un rico-
primento aperto localmente finito di X e sia g € €9(% ,%) una g-cocatena
che rappresenta y. A meno di passare a un raffinamento localmente fini-
to di %, possiamo supporre che o,(g) = 0. Per I'esattezza di @]) per

ogni (ip, i, . .., 1,) € A (%) possiamo trovare un intorno aperto WIO ol g
. 10501 5ensl, 10,01 yeesl, 011 ,,,,, i _
pin U .., ed una f, ‘e F(W, ) tale che r - "0 Giinndy) =

Uipirooia € fritny - per il Lemma esiste un raffinamento aperto ¥ =
{V }jes di % , che possiamo scegliere localmente finito:

V< U
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tale che per ogni (jo, ji,...,Jjg) € A/¥) con (7(jo),7(j1)...,7(jy)) €

N (U ), possiamo trovare un punto p(j, i, .., jg) con
7(j0),7(J1)5---7(jg)
Viedtewds © Woiipiiiiny  C Usioratinmattip) -

Definiamo un elemento ¢ € €4(7, %) ponendo :
7(jp)s (1 )e-7(ig) Gor(in) G
D(J)sJ 1 52 ) T(J0)sT(J1)see5 T(J . . .
Bivivoiy = Ty " (o TI0)  per (o, s dg) € Aa(F).

051 i P(j0sJ15+5Jg)

Se indichiamo con [¢] I’elemento di €"/(X, .%#) definito da ¢, abbiamo a,([¢]) =
Y.

Bq
(c) La dimostrazione della surgettivita dell’applicazione €4(X,¥) — €1(X, 7)
¢ del tutto analoga a quella di (b). O

Osserviamo che abbiamo ottenuto, con la dimostrazione di questo teo-
rema, I’enunciato pil preciso :

ProposiIZIONE 8.4. Sia X uno spazio topologico e sia

(8.4) 0 T .

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Allora, per ogni
q > 0, otteniamo una successione esatta di gruppi abeliani:

(8.5) 0 — FUX,.F) ——s CUX.9).

Supponiamo ora che X sia paracompatto. Allora se la successione di fasci
di gruppi abeliani :

(8.6) 7 g Lo ow

e esatta, e esatta anche la successione di gruppi abeliani:

(8.7) CUXT) —s GUX.G) —2s X H).
Come conseguenza del Teoremal8.3] otteniamo il

TeorEMA 8.5 (Serre). Se X e paracompatto e

®2) 0— 7 "Sag L, pr__ o

e una successione esatta di gruppi abeliani su X, allora possiamo definire,
per ogni intero q > 0, un omomorfismo

(8.8) 9, : HI(X, ) — H""\(X, F)
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in modo tale che la seguente successione lunga di gruppi di coomologia
risulti esatta :
(8.9)

0 — HX,.7) — H(X,9) 22 HYX, ) —>

L HI(X,E) BN

L Helx, ) ——

g,

G Bq.
7 HYX,.F) — HIX,Y) ——s HUX, H) —s

Yy 1 Xg+1,
— HN(X,.F) —

La dimostrazione ¢ conseguenza del Teorema[8.3|e del risultato generale
di algebra omologica:

TeOREMA 8.6. Siano

Aa)={0 >4 — 4 - . 4, T Ay —5 -
* by- b byy

(B'b.)={0 > B, —* B, — ... B, —— By —— ..

(Che)={0o5Co = ¢ 25 . 25 ¢, 5 Cpuy —5 -

complessi di gruppi abeliani e siano, per q intero > 0,
(8.10)
kera

* q s« kerbq *
HQ(A ’a*) =3 5 HC](B 7b*) =T Hq(C ’C*) =
1

mag- imb,_ imc,

kerc,

i loro gruppi di coomologia. Supponiamo siano assegnati per ogni intero
q = 0 omomorfismi

(8.11) ¢,:A,— B, e w,:B,— C,
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tali che il diagramma :

(8.12)
0 0 0

0 Ay —— A L Ay s A —

$o 91 (/’q ¢q+l
b b b, b by+

0 By, —— B, L, ... X B, —— B, .
Yo Y1 wq l/’q+|

0 Co —— ¢, -2 L0, —s Oy 2
0 0 0 0

sia commutativo e con le colonne esatte. Allora esisono, per ogni intero
q > 0, omomorfismi

(8.13) 9, : HY(C*,c.) — H""'(A", a.)
tali che la successione lunga di coomologia :
(8.14)
0 —— HYA%a) —2s HYB'.b,) —s HYC',c) —

2 b1
_0) HI(A*,a*) SN

Yo-1. -1 *
— H"(C",¢c.) —

- bq, .
L HIAT ) — HI(BL b)) —s HUC', ) ——
L H‘“](A*,a*)

sia esatta.

DivosTrAZIONE. Costruiamo in primo luogo gli omomorfismi ¥,. A
questo scopo dimostriamo che:

(1) Per ogni z, € ker ¢, esistono y, € B, ed x,.1 € keray, tali che:

(8.15) Valg) = 2
¢q+1(xq+1) = bq(yq)

(2) La x4y in (8.15) € univocamente determinata modulo I’addizione
di un elemento di im a,.
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3) Se z; ¢ un altro elemento di kerc,, che differisce da z, per un

. , , . )
elemento di im¢,-;, ed x| € kerag.; y; € B, risolvono:

(8.16) Vi) =5
¢q+1(xq+1) = bq(yq) ,

, )
allora x, — X, €imay.

(1) Siaz, € C, con c,(z,) = 0. Poiché per ipotesi I’omomorfismo ¢, :
B, — C, ¢ surgettivo, esiste un elemento y, € B, tale che z, = ¥,(y,).
Risulta:

'ﬁq+l(bq(yq)) = Cq(lpq()’q)) = Cq(zq) = 0.
Poiché per ipotesi la successione

¢q+l A//q+1
0 —— Ay By Cort — 0

¢ esatta, vi € un unico elemento x,,; € Ag, tale che

¢q+l(xq+1) = bq(yq)-
Abbiamo:

¢q+2(aq+l(xq+l)) = bq+1(¢q+l(xq+1)) = (bq+l © bq)(yq) =0
e quindi
aq+l(-xq+l) =0
perché ¢,.» € un omomorfismo iniettivo. Gli elementi y, € B, e x,1 €
ker a . trovati risolvono (8.15).

(2) Siano §, € B, € X;41 € kerag, soluzione di:

Wq(yq) = 2y
¢()~Cq+1) = bq(j’q)
Allora y,(y, — y,) = O e, per I’esattezza della successione:

¢ 1
0 — A, — B, — C, 0

esiste un unico elemento x, € A, tale che y, —y, = ¢,(x,). Abbiamo percio:
¢q+l(iq+1 - xq+1) = bq@q - yq) = bq(¢q(xq)) = ¢q+l(aq(xq))-

Poiché I’omomorfismo ¢, : Ag+1 — By € iniettivo, ricaviamo che X, =

Xge1 + ag(xg).

(3) Tenuto conto della (2), per dimostrare (3) ¢ sufficiente verificare che,
se z4-1 € Cy-y, 1l sistema:

“ {wq<y;,'> = ¢4 (24-1)

¢q+1(x;’+1) = bq(y;/)
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ammette una soluzione y; € By, x,, € keray,; con x7,, € ima,. Poiché
Vg By — C,p € per ipotesi un omomorfismo surgettivo, possiamo

trovare y,, € B,_; tale che y,_;(y,—1) = z,-1. Allora

wq(bq—l(yq—l)) = Cq—l(l/’q—l(yq—l)) = Cq—l(Zq—l)
e quindi, poiché by(by-1(y4-1) = 0, la coppia y; = by_1(yg-1), x,; = 0¢
soluzione di (x).

Dimostriamo ora 1’esattezza di (8.6). Per semplicita di notazioni, dato
un qualsiasi elemento x, € kera, (risp. y, € kerb,, z, € kerc,) indiche-
remo con [x,] (risp. [y,], [z4]) la corrispondente classe di g-coomologia in
HY(A.,a,) (risp. in HY(B,, b.), H!(C., c.)).

Esatteza in HY(A,,a.) Sia x, € kera,. Se ¢, ([x,]) = 0, allora esiste

un elemento y,_; € B, tale che ¢,(x,) = by_1(y4-1). L'elemento z,_; =
Wy-1(yg-1) di C,y soddisfa:

cq—l(Zq—l) = Cq—l(‘ﬂq—l(yq—l)) = wq(bq—l(yq—l) = wq © ¢q(xq) =0.
Quindi z,_; € ker ¢, definisce una classe di coomologia [z,-] in H 1(C.,c))

€ ﬁq—l([zq—l]) = [xq]-
Cio dimostra I’esattezza di in HY(A., a.).

Esatteza in H(B,,b,) Siay, € kerb,. Se vy, ([y,]) = 0, allora esiste
Z4-1 € Cyq tale che Yy(y,) = c4-1(z4-1). Poiché abbiamo supposto che
Vg1 : Boy — Cyq sia iniettiva, esiste un elemento y,_; € B, tale che
Zg-1 = Yg-1(y4-1). Abbiamo allora:

‘pq(Yq - bq—l(yq—l)) = W(Yq) - Cq(wq—l(yq—l)) = w(yq) - cq(Zq—l) =0.

Per I’esattezza della successione

¢ 2
0 —s A, — B, —— C, 0

v’e un unico x, € A, tale che ¢,(x,) =y, — by—1(y,-1). Abbiamo
¢q+1(aq(xq)) = bq(¢q(xq)) = bq(}’q - bq—l(yq—l)) =0.

Per D'iniettivita dell’omomorfismo ¢, : Age1 — Bgii, otteniamo che
a,(x,) = 0. Quindi x, definisce una classe di coomologia [x,] € H/(A,, a.)
tale che

¢q*([xq]) = [¢q(xq)] = [yq + bq—l(Yq—l)] = [yq]
Questo dimostra I’esattezza di (8.6) in HY(B., b.).
Esatteza in H(C,,c,) Siaz, € Kerc, e siano y, € B, x,.1 € keray, tali
che valga la (8.15). Sia [z,] € HY(C., c.) la classe di coomologia definita da

Z4- Se ¥,([z,4]) = 0, allora esiste un elemento x, € A, tale che x,.1 = a,(x,).
Abbiamo

bq(yq) = ¢q+1(-xq+l) = ¢q+l(aq(-xq)) = bq(¢q(xq))-
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Quindi y;, =y, — ¢,(x,) € kerb, e definisce pertanto una classe di coomo-
logia [y,] € HY(B., D) tale che:

Yo, (gD = W] = W] = [z4].
Questo dimostra I’esattezza di in HY(C., c.). O

9. Un teorema di algebra omologica

In questo paragrafo enunceremo e dimostreremo un risultato generale
sui complessi bi-graduati che utilizzeremo poi nei paragrafi successivi per
discutere alcune proprieta della coomologia di Cech.

Dermizione 9.1. Un complesso doppio di cocatene ¢ il dato di una fa-
miglia {A,}, v di gruppi abeliani, indicizzati con le coppie di interi non
negativi, e di due famiglie di omomorfismi:

9.1 d=d :As— A, e d :A;— A, Vr,seN

tali che:
d;+1,s © d;,s =0 Vr,s €N,
9.2) d;fm od! =0 Vr,s e N,
d od/ +d,, od =0 VrseN.

Poniamo A = @(rs)eNZ A, e definiamod’ : A —» Aed’ : A — A mediante

93)  d(@)ra0) = (@) )sar  con {ZO N 2? @ ysersl.
94)  d"(@n)rser) = @ )rer con {“ZO D

o ’ al, = d;fs_l(a,,s_l) ses>1.
Definiamo poi
9.5) d:A>a—d(a)+d"(a) € A.
La (9.2) si puo esprimere mediante:
(9.6) dod=0.
Poniamo :
9.7) A = P A

r+s=q

Allora d(Ajg) C Apg+1;- Risulta quindi definito, per ogni intero ¢ > 0, un
omomorfismo d, = d : Ay 3 ayg — d(ayg) € Ajg+1y con dg.q o d, = 0 per
ogni g > 0, ed = (d,) ¢ il differenziale totale del complesso :

(9.8) 0 A] —2 A —2s Ay —2




9. UN TEOREMA DI ALGEBRA OMOLOGICA 353

Indicheremo i gruppi di coomologia del complesso totale con :

kerd,

9.9 HY(Ay.,d.) = - .
9.9) (A, ds) imd, |

Abbiamo poi le due famiglie numerabili di complessi di cocatene

"y = do s s D
(A*,S’ d*,S) - {0 —_ AO,S —_— Al,s AZ,S oo
per ogni s € N,
"y — dys dy dys
(Ar’*, dh*) - {O _— AI’,O _ Al’,l 14’_’2 oo

per ogni r € N,

e indicheremo 1 loro gruppi di coomologia con :

kerd
/lEq,S — Hq(A*’S’ d; S) = % ed
: im dq_1 s
A ’
©.10) kerd;,
'E™ =HY(A,.,d]) = —.
’ im dr,q_ |

La successione spettraleﬂ mette in relazione i gruppi di coomologia
HY(A., d. ), H(A,.,d,) e 1 gruppi di coomologia H?(A.,d.) del com-
plesso totale.

Osserviamo che per le (9.2)) abbiamo in particolare :

d, (kerd, ) C kerd), e d (imd/

r+l,s s

) cimd’

r,s

ove abbiamo posto per convenzione d’, . = O e d’ , = O per ogni r,s €
N. Definiamo gli omomorfismi [d/,] : 'E™* — ’E"*"* per passaggio al
quoziente, mediante il diagramma commutativo a righe esatte:

0 —— imd” — kerd, — 'E™¥ — 0

r,s—1
9.11) | 4| 2
0 —— imd” — kerd”, —— 'E™Y — 0

r+l1,5—1 r+l,s

Per ogni intero s > 0, otteniamo un complesso:

(9 12) 0 IEO,S Lo, ) /El,s L] /E2,s (4,

4Vedi ad esempio : Roger Godement: Topologie algébrique et théorie des faisceaux
(Troisieme édition revue et corrigée, Publications de I'Institut de Mathématique de I’Uni-
versité de Strasbourg, XIII, Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1252), Hermann,
Paris, 1973, pp viii+283.
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In modo analogo, definendo gli omomorfismi [d]] : "E™* — "E™*! me-
diante i diagrammi commutativi a righe esatte:

0o — Imd;ls

(9.13) | @ [z

//Er,s+1

— kerd, — "E” —— 0

—— kerd’ — — 0

0 — Imd rs+1

r—1,s+1

ed otteniamo quindi, per ogni intero r > 0, un complesso :

[d/’ ] [d// ] [d// ]
(9 14) O //Er,O 0 /Er,l rl N HE"’,2 2 N
Indichiamo come al solito con
! %, ’ ker[a” ] 11 bk 7 ker[d’/’:q]
O.15) HOCE™[d )= ——" e HICE™[d]) = — "
[dq ls] [dr,q—l]

i gruppi di coomologia dei complessi (9.12) e (9.14).
LemmA 9.1. Per ogni intero q > 0 vi é un unico omomorfismo
(9.16) Jo tHICE™, [d o)) > HY(Ap, d.)
che renda commutativo il diagramma a colonne esatte:
kerd,,Nkerd, ——  kerd,

! !

(9.17) HICE™, [d)]) —— HY(Ap),d.)
0 0

DmvosTrAZIONE. Ogni elemento di HI(E*, [d.,]) ¢ rappresentato da
una classe di coomologia di HO(Aq,*, d(’]f .), cioe da un x, € ker d;” o

La condizione di cociclo [d’ 0][xq ol=0dad 70%¢.0 = 0 e dunque abbia-
mo un’applicazione surgettiva naturale kerd, ﬂker d;,@ >>>H( E*? 1,
Osserviamo che se x, € ker d; Nker d”o, allorad x,0 = dyx,0 = d, 70%g.0+
d”oxqo = 0 e quindi kerd’ N kerd” — kerd,. Se x,0 = d’ xq 10 =
dq 1.0%g-1,0 Per un elemento X4-10 € ker d” 100 allora abbiamo d x,_1p =
d'x4-10 = X40. Quindi I’inclusione ker d;’ Nkerd), — kerd, trasforma
cobordi in cobordi ed otteniamo per passaggio al quoziente il diagramma
commutativo (9.17). O

OsseErRVAZIONE 9.2. Siano ¢ ed s due interi con g > O ed s > 0. Un
elemento di 'E** ¢ la classe di equivalenza in H(A,., d;,) di un elemento
X4s € Agy che soddisfa d”x,, = 0. Supponiamo che esso rappresenti un
cociclo, cioe che
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[d,][xq,s] = [d,xq,s] =0in HS(Aq+1,*a d;

q+l,*)'
Poiché s > 0, ci0 significa che esiste un elemento x ., -1 € A4 tale
ched'x,s = d"x4415-1.

Vale la seguente :
ProposizioNe 9.3. Con le notazioni introdotte sopra : se
'E* =H/(A,..dl,) =0
per ogni coppia d’interi j,q > 0, allora gli omomorfismi
Jo tHICE™,[d )@ >>> HY(A,), d.)
sono isomorfismi per ogni intero q > 0.
DimosTtrAZIONE. Osserviamo che per g = 0 abbiamo
HCE™, [d ) = kerdj, ndf,,  H(Ap,d.) = kerdy,
e quindi j, ¢ sempre un isomorfismo perché ker dy = kerd,, , N d,.
Dimostriamo ora I’ismomorfismo per g > 0.

J, € iniettiva. Sia x40 € kerd, ,Nkerd], un rappresentante di una classe
di HICE™®, [di,o])- Se ];([xq,o]) = 0, esiste un elemento yy,_1; € Ajy-1; tale
che d,_1y;4-11 = x40. Decomponiamo y,_j; :

Vig-11 = Yg-10 + Yg21+ -+ + Vg2 + Yog-1, €ON Yy, EA..

L’equazione d,_1yj4-1] = X40 equivale al sistema :

!’ —
di_10Ya-10 = Xq0

!’ 44 —
di_y1Yg-21 T d_ 1 0¥g-10=0
= .

’ 7’ —
dy 4 1Yog-1 T di o142 =0
44 —
do’q_lyo,q_l =0.

In particolare, x,, definisce la classe nulla in H? (E™, [d;,o]) se esiste una
soluzione yy, di (*) cony;,_ -y = 0 perogni j < g — 1.

Se g = 1, ogni soluzione di (x) ¢ della forma yjo; = yoo. Quindi: j} é
sempre iniettiva.

Per dimostrare I'iniettivita di j per gli interi ¢ > 1, dimostreremo per
ricorrenza che perogni 0 <k < g -1

(P) esiste una soluzione y’[‘q_l] di (x) con y’]‘., g1 = Ose j<k.

Abbiamo gia osservato che I’ipotesi che ];([xq,o]) = 0 ci dice che cio ¢ vero
per k = 0. Supponiamo ora, per un intero k con 0 < k < g — 1, di avere una
soluzione y’[‘q_u di dq_ly’[‘q_l] = Xg0 con y’j‘.,q_j_1 = 0se j < k. In particolare
per (*) risulta d,’(’q_k_] y’,j’q_k_l = 0. E (g—k—1) > 0 e percio per ipotesi

>
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H 1 (Ag.,d},) = 0 e dunque esiste un elemento z o € Ay - tale

K+l _ .
che dk - ko Zhg—k—=2 = yk PRSE Allora y; 1 yq 1 — dy-2 gk soddisfa

k+1 —
dy- ly[q 1] =Xg0€Y i Ose]<k+1
La y 1] ¢ della forma y[ 1] = X4-1,0 € quindi I’equazione dj - 1])’ [g— 1]
Xq.0 51gmﬁca che d’ -10%g-10 = Xq0 € d’ o10%g-10 = 0. Questo prova che x,

rappresenta la classe di coomologia nulla in H/('E 0 [d;,o])-

J, € surgettiva. Sia 17 una classe di coomologia in HY(A,,d.). Sia x €
ker d, un suo rappresentante. Scriviamo x, = X, 0+ X,-1,1 ++ -+ + X1 4-1 + X0 4.
L’equazione d,x;, = 0 equivale al sistema :

’ _
dq’oxq,() =0
’ " _
dq—l,]xq—l’l + dq,qu,O - 0
(=)
7 77 J—
do g X0q +di g X141 =0
7 _
do,qXO,q =0.

Se fosse x;,_; = 0 per ogni j < g, allora x;;; = x40 € per (xx) I’elemento
Xq0 apparterrebbe a kerd;’, N ker d 0 © definirebbe una classe di coomolo-

gia & di HICE™, [d, ,]) con j,(§) = n. Per dimostrare la surgettivita di j,
dimostreremo quindi per ricorrenza:

per ogni intero k con 0 < k < g esiste un rappresentante
(P))

x'[‘q] € kerd, di n con x’;q ; = 0 per ogni intero j < k.

Per k = 0 possiamo scegliere come x¥ un qualsiasi rappresentante dinin

kerd,. Supponiamo ora che 0 < k < q[(]a vi sia un x[ , €17 con x - = = 0 per
ogni intero j < k. Abbiamo in particolare d;’ X4« = 0. Poiché q k>0,
per ipotesi Hq‘k(Ak,*,d,’(f*) = 0 e quindi eswte Vig—k-1 € Agg-i—1 tale che
d/ 4 \Ykq-k-1 = Xig-k- Poniamo allora x"” = x’[‘q] — dy 1Yk g-k-1, Ottenendo
in questo modo un elemento x{' € 17 con x’]‘;1 ;j=0sej<k+l.

Per k = g, I’elemento x[ | = q o € kerd, , Nkerd/, definisce una classe

& e HICE™, [d, 4]) con [, (&) = O

In modo del tutto analogo, abbiamo:

ProposizIONE 9.4. Per ogni intero q > 0 vi é un unico omomorfismo

(9.18) Jy s HICE™  [df]) — HY(Ap).d.)
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che renda commutativo il diagramma a colonne esatte:

ker d(’)’q N ker dé: g T kerd,

l l

(9.19) HI("E*™, [d]]) —— HY(Ap.d.)
0 0
Se

"EM =H(A.pd ) =0

per ogni coppia d’interi j,q > 0, allora gli omomorfismi (9.18)) sono iso-
morfismi per ogni intero q > 0.

10. 1l teorema di Leray sui ricoprimenti aciclici

Sia . un fascio su uno spazio topologico X. Ad ogni aperto Q di X
associamo la restrizione ./ |q di . ad Q. Essa si definisce con la corri-
spondenza che ad ogni aperto U di Q associa il gruppo .|o(U) = L (U).

Se g ¢ un intero non negativo, porremo HY(Q,.”) := HY(Q,.”|q). Per
ogni ricoprimento aperto % = {U}i; di X, Z N Q = {U; N Q}ie; € un
ricoprimento aperto di . Possiamo quindi definire per ogni intero g > 0
delle applicazioni naturali :

g
pZZ

CNU,S) — CUUNQ,S o) — CUQ S o) = CUQ,.T).

Poiché le operazioni di restrizione e di cobordo commutano, avremo anche :
P ZLUU SN C ZNUNRS ), Pl BUU,S)) € BUUNLS),

Fissato un ricoprimento aperto 7%/, definiamo per ogni intero g > 0 il fascio
¢,,-, facendo corrispondere ad ogni aperto Q di X il gruppo €% N
Q,. 7).
Poiché . ¢ un fascio, per ogni aperto Q di X abbiamo una successione
esatta:
SUNQ

0 — J(Q) —  CL70Q) ——  C,I Q)
| |

CUNQ,.7) C\ (U NQ,.7)
ed otteniamo percio la successione esatta di fasci

U N
1 o, ™

0 5 %25” SRLENN ngl/f
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Gli omomorfismi di cobordo 6“’/ ne . G (Q) — Cdg;ly (Q) definiscono
un omomorfismo di fasci :

UNs* 1
(10.2) d, "6 — Cégj .
Vale il seguente :

Lemma 10.1. Se % ¢ un ricoprimento aperto localmente finito di X,
allora la successione di fasci di gruppi abeliani Sia X uno spazio paracom-
patto. Allora, per ogni fascio di gruppi abeliani . su X, la successione di
fasci :

; 682/ﬁ* 6?/0*
(10.3) Y U O« U O U N+
q 2 1 q-1 6 +1 gq+1
€, S — €, — C, S ——
¢ esattall

DimosTrAZIONE. Abbiamo osservato sopra che im: = ker 62/”*.

Resta quindi da dimostrare che im 6;//_ 1" =ker 8" quando g > 0.

Siag>0,peXesiaé e %@q/ﬂp con b;"”*(f) = 0. Possiamo rappre-
sentare ¢ mediante una f € €9(% N Q,.%), ove Q ¢ un intorno aperto di p
in X. A meno di sostituire 2 con un intorno piu piccolo di p in X, possiamo
supporre che 87 "*(f) = 0

Sia I, I’insieme finito degli indici i € I per cui p € U;. Allora

w=an|( v\ T

iel, i€\l

¢ un intorno aperto di p in X e 2 N W contiene solo un numero finito di
aperti non vuoti, tutti contenenti il punto p. Inoltre per ogni (ip, iy, ...,i,) €
Ng(% NW) abbiamo W c U; ,- Definiamo allora ¢ € 67 1(% N W 5

fissando arbitrariamente un 1ndlce io € I, e ponendo ¢;, U'O i mw( Siguitvniy)-
i t

Abbiamo (dove per semplicita di notazione abbiamo omesso le funzioni di
restrizione) :

i0i150nms

q
(6(1—1(¢))j0 o = Z (_l)hﬁo,jo,...,fh,...,jq = fjo ,,,,, Ja’
h=0

-------

per la condizione che 6;””9( =0
La dimostrazione ¢ completa. O

Dalla Proposizione[8.4] otteniamo allora:

SDiciamo anche che (T0.3) & una risoluzione del fascio ..
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ProrosizioNe 10.2. Sia % un ricoprimento aperto localmente finito di
uno spazio paracompatto X. Allora per ogni fascio di gruppi abeliani .
su X e per ogni intero q > 0 abbiamo una successione esatta di gruppi
abeliani :

0 — FUXS) —> CUXCLS) —

(D(‘;Zlﬁ*)q | (DTZ/ﬁ*)q
2 X, 6 -

(10.4) Ny
— CIX,C ) —
(CHaN” ™) O

L QUGS ) —— GUX,C ) —

Un ricoprimento aperto % = {U,};; di X si dice .¥-aciclico se
(10.5) Hj(U,-O’,-l,m,iq,y) =0 Vg>0, Yo, i1,...,i0) € V(U), Vj>0.
Vale il :

Teorema 10.3 (Leray). Sia . un fascio su uno spazio topologico pa-
racompatto X. Se % e un ricoprimento aperto localmente finito ed . -
aciclico di X, allora gli omomorfismi naturali :

(10.6) HY(% ,.”) — HY(X,.Y)
sono isomorfismi per ogni intero q > 0.
DimosTrAZIONE. Poniamo
A, =¢"(X,¢6,)
per ogni coppia di interi 7, s > 0, e definiamo gli omomorfismi
{d;,x DAy — A
dys i Ars — Arsn

ponendo d; ; uguale al differenziale del complesso :
0 —— X, C5.) —— CNXEC.S) ——s
8- 8 Bg+1
— 5 CIUX,C5. ) —— CXELS) —— -

¢ definendo d;/; come gli omomorfismi indotti da quelli del complesso di
fasci (10.3):
dl =07, : € (X, €y — € (X, €S,

Per la Proposizione|10.2} abbiamo "E™* = 0 per ogni r > 0 ed ogni s > 0 ed
'E™ = ¢"(X,.7). Abbiamo percio :

HY(E™, [d,y]) = H(X,.7)
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e, per la Proposizione[9] 1’applicazione :
‘]ZI : H(I(X’ y) — Hq(A[*]y d*)

¢ un isomorfismo per ogni g > 0. Osserviamo come questo isomorfismo sia
conseguenza delle ipotesi che X sia paracompatto ed % localmente finito,
e sia valido a prescindere dall’ipotesi che 7% sia . -aciclico.

Indichiamo, per ogni g > 0, con N, (% ) I'insieme :
N ) = {tios i1, i} Gos 1, - i) € N(W) .

Abbiamo allora :

A :n y. . . .
r,s {l‘(),l‘],...,l:y}ENS(%)cg (Ul(),ll,...,ly,y)

Per verificare questo isomorfismo, definiamo per ogni aperto Q di X il fascio
7% mediante :

S YUY = L (U N Q) per ogni aperto U di X.

Il fascio ¢, ¢ prodotto diretto, localmente finito, dei fasci ./’ Uigaiy s
Per la Proposizione I’isomorfismo di fasci :

%ﬂs y = n yU[(),il,..,,iS
? {011y} EN(2)
da I’isomorfismo di gruppi abeliani :

A =¢"(X,6,,)
L sy
{isi1sonnis JENS(Z)
~ r . . .
- l—[{io,il,...,is}eNs(%)(g Wigis i )

Gli omomorfismi d, , si fattorizzano attraverso gli omomorfismi
U

8, " L (Uigyiys ) = € Uiy iy ) -
Quindi I’ipotesi che il ricoprimento % sia .#-aciclico ci da "E"™" = 0 per
ogni s > 0 ed ognir > 0.

Abbiamo poi: "E" ~ €%, .7

Auindi, per la Proposizione[9.4] per ogni ricoprimento aperto localmen-
te finito %/ di X paracompatto 1’omomorfismo

J; s HUCEY, 1dg.]) = B .7) — H(Av.d,)

¢ un isomorfismo per ogni g > 0.

Componendo i due isomorfismi, per ogni intero g > 0, otteniamo 1’i-
smomorfismo cercato :

N e fy  HIX, ) —— HU%,.7), Vq20.
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OsservazionE 10.4. Ricordiamo che, senza nessuna ipotesi sul ricopri-
mento %/, ma come conseguenza della definizione di fascio, 1’omomorfi-
smo

HO(%’ y) — HO(X’ y)
¢ sempre un isomorfismo e che I’omomorfismo

H'(%,.) — H'\(X,.?)

¢ sempre iniettivo.

11. 1l Teorema di de Rham

Sia . un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico X. Si dice
risoluzione di .¥ una qualsiasi successione esatta di fasci su X:
arn o S — 5%

La risoluzione (IT.1)) di . si dice aciclica se HI(X, .#},) = 0 per ogni g > 0
edh >0.

o) ] %)

S -2

TeoreMA 11.1 (de Rham). Se X e uno spazio paracompatto e (11.1)) e
una risoluzione aciclica di un fascio . su X, allora i gruppi di coomologia
di Cech H1(X, ) sono isomorfi ai gruppi di coomologia H1(.%,(X), a..) del
complesso :

(11.2)
0 — SX) —= AX) —— SHX) —— HX) — -

DivostrAzIONE. Utilizziamo i risultati e le notazioni del paragrafo §9]
Per ogni coppia di interi non negativi r, s definiamo il gruppo abeliano

Ar,s = Cgr(X, tsﬂs) .

Definiamo un complesso doppio di cocatene introducendo gli omomorfi-
smi :

d; =9, :Ar,s = %r(Xa %) > f - 6r(f) € Ar+1,s = CgH—](X’ ys)’

d;, = (_l)r(as*)r : Ar,s = Cgr(X, %) B f — (_l)r(a’s*)r(f) € %ﬂr(Xa ys+l) .
Per I’ipotesi che (TT.1) sia una risoluzione e per la Proposizione[8.4] 'E"™* =
0 per ogni r > 0 e per ogni s > 0. Per I'ipotesi che (I1.I) sia aciclica,
”E"™ =0 per ogni r > 0 e per ogni s > 0. Abbiamo poi :
EY=¢(X,.7) e HIUEY[d,])=HIX .7);
VE® = S(X) e  HIY"E", [dy.]) = HI(F(X), @.) .
Per la Proposizione[9] per ogni ¢ > 0 ’omomorfismo

Jo HICE™ [d ) = HU(X, ) — HY(Apy, d.)
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¢ un isomorfismo. Per la Proposizione[9.4] per ogni g > 0 I’omomorfismo
Jy s HUCE™, [dg. 1) = HI(Z.(X), ) — HY(Ap,d.)
¢ un isomorfismo. Allora
(](’1’)‘1 o j, : HI(X, ) — HY(Su(X), a.)
¢ per ogni g > 0 I’ismomorfismo cercato. O

OsservazionE 11.2. L'isomorfismo j, : H/(X, ) — HY(AL, d.) vale
sotto la semplice ipotesi che (I1.1) sia una risoluzione di .#. Quindi, sotto
questa ipotesi ¢ comunque definito un omomorfismo

7yt HI(Z(X), a,) — HI(X,.7).

Esso € un isomorfismo quando (I1.1) ¢ aciclica su X.

12. Fasci fiacchi

Per utilizzare il Teorema di de Rham, ¢ utile definire alcune categorie
di fasci che sono coomologicamente banali: risoluzioni acicliche ottenute
utilizzando fasci di questi tipi ci permettono di ricondurre il calcolo della
coomologia di Cech a quello della coomologia di complessi differenziali.

DeriNizione 12.1. Un fascio .% su uno spazio topologico X si dice fiacco
se per ogni aperto Q di X ’applicazione di restrizione: ry : F(X) —
F(Q) ¢ surgettiva.

Esempio 12.1. Consideriamo su CP" la topologia di Zariski, in cui gli
aperti sono i complementari di sottovarieta algebriche. Allora il fascio C
delle funzioni localmente costanti su CP" ¢ fiacco.

Esempio 12.2. Sia . un fascio su uno spazio topologico X. Indichia-
mo con .* il fascio dei germi di sezioni discontinuf] di ., associato al
prefascio canonico

Ap(X)BU—>{f€5”U|7TOf(p)=p, Vp e U}

Il fascio .#* & un fascio fiacco ed abbiamo un ovvio morfismo iniettivo di
fasci . — /%,

Proposizione 12.1. L’immagine diretta di un fascio fiacco mediante un’ap-
plicazione continua é un fascio fiacco.

Cioé non necessariamente continue.
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DIMOSTRAZIONE. Sia .¥ — X un fascio fiacco sullo spazio topologico
X, Y un altro spazio topologico ed f € ¢(X,Y). Sia V un aperto di Y.
Abbiamo allora un diagramma commutativo

rx—l
f= v

LX) —— L(V))

LSX) — LI W),

ry

Lw)

. "
Dalla surgettivita di .7 (X) AN (f~1(V)) segue quella di f,..(Y) AN
[ (V). O

Prorosizione 12.2. Sia

0 —s 7 -2 v Y, o 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Se .’ é fiacco,
allora, per ogni aperto U di X la successione

0 — P'(U) —— F2(U) —2 "(U) — 0

DimosTtrAZIONE. Poiché la restrizione ad un aperto di un fascio fiacco ¢
ancora un fascio fiacco, possiamo, per semplicita, limitarci a considerare
il caso in cui U = X. L’esattezza in .’ (X) ed .(X) ¢ conseguenza della
definizione di fascio. Bastera quindi dimostrare che ¢ : . (X) —» /"(X) ¢
surgettiva. Sia s € ./ (X) e consideriamo la famiglia

O ={(U,sy) | U e Ap(X), sy € L (U), Y(sy) ="}
Introduciamo la relazione d’ordine su ®:
(U,sy) = (V,sy) = U CV, sy =syly.

Chiaramente @ ¢ una famiglia induttiva. Per il Lemma di Zorn essa ammette
un elemento massimale (Uy, sy,). Se Uy = X, abbiamo ottenuto la tesi.
Supponiamo per assurdo che Uy # X e sia py € CU,. Vi & allora un intorno
V di py in X ed una sezione sy € . (V) tale che Y/(sy) = s”|y. Se VNU, = 0,

allora
sy, su Uy,
Syuv =

vw suV

ci da un elemento (Uy U V, sy,uv) = (U, sy,), contraddicendo la massi-
malita. Quindi Uy NV # 0 e Y(uyly,nv — tvly,nv) = 0. Esiste allora



364 XVII. FASCI E COOMOLOGIA DI CECH

S/UOOV € y’(U() N V) tale che ¢(S/UQOV) = quonﬂV - I/lleomv. Poiché .’ ¢
fiacco, abbiamo s’UOm, = §'|y,nv per una s’ € .’(X). Allora

s _ | su, su Uy,
Upuv =
o sy +¢(sHly suV

¢ un elemento di .(Uy U V) e (Uy U V, sy,uv) = (U, sy,) contraddice la
massimalita. Quindi U, = X. La dimostrazione ¢ completa. O

Segue allora

ProposizioNE 12.3. Sia

00— v 2 oY, o 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Se .’ e . sono
fiacchi, allora anche " ¢ fiacco.

DivosTrAZIONE. Se U ¢ un aperto di X ed s7, € .”/(U), per la Propo-
sizione(12.2] esiste un sy € (U) tale che ¢(sy) = s7;. Poiché abbiamo
supposto che .# fosse fiacco, vi & una s € .(X) tale che sy = s|y. E allora
Y(s) € LX) e Y(9)ly = 57 O

Prorosizione 12.4. Se

do o1

0 S0 A1 F?
e una successione esatta di fasci di gruppi abeliani fiacchi, allora, per ogni
aperto U di X, la successione di gruppi abeliani

0 — AU) —— FNU) — FHU) —> -
e esatta.

DiMosTRAZIONE. Lesattezza in .#°(U) & conseguenza della definizione
di fascio. Per ogni 4 > 0 abbiamo per ipotesi una successione esatta corta
di fasci

0 —— kers, —— " o kerd,,; —— O.

Dalla Proposizione|12.3| segue per ricorrenza che tutti i fasci kerd, sono
fiacchi. La tesi segue allora dalla Proposizione[12.2] O

Vale il seguente :
Lemma 12.5. Se .F ¢ un fascio di gruppi abeliani fiacco su X, allora
(12.1) HY (%, 7)=0

per ogni q > 0 ed ogni ricoprimento aperto localmente finito % di X.
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DmvosTrAZIONE. Sia g > 0 e sia f = (fii....,) € ZU%,.F). Sia <un
buon ordinamento di /. Per ogni i € I che non sia massimo in /, indicheremo
con i + 1 I’elemento di I successivo ad i: i + 1 ¢ il minimo dell’insieme

{jelI|j>i}. Perognii € I definiamo gli aperti:
Ql’:UUj € Q::UIUQI
J<i
Supponiamo che, per un indice v € [ fissato, f) € 2% ,.7) abbia la
proprieta:
UIOLI

(1) Py o ki) =0 Mot i) € AU).

0511 5--+

Esiste allora una ¢ € €4 Y(% ,.%) tale che
W) e W) =0 Moty € AW,
Gi) =0 se (nit...ip) & N(U)

Gid) (Y = 8 i i) =0 Mgyl ... sig) € No(W).

Ui iy igNEY

Per ogni (iy,...,i,) € (%) per cui (v,iy,...,1i;) € AN (%), vi & un
elemento n € S (U,;,....;, Y Q,) la cui restrizione a U, ;, _;, € f(”) iy e la cui
restrizione a , ¢ 0. Poiché il fascio . ¢ fiacco, vi ¢ allora una 7 € . (X)

la cui restrizione a U,;, . ;, U €, ¢ uguale a . Definiamo 1//( Y come la
. Se (v, i1, ...,i) & A,(%) poniamo w( n' . =0su

,,,,, i Chlaramente, possmmo fare in modo che la ¢ sia alternata rispetto
agli indici ((iy,...,i,) € A,_1(%), dimodoche Yy € €4~ (U ,.7).

La ¢ cosi costruita gode ovviamente delle proprieta (i), (ii). Per
dimostrare che gode anche della (iii), basta verificare che

U:OL(;I[I & ((f 6(] llr// )l() i5eees lq) = se (V’ iO’ ila cee lq) € J‘{]+1(%) s
in quanto Q) = U, U Q, e

restrizione di fj a U,

.....

Uig.i
U{_ZJ: _____ N9, (fioir.i) = 0 peripotesi e
UI i
”U,-g,,: _____ 9, ((6q W igsini,) = 0 per la definizione di .

per la condizione di cociclo 8, f = 0, e questo mostra che vale anche la (if).
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Se imin € il minimo di I, poniamo fUmn) = £ La (}) & verificata ba-
nalmente, perché Q; .= 0, e la costruzione appena descritta ci permet-
te di trovare una yn») che soddisfa (i) e (ii) per v = ipy,. Definiamo
f(ilnin+1) — f — 6q_l(w(imin)).

Dimostriamo per induzione transfinita che ¢ possibile costruire delle

famiglie {f®},e7, con &) € ZUU,.7), e (W }yer, con Y™ € €U ,.7),
che verifichino per ogni v € [ le proprieta (), (i), (ii), (iii) e

() FOrD = (O _§, ™) Vvel chenon sia massimo.

Fissiamo ora un u € I con u > iy, € supponiamo che si siano gia ottenute
le ¥ per tutti gli indici j < p. Consideriamo ora la somma

Z y

J<u
Poiché 7% & localmente finita, per ogni punto p di X esiste un intorno Q,
di p che interseca soltanto un numero finito di aperti U; del ricoprimento.

Quindi per ogni (iy, ..., i;) € A,_1(%) le somme

la proprieta (ii), & rZ’ """ na, (lﬁ(j,) ,,,,, )=0se(J,iy,...,ig) ¢ N(%NQ,) e per

la scelta di Q,, il numero d1 tali j, per ogni scelta di (iy, ..., ;) € N 1(%),
¢ finito. Possiamo allora definire :

ﬂ”=f—6¢{§:¢ﬂ-

Jj<i

Osserviamo che, se i ammette un elemento precedente, cioe se u = v + 1
per qualche v € [, allora vale la ().

Per la prima parte della dimostrazione, possiamo definire * in modo
che siano soddisfatte le (i), (ii), (iii) (con u al posto di v).

Una volta costruite le famiglie {f} e {/}, osserviamo che la somma :

y=> g

vel

definisce un elemento € €9 (%,.7) e che
(%) dg-1(¥) = f.

Cio ¢ vero perché, per ogni aperto Q di X, se (i1,...,1lg) € N (U) e
Wiy, ...,0) & N (% N Q), abbiamo r ' m(w(” ) = 0. Quindi, poiché

,,,,,,,,,,,
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% & localmente finito, le somme

. Ui,y i 1
sono localmente finite. Analogamente, ruiz’i: IZ“Q (( FO) O ))l_o,i1 ..... l.q) =0

ameno che qualcuna delle (g+1) uple (v, iy, . . ., Ths - e s ig)o(v+1,ip,..., Ths - - -

non appartengano a .4,(% N Q). Percio anche le somme :

+1
PG A

D Gy = 24) = Fo

,,,,, iy

Otteniamo percio la (&), e quindi la tesi. O
Utilizziamo il Lemmal[I2.5|per dimostrare il :

TeorREMA 12.6. Sia X uno spazio paracompatto. Allora, per ogni fascio
fiacco . su X abbiamo H1(X, .’) = 0 per ogni q > 0.

DiMOsSTRAZIONE. La tesi ¢ conseguenza del Lemma[l2.5] perché, essen-
do X paracompatto, 1 gruppi di coomologia di Cech si possono calcolare
utilizzando 1 ricoprimenti aperti localmente finiti. O

s Ig)






CAPITOLO XVIII

Il complesso di Cech-de Rham

1. 1l teorema di de Rham

TeoreMA 1.1. Sia M una varieta differenziabile paracompatta ed . un
fascio di &-moduli su M. Allora

(1.1) HW%,7)=0, Vg=>1,
per ogni ricoprimento aperto % di M.
DmvosTtrAZIONE. Ricordiamo che, per ogni intero g > 0,
(1.2) €U, ) = Aforid) | Srroin € L Wiroit)s Sigy i, = €O fiv...

e che il differenziale del complesso
— U, S) — CNU,S) —— (U, ) ——
¢ definito da
S: U, ) — €U, ),

LV e

..... Ljseeoslitl 5] semifyt ]

Sia {y;}ic; una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento %/. De-
finiamo

v " NU,.S) — €"(U,.#) mediante
U Sigrwin it i = Ziel[/\/ifi,il ,,,,, il ove
ifiirniy 0 Uiy s
0 in U, i, \ Uiiy...i\-
La tesi segue allora dall’identita
Qoy+yodf=f Vfe€" W, Yh>1.
Abbiamo infatti

(1.0 8N Niiy = x(Z V)

..........

:ZXI l() ..... Z/ O[X\f;to ..... ij ,,,,, i



370 XVIII. IL COMPLESSO DI CECH-DE RHAM

= [ (6 © X(f))lo ..... ine

O

Se . & un fascio su M ed % = {U,}ic; un ricoprimento aperto di M,
definiamo

(1.3) S0 1 L (M) — €U ,.7), mediante (5ys); = Sly,, Viel.
Se . ¢ un fascio di gruppi abeliani, allora la

(1.4) 0 —— F(M) —s U, ——s € U..S)

¢ esatta per defininizione di fascio.
Dal TeoremalL. ] otteniamo allora

CoroLLARIO 1.2. Se M ¢ una varieta differenziabile paracompatta ed .
un fascio di &-moduli su M, allora la successione

0 —  IM 2 U, P — W,
(1.5) L U, —s e ey, )
L) (5h+1(52/’5ﬂ) L) %’“’2(%,5/) -
e esatta. |

Per ogni intero ¢ > 0, i germi di forme differenziali alternate omogenee
di grado g formano un fascio di &-moduli su M, che denoteremo con £.
Per ogni coppia di interi non negativi &, g definiamo
(1.6)

Abbiamo 1 due omomorfismi

d:6€"U, Q") — "%, 2""), con

8 : U, Q) — €N (W, Q9), con
h .
O i = D oW o i

JERE

Osserviamo che
dod=080od.

Lemma 1.3. Sia M una varieta differenziabile paracompatta. Sia % =
{U,}ie; un ricoprimento aperto di M. Allora
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(1) per ogni f, € KUY ,R) esistono una successione {f;_h} ed un
elemento f? con le proprieta:

ho e (Y, QY, h=0,1,...,q-1

q—h-1
f1e ZUM),
(1.7) fa= 6f(;)_],
df;_h_lzéth}_z, h=0,...,q9-2,
dfi™! = 8o fe.
(2) Se f, € PBUU ,R), ed {fq”_h}, f? soddisfano le (1.7), allora f9 €
PBIM).
DimosTrAZIONE. (1). Costruiamo le fqh_h_1 per ricorrenza su h. Per

h = 0, osserviamo che f, € ZUU Ry ¢ Z9U,2°). Possiamo quindi
definire la f;’ | utilizzando il Teorema perché Q° ~ &. Supponiamo di

aver costruito f;_l, - :—11-1 con fl . | € G U, Q) per0 < j<h<
q— 1 con

fq = 6f(;)_1’

dfe, = of,

4 =511

dflsy =8f", .
Allora

S(dfl ) =dodfl, , =df =0
e quindi, per il Teorema esiste fth,}_z € €129, Q") tale che
0 :—Jrhl—z = df(;l—h—l'
Dopo aver ottenuto le f;’_h_l perh=0,...,g— 1, osserviamo che
dff? =8f" = 8(df ) =dodfi™ =d i =0.

Per il Corollario[l.2] vi & allora una f4 € Q4(M) per cui d(f?) = dfy.
Chiaramente f7 € Z9(M).

(2). Esaminiamo dapprima il caso ¢ = 1. Abbiamo allora f; €
PNUR), e U, 8), ' € Z'(M)ed
fi =981,
dfy =8 f".

Se fi = 8g, con go € €°(%,R), allora 8(fY — gJ) = 0 ed esiste quindi una
g € &(M) tale che f)) — g5 = 6o(g). Questa ci dadg = f'.
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Supponiamo ora che g > 2 e che f, = dg,-1, con g, € €T N(%,R).
Assegnata una sequenza { f;l_h_l Yo<h<g-1, COstruiamo un’altra seguenza {gz_h_z}()shsq_2,
con

gZ—h—Z €€ U, 2", per h=0,...,q-2,
fz?—l =8¢t 6g2_2,
;’_h_l = a’gZ:}l_l + 6gZ_h_2, per h=1,...,q-2.
Ragioniamo per ricorrenza. Abbiamo

8(f) 1 =84-1) = fy—fy =0 =gy , € CTXU. Q) te. f | =8q+dg. ;.
Se abbiamo definito le gé _jpberj= 0,...,h < g— 2, abbiamo

O ha = dfy oy = d(dgy ) = d(dg) )

= 382314 €¢I U, A te. f;jh]—z = dgl;—h—z + 6821—3
per il Teorema[I.I] Otteniamo allora

dfy ! = dfi = d(dg5 ) = d(dgh )
= g7 € QT (M) te. £ —dgl = d(g™).

Abbiamo allora f¢ = dg?~!. La dimostrazione & completa. O

Otteniamo cosi il

TeorREMA 1.4. Sia M una varieta differenziabile paracompatta ed % un
suo ricoprimento aperto. Allora per ogni q la (1.7) definisce per passaggio
ai quozienti un omomorfismo

(1.8) A, H(% ,R) — HU(M).
L’omomorfismo Ay e un isomorfismo e Ay iniettivo, per ogni ricoprimento

U di M.

DimostrAzIONE. Per g = 0 la A ¢ I’identita tra 1 due gruppi, identificati
allo spazio delle funzioni reali localmente costanti su M. Il fatto che 1’o-
momorfismo A sia definito per ¢ > 1 & stato dimostrato nel Lemmal[l.3| Di-
mostriamo I’iniettivita di 4;. Siano quindi f; € Z(%,R), 0 € €% (%, &),
fle ZY(M)ed

dfy = dof".
Se f! = dg® per qualche g° € €~ (M), otteniamo

d(fy = 60(g")) = do(f' —dg® = 0.

{f1 =50,

Quindi
1y —060(g") € €%, R), e 8(fy —0(g") =d(fy) = fi.
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Ci0 dimostra che A; € iniettiva. O

Esempio 1.1. Consideriamo il ricoprimento % = {U;, U,} del toro T? =
R?/Z?, ove U, ed U, sono gli aperti

Ur=a((xy) 5 <x<3), Us=a({(xy) | x-3¢Z},

ove  : R> — T? ¢ la proiezione nel quoziente. Osserviamo che U; N U, =
U, ha due componenti connesse. E quindi °(%,R) ~ R%, €"(%,R) =~
R2. Poiché R(T?) =R, 1ad : €%%,R) - €' (% ,R) ha rango 1. Quindi
H' (% ,R) ~ R?/R ~ R. L'applicazione A, : H'(% ,R) — H'(T?) & quindi,
in questo caso, iniettiva e non nulla, ma non surgettiva.

TeoreMA 1.5. Sia M una varieta differenziabile ed 7% = {U; | i € I} un
suo buon ricoprimento. Allora I’omomorfismo (1.8)) é un isomorfismo per
ogni g > 0.

DimMoSTRAZIONE. Abbiamo osservato che A, € un isomorfismo per g = 0.
Sia f! € Z°(M). Poiché gli aperti di % sono contrattili, esiste una
1y e €%, &) tale che
dfy = 8of".
Allora 8 soddisfa

d(dfy) =dodfy =800 f =0

e quindi f; = 8f € (% ,R).
Se fosse f! = dg° per qualche g° € Q°(M) = &(M), aviemmo

Sof! = 8o(dg®) = d 0 8o(g%) = dfY = ul = f0 - 8o(g°) € €U, R),

duy = 8f) = fi € B(U,R).

La corrispondenza

1 0 0
o= fo — 8f
eZ\ (M) €U Q) eZ\ (U R)

definisce quindi per passaggio al quoziente un’applicazione ¢, : H'(M) —
H' (% ,R) che inverte 1a A;.

Generalizziamo questa costruzione e costruiamo, anche per ogni g > 2,
un’applicazione ¥, : H(M) — HY(M,R) che inverta la A,.

Sia f? € Z9(M), con g > 2. Dico che esiste una successione
(1.9)

e w. ™), [Ped ., ..., [ e U.Q)
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tale che

dfy™ = df,

afrt = o,

d fqo_1 =90 fql_z.

Infatti, poiché gli U; sono contrattili, per ogni i € [ possiamo trovare una
forma fl."_1 € Q471(U,) tale che

df’™" = fly,, Viel.

(1.10)

Possiamo quindi definire 7' = (f*"')i; € €°%(%,€"). Supponiamo per

. . . -1 —h-1
ricorrenza di aver definito £, ..., f/

e, Y, 0<r<h,

con

d fg_l = 8o /4,
dff "t =851, 1<r<h.
Abbiamo
dodf" ! =80dfi™" ! =82f1 =0
e quindi
AP e M (W, 27" taleche  dffTP =87

Abbiamo quindi ottenuto la successione (1.9). Sia

fo= 6f;—1-
Poiché
dfy=dodf) =dodf) =8f ,=0,

8f; =8f), =0= f, € ZUU.R).

Per dimostrare che la classe di coomologia definita da f, in H/(, R) di-
pende solo dalla classe di coomologia di f, ¢ sufficiente verificare che, se
(T.9) & una successione che soddisfa (T.10) ed f¢ = dg?' per una g% ! €
Q1-Y(M), allora f, € %% ,R). Abbiamo infatti

f1=dg™ = d(fy —80g" ) =0
S Hgg_z € ‘50(02/,Qq_2) t.c. f(;’_l - 5qu—1 _ dgg_z
= dflq—2 — 5f61—1 — 6(6og"_1 " dgg_z) ~ 5o dgg_z _ dég(q)_Z
= d(f” - 8¢ H =0
— A e G (U, Q) te. fIP-0g" =dgi” = -
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. .. . . . —r=2 =
Possiamo ciog costruire per ricorrenza una successione g '~ € €"(% ,Q9772),
perr=0,1,...,q — 2 tale che

fi= dgq‘l,
Oq_l —8pg?! = dg(q)_z,
Frrt _eg T = dg? T 1<r<qg-2.

r—1

Abbiamo allora

dfy), =8f) ,=ddg) , = d(f), - dg),) =0
== 841 = fqo_l - 6g2_2 € (gq—l(%’ R),

da cui f, = 8g,-1. Quindi la (1.9), (L.I0) definisce un’applicazione
(1.11) W, : H(M) — HY(%,R),
che, per le (I.10) ¢ 'inversa di 4,. O

OsserVAZIONE 1.6. Si possono costruire buoni ricoprimenti di M a partire
da una sua triangolazione. A partire da una triangolazione . di M, ad ogni
vertice p € J#, possiamo associare I’aperto U, formato dall’'unione di tutte
le parti interne relative dei simplessi di .#" che contengono p, ovvero la
parte interna della stella di p in .#". La famiglia {U, | p € J#} ¢ allora un
buon ricoprimento, localmente finito, di M.

Esempio 1.2. Otteniamo un buon ricoprimento della sfera S” nel modo
seguente.

Consideriamo la frontiera di un simplesso (n + 1)-dimensionale X cir-
coscritto e sia 7 : ¥ — §”" I’omeomorfismo ottenuto per restrizione dalla
proiezione

R™\ {0} 3 x > — e S,
|x]
Siano Fy,..., F, le facce di X. Allora gli
U=n(c\F), i=0,...,n
sono gli aperti di un buon ricoprimento di $”. Abbiamo allora
" w R) ~ R(T) ~ AR

Per descrivere questo isomorfismo, Fissiamo una base ey, ..., e, di R*™!, e

------
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Abbiamo allora un diagramma commutativo

U R) —— N U R)

:l lz

AhR;Hl N Ah+1Rn+1
enN-

perO<h<n-1l,cone=¢)+: - +e,.
Si verifica facilmente che
en- en:-
AhRnH ; Ah+an+l 5 Ah+2Rn+l
¢ esatta per 0 < i < n. Ne ricaviamo un’altra dimostrazione del fatto che

R seg=0,n,
0 altrimenti.

HY(S") ~ HI(% ,R) = {

2. Prolungamento di sezioni

TeoreMa 2.1. Sia . > X un fascio su uno spazio paracompatto X. Se
Y e un chiuso di X ed sy € .#(Y), allora esiste un intorno aperto U di Y in
X ed una sezione sy € . (U) tale che syly = sy.

DimostrAzIONE. Poiché X € paracompatto, possiamo trovare un ricopri-
mento aperto localmente finito % = {U;};c; di Y in X tale che per ognii € I
vi sia una sezione s; € .(U;) tale che s;lyny, = Sylyny,. Fissiamo un altro
ricoprimento aperto ¥ = {V;},c; di Y con V; C U, per ogni i € I. Osserviamo
che, se i, j € I, gli insiemi

Fij={peVinV;|si, # Sip)}

sono chiusi che non intersecano Y. Poiché la famiglia {F; j}; je; € localmente
finita, I"'unione F = (J; j/F;; € un chiuso che non interseca Y. Allora

U= UieIVi \ F

¢ un intorno aperto di Y in X e possiamo definire su U una sezione sy €
< (U) con syly = Sy ponendo

sy=s su V;\F.
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3. Fasci molli

. ye e . n . .
DerNizioNE 3.1. Un fascio d’insiemi ./ — X si dice moll 0 soﬁic
se, per ogni chiuso Y di X I’applicazione di restrizione

3.1 L (X)> 5 — sly € LY)
¢ surgettiva.
Esempio 3.1. Per il Teorema [2.1|Ogni fascio fiacco & molle.

Esempio 3.2. Se X & paracompatto, il fascio € dei germi di funzioni
reali continue su X ¢ molle.

Sia infatti ¥ un sottoinsieme chiuso di X ed s € €(Y). Per ogni punto
g € Y, esiste un intorno U, di g in X ed una o, € €' (U,) tale che (0 =
S perogni p € Y N U,. Consideriamo il ricoprimento aperto % = {U, |
g€ YYU{X\Y}diXesia{y,} U{y.} una partizione continua dell’unita su
X con suppy, C U, suppy. C X'\ Y. Allora

5(p) = Zsuppxqap)(q(p)aq(p)

¢ una funzione in ¢'(X) con §,) = 5(, perogni p € Y.

La proprieta di essere molle ¢ una proprieta locale. Abbiamo infatti

PrOPOSIZIONE 3.1. Sia . = X un fascio su uno spazio paracompatto
X. Se ogni punto p € X ha un intorno aperto U, in X tale che

VF chiuso in X e contenuto in U, la restrizione /' (U,) — ./ (F) é surgettiva,

allora . e molle.

DmvosTRAZIONE. Sia Y un chiuso di X ed sy € .¥(Y) una sezione di
- su Y. Possiamo allora trovare un ricoprimento aperto localmente finito
U ={U,}i di X tale che:
(1) perognii € I con U;NY # 0 esiste una s; € . (U,) tale che
silvau, = Slyau;s
(2) per ogni i € I ed ogni chiuso F di X tale che F' C U, la restrizione
L (U;) — S (F) ¢ surgettiva.
Fissiamo un raffinamento ¥ = {V;}ie; di % con V; C U; perognii € I e
poniamo, per ogni sottoinsieme J di /,

F] - UieJVi'

O={(s;, NI, s;€FL(F)), sjlyar, = Sylyor,}.

Sia

n francese mou.
2In inglese, soft.
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Definiamo su @ la relazione d’ordine
(s5,) 2 (5, K) &= J CK, sklr, = s,.

Chiaramente @ ¢ non vuota e induttiva. Essa ha pertanto un elemento mas-
simale (sy,,Jo). Dimostriamo che J, = I. Se cosi non fosse, fissiamo
ig € I'\ Jy. Consideriamo allora la sezione

« Sy Su FjoﬂFiO,
s, =
Si Su FioﬁY.

Poiché F; = (F;, N F;,) U(F;, NY) ¢ un chiuso contenuto in U;,, per ipotesi
possiamo prolungare s; € S (F +) ad una sezione §;, € < (U,,). Allora

_ Sy Su FJO,
SIhUlio) = 9§ ~
Sio Su Fio

definisce un elemento (s ,uyi,}, Jo U {ip}) di @ con (s ,uip1> Jo U Lio}) = (4,5 Jo)-
Abbiamo ottenuto una contraddizione, che dimostra che J, = /. La dimo-
strazione ¢ completa. O

Proposizione 3.2. Supponiamo che X sia paracompatto e sia

(3.2) 0 PRI 0

una successione esatta di fasci di gruppi abeliani. Se .’ ¢ molle, allora la
successione

(3.3) 0 — X)) — X)) — S"X) — 0

e esatta.

DimostrAzIONE. Lesattezza in .#’(X) ed in .(X) € conseguenza della

definizione di fascio. E quindi sufficiente dimostrare che . (X) i) (X))
¢ surgettiva.

Sia s” € .”(X). Per ipotesi, possiamo trovare un ricoprimento aperto
U = {U}ies di X, che possiamo supporre localmente finito per la paracom-
pattezza di X, e sezioni s; € . (U)), tali che

l//(S,‘) = S”|U’., Viel

Sia ¥ = {V;}ie; un ricoprimento aperto di X con la proprieta che V; C U,
per ogni i € I. Bene-ordiniamo / e dimostriamo che, posto ¥; = |J,.;V;, ¢
possibile trovare una famiglia di sezioni

(34) g; € y(Y,) tali che lﬁ(O’l) = Slllyl., O','lyj = O'jlyj Se ] <.

Infatti, sia J I'insieme degli indici & € I per cui si possono costruire le
o; € L(Y)), per i < h, in modo che valgano le (3.4) per i < h. L’insieme
J ¢ non vuoto perché contiene il minimo di /. Supponiamo per assurdo
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che J # I. Sia allora Ay il minimo di / \ J. L'unione Y’ = [J;., Vi &
un chiuso di X perché unione localmente finita di chiusi. Definiamo una
sezione o’ € . (Y’) ponendo

O'/lyi = O','lyi per i< h().

Poiché .¥ ¢ molle, esiste una sezione ¢ € .¥(X) tale che o/ = &|y.
Osserviamo ora che ¢(G" — sp,) ¢ definita e si annulla in tutti i punti di
Vi, NY’. Per lesattezza di (3.2) esiste allora una sezione s’ € .%"(V,, N Y’)
tale che (6" — Sh0)|‘7hOnY/ = ¢(s’). Poiché .’ & molle, esiste una §' € .’ (X)
tale che s’ = §’|\7honyl. Definiamo allora I’elemento o7, ponendo

o su Y; se i< hyg,
Opy = N _
o sn +B(3) su V.

Allora o, € .#(Y),) e la famiglia {o; | i < ho} soddisfa le (3.4) per ogni
i < hp. Quindi iy € J ci da una contraddizione e dimostra che ¢ possi-
bile definire una famiglia {o; | i € I} che soddisfi le (3.4) per ogni i € I.
Otteniamo allora

Y(s)=s", con se.”(X) definitoda sly, =0, Viel

TeorREMA 3.3. Siano X uno spazio pracompatto e

(3.5) 0 g s g L 0
una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Se . ed .’ sono
molli, anche " e molle.

DimmosTrAZIONE. Sia Y un sottoinsieme chiuso di X ed s € " (Y).
Per la Proposizione|3.2} esiste una sezione s € . (Y) tale che a(s) = s”.
Poiché .¥ ¢ molle, abbiamo s = §|y per una sezione § € .(X). Allora
' =ai) e " X)ed 5|y = 5. O

TeOREMA 3.4. Se

O O1

(3.6) 0 5/0 yl y2

e una successione esatta di fasci molli di gruppi abeliani, allora anche la
successione

BN ) — SUX) —s FUK) —s FAK) —— -

e esatta.

DiMosTRAZIONE. L esattezza in .#°(X) & conseguenza della definizione
di fascio.
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Per ogni intero & > 0, per ipotesi la successione esatta corta di fasci

0 —— kerd, —— " &, ker&,,, —— 0.

& esatta. Poiché ker § ¢ il fascio nullo, che & banalmente molle, segue per
ricorrenza, dal Teorema(3.3| che kerd, & un fascio molle per ogni intero
h > 0. Otteniamo quindi per ogni intero /& > 0, per la Proposizione[3.2] una
successione esatta di fasci

0 —— ker&,(X) —— FMX) — ker 8y, (X) —— 0,

che dimostra I’esattezza di (3.7)) in S"(X). O

Sia . un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico X ed % =
{Ui}ic; un ricoprimento aperto di X.

Dermizione 3.2. Se s € .#(X), chiamiamo partizione di s su X subordi-
nata ad 7/ una successione {s;};c; C - (X) tale che
(3.8) supp s; C U;,  {supp s;}ic; € localmente finita, s = Z.dsi.

Abbiamo

TeoremaA 3.5 (Esistenza di partizioni). Se X e uno spazio paracompatto
ed . un fascio molle di gruppi abeliani, allora, per ogni ricoprimento
aperto % di X ed ogni s € . (X) esiste una partizione di s su X subordinata
ad % .

DimosTrAZIONE. Sia 7 = {V;}c; un raffinamento localmente finito di
% , con funzione di raffinamento j — i; e V; C U;, per ogni j € J. Siano
{W}jes. {G;}jes altri ricoprimenti aperti di X con W; ¢ G; ¢ G; C V; per
ogni j € J.

Bene-ordiniamo I’insieme J e dimostriamo per induzione transfinita che
¢ possibile trovare sezioni o; € .#(X) con suppo; C V;e

thO'h(p) = Sp)» Vp € Uhsth.

Per ogni j € J, poniamo Y; = UhﬁjV_Vh U CGj. Gli insiemi Y; sono chiusi
perché unione localmente finita di chiusi. Se jo = minJ, definiamo s’ €
Z(Y},) ponendo

. |5 suWy,
10 suCgq,,

Poiché .’ & molle, esiste una sezione s, € .’ con o ly, = 5.
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Supponiamo che j > jj e di aver costruito o, per ogni h < j. Definiamo
allora una sezione sj. € .7 (Y;) ponendo
N Zh<j0'j su Wj,
0 su CG; U U< Wi

La sezione ¢ ben definita perché

(s— th‘r-’)(l’) =04, YpeW;n (Uh<jWh)~

Poiché . ¢ molle, esiste una sezione o; € .¥(X) tale che sj = Tjly;
Chiaramente supp o; C G; C V;. Cid dimostra Iesistenza della successione
{0 j}jes. Bastera allora porre

! Zi,—:i J

per avere la (3.8). O

Dal Teorema[3.3 ricaviamo immediatamente:

TeorReEMA 3.6. Se <7 ¢ un fascio d’anelli molle sullo spazio paracompat-
to X, allora ogni fascio di <7/ -moduli su X é molle.

DIMOSTRAZIONE. Siano .# un fascio di «7-moduli su X, Y un chiuso di X
e u € #(Y)una sezione di .# su Y. Esistono allora un ricoprimento aperto
U = {Ui}iel di Y in X e sezioni Mi € %(U,) tali che ,uilU,ﬂY = /JlU,-mY per
ogni i € I. Per il Teoremal[3.5]esiste una partizione {y;} U {y.} di 1 € &7 (X)
su X subordinata al ricoprimento %7 U {X \ Y}. Definiamo

Xiti  su Ui,
a; =
0 su X\ U,‘.

Allora
=) e dX) e fly=p

4. Fasci fini

Dermvizione 4.1. Un fascio . di gruppi abeliani su uno spazio topolo-
gico X si dice ﬁnﬂ se il fascio Homz (., .¥) € molle.
TeorREMA 4.1. Sia X uno spazio paracompatto.

(1) Ogni fascio fine e su X e molle.
(2) Siano ., 7 due fasci di gruppi abeliani su X. Se . ¢ fine, allora
anche . ®; 7 e fine.

3Inglese: fine; Francese: fin
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5. Fasci differenziali
Sia X uno spazio topologico.

DErnizione 5.1. Un fascio graduato su X ¢ il dato di una successione
o = (A"),ez di fasci.

Siano &7* = (") ez, B* = (B,)nez due fasci graduati su X. Un mor-
fismo di grado k tra o/* e 98* & una successione (f" : @™ — ") di
morfismi di fasci.

Un fascio differenziale su X ¢ il dato di un fascio graduato di gruppi
abeliani &7* = (&/"),cz su X e di un morfismo di fasci abeliani di grado k

(5.1) (", 8) =" : A" — Tz
tale che

(5.2) d**od"=0, VneZ
Associamo ad un fascio differenziale (27, 8*) i fasci
(5.3) DA, 6" = ker ("~ ™),
(5.4) Bl 6" = Im (" s ™,
(5.5) A, 0" = LA, 07 B (A7, 57).

Il fascio 27" (27, &%) si dice il fascio derivato di grado n di (7", &%).

Considereremo nel seguito, per semplicita e senza perdita di generalita,
soltanto differenziali di grado 1.

6. Risoluzione d’un fascio
Sia .7 un fascio di gruppi abeliani di base X.

DeriNizioNE 6.1. Una risoluzione coomologica di </ € una successione
esatta di fasci di gruppi abeliani della forma

8! 82

60
17 LN

J

6.1 o o L0 Z!

Esempio 6.1 (Cocatene di Alexander-Spanier). Sia X uno spazio topolo-
gico ed A un gruppo abeliano. Per ogni intero non negativo n, associamo
ad ogni aperto U di X il gruppo abeliano delle applicazioni f : U™ — A.
Otteniamo cosi un prefascio canonico, associato al fascio .#"(X, A), che si
dice il fascio delle cocatene di Alexander-Spanier di grado n di X a valori
in A.

Ad f : U™' — A associamo I'applicazione &7, f : U"*? — A definita
da

62) N0 T = Yo (D oo T T,
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Da questa otteniamo un morfismo di fasci di gruppi abeliani

(6.3) 8" F(X,A) — FM(X, A).

Indicando con A il fascio semplice di base X e fibra A, abbiamo
(6.4) A=ker(8: Z°X,A) - F'(X, A)).

La

(6.5)

~ 0 . 1
0o A — FUXA) —— FUXA) —— FUXA) - ---

& una risoluzione del fascio semplice A su X.
Siano infattin > 1 ed f : U""! — A. Fissato un qualsiasi punto X € U,
poniamo

g:U">3(xg,...,%-1) — f(X, x0,...,%,_1) € A.
Otteniamo allora

O @0, ) = D (<D F(EXgs s T, 1)

= f(x0, ..., %) = OL SN, X0, . . ., Xn),
e quindi 87 'g = fse 87, f = 0.
7. Risoluzione canonica d’un fascio

Sia @7 un fascio di gruppi abeliani sullo spazio topologico X. Per ogni
aperto U di X indichiamo con
(7.1) FOUU, H)=1{s:U—> o |nos=idy}
il gruppo abeliano delle sezioni (non necessariamente continue) di <7 su
U. Allora U - Z°%U, <) & un prefascio canonico. Il fascio associato,

che indicheremo con .Z°(.%7), & un fascio fiacco, ed abbiamo un’inclusione
canonica

(7.2) ] = FUA).
Definiamo per ricorrenza:
N ) = FUA)| A, FN )= FUZL ()
A ) = FU )| Z (), FHA) = FULHA))

FNA) = FH D)), TN ) = FUL"())
LN ) = T L (), TN ) = FULN(A)).
Abbiamo degli omomorfismi naturali
(7.3) 8 1 F() — FN (),
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che si ottengono componendo la proiezione nel quoziente
FNA) — L") = F(A)|Z"(A)
con I’inclusione
‘Qpn+l(d) PN LQ'OCQP}'HI(JM)) — yrﬁl(%)
Dalla costruzione che abbiamo descritto si ha
TeOREMA 7.1. Per ogni fascio </ di gruppi abeliani la
0 1
74) 05 o 1 %) o F () LN T = - -

¢ una risoluzione del fascio </ mediante fasci fiacchi.
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