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CAPITOLO 1

Funzioni olomorfe in C" e complesso di Dolbeault

1. Funzioni olomorfe

Sia  un aperto di C™. Il fibrato tangente T€2 di £ si puo identificare
al prodotto cartesiano 2 x C". Le sue fibre hanno quindi una struttura
complessa naturale, data dalla moltiplicazione per I'unita immaginaria.

Sia f : Q — C una funzione complessa, di classe C!, definita su Q. 11 dif-
ferenziale di f nel punto z € € & un’applicazione R-lineare df (z) : C" — C".

DEFINIZIONE I.1.1. Una funzione a valori complessi f, definita e di classe
C! su un aperto Q di C”, si dice olomorfa su  se il suo differenziale

df(2) : T,.Q~C" —— C~Ty,,C

¢ C-lineare in ogni punto z € 2. Indicheremo nel seguito con O(£2) l'insieme
di tutte le funzioni olomorfe su (2.

In generale, una funzione a valori complessi f, definita su un aperto Q di C", si dice
olomorfa in un punto zo di €2 se esiste un intorno aperto U di zo in €2 tale che la restrizione
flu sia di classe C' in Q ed f|u € O(U).

Siano

Z1,-...,%n le coordinate complesse di C"

ed indichiamo con

T1y --vy Tyy Y1, - - -5 Yn le coordinate reali corrispondenti,

dimodoché z; = z; +iy; per j =1,...,n.

Il differenziale di una funzione complessa f, definita e di classe C! su un
aperto 2 di C™, e:

" [ Of af
df = <—dﬂc- + —dy->
hzz:l ax]’ J 8yj J

N~ (of, L of
= }; <8zj dz; + 8Zj dzj>

7



8 1. FUNZIONI OLOMORFE IN C* E COMPLESSO DI DOLBEAULT

dove 0/0z; e 0/0%; non sono derivate parziali rispetto a delle coordinate, ma
sono operatori differenziali alle derivate parziali omogenei del primo ordine,
a coefficienti complessi costanti:

o (09 .0
6_@_5<%_26_yj>
o (09 .0
6_%_5<%j+26_w>'

Abbiamo percio:

LEMMA 1.1.2. Le funzioni olomorfe sull’aperto 2 C C™ sono le soluzio-
ni f € CH(Q,C) del sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali
omogeneo del prim’ordine :

(1.1.1) =0 per 1<j<n. O

9z
PROPOSIZIONE 1.1.3. Sia Q un aperto di C" ed f € O(Q2) una funzione
olomorfa in Q. Allora in ogni punto z° € Q esistono i limiti
0 te.) — 0 0
lim f& +te;) = F(Z) = 01 (z ), per j=1,....n

teC t 82’]’
t—0

(1.1.2)

DIMOSTRAZIONE. Per la formula del differenziale, abbiamo infatti, per
w in un intorno di 0 in C",

f(2° +w) +Zaf wj +o(lw|) per w — 0,

da cul otteniamo la tesi. O

Poniamo ancora :

(1.1.3) of = 92,0
h=1

(1.1.4) Z —dz]
h=

Abbiamo cosi una decomposizione del differenziale nella sua componente
C-lineare e nella sua componente anti-C-lineare:

(1.1.5) df =0f +0f .

Introduciamo ancora 'operatore differenziale alle derivate parziali

cp_N~(Of , _Of
(1.1.6) df—j;(axjdy] 8yjdwa)7
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dimodoché

(1.1.7) of = L(df +id°f).

Indichiamo con T*P9Q) il fibrato vettoriale complesso su € le cui fibre, in
ciascun punto p € (2, sono forme in T’ *PA(T,0). Possiamo allora considerare
0 e 0 come operatori differenziali :

(1.1.8) d:CcH(Q,C) — ckQ, T °0),
(1.1.9) d:CFHQ,C) — CcF(Q, T Q)
Abbiamo:

PROPOSIZIONE 1.1.4. L’insieme O(Q) delle funzioni olomorfe su Q é
un’algebra complessa ed un anello commutativo unitario rispetto alla somma,
al prodotto, e al prodotto per scalare usuale per le funzioni.

DIMOSTRAZIONE. Infatti le f € O(2) sono le soluzioni di un sistema di
equazioni differenziali alle derivate parziali omogeneo e del prim’ordine, per
cui valgono le:

OALSL+ Aafa) =M0f1+X20fa se i, A €C, f1, f2 € CH(Q,C)
Ifif2) = hidf2+ f20f1 se fi, fo € CHQ,C).

Quindi combinazioni lineari e prodotti finiti di funzioni olomorfe su {2 sono

ancora funzioni olomorfe su Q. O

EseEmpio 1.1.5. Ogni polinomio p € Clz1,...,Zn,Y1,.-.,Yn] sl puod scri-
vere in modo unico come polinomio di C|z1,. .., 2, Z1, ..., Z,|. Si verifica fa-
cilmente che, se € ¢ un qualsiasi aperto non vuoto di C™, i polinomi p che de-
finiscono una funzione olomorfa su €2 sono tutti e soli quelli di Clz1, ..., 2,],
quelli cioe che sono indipendenti dalle indeterminate z1, ..., Z,.

Possiamo estendere la definizione di funzione olomorfa al caso di appli-
cazioni a valori in uno spazio vettoriale complesso, mediante :

DEFINIZIONE 1.1.6. Siano € un aperto di C* e Q' un aperto di C".
Un’applicazione F' : © — Q' si dice olomorfa se ¢ di classe C' e il suo
differenziale

df (p) : T,Q ~ C" — T, ~C"
e C-lineare per ogni p € ().

Indichiamo con (x, ) le coordinate reali di C, e con (', y') quelle di C™'.
Scriviamo quindi F = Re F 4 iIm F, con Re F,Im F € R". Lo Jacobiano
della F', pensata come un’applicazione differenziabile tra aperti di R?" e di
R2" ¢

ORe F(p) ORe F(p)
ox oy

Jf(p) =
f( ) Olm F(p) O0Im F(p)
ox oy
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Se le strutture complesse J, J’ negli spazi vettoriali reali R?", R2" corri-
spondenti agli spazi vettoriali complessi C", C™, si esprimono mediante le

matrici :
_ 0 _I’I’L ! 0 _In/
=(n ) e =l )

le matrici reali delle applicazioni C-lineari sono della forma
M = <A _AB> con A, B matrici reali n’ x n.

Otteniamo quindi la forma reale delle equazioni di Cauchy-Riemann :
PROPOSIZIONE 1.1.7. L’applicazione di classe C* :
F Qaporto cC' — Q,aporto ccr

¢ olomorfa se e soltanto se:
OReF _ 9lmF

ox Oy
(1.1.10)
OReF _  9OlmF
—8‘; = -5 d

Poiché la composizione di due applicazioni C-lineari e C-lineare, abbiamo
immediatamente :

PROPOSIZIONE 1.1.8. Siano Q C C", ' c C", Q" c C"' aperti nei
rispettivi spazi vettoriali. Se F : Q@ — Q' e G : Q' — Q" sono due applicazion:
olomorfe, anche la loro composizione G o F : Q — Q" ¢ un’applicazione
olomorfa. O

Vale poi il teorema della funzione inversa:

PRroOPOSIZIONE 1.1.9. Sia F' : Q — C" una funzione olomorfa definita su
un aperto Q di C", e sia 2° € Q. Se lo Jacobiano complesso :

OF (2°) o OF (29)

F 0 0z1 Ozn

(1.1.11) 0 8(Z N o
z OF(:0)  OFa(")

0z1 0zn

¢ invertibile, allora esistono un intorno aperto U di 2° in Q e un intorno
aperto V di F(z%) in C" tali che F|l; : U 3 z — F(z) € V sia bigettiva.
L’inversa [F|g] 'V = U ¢ allora anch’essa olomorfa.

DIMOSTRAZIONE. Per una funzione olomorfa, la condizione che il suo Ja-
cobiano complesso sia invertibile € equivalente al fatto che il suo differenziale
nel punto sia invertibile. Possiamo quindi applicare il teorema dell’applica-
zione inversa, che sappiamo valido per applicazioni di classe C! tra spazi
vettoriali reali. L’inversa e allora olomorfa perché il differenziale dell’appli-
cazione inversa e 'inverso del differenziale dell’applicazione data, e I'inversa
di un’applicazione C-lineare ¢ un’applicazione C-lineare. O
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Anche il teorema delle funzioni implicite si estende immediatamente al
caso olomorfo. Abbiamo:

PROPOSIZIONE 1.1.10. Sia Q un aperto di C"™t" = C" x C? e sia F =

(F1,...,Fy) : Q — C™ un’applicazione olomorfa in Q2. Fissiamo un punto
(w?,2%) = (W, ..., wl; 20, ..., 20) di Q in cui F(w°,2°) =0 e supponiamo
che la matrice :

1.1.12 OF (w®,2%) _ <8Fh(w0,zo)>

( ) Ow owk 1<h,k<m

sia invertibile. Allora esistono un intorno aperto w di 2° in C™ ed un intorno
aperto ' di w® in C™ tali che

(i) W xw CQ;

(it) per ogni z € w esiste uno ed un solo w = f(z) € W' tale che

F(f(z)7z) =0;

(i4i) Uapplicazione f :w — W' definita in (ii) é olomorfa.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo un’applicazione G : © — C"™ ponendo

G(w,z) = (F(w,z2),z). Lapplicazione G & olomorfa e il suo Jacobiano
complesso ¢ dato da:
oF oF
8G = a_w % .
o(w, z) 0 I,

Per il teorema dell’applicazione inversa, possiamo allora trovare un intorno
di (w?,2%) in Q, che possiamo scegliere della forma w’ x w, con w’ intorno
aperto di w” in C™ ed w intorno aperto di 2° in C*, un intorno aperto V'
di (0,2°) in C™*", ed un’applicazione olomorfa H : V — w’ x w tale che
GoH (u,v) = (u,v) per ogni (u,v) € V. Posto H(u,v) = (H'(u,v), H" (u,v))
avremo quindi:

{F(H’(u,v), H" (u,v)) = u
H"(u,v) =wv.

In particolare, quando u = 0, posto f(z) = H'(0,z2), otteniamo che f &
definita e olomorfa su w ed F(f(z),z) = 0. O

2. Formula integrale di Cauchy nel polidisco

DEFINIZIONE 1.2.1. Chiamiamo polidisco un sottoinsieme di C" della
forma D = Dy x---xD,, ove D1, ..., D, sono dischi nel piano complesso C:

D={z2=(z,...,2,) €C"|2z;€D; per j=1,...,n}.

11 sottoinsieme 0gD = D1 X - - - X 0D, della frontiera del polidisco D si dice
la sua frontiera distinta.

Dalla formula di rappresentazione di Cauchy per le funzioni olomorfe di
una variabile, ricaviamo la
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PROPOSIZIONE 1.2.2. Sia D un polidisco di C" e sia f € O(D)NC°(D).
Vale la formula di rappresentazione :
(1.2.1)

1 f(C177Cn)

f(z) = : / dGy N---NdG, YzeD.
B = @ Joo G2 (G —2) g

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se f ¢ olomorfa su D, per ogni 2° € D fissato

ed ogni 1 < j < n, 'applicazione D; 3t — f(29,... ,zjo-_l,t,zjo-ﬂ, ceey2Zp) €

C ¢ olomorfa sul disco D; e continua sulla sua chiusura. La ([CZZT) si ottiene

allora iterando la formula di Cauchy per le funzioni olomorfe di una variabile.
O

Applicando la formula di rappresentazione, otteniamo la

PROPOSIZIONE 1.2.3. Sia Q2 € un aperto di C. Le funzioni olomorfe
su ) sono analitiche reali su Q. Se f € O(Q) e D un qualsiasi polidisco
contenuto in €2, la serie di Taylor di f calcolata nel centro di D converge
uniformemente ad f, con tutte le derivate, su ogni compatto contenuto in D.

DIMOSTRAZIONE. Se f € O(Q) e 20 € , fissiamo un polidisco D = {z €

C"| |z — 29\ <rj} €Q. SeaeN'ea=(ai,...,a,) € C", porremo come
al solito a!l = aq!--- ! ed a® = af* ---af". Poniamo e = (1,...,1) € N™.
Abbiamo allora:
(1.2.2) ! ! > ! (z — 20)°
2. = = (2 —20)",
G ) €2 22 Tz

con convergenza uniforme per (z,() € K x 9D, se K € D. Dalla formula
integrale di Cauchy otteniamo quindi:

ol [ fQdG A - NG

2mi Jop  ((—z)ote 7

le% ZO
(1.2.4) fl)=> /(=)

|
aeN” o

(1.2.3) 0“f(z) =
(z — 202, Vze D

dove abbiamo posto
o 0\ o\

Dalla formula di rappresentazione otteniamo :
PROPOSIZIONE [.2.4. Se f & una funzione continua sul polidisco chiuso :
(1.2.6) D(2%1) = {|z — z?\ <r;j,1<j<n}ccC"

e olomorfa al suo interno, allora :

o al
(1.2.7) 0 < = swp |f(2)]. O
'™ 2e€80D(z0,r)
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LEMMA 1.2.5. Siano Q un aperto del piano complesso, K un compatto
di Q ed w un intorno aperto di K, relativamente compatto in Q. Allora, per
ogni intero m > 0 esiste una costante ¢, > 0 tale che

(12.8) sup 0™ £(2)] < em / ()] dady Vf € O®Q).

zeK

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una funzione reale y, di classe C*, con sup-
porto compatto contenuto in Q ed uguale ad 1 in un intorno aperto w’ di
K. Abbiamo allora, per la formula di rappresentazione ([Z2.1]),

(C )
K.
27”//w\w aC dC/\d( Ve o), Vze
Avremo allora, derivando sotto il segno d’integrale

m _ f(C) ~
O™ f(z 2772//w\w : _Z)deC/\dC Vfe o), VzekK,

da cui segue facilmente la tesi, dal momento che la funzione

IS S &) (Y
B8 = T o

¢ uniformemente limitata per (z,() € K x (v \ w'). O

COROLLARIO 1.2.6. Siano Kcompatto C Waperto € Qaperto C C™. Per ogni
a € N" esiste allora una costante Cp, = Co(K,w, Q) tale che:

(1.2.9) s?{p\a‘lf(z)y < Callfllerw) — VfeO®).

DIMOSTRAZIONE. Ricopriamo K con un numero finito di compatti K" ¢
w, della forma K" = th) X e X KT(Lh) con K]h compatto in C e per cia-

. h
scun h siano w](- ) h) =

wgh) X o0 X w,(lh) risulti K" € w™ & w. Si ricava immediatamente dal

Lemma [[23 che, per ogni multiindice a € N™ ed ogni indice h vi & una

aperti relativamente compatti di C tali che, per w!

costante c,(l) > 0 tale che

sup 0% f < €PNl ey Y € O(Q).

La (CZJ)) segue con C, = supy, c((xh). 0

COROLLARIO 1.2.7. Sia {f,} C O(Q) una successione di funzioni olo-
morfe su un aperto @ C C". Se f, converge a una funzione f uniformemente
sui compatti di 2, allora la funzione f e olomorfa su 2.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, dal Corollario [LZ8 segue che anche tutte le
derivate delle f,, convergono uniformemente sui compatti di 2. Quindi la f
¢ di classe C* e soddisfa anch’essa il sistema di Cauchy-Riemann df = 0,
onde f € O(). O
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COROLLARIO 1.2.8. Sia {f,} una successione di funzioni olomorfe sul-
Uaperto Q di C™. Se {|f,|} & uniformemente limitata sui compatti di 2,
allora possiamo estrarre una successione { fr,} che converge uniformemente
sui compatti di  ad una funzione f € O(£).

DiMOSTRAZIONE. Per il Corollario [LZ0l la successione {f,} & anche
equicontinua su ogni sottoinsieme compatto di 2. Quindi, per il teorema di
Ascoli-Arzela, la {f, } ammette una sottosuccessione che converge uniforme-
mente sui sottoinsiemi compatti di €. Il suo limite ¢ una funzione olomorfa
per il Corollario [CZ7 O

Le funzioni olomorfe soddisfano il principio di continuazione unica, de-
bole e forte, e il principio del massimo modulo:

TEOREMA 1.2.9. Sia Q un aperto di C™. Allora:

(1) Se f € O(Q) si annulla su un aperto w C §2, allora f si annulla su
tutte le componenti connesse di § che intersecano w.

(2) Se f € O(Q) si annulla con tutte le derivate in un punto 2° € €,
allora f si annulla sulla componente connessa di 2° in .

(3) Se f e O(R) edw & un sottoinsieme aperto relativamente compatto
i Q, allora

(1.2.10) sup | f(z)| = sup [f(z)].
zZEW ZEOw
(4) Se f € O) e |f| ha un massimo locale in 2° € Q, allora f ¢
costante sulla componente connessa di 2° in €.

DIMOSTRAZIONE. (1)-(2) Poiché f € O(f2) ¢ la somma della sua serie
di Taylor nell’intorno di ogni punto, ne segue che I'insieme dei punti in cui
essa si annulla con tutte le sue derivate e un sottoinsieme aperto e chiuso di
), e quindi unione di componenti connesse di Q.

(3) La (CZI0) & una facile conseguenza della maggiorazione di Cauchy
([C=20), per a = 0.

(4) Supponiamo che f € O(£2) abbia in 2° un massimo locale del modulo.
Se f(z") = 0, allora per lipotesi f si annulla in tutto un intorno di 2° e
quindi la tesi & verificata. Supponiamo quindi che f(z°) # 0. A meno di
sostituire ad © un intorno aperto connesso di 2", possiamo supporre che
If(2)] < |f(z%)] per ogni z € Q, e a meno di sostituire ad f la funzione
z — f(2)/f(2°), che sia f(29) = 1. Consideriamo la successione {f"}. Per
il Corollario [[Z§, possiamo estrarre una successione { fk”} che converge,
uniformemente sui compatti, a una funzione fy € O(2). Avremo:

{|fo<z>|=o se |f(z)] <1
folz)| =1 se |f(z)] =1

Poiché |fy| € continua in 2, ed abbiamo supposto {2 connesso, ne segue che
|fo(2)] = 1 per ogni z € Q, e quindi anche |f(z)] = 1 per ogni z € Q.
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Abbiamo quindi:
0=d(f-f)= f-of + f-0f
— —

eT=10Q T+l

— [0f =0 = [df =0f +0f =0]
e percio f & costante su ). O

Ci sono diversi risultati che assicurano ’olomorfia di una funzione a par-
tire da ipotesi piu deboli di quelle descritte nella definizione. Ne ricordiamo
due: il primo ¢ dovuto ad Hartogs, il secondo a Rado:

TEOREMA 1.2.10 (Hartogs). Sia f una funzione a valori complessi, defi-
nita su un aperto 2 di C™. Se, per ogni z € ), ed ogni intero j con1 < j < n,
la funzione di una variabile complessat — f(z1,...,2j-1, 2j+t, Zj41, .-, Zn)
e olomorfa per t in un intorno di 0 in C, allora la f & olomorfa in ).

TEOREMA 1.2.11 (Radd). Sia f una funzione continua a valori comples-
si, definita su un aperto Q0 di C". Se f ¢é olomorfa suQ\{z € Q| f(z) = 0},
allora f € olomorfa in tutto Q.

3. Il complesso di Dolbeault

Sia © un aperto di C". Indicheremo con £(£2) lo spazio delle funzioni di
classe C* su 2, a valori complessi. Esso ¢ un’algebra unitaria e commuta-
tiva complessa e un anello commutativo unitario con le operazioni usuali di
somma e prodotto di funzioni e di prodotto di una funzione per uno scalare.
Indichiamo con :

2n
£ () =P e (@)
h=0

I’algebra esterna delle forme differenziali su €2 a coefficienti complessi, di
classe C*°.

Indichiamo con I, = Jpen{l,...,n}" Vinsieme di tutti i multiindici
(41,...,1p), ove gli i; sono interi con 1 < i; < n. Se I € I, scriveremo
|I| =hseIc{l,...,n}" E conveniente introdurre la notazione:

dzI:dzil/\---/\dzih
dz' = dz, A Nz,
se I = (i1,...,ip) €1,.

Poiché £M(Q) = £(Q) ®c A%(C™), la decomposizione dell’algebra di Grass-
mann complessa, descritta nel §Ildel Capitolo[3], ci d& una decomposizione :

(1.3.1) &= P 1

0<p,q<n
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ove

(1.3.2) EPI(Q) = {Z’I:p " fradzt ndz?

fro€ 5(9)} :

Il simbolo Y significa che la somma ¢ fatta sulle p-uple e g-uple di indici
crescenti, cioe I = (i1,...,ip) con 1 < i3 <--- <i, <ned = (Ji,...,7q)
conl<jp <--<jg<n.
LEMMA 1.3.1. Sia Q un aperto di C". L’operatore differenziale
d:E£(Q) — E%(Q)

si estende in_ modo unico ad un operatore differenziale lineare omogeneo del
prim’ordine 0 : E*(Q) — £*(Q), tale che:

(1.3.3) O(fa)=0Of)Na+f-0a  Vfe&), Vae E(Q)
(1.3.4) dod=—dod
AanB)=(9a) AB+(-1)"andp

(1.35) Vo e EM(Q), V6 € £4(Q).

L’operatore 0 soddisfa :

(1.3.6) dod=0
(1.3.7) J(EPUQ)) Cc EPITL(Q)  YO<p,g<n.

DIMOSTRAZIONE. Dalle (L33) e (LZ3) ricaviamo che 9 (dz! A dz’) =0
perogni I, J € I,,. Ne segue che 0 & univocamente determinato dalla formula

= _ “~Ofr ,_ _
(138) 9| > frude' ndz’ | = > Za—%dzj/\dz"/\dz‘].

I,Jel, I1,J€l, j=1

In particolare vale la (C3). Inoltre, se v € £P4(12), allora o & la compo-
nente in £79+1(Q) di da. La (C30) & allora conseguenza del fatto che 9%«
¢ la componente in £P472(Q) di d%a, e d? = 0. O

Per ogni intero p con 0 < p < n ed ogni aperto 2 C C™ otteniamo
cosl una successione di spazi vettoriali ed applicazioni lineari (operatori
differenziali omogenei del prim’ordine) :

0 —— eroQ) 2 eri) 2 er) — . ...
(139 ... — Era=1(Q) _9 EP4(Q) _9 gratl(Q) — ...

SN (1) Py (o) J—

Poiché §? = 0, diciamo che (C3H) ¢ un complesso.
DEFINIZIONE 1.3.2. Il complesso ([L33) si dice complesso di Dolbeault

in grado p sull’aperto €. Le p-forme a € EPO(Q) che soddisfano 1’equazione
omogenea da = 0 si dicono p-forme olomorfe. Lo spazio delle p-forme
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olomorfe su {2 si indica con 2P(£2) o anche Hg’O(Q). Per ogni intero ¢, con
1 < q < n, il quoziente:

ker (9 : EP4(Q) — EPITH(Q))
1.3.10 H29(Q)) := _
( ) (@) Imm (8 1 EPATL(Q) — 51”7‘1(9))
si dice il g-esimo gruppo di coomologia del complesso di Dolbeault in grado

p su €.

Per definizione, il g-esimo gruppo di coomologia di Dolbeault esprime
I’ostruzione alla risolubilita del sistema di equazioni differenziali alle derivate
parziali :

(1.3.11) {ﬁ € Erii(Q)

0B = a € EPI(Q)

sotto la condizione di integrabilita per il secondo membro

(1.3.12) da=0.

Osserviamo che, per ogni aperto © di C”, & in modo naturale EP4(Q) ~

n

[507‘1(9)] (P), e questa decomposizione ¢ compatibile con 'azione di 0 su

ciascuna delle componenti di [50"1(9)] (Z) In particolare,

(1.3.13) HEA(Q) ~ [H;g,q (Q)} () |

e quindi in diverse considerazioni che svolgeremo nel seguito per il complesso
di Dolbeault potremo per semplicita ridurci al caso p = 0.

Indichiamo con D(9) il sottospazio di £(£2) che consiste delle funzioni f
che hanno supporto compatto in €2, tali cioe che:

(1.3.14) supp(f) ={z€ Q| f(z) #0} € Q.

Se a € EPY() si scrive nella forma:

_\" I p =]
(1.3.15) a= Z|I|=P, ‘leqaLsz Ndz?  con ary € E(),
poniamo :
(1.3.16) supp(a) = U supp(ay,y) .
[|=p, |7|=q
Poiché:
(1.3.17) supp(da) C supp(a),

otteniamo il complesso di Dolbeault in grado p su €2 per le forme a supporto
compatto:

0 —— D) —2— pri) —2— DPAQ) — ..

(1.318) ..., pra-l(q) — 2, pra) 2, pratlig) — ...

— D) — 2 DPR(Q) ——— 0.
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Indichiamo con:

ker (0 : DP4(Q) — DP4TLHQ
(1.3.19) () = 1 er ( : (_1) )
’ mim (8 : DPa—1(Q) — Dpvq(Q))

i gruppi di coomologia di Dolbeault per le forme a supporto compatto.
Nel prossimo paragrafo dimostreremo il seguente

TEOREMA 1.3.3. Se Q ¢ un qualsiasi aperto di C", allora :

(1.3.20) HZ"(Q) =0 VO<p<n
(1.3.21) HP 5 =0 YOo<p<n

e, sen>2eC"\ Q non ha componenti connesse compatte, allora :

(1.3.22) HPY () =0 YO<p<n.

comp,d

4. Laplaciano in R" e dimostrazione del Teorema

Per dimostrare il Teorema [L3.3] utilizzeremo alcuni risultati sull’opera-
tore di Laplace in R™.

LEMMA [.4.1. Sia A = 2822 loperatore di Laplace in R™. Sia Q) un
aperto di R™ ed indichiamo con H(2) lo spazio delle funzioni armoniche,
con la topologia della convergenza uniforme sui compatti di 2. Allora:

(1) A:C®(2,R) — C>*(,R) é surgettivo;
(2) sia T una misura con supporto compatto in . L’equazione A(u) =
T ha una soluzione a supporto compatto in € se, e soltanto se,

/Tf:O per ogni  f € H(Q).
Q

(3) se ¥ €& un aperto che contiene Q e tale che Q' \ Q non abbia
componenti connesse compatte, allora le funzioni armoniche su 2
si approssimano, uniformemente sui compatti di €, con funzioni
armoniche su €Y.

DiMOSTRAZIONE. Una soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace
e data da:

rt = max{r,0} sem=1

(1.4.1) E(z) = { —log|z| sem =2
~1

W se m > 2
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ovdl w,, = 27™/2/T(m/2) ¢ la misura della superficie della sfera (m — 1)-
dimensionale {|z| = 1} C R™. 1l fatto che E sia soluzione fondamentale
significa che, se T' & una distribuzione a supporto compatto, allora:

(1.4.2)  w(zx)=ExT(x)= /T(y)E(x —y)dA(y) risolve Au =T inR™.

Dimostriamo innanzi tutto la (2). Sia T' € M.(2,R) una misura con
supporto compatto in €2, ortogonale alle funzioni armoniche su €, e sia
u(zx) = ExT(x). La u & definita su R™ ed armonica sul complementare del
supporto di 7 in R™. Se z € [ ed o € N™, allora y — (OyE)(x —y) &
una funzione armonica su €, e quindi 9¢u(z) = [ [(%XE)(:E —y)| T(y) = 0.
Dunque u si annulla di ordine infinito su tutti i punti del complementare di
supp(T') in R™ e percio, per il teorema di continuazione unica forte, su tutte
le componenti connesse di Csupp(7’) che intersechino il complementare di €.

Se poi R = supgppr) |2], per [z] > R fissato possiamo sviluppare
E(z — y) in serie di polinomi omogenei:

o0
E@-y) =Y ),
h=0
con convergenza uniforme su {|z| < R} e quindi

(1.43) u@) =Y [ 1) =0,
h=0

da cui otteniamo che il supporto di u e limitato, e dunque compatto. Poiché
abbiamo gia osservato che il supporto di v € contenuto in 2, ne segue la (2).

Dimostriamo ora la (3). Per il teorema di Hahn-Banach l’applicazione
di restrizione H(Q') — H(Q2) ha immagine densa se e soltanto se:

T e MA(QR) e
(1.4.4) /Tf _0 Ve @) = /Tf =0 VfeH().

Sia quindi 7' € M.(2, R) una misura regolare ortogonale a tutte le funzioni
armoniche su . Consideriamo u(x) = E % T(z). Per il punto (2) essa &
ha supporto compatto contenuto in €' ed & armonica su Csupp(T). Per il
teorema di continuazione unica per le funzioni armoniche, la u sara nulla
su tutte le componenti connesse non compatte di '\ supp(7T’), e quindi su
'\ Q per l'ipotesi che €'\ © non avesse componenti connesse compatte.

IRicordiamo che la funzione Gamma ¢ definita dall’integrale di FEulero:
(z) = [°t*"'e'dt per Rez > 0, ovvero dal prodotto infinito 1/I'(z) =

ze T, [(1— %) efz/k] per z € C. Qui v & la costante di Fulero, definita da
v = limg—co [(22:1 %) — log k] Se k & un intero positivo, abbiamo: I'(k + 1) = k!,
D(k+3) = G508 /m
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Quindi supp(u) C 2 e da questo segue che:

(1.4.5) /Tf:/QAuf:/QuAfzo Vf € H(Q),

e questo dimostra che I’applicazione di restrizione H(Q)') — H(2) ha imma-
gine densa.

Dimostriamo infine la (1). Sia Q un aperto di R™ ed f € C*(Q2,R). Sia
{K,},en una successione di compatti con:
K, C int(Kp41),

2\ int(K,) non ha componenti connesse compatte,
Uk, =a.
1%

Per ogni v poniamo:

uy () = . fW)E(x —y)dA(y) ,per z € Q.

Allora:
Auy(z) = f(z) suint(K,).

Dico che possiamo trovare una successione di funzioni v, € C* (int(K,)) tali
che, posto K_1 = (), risulti:

Avy,(z) = f(x) suint(K,) e sup |vpi(x) —v(z) <277, VveN.
zeK, 1

Possiamo infatti scegliere vg = ug e, supposto di aver scelto vy, ..., v, per

qualche v € N, osserviamo che u,+; —v, € H(int(K,)) e quindi per il punto

(2) esiste una h € H(Q) con sup,cr, , |[tvt1(z) — vo(x) — h(z)] < 277,

Possiamo allora scegliere v, 41 = uy,4+1 — h su int(K,41). Definiamo quindi

una soluzione u € C*°(Q,R) di Au = f in  ponendo:

(1.4.6) u(@) = vy(x) + Y (Vg1 (@) — vppn(@))  su int(K,).
h=0

Infatti la serie a secondo addendo converge uniformemente su ogni compatto
di int(K,) ad una funzione armonica su int(K,) e le diverse definizioni della
u sugli aperti int(K,) coincidono. O

DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [L3.3l Torniamo ora alla dimostrazio-
ne del Teorema [[33 Per dimostrare la (L320) utilizziamo il Lemma [[C4.]]
L’operatore di Laplace in C" ~ R?" si pud scrivere nella forma :

(1.4.7) A:4Zn: ii.
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Un elemento o € £%7(Q) si scrive in modo unico come a = fdz; A --- A dZ,.
Se u € £(Q) e soluzione di A(u) = f, la

5= X I A ndz,, €€ 9)
J

j=1 1<j1<<jn, <n
jn#j V1<h<n—1

¢ allora soluzione di 93 = .

La (C3Z20) ¢ conseguenza del principio di continuazione unica per le
funzioni olomorfe.

Dimostriamo ora la (L322). Siaa € DO’_I(Q). Scriviamo a = > a;dz;
con o € D(Q). La condizione che a € ker 0 ci da:

Oa; aah .
1.4.8 —2 =" Vi<j<h<n.
( ) 0z, 0% =J ="

Poniamo:

w(z1,22. ., 2n) = // il C’Z2"”’Z")dC/\aif
2ri

27”// ay(z C,ZQ,...,Zn)dC/\dé—_‘

La seconda uguaglianza mostra che v € £(C"). Inoltre, & chiaro che u = 0

per (22,...,2,) fuori da un compatto di C*~!. Per la formula di Cauchy-
Martinelli (32T per le funzioni di una variabile, abbiamo g—; = ay. De-

rivando sotto il segno d’integrale otteniamo poi, per 1 < j < n, sempre
utilizzando le formule di Cauchy-Martinelli ([321) :

Ou 1 ai(zr — (22, .., 2,) /0% =
0z;  2mi // ¢ dende

- 80&) 4 (,22, "?Zn)/azl o
o 27?@// ¢ dnde =ay.

Quindi Ju = a. Osserviamo poi che la u & olomorfa fuori dal supporto di
a e nulla fuori da un compatto. Poiché per ipotesi (€2 non ha componenti
connesse compatte, otteniamo in particolare che u = 0 su 0Q, e quindi
supp(u) C Q. O

5. Singolarita eliminabili e teorema di Bochner-Fichera

Una fondamentale differenza tra le funzioni olomorfe di una e quelle di
piu variabili complesse € che le seconde, a differenza delle prime, non possono
avere singolarita isolate.

Infatti, come conseguenza della ([C322), vale il seguente :

TEOREMA 1.5.1 (Hartogs). Sia  un aperto di C" e sia K un sottoin-
sieme compatto di ) tale che Q\ K sia, connesso. Allorq, sen > 2, per ogni
fe O\ K) vi é una ed una sola f € O() tale che f(z) = f(z) per ogni
z €.
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DIMOSTRAZIONE. Fissiamo una funzione ¢ € C*°(C™,R) tale che:
0<a¢(z) <1VzeC"
K Cint({¢(z) = 0}) C {o(z) <1} €,
CQ C int({p(2) = 1}).
Poiché 0¢ ¢ nulla in un intorno di K U 99, la:

0 su CQ
a=<f-0¢ su Q\K
0 su K

¢ una forma in D%!(C") che soddisfa da = 0. Per la (L322 vi ¢ allora
un’unica v € DYO(C") tale che du = . La f = f¢ — u & una funzione
olomorfa su . Inoltre, v & olomorfa fuori dal supporto di d¢. Poiché u &
nulla fuori da un compatto, ne segue che u = 0 su un sottoinsieme aperto di
Q\ K. E percid f = f su un aperto di O\ K e quindi f = f su tutto Q\ K
per il teorema di continuazione unica, in quanto abbiamo supposto Q \ K
connesso. La f cosi ottenuta definisce allora D'estensione cercata. O

Vale inoltre il:

TEOREMA 1.5.2 (Bochner - Fichera). Sia Q un aperto limitato di C",
n > 2, con frontiera regolare di classe C* e CQ connesso. Sia p una funzione
reale di classe C*°, definita in un intorno di 02 in C", con p(z) = 0 e
dp(z) # 0 per ogni z € 0. Sia f € E%9(Q) una funzione che soddisfi
l’eqwzzion(E]:9

(1.5.1) Of(2) NOp(z) =0 Vz € .

Allora esiste un'unica funzione f € O(Q) NEY(Q) tale che f(z) = f(z) per
ogni z € 0N).

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo per ricorrenza che esistono { f} € £%9(€)
ed {an} C E91(Q) tali che:

fo=1Tf
O (> hofrp™) = p™auy, sudQ VYm e N.

Infatti, dalla ([CEJI), segue che si possono trovare f1 € E%9(Q) e By €
E%1(Q) tali che:

(1.5.2)

(1.5.3) 8f = 8fo = —f18p+ pB1.

Abbiamo quindi:

(1.5.4) 9 (fo+ fip) = p(Br + 0f1)
————

=

2La [CED) & Vequazione di Cauchy-Riemann tangenziale.
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Supponiamo di aver costruito f ed ap per h < m, m > 1. Differenziando
nella seconda delle (C22), otteniamo:

_ _ _ 1 -
(1.5.5) 0=mp™ L0p A m + PO, = Op A Qi + — pOory, = 0.
m

Da questa ricaviamo che:

(1.5.6) = —(m + 1) fr10p + pBm1
per opportune fp,41 € £%°(Q), Bni1 € £%Y(Q). Quindi:

m~+1
(1.5.7) d <Z fhph> = p" ((m + 1) frng1 + Bmyr)-
h=0

=0m+41

La serie f* = > 7, p"fr, & una soluzione formale del sistema di Cauchy-
Riemann df* = 0 su 9. Sia g € £(Q) una funzione di classe C* tale che]
9= Ym0 fnp = o(p™) per ogni intero positivo m. Avremo allora g = f su
0Q e Og = 0= su 0f).

In particolare

dg suQ
1.5. =
(158) K {0 su CQ

¢ una forma in D%!(C"), che soddisfa le condizioni di integrabilita dn = 0.
Per la (C322) esiste una funzione u € D*°(C") per cui n = du su C™.
In particolare u & olomorfa su 0 e si annulla fuori da un compatto. Per
l'ipotesi che CQ non avesse componenti connesse limitate, e per il teorema
di continuazione unica, ne segue che supp(u) C Q. Quindi g(z) — u(z) =
f & olomorfa ed uguale ad f su dQ. Chiaramente lestensione f di f &
univocamente determinata per il principio di massimo. O

OSSERVAZIONE 1.5.3. Possiamo riformulare e dimostrare il teorema sotto
ipotesi di regolarita meno restrittive su 0€2 e su f. Basterebbe supporre, ad
esempio, la regolarita di classe C* della frontiera e della funzione.

6. Il Lemma di Dolbeault

In questo paragrafo dimostriamo il:

3 La g pud essere costruita nel modo seguente. Fissiamo una funzione x € C*°(R,R)
con x(t) =1set > —(1/2) e x(t) =0set < —1. Allora, pur di scegliere una successione
{rn} con rp /" 400 in modo sufficientemente rapido, la serie:

9(2) = > fu(2)x(rap(2))p" (2)
h=0

converge con tutte le derivate sui compatti di { e definisce quindi una funzione su  che
soddisfa tutte le condizioni richieste.
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TEOREMA 1.6.1 (Lemma di Dolbeault). Sia D = Dy x --- X D,, un
polidisco di C™. Allora :

(1.6.1) HZY(D) =0 VO<p<n,Vg>1.

e

DIMOSTRAZIONE. B sufficiente dimostrare la (CB) nel caso p =
Osserviamo ancora che per il Teorema la tesi vale nel caso ¢ = n.
Supporremo quindi nel seguito che p=0e 1 < ¢ < n.

Cominceremo con il dimostrare che,

[+] seq>1, a € E%(D) e da = 0, allora per ogni polidisco D' € D
possiamo trovare una 3’ € £%971(D’) tale che 03’ = a su D'.

Indichiamo con EQ?k(D), per 0 < k < n, il sottospazio vettoriale delle
a € £%4(D) che sono indipendenti da dz; per j > k, che cio¢ si possono
scrivere nella forma:

(162) o= Z aj1,...,jqd5j1 A A d,?jq con Q... 4, € 50’0(D).
1<j1<<jg<k

Dimostreremo, per induzione su k, che,
) se a € E¥*(D) e da = 0, allora per ogni polidisco D’ € D
" esiste una § € %971 D’) per cui 8 = a su D'.

Il caso k = 0 ¢ banale, in quanto E4%(D) = 0se ¢ > 1. Il caso k = n &
la tesi, perché E4"(D) = £%4(D). Supponiamo quindi che, per un k con
0 < k < n, la ([B) sia valida per ogni h > 1 ed ogni coppia di polidischi
D’ € D. Osserviamo ancora che, se a ¢ data dalla (CE2) e da = 0, avremo:

8. .
(1.6.3) %:0 V<< <jo<k ed h>k.
h

Fissiamo o € E%**1(D) che soddisfi da = 0. Scriviamo « nella forma :
a=oag+dZe Aoy con oy € EFF(D), a; € E9VE(D).

Possiamo supporre per semplicita che il polidisco D abbia centro 0 e che in
particolare Dy = {t € C | |[t| < R}. Se 0 < r < R, fissiamo una funzione
reale ] x;, di classe C* su C, che valga 1 in un intornodi {t € C | |t| <r} e
sia uguale a 0 in un intorno di {¢t € C | |t| < R}.

4 Per costruire una tale Xr, possiamo osservare che la funzione reale di una variabile
reale T:

1 1/(s2-1)
1/}(7') _ fmax{fl,min{r,l}} € ds

f—ll el/(s2=1)dg
¢ definita e continua con tutte le sue derivate su R, & uguale a 1 se 7 < —1 ed uguale a 0
se 7 > 1. Possiamo quindi ad esempio scegliere :
2|t|> — R? — r?
(t) = e I
w0 =u (M

per teC.
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Poniamo quindi:

1 a1(z1y oy 2ky by 2Ea 0y, 2 _
ur(zla"'azk‘-i-la-.-,zn):%/(;XT(C) ( P + n)dt/\dt
— Zk+

Otteniamo allora, per la Proposizione [XIITL2.10, che la restrizione di o — Ou,
al polidisco D N {|zx41| < r} & una forma in B4t (D N {|zp41| < 7}). Se
D’ & un polidisco con D" € D, avremo D' € D" = (D N{|zk11| < r}) pur di
scegliere r < R abbastanza vicino ad R. Applicando l'ipotesi induttiva alla
restrizione di a— du,., potremo trovare 3’ € £%4=1(D’) tale che a—du, = 05’
in D' e quindi § = B’ + u, ¢ una forma in £%97! per cui 08 = a su D'.
Questo completa la dimostrazione della (Py11), e quindi di [#].

Osserviamo che, dati due aperti ; € Q9 di C" ed una forma n €
EP1(Qy), & sempre possibile trovare una forma 7 € EP4(C™) con 71 = 1 su
;. Basta infatti, ad esempio, fissare una funzione ¢ di classe C*°, a supporto
compatto in €y ed uguale ad 1 in un intorno di Q;, e definire 77 uguale a
¢ -n su )y e uguale a 0 fuori di 2. Potremo quindi enunciare diversamente
il risultato appena dimostrato, dicendo che:

[#+] Se a € £%(D), con ¢ > 1, & una forma O-chiusa su un polidisco
DcCreD éun polidisco relativamente compatto in D, allora esiste una
B € £%-1(C) tale che 93 = o in D'.

Nel completare la dimostrazione di (CG.J), discuteremo separatamente
icasig=1leq>1.

Supponiamo dapprima che ¢ > 1. Sia {D(,)|v € N} una successione
di policilindri con D,y € D41y € D = |J D). Fissiamo a € £9(D) con

Oa = 0.
Dico che & possibile determinare una successione {3, } c £%471(C") con:

(4) 0B, = a su D,
(”) Bu—i-l = /811 su Dl/—l .

Per [+#] esiste infatti By € £%971(C") tale che 03y = a su D). Sup-
poniamo per ricorrenza di aver costruito £, per v < m € N, e sia v €
E%~1(C™) una soluzione di 9y = a su D(y,41). Allora la restrizione a
D,y della differenza (3, —~ & una forma O-chiusa in Eo’q_l(D(m)) e, poiché
(g—1) > 1, per la [**] possiamo trovare n € £%972(C") tale che 3,, —v = Jn
su Dy, —1). Possiamo quindi definire Sp,11 = v + dn, e le condizioni (i) e
(73) sono allora soddisfatte. Utilizzando la successione {3, }, definiamo una
soluzione 3 € £%971(D) di 93 = o ponendo 8 = (,,1 su D.

~ Consideriamo ora il caso ¢ = 1. Sia a € £%'(D) una (0,1) forma con
da = 0. Sia {D(,) |v € N} una successione di policilindri con D,y € D, 11
eD= D(,). Dico che, in questo caso, posso costruire una successione di
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funzioni {u, } C £(C") tali che:

(a) ou, =« su D,
(b) luy (2) —up—1(2)| < 27 Vze D, o.

Per la [+#], possiamo trovare una uy € £(C") tale che dug = « su D .
Supponiamo per ricorrenza di aver gia costruito u,, per v < m, in modo che
le (a) e (b) siano verificate per tutti i ¥ < m. Per la [xx], possiamo trovare
una u € £(C") che verifica du = a su Dpy1)- La differenza u,, —u soddisfa
allora (u,, —u) = 0 su D,y e quindi definisce una funzione olomorfa su
D,y Poiché, per la Proposizione [C23 la serie di Taylor di w,, — u con
centro nel centro del polidisco D(;,) converge uniformemente a u;, — u su
ogni compatto di D), possiamo trovare un polinomio olomorfo g(z) €
Clz1,. .., 2zn], tale che SUD.e Dy, |um (2) —u(z) —g(2)| < 27™. Allorale (a)
e (b) sono verificate per v < m + 1 se definiamo u;,+1 = u + g.
Poniamo:

e e}

up(2) = w1 (2)+ D (w1 —u;)  su D).
j=v+1

La serie a secondo membro converge uniformemente a una funzione olomorfa
su D, per la (b). Quindi il secondo membro & ben definito e soddisfa du!, = «
su D). E poi u), = u;, su Dy se v < v, /. Possiamo percio definire una
soluzione u € £(D) di du = a ponendo u = u/, su D). La dimostrazione e
completa. O

7. Un teorema di H.B. Laufer

Per studiare i gruppi di coomologia del complesso di Dolbeault si utiliz-
zano spesso metodi di analisi funzionale, che forniscono informazioni sulla
finitezza della loro dimensione come spazi vettoriali complessi. Risulta al-
lora utile ’elegante risultato di H.B. Laufer [ per il caso degli aperti di C™,
che dimostriamo in questo paragrafo.

TEOREMA 1.7.1. Sia Q un aperto di C" e siano p, q interi con 0 < p,q <
n. Allora il gruppo di coomologia di Dolbeault Hg’q(Q) o ¢ nullo, o é uno
spazio vettoriale complesso di dimensione infinita. Analogamente, anche il
gruppo di coomologia di Dolbeault a supporti compatti H’C’ (’)‘inp 5(9) o ¢ nullo,
0 € uno spazio vettoriale complesso di dimensione infinita. 7

5Henry B. Laufer: On the infinite dimensionality of the Dolbeault cohomology groups.
Proc. Amer. Math. Soc. 52 (1975), pp.293-296.
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che, se f € O(2), abbiamo un diagram-
ma commutativo

Era—1(Q) _9 EPA(Q) _9 Eratl(Q)

(1.7.1) fi fl fl

gra-1(Q) —2— gra() —2 gra+l(q)
e piu in generale, se P(z,D,) = ngm aa(2)0f" -+ 99m  con 9; = 0/0z;,
an € O(), & un operatore differenziale a coefficienti olomorfi in 2, ottenia-
mo un diagramma commutativo

Era1(Q) i} EPA(Q) L EPatL(Q)

(1.7.2) P(z,Dz)l P(z,Dz)l P(z,Dz)l

gra-1(Q) —2— gra() —2 grati(q),
ove intendiamo che 'operatore differenziale si applichi a ciascuna compo-
nente delle forme.

Ne segue che i gruppi di coomologia Hg’q(ﬂ) sono moduli a sinistra sia
rispetto all’anello O(£2) delle funzioni olomorfe su €2, sia rispetto all’anello
O(Q)[01, ..., 0] degli operatori differenziali olomorfi su .

Supponiamo ora che, per interi p, ¢ fissati con 0 < p,q < n il gruppo di
coomologia Hg’q(Q) sia uno spazio vettoriale complesso di dimensione finita.
Abbiamo allora ¢ > 1, perché gli spazi delle funzioni e delle forme olomorfe
su €2, come spazi vettoriali complessi, hanno dimensione infinita.

Consideriamo Hg’q(Q) come un C[z]-modulo per restrizione dell’anel-
lo O(f2) dei coefficienti. Supponiamo per assurdo che Hg’q(Q) abbia di-
mensione complessa d > 0 e sia &1,...,&; una sua base su C. Poiché
fj,zlfj,szj,...,zinfj, ... essendo una successione con infiniti termini e li-
nearmente dipendente, esistera per ogni j = 1,...,d, un polinomio non
nullo p;(z1) € Cz1] tale che p;(21)&; = 0. Il prodotto pi(z1) - - - pa(z1) an-
nullera allora tutti gli elementi di Hg’q(Q). Dunque l'ideale Z dei polinomi di
Cl[z1] che annullano tutti gli elementi di H3?(Q2) & non banale. Poiché C[z]
¢ un anello a ideali principali, sard Z = (p(z1)) per un polinomio monico
p(z1) di grado positivo. Sia ora f € £P4(2) con df = 0 e consideriamo il
prodotto p/(z1)f. Risulta

P(21)f =01 (p(21)f) — p(z1)01f in Q.

Poiché anche (91 f) = 0, sia p(z1) f che p(z1)9;f sono coomologhi a zero in
HZ(Q). Esisteranno cioe u,v € EM47" tali che

Ou=p(z1)f, Ov=p(z)0f in Q.

Allora
p(z)f =00u—v) in Q.
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Quindi, il prodotto per p’(z1) di qualsiasi (p, ¢)-forma d-chiusa & coomologo
a zero in HZ?(Q). Cid dimostra che p/(z1) appartiene all'ideale Z, ma cio ¢
assurdo perché p ha grado positivo.

Si ragiona in modo analogo per i gruppi HY (’)‘fnp 5(€). O

8. Il teorema di Radé
Dimostriamo in questo paragrafo il Teorema di Radé [Tk

TEOREMA 1.8.1. Sia Q un aperto di C" ed f € C°(Q) una funzione
continua su Q. Sia U ={z € Q| f(2) # 0}. Se la restrizione di f ad U ¢
una funzione olomorfa, allora f & olomorfa in ).

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo innanzi tutto la validita del Teorema nel
caso n = 1. Possiamo allora supporre che = A = {|t| < 1} sia il disco
unitario. Vale il seguente

LEMMA 1.8.2. Sia f € O(A) una funzione continua sulla chiusura del
disco unitario di C, la cui restrizione ad U = {t € C | f(t) # 0} sia una
funzione olomorfa non identicamente nulla. Allora, per ogni funzione g,
olomorfa su U e continua su U, vale la disequaglianza:

(1.8.1) lg@)| < sup |g(7)].
TEOANU

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che, se g fosse identicamente nulla, non
ci sarebbe nulla da dimostrare. Applichiamo il principio di massimo alla
funzione ¢* f, che ¢ olomorfa su U e continua su U. Abbiamo

9" () f()] < sup |¢°(7)f(T)| = sup [¢"(n)f(7)], VteU,
TeoU TEOANU

perché f & nulla sui punti di QU che non appartengono a dA. Estraendo la
radice k-esima, otteniamo

lgOIVIfF@)] < sup [g(r)[ ¢/ sup |f(7)] VE=12,...

T€OANU TEOANT
Otteniamo la (L)) passando al limite per k — +oc. O

Dal Lemma [L8.2 ricaviamo

LEMMA 1.8.3. Sia f una funzione complessa, continua sulla chiusura A
del disco unitario A C C ed olomorfa sull’insieme U dei puntit di A in cui
f(t) #0. Se f non é identicamente nulla, l’insieme U ¢é denso in A.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che U non sia denso in A.
Possiamo allora fissare un punto tg € A\ U, con
dist(to, Z?U) <1l- ‘to‘ = dist(t(),aA).
La funzione g(t) = 1/(t—tp) & olomorfa su U e continua su U, ma non soddi-

sfa la (CRJ]). Abbiamo cosi ottenuto una contraddizione. La dimostrazione
del Lemma ¢ completa. O
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Completiamo ora la dimostrazione del Teorema di Radé nel caso in cui
(2 sia il disco unitario A di C, e la f sia continua sulla chiusura A di A. Per
il teorema di approssimazione di Stone-Weierstrass, possiamo trovare una
successione di polinomi {px(z)} C Cl[z] tali che

sup [Re(f(t) —pe(t))| < 27%F per k=1,2,....
te0A

Poiché le funzioni ef ) =Pr(®) od ePk()=F(t) sono continue su A ed olomorfe in
U, otteniamo, per i Lemma [L82 e [L8.3] che

sup |RUO-PO)| = gup [SO-PHO| = sup |/ O-PEO| = gup R O-PLO)|
A A

0A 0A
sup |Rer &1 ®)| = sup | PO | = gup [PO-TO| = gup | RelrO=7@)]
oA OA

Da queste diseguaglianze ricaviamo che Re py(t) converge uniformemente a
Ref(t) su A. Ne segue che Ref(t) & armonica, e quindi C*, nei punti di
A. Analogamente si verifica che Imf(¢) ¢ armonica, e quindi C*, nei punti
di A. Quindi f ¢ di classe C*™ su A, e soddisfa le equazioni di Cauchy-
Riemann sull’aperto U, che ¢ denso in A. Quindi soddisfa le equazioni di
Cauchy-Riemann, e quindi ¢ olomorfa, su A.

Consideriamo ora il caso generale. Sia € un aperto di C", f € C°(Q),
U={2€Q]| f(z) #0ed fly € O(U). Dalla discussione precedente, segue
che, per ogni aperto A di C ed ogni ¢ : A — Q olomorfa, la A > t —
foo(t) € C e olomorfa in A. 1l fatto che f sia olomorfa in €2 segue allora
dal teorema di Hartogs sulla separata olomorfia. Possiamo comunque
dare comunque una dimostrazione indipendente del fatto che f sia olomorfa
in 2. Osserviamo che ¢ sufficiente dimostrare che f & olomorfa in zy per ogni
29 € Q\U. Se f =0 in un intorno di zp, non c’¢ nulla da dimostrare. Se non
e questo il caso, possiamo trovare una retta complessa ¢ per zy tale che la
restrizione di f ad £ non sia nulla su un intorno in ¢ di zy. Possiamo supporre

che zop = 0 ed ¢ sia la retta £ = {20 =0, ..., z, = 0}. Per la discussione
precedente, per ogni 2’ = (29,...,2,) € C" ! fissati, la t — f.(t) = f(t, )
¢ olomorfa su A, = {t € C | (t,2') € Q}. In particolare, 0 ¢ uno zero

isolato di fo(t). Possiamo quindi trovare un numero reale ; > 0 tale che
Ap contenga il disco {|t| < r1} ed fo(t) # 0 se |t| = r1. Poiché f e continua,
possiamo trovare allora un € > 0 tale che € contenga il polidisco chiuso
D = {|z1] <1, |7 <€ 2 <j<n}, ed f(z) # 0 sulla frontiera 9D di D.
Consideriamo allora l'integrale

ti o, ot
[ At
8D (t1—21) - (tn — 2n)

Esso definisce una funzione olomorfa sull’insieme D dei punti interni del
polidisco chiuso D. Ma tale funzione coincide con f in tutti i punti di D:
infatti, poiché f & olomorfa in un intorno di 0D, otteniamo per la formula
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di Cauchy applicata ai punti (¢1,2") € {|t1] =r1} x {|z;| <€, 2 <j <n},
t1,to,...,1 ty, 2
1 / fltta, - tn) dtr b, — L f(laz)dt1
60D(

(2ma)™ t] — zl) e (tn - Zn) o [t1]|=r1 t1 — 21

e l'integrale a secondo membro da f(z1,2’) perché la t — f(t,2') & olomorfa
in un intorno del disco {|t| < r}. O



CAPITOLO 2
Domini di olomorfia

1. Serie di potenze e domini di Reinhardt

Sia {aq aenn un insieme di numeri complessi, indicizzati dai multiindici
a € N, Chiamiamo serie di potenze in C™ 'espressione formale:

o
2.1.1 = g o 2" = E a PR e
( ) qb aENn « A1y an=0 Qaq,...,n ~1 n

Poiché l'insieme N™ dei multiindici non ha un buon ordinamento naturale,
non possiamo definire la nozione di convergenza, come nel caso delle serie
di potenze per funzioni di una variabile complessa, a partire da quella di
convergenza per serie e successioni di funzioni. Ricordando pero che, per
le serie numeriche, ’assoluta convergenza ¢ equivalente alla convergenza
incondizionata, possiamo dare la seguente:

DEFINIZIONE II.1.1. Si dice dominio di convergenza della serie di po-
tenze (ZIT)) l'insieme D(¢) dei punti z € C" tali che la (ZI1I) converga
assolutamente in un intorno di z.

Sia poi B(¢) 'insieme dei punti z € C" in cui sup |aqa2z®| < +00.
aeNm

Chiaramente D(¢) C int(B(¢)). Volgiamo dimostrare che vale 'ugua-
glianza. In primo luogo, vale il seguente

LEMMA I1.1.2 (Abel). Se w € B(¢), allora il polidisco:
{|Zj| < |wj|7 J=1... >n}
é contenuto nel dominio di convergenza D(¢) di [ZI1TI).

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, esiste una costante positiva C' > 0 tale
che |aqw®| < C per ogni o € N™. Se (|z;]/|w;]) < k; < 1, allora:

laqz®| < Ck® = CkT™* -+ -k

e la tesi segue allora dalla convergenza assoluta della serie:

o« 1
2 Ty

Dal Lemma di Abel si ricava immediatamente:

31
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TEOREMA I1.1.3. Il dominio di convergenza D(¢) della serie di potenze
ZI) ¢ uguale alla parte interna di B(¢). Inoltre, la serie (Z2I1) converge
normalmente in D(¢), quindi la somma definisce una funzione analitica ¢(z)
in D(¢). O

TEOREMA IL.1.4. Sia ¢ = Y cnn a2 una serie di potenze. Poniamo
(2.1.2) D*(¢) ={&=(&,....&) €eR"| (%, ..., ¢"") € D(¢)}.
Allora
(2.1.3)  D*(¢) € un aperto convesso di R",

(2.14) neD*(¢) sewiéunal € D*(p) connj <& perj=1,...,n.
Inoltre:

(2.1.5) D(¢) = U&D*(d)){z €C|z| <e¥ Vj=1,...,n.}.

DIMOSTRAZIONE. Introduciamo l'insieme B*(¢) dei punti £ € R"™ per
cui

sup |aq exp({al€))] < +oo.
aeN™

Per il Teorema LT3 D*(¢) ¢ la parte interna di B*(¢). Se &,n € B*(¢),
allora per una costante C' > 0 abbiamo

aalexp((ef€)) <C e laa|exp({aln)) <C  VaeN"
Se A\, u > 0e X+ p =1, abbiamo:
|aal exp((a| A + im)) = (Jaa] exp({al€)))* (Jaa] exp((aln)))* < CACH = C.

Questo dimostra che B*(¢) ¢ convesso. Le altre proprieta seguono facilmen-
te. O

Vogliamo dimostrare che viceversa, se D*(¢) € un dominio convesso che
soddisfa (ZI4), allora la D(¢) definita da (I3]) & il dominio di convergenza
di una serie di potenze. Diamo innanzi tutto la definizione:

DEFINIZIONE I1.1.5. Un dominio di Reinhardt ¢ un aperto 2 C C™ tale
che:

(2.1.6) 2€Q, uy,...,up, € ST CC = (u121,...,upnz,) € Q.

TEOREMA I1.1.6. Sia Q un dominio di Reinhardt connesso e contenente
lorigine e sia f € O(Q). Allora la serie di Taylor

N A« a
ZaeNna/a.)a f(0)z
di f nell’origine converge normalmente ad f in ).

DIiMOSTRAZIONE. Il teorema segue dai risultati precedenti nel caso in
cui 2 = C™. Supponiamo ora che Q # C". Sia e > 0 e sia

Qc = {z € C"|dist(z,0Q) > €|z|}.
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Abbiamo 0 € Q. C Q ed Q. ¢ aperto. Indichiamo con 2, la componente
connessa di Q. che contiene 0. E Q. ' Q. Per z € Q. poniamo:

1 f(tlzl,...,tnzn)
N Rl O e e e LIS
L’integrale ¢ ben definito, perché abbiamo supposto che 2 sia un dominio
di Reinhardt. Differenziando sotto il segno d’integrale, troviamo inoltre che
ge € olomorfa in Q. Scegliendo |z| cosi piccolo che (t121,...,tnz,) € Q per
tj| < (1 + €), otteniamo che f = g, in un intorno di 0 e quindi in tutto €2,
perché QL & connesso. A questo punto utilizziamo il fatto che:

1 1 1
* — .
( ) (tl — 1) e (tn — 1) ; tfllll1+1 t%n‘l’l

con convergenza normale per |t;| = 1+ €. Sostituendo (@) nell’integrando di
(TD) ed integrando per serie troviamo che f(z) =", fa(z) con:

1 f(tlzl, Ce ,tnzn)
« (27T Z)n ‘tj|:1+6 t?l“l‘l . %n+1

Ancora, in un intorno di 0, e quindi su tutto 2, per continuazione analitica,
fa(z) = 240 f(0)/al. La dimostrazione ¢ completa. O

DEFINIZIONE I1.1.7. Un dominio di Reinhardt 2 si dice logaritmicamente
convesso se:

(2.1.8) 2=, {z ccr

per un sottoinsieme 2* di R™ con:

;] < €%, ijl,...,n}

(2.1.9) 2" & un aperto convesso C R",
(2.1.10) neR" €O, n <&Vji=1,....n=ne"

Poiché la parte interna dell’intersezione di una qualsiasi famiglia di domi-
ni di Reinhardt logaritmicamente convessi € ancora un dominio di Reinhardt
logaritmicamente convesso, per ogni dominio di Reinhardt {2 ne esiste uno,
logaritmicamente convesso, e piul piccolo rispetto all’inclusione, Q, che lo
contiene.

DEFINIZIONE I1.1.8. Q si dice I'inviluppo logaritmicamente convesso di
Q.

Dai Teoremi [T.T.4l e [T.T.6l otteniamo:

TEOREMA I1.1.9. Se 2 ¢ un dominio di Reinhardt connesso contenen-
te Uorigine e £ il suo inviluppo logaritmicamente convesso, allora tutte le
funzioni olomorfe in Q si estendono in modo unico a funzioni olomorfe su
Q. O

Esemprio I1.1.10. SIE}Q = {|Zl| < M, |Z2| < 1}U{|Zl| <1, |Z2| < M} -
C2, con M > 1. Allora Q = {(21, 22) € C?|max{|z1], |22], |z122|} < M}.
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2. Domini di olomorfia

I1 dominio © di C? dell’Esempio ha la proprieta che ogni funzione
[ olomorfa su {2 ammette un’estensione olomorfa f a un dominio pit grande
Q. Allo stesso modo abbiamo visto (Teorema [[5.]]) che, se Q & un dominio
di C", conn > 2, e K € Q un compatto per cui 2\ K sia connesso,
Papplicazione di restrizione O(Q2) — O(Q \ K) & un’applicazione bigettiva.

Il fatto che, per n > 2, non tutti gli aperti di C" siano domini di esistenza
di una funzione olomorfa ¢ una delle fondamentali differenze tra la teoria
delle funzioni olomorfe di una e di piu variabili complesse. Infatti, se 2 & un
qualsiasi dominio di C con () # Q ;Cé C, si puo sempre trovare una funzione
f € O(Q) che non si possa prolungare analiticamente nell’intorno di nessun
punto zg € 012.

Introduciamo la definizione:

DEFINIZIONE I1.2.1. Un aperto 2 C C™ si dice un dominio di olomorfia
se non esistono due aperti 21, {25 con le seguenti proprieta:

(Z) @#Ql CQNY;
(74) Q9 & connesso e non & contenuto in €Q;
(7i7) Per ogni funzione f € O(12) esiste una funzione g € O({2s) tale che
f=gsuy.

Ogni dominio di olomorfia ¢ il dominio di esistenza di una funzione
olomorfa. Vale cioe il seguente

TEOREMA 11.2.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché Q0 sia un
dominio di olomorfia é che esista una funzione f € O(2) che non si possa
prolungare analiticamente nell’intorno di nessun punto zg € 0S).

DIMOSTRAZIONE. Diciamo che una funzione olomorfa f € O(2) si pro-
lunga analiticamente nell’intorno di qualche punto di 9f) se esistono una

Iper il Teorema di Weierstrass, dato un aperto © di C, una successione {z,} senza
punti di accumulazione in © ed una successione di interi {k,}, & possibile trovare una
funzione f, meromorfa in Q ed olomorfa e # 0 in Q \ U{z,}, tale che, per ogni v, il
prodotto (z — z,) ~* f(z) definisca una funzione olomorfa in un intorno di z,.

Sia {z, } una successione di punti di © che consiste di tutti i punti di € con coordinate
razionali, ciascuno ripetuto un numero infinito di volte e { K, } una successione di compatti,
con K, C int(K,41) ed @ = J K,. Costruiamo una successione di punti distinti {w, } C Q
fissando, per ogni indice v, un punto w, € Q\ K, con |z, — w,| < dist(zy, CQ) e wy, # wp
se h < v. La successione di punti distinti {w, } & allora priva di punti di accumulazione
in 2 ed ha tutta la frontiera €2 come luogo di punti di accumulazione. Per il teorema di
Weierstrass possiamo trovare una f, olomorfa su €, che ha {w, } come insieme di zeri, ed in
w, uno zero di ordine v. Tale f non pud ammettere prolungamento analitico nell’intorno
di nessun punto di 0€2. Infatti, se per assurdo f si potesse prolungare nell’intorno di
un punto zo € 91, il suo prolungamento dovrebbe avere in tale punto uno zero d’ordine
infinito: cid non € possibile per il principio di continuazione unica forte.
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coppia di aperti wi(f),w2(f) ed una f € O(wy(f)) tali che
wo(f) € connessoe ¢ Q,
0 # wi(f) Cwa(f)NQ,
f=7F in wi(f)

Osserviamo che, quando cio si verifica, e, per il principio di continuazione

unica, f(z) = f(z) in tutti i punti di una componente connessa non vuota
di wa(f)NQ.
Fissiamo una base numerabile B di aperti connessi di C"™. Poniamo

B ={weB|wcN},
B'={weB|wna+#0}.
Allora 'insieme
M={( ") eB xB" | Cuw"}
& numerabile. Poniamo quindi M = {(w},,w!)},en-
Per ogni v indichiamo con F,, lo spazio

Fo={(f.9) € 0(Q) x O(wy) | f(2) =g(z) Vzeuw,},
con la topologia di sottospazio dello spazio di Fréchet O(2) xO(w!). Essendo
sottospazi chiusi, ciascuno degli F,, € uno spazio di Fréchet.
Sia m, : F, — O(Q) la proiezione sulla prima coordinata. Se ogni
funzione olomorfa su {2 ammettesse un prolungamento analitico in un intorno
di un punto zy € 912, allora avremmo

oQ) = Jm(F).

Poiché O(Q2), in quanto di Fréchet e quindi metrico completo, ¢ uno spazio di
Baire, almeno uno dei sottospazi dell’'unione numerabile a secondo membro,
diciamo m,,(F,,) dovrebbe essere di seconda categoria. Per il teorema di
Banachfl avremmo allora 7, (F,,) = O(), che contraddice la definizione di
dominio d’olomorfia. O

3. Teoria elementare della convessita

Introduciamo ora la nozione di inviluppo di olomorfia e di convessita
olomorfa.

DEFINIZIONE I1.3.1. Sia € un aperto di C" e sia K un compatto conte-
nuto in Q. L’Q-inviluppo di olomorfia di K & I'insieme:

(2.3.1) Ko ={z € Q||f(2)] < supce|f(Q)], VS € O9)}.

2 Ricordiamo che uno spazio di Fréchet & uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso, la cui topologia sia definita da una metrica invariante per traslazioni e completa.

Il teorema di Banach ci dice che un’applicazione lineare e continua ¢ : X — Y tra due
spazi di Fréchet o & surgettiva, o ha immagine di prima categoria in Y. [cf. ad esempio:
Walter Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill (1966), Teorema 2.11].
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Diciamo che €2 € olomorficamente convesso se:
(2.3.2) Kq € Q per ogni K € Q.

EsempIO 11.3.2. Se 2 & un aperto di C e K un compatto contenuto in
Q, allora Kq & l'unione di K e di tutte le componenti connesse di 2\ K che
sono relativamente compatte in 2. In particolare, tutti gli aperti di C sono
olomorficamente convessi.

Se n > 2 ed U un intorno aperto di 0 in C", allora @ = U \ {0} non ¢
olomorficamente convesso. Se infatti U contiene la palla chiusa {|z| < r},
con r > 0, allora K = {|z| = r} & un compatto di Q con Kq = {0 < |2| < r}
non compatto.

Le funzioni esponenziali z — exp((z, (y)) sono olomorfe su C". Poiché:

| exp((2, Co))| = exp(Re ({2, Co));

utilizzando nella ([223]) le loro restrizioni ad 2 C C”, ricaviamo subito:

LEMMA I1.3.3. Per ogni aperto Q C C™, é:

(2.3.3) Ko Cch(K)NQ, VK eQ,
ove ch indica l'inviluppo convesso reale. In particolare, Kq ¢ sempre limi-
tato. ([

DEFINIZIONE I1.3.4. Sia D un intorno aperto relativamente compatto di
0 in C™, cerchiato rispetto all’origine, tale cioe che

zeD, 7eC, |71|<1=712€D.
Dato un aperto  di C", con () # Q ; C™, chiamiamo D-distanza dal bordo
di un punto z € € il numero reale positivo:
(2.3.4) 65 (2) =sup{r >0 |{z} +7D C Q}.

LeEMMA I1.3.5 (Thullen). Sia Q un aperto di C*, K un compatto di €,
D c C™ un polidisco con centro nell’origine ed f € O(Q) una funzione
olomorfa che soddisfi:

(2.3.5) 1f(2)| <68(z) VzeK.
Sia zy € Kq. Allora, per ogni u € O(Q) la serie di Taylor di u con centro
m zg

(2.3.6) Y m0™ulz0)(z — 20)°

aeNn
converge nel polidisco {zo} + | f(20)| D.
DIMOSTRAZIONE. Sia D = {|z;| < r;}. Se 0 <t < 1, I'insieme:
P, = {z € C"||z; — wj| < trj|f(w)| per qualche w € K}

e compatto in 2. Quindi supg, |u(z)| = M; < 400. Per le diseguaglianze di
Cauchy otteniamo:

(2.3.7) 10%u(w)| -t Fw) ™ < My ol Yw € K.
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Poiché w — fl1ol(w)d*u(w) & olomorfa in Q, la disegualglianza (Z3.7) con-
tinua a valere per w € Kq, da cui segue, che la (ZZ30) converge su {w} +
t|f(w)| D perogni0 <t <lewe Kaq, e quindi su {w}+ | f(w)| D per ogni
w € KQ O

DEFINIZIONE I1.3.6. Sia § : C™ — R una qualsiasi funzione reale conti-
nua tale che

(2.3.8) 0(z) >0sez#0, 0(Az)=]|\d(z) VAeC, VzeC".

Chiamiamo d-pseudodistanza dal bordo nell’aperto Q@ C C" la funzione
continua, definita su ) e a valori reali positivi:

(2.3.9) §(2,00Q) = mf 0(z —w).
welQ

LEMMA I1.3.7. Sia § : C™ — R una funzione reale continua che soddisfi
E33), e sia D ={z € C" | (z) < 1}. Allora D é un aperto relativamente
compatto di C™, cerchiato rispetto all’origine, e

(2.3.10) 5(2,00Q) = 65 (2).

DIMOSTRAZIONE. Sia z € 0. Se 0 < r < 65 (z), allora z + w € Q per
ogni w € C" con §(w) < r. Quindi, se ¢ ¢ 2, e w = (—z, abbiamo d(w) > r
Otteniamo percid 6({ — 2) > r per ogni ¢ ¢ Q e quindi 6(z,0Q) > r. Per
arbitrarieta della scelta di r, otteniamo che §(z,C0Q) > 65 (2).

Viceversa, se 0 < r < §(z,08), abbiamo z+rD C Q, e qu1nd1 65(z) >,
da cui, per l'arbitrarieta di r, otteniamo la diseguaglianza 65 (z) > 6(z, ().

Vale percio la ([Z3I0). O
Dal Lemma di Thullen otteniamo il

TEOREMA 11.3.8. Sia 0 una funzione reale continua che soddisfa [Z35).
Se Q ¢ un dominio di olomorfia di C", e K un compatto di 2, allora:

feoQ)e
If(2)] <6(2,0Q) Vz € K
In particolare:

(2.3.12) inf 6(z,0Q) = inf 6(z,0Q).

zeK ZEKQ

(2.3.11) } — |f(2)] < 8(2,0Q) Yz € Kq.

DIMOSTRAZIONE. La (Z312) si ottiene applicando la (2311 alle co-
stanti. Sara quindi sufficiente dimostrare la (Z3IT]).

Come nel Lemma [L37 poniamo D = {z € C" | 6(z) < 1}. Se D
¢ un polidisco, allora §(z,002) = 65 (2) e la tesi segue dal Lemma [L3.5,
perché, per definizione di dominio di olomorfia, le serie di Taylor con centro
in w e Kq delle u € O(Q) non possono convergere tutte in uno stesso
polidisco che non sia contenuto in 2.

Consideriamo ora la famiglia P che consiste di tutti gli aperti g(A)
ottenuti facendo ruotare un polidisco A = {|z;| < rj, 1 < j < n} con centro
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nell’origine mediante un elemento g di U(n) = {g € GL(n,C) | g*g = I,,}.
Allora

(*)  8(2,00) = 68(z) = inf {65 (2)|A € P, g € U(n), g(A) C D}.
Infatti, 05 (2) < 5?2(A)(z) per ogni g(A) C D. Quindi
() 6(2,09) < v(2) =: inf {5?2(A)(2)‘A €P, g€ U(n), g(A) c D}.

Se poi, per z € § fissato, w € IQ & un punto per cui §(z,0Q) = §(z — w),
possiamo, a meno di una rotazione, supporre che z—w = Ajej (ove ey, ..., e,
¢ la base canonica di C™). Per ogni € > 0, possiamo trovare ¢ > 0 tale che
D contenga il polidisco

Ac={z€C"||z| < 61(_6:2, |zj| < € per2 < j <n}.

Osserviamo che z+(142€)d(z—w)A¢ ¢ Q, e quindi 566(7:) < (14-2¢)6(z, C9).
Quindi, v(z) < (1+2¢)d(2,0Q) per ogni € > 0, da cui, per la (@), otteniamo
la (&).

Chiaramente la (23T vale anche quando D & ottenuto ruotando un
polidisco mediante un elemento di U(n). Otteniamo percio il caso gene-

rale come conseguenza della validita dell’enunciato nel caso del polidisco e
della ([@). O

Ricaviamo in questo modo la seguente caratterizzazione dei domini di
olomorfia:

TEOREMA 11.3.9. Sia Q un aperto di C". Le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(1) Q & un dominio d’olomorfia;
(i) Per ogni compatto K € ) ¢ Ko € Q) e per qualsiasi funzione di
pseudodistanza 0:

(2.3.13) fG f(2)]

SUp ——r~—~ = SUP ——a——

zeK 5(2,89) ZGKQ 5(2,89)’

(i17) Per ogni compatto K € Q ¢ Kq € Q;

(iv) Esiste una funzione f € O(2) che non puo essere continuata olo-
morficamente oltre nessun punto della frontiera di §2: non esi-
ste cioé nessun aperto connesso w, non contenuto in €2, ma con
wNQ £ 0, per cui vi sia una g € O(w) con g = f su un aperto non
vuoto contenuto in w N 2.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo (i) = (i) per il Teorema [L3.8 mentre I’
implicazione (ii) = (iii) ¢ banale e l'equivalenza (i) <= (iv) segue dal
Teorema

Bastera quindi dimostrare che (iii) = (iv).

Sia A un sottoinsieme numerabile e denso di €2 e sia {w; } una successione
a valori in A in cui ogni punto di A sia ripetuto infinite volte. Fissiamo un
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polidisco D e, per ogni j, indichiamo con D; il piti grande polidisco della
forma {w;} + rD contenuto in 2.

Fissiamo una successione { K@)} di compatti di Q con KU) C int(KU+D)
e UKU) = Q. Poiché Kg) € 2, esiste un punto z; € D; \Kg) e quindi
una funzione f; € O(2) con f;(z;) =1e|fj] <277 su Ké{) Poiché la serie
> 7277 & convergente, il prodotto infinito:

1) =TI - £y

J
converge in ) e definisce una f € O(2), che non ¢ nulla su nessuna compo-
nente connessa di 2. Tutte le derivate di f fino all’ordine (j—1) si annullano
in z;. Se f potesse prolungarsi olomorficamente oltre qualche punto della
frontiera di €2, la f si potrebbe prolungare ad una funzione olomorfa defi-
nita su un intorno di qualche D;. Ma D, contiene una successione {2, },
che converge a un punto 2., in cui dovrebbe annullarsi con tutte le deri-
vate. Questo implicherebbe f = 0 sulla componente connessa di w; in €.
Otteniamo cosi una contraddizione, che dimostra la validita di (iv). (]

Abbiamo cosl ottenuto

TEOREMA I1.3.10 (Cartan-Thullen). Un dominio Q di C" é un dominio
di olomorfia se e soltanto se ¢ olomorficamente convesso. O

COROLLARIO I1.3.11. Se Q C C™ ~ R?" ¢ un aperto convesso, allora
e un dominio di olomorfia.

DiMOSTRAZIONE. Infatti, se {2 & convesso, per ogni compatto K € {2,
abbiamo Kq C ch(K) € Q. O

COROLLARIO I1.3.12. Sia {Q;}icr una qualsiasi famiglia di aperti di
olomorfia di C™. Allora ) = int (ﬂiel QZ) e ancora un aperto di olomorfia.

DIMOSTRAZIONE. Sia K un compatto contenuto in Q e sia r = dist(K, Q) =
inf ex |2 —w| > 0. Poiché Ko C Kq, per ogni i € I, abbiamo
welQ
dist(Kq,CQ;) > dist(Kq,,0) >r >0 Viel.

Poiché (J;¢; CQ; & denso in 0, ne segue che diSt(KQ, CQ) > r > 0 e quindi,
per la condizione (iii) del Teorema [L3.9 © ¢ un dominio di olomorfia. [J

CoRroOLLARIO I1.3.13. Sia Q un dominio di Reinhardt connesso e conte-
nente l’origine. Sono equivalenti:
(1) Q é il dominio di convergenza di una serie di potenze.

(2) Q & un dominio di olomorfia.
(3) Q é logaritmicamente convesso.

DIMOSTRAZIONE. E (1) = (3) per il Teorema [LTA E poi (2) = (1)
per il Teorema Bastera quindi dimostrare che (3) = (2).
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Sia K un compatto contenuto in 2. Poiché abbiamo supposto che €2 sia
logaritmicamente convesso, possiamo trovare un insieme finito Z C  tale
che (; #O0perognii=1,...,nse( € Ze

Kc|J{zeC |5 <¢IVi=1,...,n}
ez
Sia ora z € C™ aderente a K. A meno di riordinare le coordinate, possiamo
supporre sia, per un h con 0 < h < n, z1---2, # 0e z; = 0 per j > h.
Allora, per tutti i multiindici o € N abbiamo

|27 2" < supeeg| G G
Passando ai logaritmi, otteniamo, con \j = o /(a1 + - - - ap):

(2.3.14) Alog|z1| + -+ Aplog|zn| < iug (M log|Ci|+ -+ + Anlog |Chl) -
€

I \; sono arbitrari numeri razionali non negativi con somma 1. Per con-
tinuita la ([Z3TI4]) vale per ogni scelta di A numeri reali non negativi con
somma 1. Quindi il punto (log |z1],...,log |z|) appartiene all’inviluppo con-
vesso dellinsieme degli (11,...,7,) € R" per cui Injl < Il per1 <j<h
per qualche ¢ € Z. Quindi |z;| < e’ per qualche n € Q*. Cio dimostra che
Ko C Q; quindi Kg € Q e dunque, per la (iii) del Teorema [T30, che Q &
un dominio di olomorfia. O

TEOREMA I1.3.14. Se Q2 C C" ¢ un dominio di olomorfia ed f1,..., fm €
O(Q), allora anche

(2.3.15) O =({zeQllfi(x)] <1}

j=1
e un dominio di olomorfia.

DIMOSTRAZIONE. Sia K un compatto contenuto in Q. Allora k; =
ming |f;] <1 per j =1,...,m. Quindi

Ko c Koc [z eQllfi(z)| <k} c Q.
j=1

Poiché €2 € un dominio d’olomorfia, Kqé compatto e quindi anche K & com-
patto. Quindi €’ ¢ un dominio di olomorfia per la (i77) del Teorema [T39
O

TEOREMA I1.3.15. Siano Q un dominio di olomorfia in C" ed ' un
dominio di olomorfia in C". Se F : Q — C" ¢ un’applicazione olomorfa,
allora:

(2.3.16) FHQ)={z€Q|F(2) e ¥}

e un dominio d’olomorfia in C™.
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DIMOSTRAZIONE. Sia K un compatto contenuto in F~'(Q). Poiché
Kp-10y C Kq, e Kq € compatto perché Q ¢ un dominio di olomorfia, sara
sufficiente dimostrare che K F-1(qv) € chiuso in Q. L’insieme K' = F(K) C
¢ compatto perché F' ¢ continua e quindi IAQZ, & compatto in . Se f € O(%)
e z appartiene alla chiusura in Q di K F-1(q), abbiamo:

[f(F(2))] < sup |[f(F(w))]| = sup [f({)]-
weK CEF(K)
Quindi la chiusura in Q di K F-1(qr) € contenuta in F! (Ks/y)a che e chiuso
di 2. Cio completa la dimostrazione. O

Vale ancora il:

TEOREMA I1.3.16. Siano Q ed Q' due aperti di C"™, con Q C Q. Suppo-
niamo che ' sia un dominio di olomorfia e che 'applicazione di restrizione
O(QY) — O(Q2) abbia immagine densa. Allora esiste un dominio di olomor-
fia Q C Q' C C" tale che ogni funzione f € O(Q) si estenda in modo unico
ad una f € O(R).

DIMOSTRAZIONE. Definiamo 2 come 'unione delle parti interne dei com-
patti KQ/ al variare di K tra i compatti contenuti in . Poiché Q contiene le
parti interne delle palle chiuse contenute in ©, ¢ Q C Q. Inoltre, se K & un
compatto contenuto in €, fissiamo un altro compatto K’ con K C intK’ C

K’ € Q. Possiamo trovare un numero finito di compatti K1, ..., K, € Q
con K’ C JiZyint(f; ,,). Chiaramente Ko C K C K¢, C UL K, € Q.
Cid dimostra che Q & un dominio di olomorfia. O

DEFINIZIONE I1.3.17. Sia © un aperto di C". Se esiste un dominio di
olomorfia €2 in C™ tale che

(2.3.17) QcCQ elarestrizione O(Q) — O(Q) & un isomorfismo,

diciamo che Q & Uinviluppo d’olomorfia di €.

4. Il teorema di Bochner sui tubi di C"

In questo paragrafo consideriamo speciali domini §2 di C" che ammettono
inviluppo d’olomorfia in C".

DEFINIZIONE IL.4.1. Chiamiamo [ tubo aperto di C™ un aperto Q C C"
della forma 2 = w x ¢{R", con w aperto di R".

L’inviluppo convesso reale di un tubo & il tubo sull’inviluppo convesso
della base:

(2.4.1) ch (w x iR"™) = (ch(w)) x {R".

3¢f. S.Bochner e W.T.Martin: Functions of several complex variables, Princeton
University Press, Princeton, N.J., 1948.



42 2. DOMINI DI OLOMORFIA

TEOREMA I1.4.2 (Bochner). Sia = w x iR™ un tubo, con w aperto
connesso in R", e sia Q = (ch(w)) x iR™. Allora ogni funzione olomorfa su
Q si estende in modo unico a una funzione olomorfa su €.

In particolare, un tubo aperto connesso ammette un inviluppo di olomor-
fia in C™, e questo coincide con il suo inviluppo convesso.

Dimostriamo innanzi tutto un lemma sugli inviluppi di olomorfia in C2.

LEMMA I1.4.3. Sia Q = w x iR? un tubo in C2. Supponiamo che la base
w contenga il triangolo:

(2.4.2) A={(z1,22) € RYzy >0, 29 >0, z1 + 29 < 1},
mviluppo convesso di

(2.4.3) L = {(z1,%2) € Alz 29 = 0}.
Poniamo, per 0 < e < (1/2):

(2.4.4) Ae = {(w1,29) € Az + 29 —e(2? +23) <1—¢}

e sia wnoltre:
(2.4.5) Li={z+iycClzc L, 2 +y3 <(1/e)}.
Allora I’QQ-inviluppo d’olomorfia di L} contiene A..
DIMOSTRAZIONE. Poniamo:
(24.6) M.={z=(21,20) €C*|Rez € A, 21 + 20 — (27 + 23) =1 — €}

Indicando con z; e y; rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria
della coordinata complessa z;, abbiamo su M.:

(2.4.7) T+ 1wy — et +a3) ey +y3) =1—e
Poiché sul triangolo A & 22 422 < 1 ed 21+ 22 < 1, abbiamo y? +y2 < (1/e)
su M.. Pertanto M, ¢ compatto. Inoltre, M, ¢ una varieta complessa di
dimensione 1, con bordo contenuto in L}. Quindi il massimo della restrizione
ad M, del modulo di una funzione di O(2) ¢ assunto in un punto di L}. In
particolare, I’ Q-inviluppo di olomorfia di L} contiene 'insieme

{(z1,22) € Alzy + x5 — e(z3 + 23) =1 — €}.
Applicando questo ragionamento agli omotetici tL} C L}, otteniamo che
I’ Q-inviluppo di olomorfia di L} contiene

{(tx1,txs) € Alzy + 9 — e(@f +23) =1 — ¢}
per ogni 0 <t <1, e quindi A.. O

Vale il seguente:

LEMMA I1.4.4. Se Q) C C™ ¢é un aperto stellato rispetto all’origine, allora
per ogni f € O(Q) possiamo trovare una successione {g,} C O(C"™) che
approssima f uniformemente sui compatti di €.
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DIMOSTRAZIONE. Sia f € O(Q2). Poiché f & olomorfa in un intorno di
0 € C, il suo sviluppo in serie di polinomi omogenei

(2.4.8) th(z), con py, € Clz1, ..., 2,] omogeneo di grado h

e convergente in un intorno di 0. Infatti, se f € olomorfa in un intorno della
palla chiusa {R[z[ < 1}, con R > 0, abbiamo, con C' = supg|,<1 |f(2)], la
diseguaglianza |py,(2)| < C R"|z|", e quindi la (ZZF), ottenuta dalla serie di
Taylor nell’origine di f sommando tra loro i termini omogenei dello stesso
grado, converge normalmente ad f in un intorno dell’origine. Per ogni € con
0 < € <1 poniamo:

(2.4.9) fe(z) = Zj;orglifzm

Poiché la funzione I' & crescente su (0,+00) C R e I'(2 + €¢h) > [1 + eh]!,
ne segue che la serie a secondo membro converge uniformemente su tutti i
compatti di C", e quindi definisce una funzione f. € O(C"). Osserviamo
ancora che I'(m + 1) = m! per ogni numero intero m e quindi in particolare
re)=1.
Consideriamo ora la curva chiusa k in C che consiste dei due segmenti
T
{T =rexp(xigg) 0 <r <1}, ove 5 < po <T
e dallarco {1 =expi¢ | —¢y < ¢ < ¢}

Orientiamo x in senso antiorario. Abbiamo allora la formula di rappresen-
taziond] di Hankel:

1 1 1] dr
- - = ¢ ZZZ v
(2.4.10) (2 C) o ?[{T exp [ ] , ¢ eC,

dove 7¢ = exp(C logy(7)) e logy(7) & il valore del logaritmo con Im logy(7) €
(—m,m). Otteniamo quindi, sommando sotto il segno d’integrale:

dr

fe(2) 27”?42}”7 Pa(z eXp[]

S e || T
2m hO p

(2.4.11)

Abbiamo allora:

2412) 1@ ‘Pg?:e )€>ff<2> - = 74 7 exp H (f2) - 1) &

ALa formula classica, vedi ad esempio [E. T. Whittaker and G. N. Watson, A Course
of Modern Analysis, Cambridge University Press, 1902], ¢ I'integrale, sul contorno C
ottenuto da k mediante la trasformazione 7 — t = —1/7:

L exp(—
) 2”{0( £) = exp(—t)dt.

La formula che utilizziamo si ottiene da quella classica per cambiamento di variabile.
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Infatti questa relazione e senz’altro vera in un intorno di 0 e quindi, dal
momento che il secondo membro ¢ una funzione olomorfa su 2, in tutto
Paperto 2 per continuazione unica. Su ogni compatto K € 2, f(7°z) ¢ ben
definita per e sufficientemente piccolo e converge uniformemente ad f. Ne
segue che f. — f uniformemente sui compatti di €2 per € \, 0. O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA A2 Supponiamo dapprima che la
base w di €2 sia stellata rispetto all’origine, che cioé tx € w per ogni & € w e
t €10,1].

Poiché per il Lemma [LZ4 applicazione di restrizione O(C™) — O(Q)
ha immagine densa, per il Teorema il tubo €2 ammette un inviluppo
di olomorfia Q in C". Chiaramente, poiché © ¢ invariante rispetto alle
traslazioni z — z + iy, per y € R"™, anche () sara invariante rispetto alle
traslazioni z — z + iy, per y € R™, e quindi sara anch’esso un tubo della
forma @ x iR™. Inoltre, poiché (2 & stellato rispetto all’origine, e quindi
invariante rispetto alle trasformazioni z — ¢z per 0 < ¢t < 1, anche
risultera invariante rispetto a tali trasformazioni, e quindi stellato rispetto
all’origine.

Siano ora z',z? due elementi non nulli di @. A meno di una trasfor-
mazione linerare di R™, possiamo supporre che z! ed z? siano i vettori
e1 = (1,0,0,...,0) ed e2 = (0,1,0,...,0), rispettivamente. Poiché w &
stellato rispetto all’origine, con le notazioni del Lemma [LZ3, Q contiene
{z € C"|(21,22) € L}, zj =0 per j > 2} per ogni 0 < € < 1/2. Poiché le re-
strizioni delle funzioni di O(C") a 2 formano un sottospazio denso di O(£2),
otteniamo dal LemmalTZ 3 che {z € C"|(z1, 22) € A, z; = 0 per j > 2} per
ogni 0 < € < 1/2 & contenuto in €. Facendo tendere € a zero, otteniamo che
@ contiene il triangolo {x € R" |z1,22 > 0, 1 +x2 < 1, 2; = 0 per j > 2}.
Questo dimostra che © € convesso.

Consideriamo ora il caso in cui w sia connesso, ma non necessariamente
stellato rispetto all’origine. Non e restrittivo supporre che 0 € w. Sia Q =
@ x 4R™ il piu grande tubo convesso, contente l'origine, tale che, per ogni
funzione f € O(Q), ci sia una funzione f € O(Q) che coincida con f in un
intorno di 0. Dobbiamo dimostrare che Q C Q.

Se cosi non fosse, vi sarebbe un punto 2° € w\@. Poiché w & connesso, vi
¢ un cammino continuo in w che congiunge 0 ad z°. Sia ! il primo punto di
tale cammino che non sia contenuto in @ e sia B C R™ una palla con centro
in ! contenuta in w. Allora @ U B & stellato rispetto a un qualsiasi punto di
@ N B. Quindi, ogni funzione analitica sul tubo (© U B) x i{R" si estende in
modo unico a una funzione olomorfa in ch(®oU B) x {R™. Questo contraddice
la massimalitd di Q. L’assurdo & provenuto dall’aver supposto che w 7 @.
Quindi @ D w. Poiché gli aperti convessi sono domini di olomorfia, cio
completa la dimostrazione. O

EseEmpio I1.4.5. Se f € O(C") allora le componenti connesse dell’insie-
me int({x € R"| f(x +iy) # 0 Vy € R™}) sono convesse. Questo si ottiene
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considerando il tubo su cui ¢ definita la funzione 1/f.

COROLLARIO I1.4.6. Un tubo ¢ un dominio di olomorfia se e soltanto se
tutte le sue componenti connesse sono convesse.

5. Domini di Runge

DEFINIZIONE IL1.5.1. Un aperto € di C" € un dominio di Runge se
(1) & un dominio di olomorfia,
(2) lapplicazione di restrizione O(C") — O(2) ha immagine densa.
In particolare, per ogni funzione olomorfa su un dominio di Runge €2 si puo

trovare una successione {p,} C Clz1,...,2,] puo approssimare, uniforme-
mente sui compatti di €2, con polinomi olomorfi.

OSSERVAZIONE 11.5.2. Per il Lemma [[LZ4l i domini di olomorfia stellati
rispetto ad un punto sono domini di Runge, ed ogni aperto di C", stellato
rispetto a un punto, ha un inviluppo di olomorfia che & un dominio di Runge.

OSSERVAZIONE I1.5.3. Tutti gli aperti connessi e semplicemente connessi
di C sono domini di Runge. Infatti, tutti gli aperti di C sono domini di
olomorfia e per il Teorema di Rungel, se €2 & un aperto di C, la condizione
necessaria e sufficiente affinché 'applicazione di restrizione O(C) — O(Q)
abbia immagine densa & che () sia semplicemente connesso.

DEFINIZIONE I1.5.4. Indicheremo nel seguito con K il C™-inviluppo di
olomorfia di un compatto K di C". Poiché i polinomi sono densi in O(C"),
abbiamo:

(2.5.1) K= {ze€C"||P(z)| < sup|P(C)], VP € Clz1,..., 2] }.
(eK

DEFINIZIONE I1.5.5. Un compatto K di C™ che sia uguale al proprio
C"-inviluppo di olomorfia si dice polinomialmente convesso. Un aperto € di
C™ si dice polinomialmente convesso se K € §2 per ogni compatto K &€ 2.

Abbiamo:

TEOREMA I1.5.6. Per un dominio di olomorfia €2 in C" sono equivalenti:
(1) © é un dominio di Runge.
(2) Per ogni compatto K C Q ¢ K = Kq.
(3) Per ogni compatto K C Q ¢ K NQ = Kq.
(4) Per ogni compatto K C Q ¢ KNQ € Q.

DIMOSTRAZIONE. La (1) = (3) ¢ diretta conseguenza delle definizioni.
Abbiamo chiaramente (2) = (3) = (4), tenendo conto del fatto che Q ¢, per
ipotesi, un dominio di olomorfia.

5C.Runge: Uber die Darstellung willkrlicher Functionen, Acta Math. 7 (1885/86),
387-392
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Rimane da dimostrare che (4) = (2) = (1). Per dimostrare queste
implicazioni, dimostreremo preliminarmente alcuni risultati sulla risoluzio-
ne delle equazioni di Cauchy-Riemann non omogenee su intorni di domini
polinomialmente convessi. O

DEFINIZIONE I1.5.7. Diciamo che un compatto K di C™ gode della pro-
prieta di Cousinfl se,

25 {VO < p.qg < m, YwPT 5 K Vf € EP9THw) con Of = 0 su w,

Ju € EPY(w'), con K C W™ < W, che risolva du = f in w'.

DEFINIZIONE I1.5.8. Siano P, ..., P, € C[z1,..., z,] polinomi olomorfi.
L’insieme:
(2.5.3) L=1Lp, .  p,={2€C"||Pj(z)] <1 perl<j<m}
si dice il poliedro analitico di Py, ..., Pp,.

OSSERVAZIONE I1.5.9. I poliedri analitici compatti sono polinomialmente
convessi.

LeEMMA I1.5.10. Sia K un compatto polinomialmente convesso di C".
Per ogni intorno aperto Q) di K in C™, possiamo trovare un poliedro analitico
compatto L = Lp, . p, (con Pi,...,Py, € Clz1,...,2y,]) tale che

(2.5.4) K=KcLc.

DiMOSTRAZIONE DEL LEMMA IR T0l Scegliamo innanzi tutto numeri
reali positivi ai, ..., a, tali che sup,cy |ajz;| =1 per ogni j =1,...,n e sia
P; =a;zj € Clz1,...,2, per j =1,...,n. L'insieme

Q={IPj(2)| <1 per1 <j<n}

€ un compatto che contiene K. Poiché abbiamo supposto K polinomial-
mente convesso, per ogni punto ¢ € Q N 0, possiamo scegliere un poli-
nomio olomorfo Pr € Clzy,...,2,] con [P:(C)| > 1 > sup,cg |Pe(2)]. Gli
insiemi Us = {2z € C" | |P:(z)| > 1} formano un ricoprimento aperto del
compatto @ N 0. Potremo quindi trovare (i,...,¢; € @ N CQ tali che
QnCc U§:1 U¢;- Avremo allora K C Lp17___,pn7p<1,,,,7p<k € . O

Indicheremo nel seguito con D il disco unitario chiuso di C:
D={reC||r| <1}
LEMMA I1.5.11 (Oka). Sia P € Clzy,...,2,] un polinomio olomorfo e
sia pwp Uapplicazione di Oka:
(2.5.5) pp:C" 3z — (z,P(2)) € C"TL,
Sia K un compatto di C™ e poniamo:
(2.5.6) Kp={z€ K ||P(2)| <1}.

6pierre Cousin: Sur les fonctions de n variables complexes. Acta Math. 19 (1895),
no. 1, 1-61.
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Supponiamo che K x D C C"! abbia la proprieta di Cousin. Allora:
(1) Kp gode della proprieta di Cousin;
(2) Per ogni 0 < p,q < n, per ogni intorno aperto w di Kp in C"
ed ogni soluzione f € EPY(w) di Of = 0 in w, possiamo trovare
un intorno @ di K x D in C"* ed una soluzione F € EP9(Q) di
OF =0 in @, tale che pp(F) = f in un intorno di Kp (proprieta
del rialzamento).

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo innanzi tutto la (2). Sia 7 : C**! — C»
la proiezione nelle prime n coordinate, dimodoche 7 o up sia l'identita su
C". Sia w un intorno aperto di Kp in C" e sia f € EP%(w) una soluzione
di 0f = 0in w. Allora 7*(f) € EP9(r~(w)) & soluzione di d7*(f) = 0 in
771 (w), che & un intorno aperto di:

pp(Kp) ={(z,w) e K x D |z € K, w=P(z)}.

Abbiamo ujp o m*(f) = (mo up)*(f) = f su w. Fissiamo ora una funzione
reale ¢ € C5°(7!(w)) che valga 1 su un intorno di up(Kp). Cerchiamo di
determinare il rialzamento F' di f nella forma

F=¢-m(f) = (w—P(2)- G,

con G € £P4(Q), per un opportuno intorno aperto 2 di K x D in C**1.
Differenziando otteniamo:

OF = 0p A*(f) — (w — P(2)) - 0G.

Poiché ¢ = 1, e quindi O¢ = 0, in un intorno dell’insieme dei punti di K x D
in cui w — P(z) = 0, il secondo membro dell’equazione:

op N*f
G = w—P(z)
0 se ¢=1,

p#1

¢ definito e di classe C* in un intorno di K x D. Esso & d-chiuso e quindi, per
l'ipotesi che K x D goda della proprieta di Cousin, esiste una G € EP4(Q)
che risolve tale equazione in un intorno Q di K x D in C**!'. Quindi la
F € £P49(Q) soddisfa OF = 0 in un intorno & di K x D in C"™ e ph(F) = f
in un intorno di Kp. Abbiamo cosi ottenuto la (2).

Dimostriamo ora la (1). Data una forma f € £P9+(w), con w intorno
aperto di Kp e f = 0 su w, per il punto (2) possiamo trovare una F €
EP4TL(Q), per un intorno  di K x D in C™*!, che soddisfa OF = 0in Q e
pp(F) = f in un intorno di Kp. Poiché abbiamo supposto che K x D abbia
la proprieta di Cousin, possiamo trovare un aperto €' con K x D C Q' C Q
ed una U € EPI(LY) tale che OU = F su . Allora u = p}h(U) soddisfa
ou = ppH(0U) = puh(F) = f in un intorno di Kp. O

Per iterazione, dal momento che, per il Lemma di Dolbeault (Teorema
[CE.T)), i polidischi godono della proprieta di Cousin, otteniamo:
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TEOREMA I1.5.12. Siano Py,..., P, € Clz,...,z,] polinomi olomorfi.
Consideriamo applicazione di Oka:
(2.5.7) wpy.Pm i C" 22— (2,P1(2),..., Pn(z) € C*T,
Sia A un polidisco di C" e sia
(2.5.8) K={zeA||Pj(2)| <1, 1<j<m}.
Allora:

(1) K gode della proprieta di Cousin.

(2) Se 0 <p,q<n,w éun intorno aperto di K in C", ed f € EP1(w)
¢ una forma O-chiusa su w, allora esiste un intorno aperto Q di
K x D™ in C"™™ ed una forma F € EP4(SY), O-chiusa in Q, tale
che [ = pp, _p, (F) in un intorno aperto di K. O

Vale il seguente teorema di approssimazione:

TEOREMA 11.5.13. Sia K un compatto polinomialmente convesso di C™
ed f una funzione olomorfa su un intorno aperto ) di K in C™. Esiste allora
una successione di polinomi olomorfi {g,} C Clz1,...,2y,] che approssima f
uniformemente su K.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un poliedro analitico Lp, . p, con K C
Lp,. . p, C Qe sia A un polidisco che contenga Lp, . p,. Per il Teore-

ma [[C5T2 esiste una funzione F', olomorfa in un intorno di A x D™, tale
che:
f(Z) = F(Z7P1(Z)7 s aPm(Z))

su un intorno di L in C". La F si approssima uniformemente con una succes-
sione di polinomi {G,} C Clz1,..., zp, w1, ..., W] su A x D™ (possiamo ad
esempio considerare le somme parziali della serie di Taylor di F' con centro
nel centro del polidisco A x D™) e quindi {g, = G, (2, P1(2), ..., Pn(2))} C
Clz1, .-+, 2n] & una successione di polinomi olomorfi che approssima f uni-
formemente su L (e quindi su K). O

COMPLETAMENTO DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [L.5.6. Dal
Teorema segue subito I'implicazione (2) = (1). Dimostriamo ora la
(4) = (2).

Supponiamo che per 2 valga la proprieta (4) del Teorema Sia K
un compatto contenuto nell’aperto €2 e poniamo:

KlzkﬁQ, KQZKQEQ.

Sia K che Ks sono compatti, e K C Kj. Poiché sono disgiunti, la funzione
f che é costantemente uguale a 0 su K7 e ad 1 su K5 € olomorfa in un intorno
di K. Per il Teorema [I5.13, possiamo trovare una successione di polinomi
{9} € C[z1,...,2n] che approssima f uniformemente su K. In particolare
per un v sufficientemente grande avremo:

1 .
sup |g,(2)| < 5 < inf |g,(2)].
z€K; Ko
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Per la definizione di K, abbiamo allora Ky = (), e quindi vale la (2). O
Sui domini di Runge il complesso di Dolbeault & aciclico. Vale infatti il

TEOREMA I1.5.14. Se 2 C C" ¢ un dominio di Runge, allora:
(2.5.9) ng(Q)zo Yg=1,2,...,n, Vp=0,1,...,n.

DIiMOSTRAZIONE. Per l'ipotesi che €2 sia un dominio di Runge, possiamo
fissare una successione K, di compatti polinomialmente convessi di C" tali
che:

KyCcint(K;)C Ky C---C K, Cint(Ky41) C -+
ed Q = |J K,,. Poiché i K,, hanno la proprieta di Cousin, data f € EP4T1(Q)
con Of = 0 su €, possiamo trovare una successione di aperti {wy} con
K, C w, C Q ed una successione {u, € EP%(w,)} tale che:

(2.5.10) Ou,=f su w, per v=01,...
Dico che, se ¢ > 0, possiamo scegliere le u,, in modo che risulti
(2.5.11) u, =u, su K,1 se 1<pu<uw.

Infatti, supponiamo di aver scelto up, per h < k, in modo che la condizione
(25110) sia verificata quando 1 < p < v < k e sia v una soluzione di ov = f
in un intorno wy,; di Kjy;. Allora v — uy & una forma O-chiusa in un
intorno di K}, e, per la proprieta di Cousin, esiste una w € EP4~1(C"), tale
che Ow = v —uy, in un intorno di Kj. Bastera allora scegliere uj 1 = v — 0w
Su wgi1, perché ora la ([ZEII) sia verificata per 1 < p < v < k+1. La
soluzione u € EP4(Q) di du = f si otterra allora ponendo u = uj,; su Kj,
per h=0,1,....
Nel caso ¢ = 0, sostituiamo alla condizione [ZIL.TIT]) la:

(2.5.12) sup [up41 —uy| <277 Yr=0,1,...

Supponiamo di aver ottenuto, per un k£ > 1, forme ug, uq,...,us che soddi-
sfino Ou, = f in w, e [Z5I2) per v < k — 1. Per la proprieta di Cousin pos-
siamo trovare v € EP°(C") tale che Ov = f su un intorno wy41 di K1 in Q.
Poiché O(v —uy) = 0 in un intorno di K}, per il Teorema [L513l (applicato a
ciascuna componente di (v—wuy,)) potremo trovare una forma g € EP9(C"), le
cui componenti sono polinomi olomorfi, per cui supg., (v —uy) — g| < 27*.
Porremo allora ugy; = v — ¢. Otteniamo cosi per ricorrenza una succes-
sione {u,} che soddisfa (Z5I0) e [Z5I2). Troviamo allora una soluzione
u € EPY(Q) di Ou = f ponendo:

[ee)
(2.5.13) u=u, + iju(uﬁl —uj) su K. U
DEFINIZIONE I1.5.15. Sia  un aperto di C". Indichiamo con H/(Q) i
gruppi di coomologia di deRham di €:

ker(d : £ (Q) — £0r+D)
2.5.14 HY,(Q) = :
(2:5.14) a(®) Imm(d : E6-D(Q) — £0))
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Abbiamo

TeOREMA IL1.5.16. Se Q ¢ un aperto di C" tale che HZ?(Q) = 0 per
q >0, allora H(2) = 0 per ogni r > n.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € £7(Q) una forma d-chiusa, con 7 > n.
Scriviamo:

_ p,q p,q p,q
f_ZM:Tf con fP9e EPIQ).

La condizione r > n implica che fP? =0 se p =0 o ¢ = 0. Dimostriamo
quindi per ricorrenza su 0 < g < n che 'equazione:

(2.5.15) du=f in Q

ha una soluzione u € £7~1(Q) se f777 = 0 quando j > q. Quest’afferma-
zione ¢ banalmente vera se ¢ = 0, perché allora f = 0, ed ¢ la tesi quando
g = n. Supponiamo quindi di averla dimostrata per ¢ < o (con 1 < gg < n)
e dimostriamola per ¢ = qp. Se f7~77 = 0 quando j > qq, allora:

Ofr 1% =0 su Q,
perché 0 f7~90:9 ¢ la componente omogenea di bi-grado (r — gg,7 — qo + 1)

di df, ed abbiamo supposto che df = 0. Per ipotesi, poiché go > 0, esiste
una v € £779:9-1(Q) tale che Jv = fr9%, cioe:

fl=f—dv= Z g’ "9 con ¢’ me € £TI(Q).
q<qo
Per l'ipotesi di ricorrenza, f’ = dw per una w € E7D(Q) e quindi f =

d(v + w). La dimostrazione ¢ completa. O

DEFINIZIONE I1.5.17. Dato un aperto © di C", indichiamo con 2P(Q2) lo
spazio delle p-forme olomorfe su Q:

(2.5.16) PQ)={fe&P’Q)|0f=0 su Q}.
Poiché d2P(Q) C 2PTL(Q), otteniamo un complesso:

c— o0 —1— oye) —1 22 ——

0
(2.5.17) |

—4 o) —4 s Q) ——— 0.

COROLLARIO II.5.18. Se Q ¢é un aperto di C" con la proprieta che

H%’q(Q) = 0 per q > 0, allora la coomologia di deRham di £ é isomorfa
alla coomologia del complesso ([(ZRIM):

oy o ker(d: 27(Q) — 27(Q))
(2:5.18) H() ~ Imm(d : 27=1(Q) — 27(Q))

OSSERVAZIONE I1.5.19. Il Teorema appena dimostrato si applica in par-
ticolare ai domini di Runge di C". Per questi domini vale in effetti un
risultato piu forte. E cioe:

2(Q)=0 Vr>n.
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Nel caso n = 1 questa ¢ in effetti la caratterizzazione dei domini di Runge
di C.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo solo dimostrare che H(Q) = 0. Osser-
viamo innanzi tutto che ogni classe di coomologia di H](£2) = 0 ha un
rappresentante in 2"(2), cioe della forma:

(2.5.19) a=f(z)dzy A=+ Ndz, con fe€O(Q).

Poiché abbiamo supposto che €2 sia un dominio di Runge, possiamo trovare
una successione di polinomi olomorfi f, € Clz,...,z2,] tali che f, — f
uniformemente con tutte le derivate sui compatti di 2. Si verifica facilmente

che l'equazione f, = dg,/0z1, essendo f, un polinomio olomorfo, ammette
come soluzione un polinomio olomorfo g, € Clz1,..., 2], e quindi:

fodzi N+ Ndzp, = d(gypdzo A -+ Ndzy).

D’altra parte, sappiamo che d(£"1(£2)) & chiuso in £E(£2) e quindi ne segue
che «, essendo limite di una successione di forme esatte ¢ essa stessa esatta.

O
6. Sottovarieta analitiche in C”
Se U & un sottoinsieme di C" ed fi,..., f; sono funzioni a valori com-
plessi definite su U, useremo la notazione
(2.6.1) NU;f1,...,fm)={2€U]| fi(z) =0, ..., fm(z) = 0}.

DEFINIZIONE I1.6.1. Sia Q un aperto di C". Chiamiamo sottoinsieme
analitico di 2 un sottoinsieme A tale che per ogni punto zy € () esista
un intorno aperto U di zg in 2 ed un numero finito di funzioni olomorfe

fis-ooys fm € O(U) tali che

(2.6.2) ANU=NU;f1,...,fm)={2€ U] fi(z) =0, ..., fm(z) = 0}.

Diciamo che A ¢ proprio se non contiene nessuna componente connessa di §2.
OSSERVAZIONE I1.6.2. Ogni sottoinsieme analitico di §2 € chiuso in 2.

LEMMA I1.6.3. Sia Q un aperto di C" ed A un suo sottoinsieme analitico.
Se A ¢& proprio, non ha punti interni. Inoltre, per ogni aperto connesso U
di Q, la differenza U \ A é ancora connessa.

DIMOSTRAZIONE. Senza perdere in generalita, possiamo supporre nel
corso della dimostrazione che € sia connesso. SiaUf = {U,} un ricoprimento
aperto di €2, in cui gli U, siano aperti connessi e, per ogni indice «, vi siano
£ e oU,) tali che

ANUy = N(Ua; £, £,

» Jd My
Se ANU, contenesse punti interni di A, sarebbe allora U, C A per il teorema
della continuazione unica. Quindi, se un altro aperto Ug del ricoprimento U/
intersecasse un U, di U contenuto in A, anche Ug sarebbe contenuto in A,
perché conterrebbe punti interni di A. Ne segue che I'unione €’ di tutti gli
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U, per cui AN U, ha parte interna non vuota e I'unione Q" di tutti gli U,
per cui AN U, non ha punti interni sono due aperti di 2 con

AcAh Q=Qu’, AnQ =0.
Poiché abbiamo supposto che ) sia connesso, od €, oppure ", coincidono
con . Quindi A non ha punti interni se A # Q.
Sia ora U un aperto connesso di €. Siano zg, z; due punti distinti di

U\ A. Poiché U & connesso per archi ed U \ A & denso in U, possiamo
congiungere zg a z; mediante una spezzata di vertici

Z0 = Wo, W1, ..., Wg = 21
con la proprieta che, per ogni j =1,...,k, w; ¢ A ed U contenga la palla
chiusa {z € C" | |z —wj—1| < 2|wj—1 — wj|}, e che questa sia contenuta in
uno degli aperti U,. Per ogni j possiamo considerare allora 'applicazione
olomorfa
gbj:D:{tE(C| |7f| <2}9t—>wj_1—|—t(wj—wj_1) e U.

Osserviamo che qu_l(A NU NU,) ¢ contenuto in

{te DNo; (Ua) | f1(5(1) =0, ..., fn, (¢5(1)) = 0},
che é un sottoinsieme analitico proprio del disco D e quindi un sottoinsieme
discreto di D. Dunque D\ QSJ-_I(A NU NU,) e connesso per archi e pertanto
¢j(D) \ A & un connesso per archi che contiene w;_; e w;. Possiamo per-
cio costruire una successione di archi wjjle, che congiungono w;_1 a w;
senza intersecare A. Il loro prodotto € un arco che congiunge zy a z; senza
intersecare A. O

DEFINIZIONE I1.6.4. Sia A un sottoinsieme analitico di un aperto €2 di C™
e zo un punto di A. La codimensione di A nel punto z € il piu grande intero
non negativo k per cui esiste un sottospazio complesso affine S di dimensione
k di C™ tale che zy sia un punto isolato di AN S., ed ogni sottospazio affine
di dimensione (k + 1)

Dal Lemma 6.3 otteniamo

COROLLARIO I1.6.5. Sia Q un aperto di C"™ ed A un sottoinsieme anali-
tico di Q2. Se A ¢é proprio, allora ha in ogni punto codimensione positiva. [

DEFINIZIONE II.6.6. Sia A un sottoinsieme analitico di un aperto € di
C™. Un punto zy € A si dice regolare se esiste un intorno aperto U di zg in

Qed fi,...,fr € OU) tali che

a(flu"'afk)
021,y 2n)

I punti di A che non sono regolari si dicono singolari.

(2.6.3) ANU=N(U; f1,...,fr), con rankc = k.

OSSERVAZIONE I1.6.7. Un punto zy di A & cioe regolare se esiste un

intorno aperto U di zp in C" tale che ANU sia una sottovarieta differenziabile
di U.
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7. I teoremi di Riemann sulle singolarita rimovibili

TEOREMA IL1.7.1 (Primo teorema di Riemann sulle singolarita rimovi-
bili). Sia Q un aperto di C" ed A un sottoinsieme analitico proprio di Q.
Allora ogni funzione olomorfa f, definita su Q\ A e localmente limitata [l
nei punti di A si prolunga in modo unico ad una funzione f, olomorfa su Q.

TEOREMA I1.7.2 (Secondo teorema di Riemann sulle singolarita rimovi-
bili). Sia 2 un aperto di C" e sia A un sottoinsieme analitico di Q. Se in
ogni punto z € S il sottoinsieme A ha codimensione maggiore o uguale di
due, allora ogni funzione f, olomorfa su Q\ S, si prolunga in modo unico
ad una funzione f, olomorfa su .

D1MOSTRAZIONE DEI TEOREMI [LZ1l E [LZ2 Poiché, per il Lemma
[C63 2\ A ¢ un aperto denso di 2, se una f € O(Q\ A) ammette un pro-
lungamento continuo ad 2, questo & unico. E percio sufficiente dimostrare
che ogni f € O(2\ A) si prolunga ad una funzione olomorfa nell’intorno di
ciascun punto zg € A.

Fissiamo quindi 2y € A. Sia k la codimensione di A in zg. Possiamo
supporre che zg = 0 e che 0 sia un punto isolato dell’intersezione con A del
k-piano complesso £ = {zx+1 =0,..., 2z, = 0}. Poiché 0 & un punto isolato,
possiamo trovare 0 < r < R tali che {z € ¢ | r < |z;] < R,1 < j <k} C
Q\ A. Poiché A ¢ chiuso, possiamo allora trovare € > 0 tale che

{zeC"|r<|zj|<Rper1<j<k elzj]<eperk<j<n}CQ\A

Definiamo allora, per un p reale con r < p < R,

g(z) = W/Zﬂ;p/m:p f(Cl,...,Ck,zk+1,...,zn)dC1mdcn_

(Cl - zl) T (Cn - zn)
La g definisce una funzione olomorfa nel polidisco
D ={|zj|<rperl<j<k, |zj| <eperk <j<n}

Differenziando sotto il segno d’integrale, si verifica che le ipotesi del Teo-
rema [L7T nel caso k = 1 e quelle meno restrittive del Teorema 72 nel
caso k > 1 ci garantiscono che g — f si annulla con tutte le derivate nei
punti di {z € £ | 0 < |zj] < rperl < j <k} Quindi f =gsuD)\A,
perché questo & un aperto connesso per il Lemma [LE3, e percid g prolun-

ga la f olomorficamente in tutti i punti del polidisco D. Cio completa la
dimostrazione. O

"Dire che f € O(Q\ A) & localmente limitata nei punti di A significa che, per ogni
zo € A, esiste un intorno aperto U di zo in 2 ed una costante C' > 0 tale che

If(z)] £C VzeU\A.






CAPITOLO 3

Pseudoconvessita e plurisubarmonicita in C”

1. Funzioni subarmoniche in C

DEFINIZIONE IIL.1.1. Sia 2 un aperto di C. Una funzione h € C%(Q2,R)
e armonica in ) se verifica I’equazione:
%h
3.1.1 Ah=4——=0 inQ.
(3.11) 0z02
Indichiamo con H(£2) lo spazio delle funzioni armoniche su 2.
Una funzione u : Q — [—00,+00) si dice subarmonica su Q se:
(1) ¢ semicontinua superiormente, cioé {z € Q|u(z) < k} & aperto per
ogni k € R;
(2) per ogni compatto K contenuto in §2 abbiamo:
h € CO(K) NH(int(K)),

(3.1.2) ed u(z) < h(z) Vz e 8K} = u(z) < h(z) Vz € K.

LEMMA II1.1.2. Sia © un aperto di C.

(1) Se f € O(R), allora Re f € H().
(ii) Se  é un aperto semplicemente connesso di C, allora per ogni
h € H(Q) esiste, unica a meno di costante, una f € O(Q) tale che

h=Ref.
DIMOSTRAZIONE. Se f € O(2), allora:
_, P n_ o 00f 0Of
ARe f) =25 (f + ) =25 + 252~ = 0.

Sia ora h € H(2) e supponiamo che (2 sia semplicemente connesso. La forma
differenziale:
oh oh

oz:dh::%dy—a—y

¢ chiusa e quindi, per I'ipotesi che €2 sia semplicemente connesso, esiste una
funzione g € C'(Q, R) tale che dg = a. Chiaramente f = h +ig € O() &
una funzione olomorfa che ha parte reale uguale ad h. Dalle equazioni di
Cauchy-Riemann segue che la parte immaginaria di una funzione olomorfa
¢ determinata dalla sua parte reale, su ciascuna componente connessa del
dominio di definizione, a meno di una costante. O

Abbiamo:
TEOREMA III.1.3. Sia Q2 un aperto di C. Allora:

dx

55
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(a) L’insieme SH(QY) delle funzioni subarmoniche su € € un cono, cioé:
(3.1.3) u€eSH(N), ceR, ¢c>0= cuec SH(N).

(b) Sia {uq}aca una famiglia di funzioni subarmoniche. Se u(z) =
sup,, uq(2) & semicontinua superiormente e a valori in [—oo, +00),
allora u € anch’essa subarmonica.

(c) Se {un}ner € una successione decrescente di funzioni di SH(S),
allora u(z) = inf, u,(z) € SH().

DIMOSTRAZIONE. Le affermazioni (a) e (b) sono di facile verifica. Di-
mostriamo (c). Se k € R, & {u(z) < k} = |, {un(2) < k} e quindi aperto
perché unione di aperti. Quindi v € semicontinua superiormente. Sia ora K
un compatto di Q ed h € CO(K) N H(int(K)) con h > u su K. Fissiamo
e > 0. Allora per ogni n l'insieme F,, = {z € 0K|u,(2) > h(z) + €} &
compatto e (), F, = 0. Quindi F,,, = () per qualche ng € N ed otteniamo
percio u(z) < up,(2) < h(z) + € per ogni z € K. Per larbitrarieta di € > 0
ne segue che u(z) < h(z) su K, e cio dimostra che u & subarmonica. O

Abbiamo ancora:

TEOREMA II1.1.4. Sia u : Q — [—00,4+00) una funzione semicontinua
superiormente definita su un aperto 2 C C. Sono allora equivalenti:

(1) w é subarmonica su §);

(2) Se D ¢ un disco chiuso contenuto in Q2 ed f € C[z] un polinomio
olomorfo con Re f > u(z) su 0D, allora Re f > u(z) su D;

(3) Sia, per 6 > 0, Qs = {z € Q | dist(z,00) > ¢}. Allora, per ogni
misura positiva du con supporto in [0, 0]:

(3.1.4) (277 / d,u(r)) u(z) < /0 " / (s + rexp(it))dtdu(r) ¥z €

(4) Per ogni 6 > 0 esiste una misura positiva dy con supporto in [0, 0]
diverso da {0} per cui valga la BI12).

(5) In particolare, la u : Q — [—oo,+00) & subarmonica su §) se e
soltanto se ¢ semicontinua superiormente e soddisfa una delle due
disequaglianze

2m
(3.1.5) u(z) < %/ u(z +rexp(it))dt Yz e Q, V0 < r < dist(z, 0%),
0
(3.1.6) wu(z) < # // u(z + C)dA(() Vz e Q, YO < r < dist(z,09),
I¢|<r

DIMOSTRAZIONE. (5) € un caso particolare di (4). Sara quindi sufficiente
dimostrare I'equivalenza di (1), (2), (3), (4).

Chiaramente (1) = (2), (3) = (4) e quindi sara sufficiente dimostrare
che (2) = (3) e (4) = (1).

(2) = (3). Sia z € Qs, perun § > 0, sia 0 < r < § e sia ¢(t) =
>k ax exp(ikt) un polinomio trigonometrico reale tale che u(z+rexp(it)) <
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¢(t) per ogni t € R. Abbiamo allora, per (2):
1 21

(3.1.7) u(z) <ag = o/, o(t)dt.

Se ora ¢ ¢ una qualsiasi funzione continua, periodica di periodo 27, con
u(z 4+ exp(it)) < ¢(t) per ogni t € R, possiamo trovare, per ogni € > 0,
un polinomio trigomometrico ¢.(t) con ¢(t) < ¢ (t) < ¢(t) + €. Otteniamo
quindi, scrivendo la BI1) per ¢, e passando al limite per € \, 0, che:

1 2

(3.1.8) wz) s 5o | et

Vo € CY_(R) con u(z + rexp(it)) < ¢(t) Vt € R.
Per la definizione d’integrale di una funzione semicontinua superiormente,
otteniamo allora che:

2m
(3.1.9) wu(z) < QL/ u(z + rexp(it))dt Vz e Q, V0 < r < dist(z, 09).
T Jo

Da questa segue facilmente la (3).

(4) = (1). Sia K un compatto di Q e sia h € CY(K) N H(int(K))
con h > w su K. Supponiamo per assurdo sia supy(u —h) = M > 0.
Poiché u — h & semicontinua superiormente, v — h = M su un compatto
non vuoto F' contenuto in int(K). Fissiamo un punto zg € F' che realizzi la
distanza minima &y da 0K . Fissiamo 0 < § < §g. Allora ogni circonferenza
{z0 + rexp(it) | t € R}, con 0 < r < 4, contiene un arco non vuoto su cui
u—h < M. Se du & una misura con le proprieta in (4), allora:

M = u(z20) — h(20)

> <27r / d,u(r)) - / / (ulz0 + 1 exp(it)) — h(zo + r exp(it))dt du(r),

che da:
u(zg) > <27r/du(r)>_l//u(2’0 + rexp(it))dt du(r),

ed otteniamo cosi una contraddizione. La dimostrazione € completa. O

La condizione (2) del Teorema [IL.TA4l si pu6 enunciare in modo equiva-
lente mediante il

COROLLARIO III.1.5. Sia u :  — [—00,+00) una funzione semiconti-
nua superiormente, definita su un aperto  di C. Condizione necessaria e
sufficiente affinché u sia subarmonica in u é che, per ogni polinomio olomor-
fo f(z) € (Chz], la funzione v(z) = u(z) — Re f(2) soddisfi in Q il principio
di massimo L.

Come conseguenza, otteniamo:

Lcio significa che, se v(z) ha massimo locale in un punto zo di 2, allora & costante
sulla componente connessa di zp in 2.
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ProprosiziONE II1.1.6. Sia Q un aperto di C. Allora:

(1) ui,up € SH() = w1 +ug € SH(Q). Quindi, SH(Q) é un cono
convesso.

(2) u € SH(QY) se e soltanto se per ogni punto z di 2 ha un intorno
aperto w in 2 tale che u|, € SH(w).

(3) Se f € O(Q), allora log |f| € SH(N).

(4) Seu € SH(2), ¢ : R — R ¢ convessa non decrescente e si pone
¢(—o0) = inf ¢, allora p(u) € SH(Q).

(5) Sewuq,us sono non negative su 2, e seloguy,logus € SH(Q), allora
anche log(u; + ug) € SH(Q).

DIMOSTRAZIONE. (1) Se uj ed ug sono semicontinue superiormente e
soddisfano la proprieta della media ([BIH), anche u = uj +ug € semicontinua
superiormente e soddisfa la proprieta della media (BIH).

(2) E facile conseguenza della caratterizzazione della subarmonicita data
nel Corollario [ILT.5

(3) Sia f € O(). Sia D un disco chiuso contenuto in Q e p € Clz]
un polinomio olomorfo tale che log|f(z)] < Rep(z) su dD. Allora abbia-
mo |f(z)exp(—p(z))] < 1 su 9D e, poiché f(z)exp(—p(z)) ¢ olomorfa in
Q, per il principio di massimo otteniamo che |f(z)exp(—p(2))] < 1 su D,
cioe, passando ai logaritmi, log|f(z)| < Rep(z) su D. Quindi log|f(2)| &
subarmonica in  per la (2) del Teorema [MTT.T4

(4) Sia ¢ : R — R una funzione convessa crescente e poniamo ¢(—oo) =
infre. Per ogni t5 € R, vi € un numero reale ky > 0 tale che

o(t) = ¢(to) + ko(t —to), VteER.

Otteniamo quindi, se u & subarmonica in 2:
2w

2T
= (u(z + rexp(if)))do > ¢(t) + K2 / (u(z + rexp(if)) — to)df
0 0

Se scegliamo in questa diseguaglianza tg = wu(z), il secondo addendo a
secondo membro € non negativo e quindi otteniamo

2m
P(u(2)) < & ; d(u(z +rexp(if)))dd VzeQ e 0<r<dist(z,00).

Dunque ¢(u) & subarmonica per il criterio (5) del Teorema [T
Verifichiamo la (5). Sia f € C[z] un polinomio olomorfo e D un disco con
D € Q tale che log(u1(z) + u2(z)) < Re f(2) se z € 9D. Poiché (logu;) —
Re f & subarmonica, anche u;|exp (—f)| € subarmonica e quindi v = (u; +
ug)| exp (—f)| € subarmonica. Essendo v < 1su dD, ¢ v <1 in D e quindi
u = log(u1(z) + u2(z)) < Re f(z) se z € D. Cio dimostra la (5). O

PrOPOSIZIONE IIL.1.7. Sia u € SH(SY), non identicamente uguale a —oo
su nessuna componente di Q2. Allora u € LL (Q) e

(3.1.10) // uAvd\ >0 Vv € D(Q,R) conv >0 in Q.
Q
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. . . 1 . \
Viceversa, ogni funzione u € Ly (Q) che soddisfi la BIIW) é uguale, a
meno di un insieme di misura nulla, ad una funzione subarmonica su Q.
Se x € una funzione reale di una variabile reale, continua, non nulla, non

negativa e con supporto compatto, allora:

gl e =(ff ><<|<|>dx)_1 tim [tz = tc)x(ichax

e subarmonica e coincide quasi ovunque con la u.
In particolare, una funzione reale u € C?(Q,R) é subarmonica se e
soltanto se:

(3.1.12) Au(z) >0 VzeQ.

DIMOSTRAZIONE. La u € misurabile, in quanto € semicontinua superior-
mente. Inoltre, poiché la u € limitata superiormente su tutti i compatti
contenuti in €, esiste sempre, finito o infinito, 'integrale di uw sui compatti
contenuti in Q. Sia z € Q. Supponiamo che u(z) > —oo e sia D & un disco
chiuso di raggio r con centro in z, contenuto in 2. Se M = supp u, abbiamo

u(z) =21 < = [[ (@0 = ax0) = —= [[ 1u(c) - diarco).

Quindi (u — M) € L'(D) e ne segue che anche u € L!(D). Percio, detto E
Iinsieme di tutti i punti z di €2 tali che u sia assolutamente integrabile in un
intorno di z, otteniamo che u(z) = —oc in un intorno di ogni punto di QNCE.
Quindi sia E che Q N CE sono aperti. Cido dimostra che v ¢ localmente L'
su tutte le componenti connesse di 2 in cui non sia identicamente uguale
a —o0.

Siav € D(2,R) una funzione reale non negativa, di classe C*°, a supporto
compatto in €2, e sia u una funzione subarmonica su 2. Dalla

2
(2m)u(z) < / u(z +rexp(if))dd Vz e Q, YO < r < dist(z,00)
0

otteniamo, moltiplicando per v(z) > 0 ed integrando rispetto a z,

//Q u(z) (/02“[1)(2 —rexp(i6)) — v(z)]d@) d\(2),

V0 < r < dist(supp(v), CQ).

Dividendo per 772/2, e passando al limite per r — 0% otteniamo la ([BTI0).
Infatti, per la formula di Taylor

ov(z) ov(z) .
o rcosf — 3y rsin @

r? (Ov(z) ov(z) . 4 0%v(z) . 9
—1—5 <WCOS 9+a—y25m 0—1—287%511&90089) + o(r?),

v(z —rexp(if)) = v(z) —
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e quindi

7'('7"2

2m
/0 [v(z — rexp(if)) — v(z)]do = 7Av(z) +o(r?) per r—0T.

Sia ora u € C?(£2, R) una funzione reale di classe C? che soddisfa Au > 0
in Q. Sia 0 € 2. Nelle coordinate polari con centro in 2 abbiamo

Au:@+l@+i@>0
or2 ror 12002 —
Posto
2m
M(r) = %/ u(rexp(if))do,
0
otteniamo
M"(r) +r7'M'(r) >0 per r>0.
Ne segue che rM’(r) ¢ una funzione crescente. Poiché rM'(r) — 0 per
r — 0%, ne segue che rM’(r) > 0 per r > 0. Quindi M'(r) > 0 ed M(r) ¢
anch’essa crescente. In questo modo si dimostra che u soddisfa la condizione
della media e percio e subarmonica.

Consideriamo ora una funzione reale di variabile reale y, di classe C*°,
positiva e con supporto compatto in R. Poniamo, per t reale e positivo,

o= ([ X(ICI)d/\>_1.

Se u € L (), possiamo definire, su Q; = {z € Q | dist(z,0Q) > t},

loc
w(@) = [ [ u©o(c - axe),

Allora u; € C®°() e uy — u in L (Q), cioé uy — u in L}(K) per ogni
compatto K € . Se u ¢ subarmonica, per il teorema della media la u:(z)

decresce a u per t — 07, cioe
u(z) = limy o+ ue(2) = infocgise(z coywe(2), V2 € Q.

Supponiamo ora che u € Li (Q) verifichi la (BI0). Derivando sotto il
segno d’integrale, otteniamo allora Au; > 0 su §2; per ogni t > 0. Poiché
ug € C*°(Q, R), ne segue che uy € SH(€). Poiché u; ¢ subarmonica, ne
segue che

bs * ug(z) = / bulz — Ouy(Q)dA(2)

¢ una famiglia decrescente rispetto ad s — 07. Facendo tendere t a 0 ne
segue che anche ugs = lim;_,o+ (¢s * uz) & decrescente per s — 07 e quindi
infs us & una funzione subarmonica in €2, uguale ad v quasi ovunque. O

DEFINIZIONE II1.1.8. Una funzione reale di classe C2(2) si dice stretta-
mente subarmonica in un punto zg € €1 se

(3.1.13) Au(zo) > 0.
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Abbiamo:

PROPOSIZIONE II1.1.9. Sia Q un aperto di C. Se u € C*Q) ¢ non
negativa e logu € SH(QY), allora log(1 + u) ¢é subarmonica e strettamente
subarmonica su Q\ {z € QVu(z) =0, Au(z) = 0}.

DIMOSTRAZIONE. Poiché log u ¢ subarmonica, abbiamo:
0< Alogu = u? (ulu — [Vul?).
E poi:
Alog(l+u) = (1 +u)~? [Au+ (udu —|Vul?)].
Poiché i due addendi nella parentesi quadra sono entrambi non negativi,

Alog(1l + u) si annulla solo quando entrambi sono nulli, e questo avviene
esattamente quando sia Au che Vu si annullano. O

2. Il principio di Phragmén-Lindelof

I moduli delle funzioni olomorfe, e, piu in generale, le funzioni subar-
moniche, soddisfano il principio di massimo: i loro valori all’interno di un
dominio limitato si possono stimare con i valori da esse assunti alla frontiera
del dominio.

Il principio di Phragmén-Lindelof B estende il principio di massimo al
caso di aperti non limitati, quando ci si restringa a funzioni che in esso sod-
disfino assegnate condizioni di crescita. Naturalmente, questo principio si
articola in enunciati differenti nelle diverse situazioni che si possono consi-
derare. Questi si applicano a diverse situazioni, dallo studio asintotico del
comportamento al bordo di funzioni olomorfe, allo studio dei funzionali ana-
litici e delle distribuzioni, alla teoria delle equazioni differenziali ordinarie e
alle derivate parziali. Vale il seguente

TEOREMA II1.2.1 (Phragmén-Lindelof). Sia Q un angolo in C, con ver-
tice mell’origine:

(3.2.1) N={ze€C\ {0} | a<Arg(z) < g}
con -7 < a < f < 7w Siau € SH(Q) una funzione subarmonica su Q e
semicontinua superiormente sulla sua chiusura €. Se
u(z) <0 per ogni z € OF),
(3.2.2) < u(z) <CJz° per ogniz € Q, per un’opportuna costante C > 0
e un numero reale 6 con0 < 4§ <7/(f — ),

allora
(3.2.3) u(z) <0 Vze.
2E.Ph]ragmén, E.Lindeléf:  Sur une extension d’un principe classique de I'analyse

et sur quelques propriétés des fonctions monognes dans le voisinage d’un point singulier.
Acta Math. 31 (1908), no. 1, 381-406
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DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che, per un v con 0 < v < m,
sia @« = —v e B =, in modo che () sia simmetrico rispetto all’asse reale.
La condizione in (BZ2) ci dice che vd < 7/2. Fissiamo un numero reale
positivo K > 0 per cui sia ancora vk < 7/2. Poiché il dominio © non
contiene punti del semiasse reale negativo, possiamo definire su €2 la funzione
olomorfa z" = exp(rlog(z)), scegliendo la determinazione del logaritmo per
cui log(z) € R se z & reale positivo. In particolare Re 2" = r” cos(kf) (con
r=1z], 0 € R, |§] <~vez=rexp(if)) ¢ una funzione armonica in Q e
quindi, per ogni numero reale ¢ > 0, la funzione

ve(2) = u(z) — eRe 2"
¢ una funzione subarmonica su §) e semicontinua superiormente su Q. E per
ipotesi vk < 7/2 e quindi
Rez" =r"cos(kf) sez=re €Q, (r>0, 0] <~).
Osserviamo ancora che cos(k7y) > 0 ed abbiamo
Re 2" > cos(k7)|z|" in Q.

Poiché § < k, risulta C R? < ecos(ky)R" se R ¢ sufficientemente grande
(R > (C/(ecos(ky)))/*=9). Quindi v < 0 sulla frontiera del dominio
limitato {z € Q| |z|] < R}, se R > 1 e dunque, per il principio di massimo
anche all’interno di tale dominio. Otteniamo cosi che v < 0 in €2 per ogni
€ > 0, da cui si ha la (B2Z3]) passando al limite per € — 07. O

COROLLARIO TI1.2.2. Sia Q langolo definito dalle BZI) e sia f €
O(Q) N COQ). Se esistono costanti positive A,C,M e &, con 0 < § <
/(8 — «) tali che

lf(z)| <M Vz € 09,
(324 {\f(Z)\ < Coxp(All) Ve Q,
allora
(3.2.5) lf(z2)| <M VzeQ.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare il Teorema [IT21] alla funzione plu-
risubarmonica u(z) = log|f(z)| — log M. O

Utilizzando il Teorema [MLZJ] possiamo ancora dimostrare il principio
di Phragmén-Lindel6f per funzioni subarmoniche con crescenza lineare su C
e per funzioni intere di tipo esponenziale:

TEOREMA I11.2.3. (1) Se u € SH(C) soddisfa

(3.2.6) {u(z) < Al|z| VzeC, con A costante reale positiva,

u(z) <0 Ve e R
allora

(3.2.7) u(z) < A|llmz| VzeC.
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(2) Se f e O(C) soddisfa

(3.2.8) |f(2)] < Cexp(Alz]) VzeC con C,A costanti positive,
- |f(z)| <M Vo € R, per una costante positiva M,

allora
(3.2.9) |f(2)] < Mexp(A|lmz|) VzeC.

DIMOSTRAZIONE. (1) E sufficiente applicare il Teorema [MTT21] alla fun-
zione u(z) — Aly| (z = x = iy con z,y € R) nei quadranti {x > 0,y > 0},
{zx >0,y <0}, {x <0,y >0}, {x <0,y <0}

(2) Si applica (1) a u(z) = log|f(z)| — log M. O

Consideriamo poi il caso di una mezza striscia:
TEOREMA II1.2.4 (Lindeldf). Sia Q la mezza striscia
(3.2.10) Q={z=z+iy|z,yeR, a<x<b, y>c}

ove a < b e ¢ sono numeri reali. Sia u subarmonica su ) e semicontinua
superiormente sulla chiusura 0 e supponiamo che, per due numeri reali A,
B, con0 < A(b—a) <meB >0, risulti

3911 u(z) <0, Vze o,

(3.2.11) u(z) < B +exp(4]z]), Vz € Q.
Allora

(3.2.12) u(z) <0 VzeQ.

DiMOSTRAZIONE. Mediante una traslazione, possiamo per semplicita ri-
condurci al caso in cui ¢ = 0 e b = —a > 0. Fissiamo un numero reale A" > A,
per cui sia ancora 2A4’b < . Per ogni € > 0, la funzione

ve(2) = u(z) — eRe(exp(—id’z))
¢ subarmonica su € e semicontinua superiormente su Q. Su Q abbiamo
Re(exp(—iA’z)) = exp(A’y) cos(A'x) > exp(A'y) cos(A'b) su Q.
Poiché A’ > A, abbiamo percio
B+ exp(Alz|) < B + exp(Ab) exp(Ay) < eRe(exp(A’z))
se z=x+iycQey>1.

Quindi v ¢ < 0 sulla frontiera dei rettangoli {|x| < b, 0 < y < C} per
C > 1 e quindi, per il principio di massimo, ¢ < 0 sulla mezza striscia §2.
Facendo tendere € a 0, otteniamo la tesi. O
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COROLLARIO I11.2.5 (Lindeldf). Sia f una funzione olomorfa sulla mez-
za striscia BZID) e continua sulla sua chiusura. Supponiamo vi siano
costanti positive A, B, M tali che A(b—a) < 7 ed f soddisfi

(3.2.13) {|f<z>| <M vz € 00,

|f(2)| < B exp (e‘Z‘A) Vz e Q.
Allora f soddisfa anche
(3.2.14) f(z)| <M VzeQ

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare il Teorema [ILZ4 alla funzione su-
barmonica u(z) = log|f(z)| — log M. O

Valgono risultati analoghi per funzioni subarmoniche e per funzioni olo-
morfe definite su tutta la striscia. Abbiamo

TEOREMA I11.2.6. (1) Sia Q la striscia
(3.2.15) Q={z=z+iwy|z,yeR, a<z<b}

ove a < b sono numeri reali. Sia u subarmonica su €2 e semicontinua supe-
riormente sulla chiusura 0 e supponiamo che, per due numeri reali A, B,
con 0 < Ab—a) <7 e B >0, risulti

2916 u(z) <0, Vze o,

(3:2.16) u(z) < B+ exp(Alz]), Vz € Q.
Allora

(3.2.17) u(z) <0 VzeQ.

(2) Sia f una funzione olomorfa sulla striscia BZIN) e continua sulla
sua chiusura. Supponiamo vi siano costanti positive A, B, M tali che A(b —

a) < 7 ed f soddisfi
(3.2.18) {’f(z):

Allora f soddisfa anche

M Vz € 092,
B exp (e‘Z‘A) Vz € Q.

(3.2.19) lf(z)| <M VzeQ.

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione e analoga a quella fatta nel caso
della mezza striscia. Bastera considerare, dopo essersi ricondotti al caso
della striscia simmetrica rispetto all’origine e contenente ’asse immaginario,
invece delle funzioni esponenziali exp(—iA’z), utilizzate nella dimostrazione
del Teorema [ML24] le funzioni cos(A'z). O
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3. Funzioni plurisubarmoniche su aperti di C”

DEFINIZIONE I11.3.1. Sia © un aperto di C". Una funzione u € C%(Q2, R)
si dice pluriarmonica in € se soddisfa:

(3.3.1) d0u =0, cioe

Osserviamo che, se u € C2(Q, R), allora:

(= 1
ou = §du — %dcu
ou = 1d Z‘alc
(3.3.2) U= Gout gdtu
"/ Ou ou
con du= —dy; — —dw-) .
jZ:; <8:Ej J ayj J

Quindi u € C?(£, R) & pluriarmonica se e soltanto se:
(3.3.3) dd‘u=0.
Otteniamo quindi:

ProposiziONE 111.3.2. Sia 2 & un aperto semplicemente connesso di
C™. Allora u € C*(2,R) ¢ pluriarmonica se e soltanto se u = Re f per una
f e o). SeQ ¢ connesso, allora la f & determinata dalla w a meno di
una costante additiva puramente immaginaria.

DIMOSTRAZIONE. Data u € C%(Q,R) pluriarmonica, cerchiamo v €
C%(,R) tale che u +iv = f € O(Q). Deve risultare:

- 1
0=0(u+ i) = 5 (du +id“u + idv — dv) ,
ed in particolare
(3.3.4) dv = —du

Poiché u ¢ pluriarmonica, d(d°u) = 0. Quindi d°u ¢ una 1-forma chiusa, e,
per I'ipotesi che € sia semplicemente connesso, essa € anche esatta. Riuslta
cioé determinata una soluzione v € C%(Q,R) di dv = d°u, unica a meno di
una costante additiva su ciascuna delle componenti connesse di 2. D’altra

parte, la (B34 ci da:

ou  Ov
dxj 9y
ou  Ov
dy;  Ox;
1<j<n.

La f = u+ iv soddisfa dunque le equazioni di Cauchy-Riemann, ed & percio
olomorfa in €. O
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CoROLLARIO 1I1.3.3. Le funzioni pluriarmoniche sono analitiche reali
in tutti © punti del loro aperto di definizione. O

DEFINIZIONE I11.3.4. Una funzione u : Q — [—00,+00), definita su un
aperto ) C C" si dice plurisubarmonica se:
(1) & semicontinua superiormente, cioe {z € Qu(z) < ¢} ¢ aperto per
ogni ¢ € R;
(2) Per ogni z € Q e w € C", la funzione 7 — u(z +7w) & subarmonica
su {1 € Clz + 1w € Q}.
Indicheremo con P(2) l'insieme delle funzioni plurisubarmoniche su 2.

Esempio II1.3.5. Sia f € O(2), ed @ un numero reale positivo. Allora
|f1%, log | f], log(1 + |f|*) sono plurisubarmoniche su §2.

Abbiamo, analogamente al caso delle funzioni subarmoniche di una va-
riabile complessa:

TEOREMA II1.3.6. Sia Q un aperto di C™.

(a) L’insieme P () delle funzioni pluirsubarmoniche su € é un cono
CONVESSO, CLOe:

u€eP(Q), ceR, c>0= cuec P(Q),
ug, ug € P(Q) = u1 +ug € P(Q).

b) Sia {ua}aca una famiglia di funzioni plurisubarmoniche su €. Se
u(z) = sup,ua(z) € semicontinua superiormente e a valori in
[—00, +00), allora u é anch’essa plurisubarmonica su Q.

(c) Se {un}ner € una successione decrescente di funzioni di P(),

allora u(z) = inf, u,(2) € P(Q).

DEFINIZIONE I11.3.7. Se ¢ € C%(Q,R), chiamiamo Hessiano complesso
di ¢ nel punto 2° € Q la forma Hermitiana simmetrica

(3.3.7) E P9(2” ww- weCt
9. Wy, .
st 02;0%;

TEOREMA I11.3.8. Una funzione u € C%(Q,R) ¢ plurisubarmonica in
se e soltanto se il suo Hessiano complesso € semidefinito positivo in ogni
punto di 2.

DIMOSTRAZIONE. Il Teorema & conseguenza della Proposizione [ILT7,
applicata alle funzioni 7 — u(z + 7w), per z € Q e w € C". O

TEOREMA II1.3.9. Sia Q un aperto connesso di C" ed u € P(Q) una
funzione plurisubarmonica # —oo. Allora u € Li (€2).

Sia ¢ € Coomp(C™, R) tale che:
(1) ¢(z1,...,2n) = @(eMz1,... e 2,) per ogni z = (21,...,2,) € C"
ed ogni t = (t1,...,t,) € R";
(2) supp(®) C {[z[ < 1};
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3) /(b(z)d)\(z) =1 (dove d\(z) ¢é la misura di Lebesgue in C™).

Sia Q un aperto di C" ed u € P(Q) una funzione plurisubarmonica non
identicamente uguale a —oo su nessun sottoinsieme aperto di 2. Allora, per
ogni numero reale € > 0, la funzione:

638 ) = [ule o0 = & [u(0s (55) axe)

¢ definita, di classe C*, e plurisubarmonica su {z € C"|dist(z,0Q) > €}.
Inoltre,

(3.3.9) Ue \yu  per €\, 0.

DIMOSTRAZIONE. La (B33 ¢ stata gia dimostrata nel caso n = 1 (Pro-
posizione [ILTT). Otteniamo allora il caso generale per iterazione. Il fatto
che le u, siano plurisubarmoniche ¢ ancora conseguenza del cason =1. [0

TEOREMA I11.3.10. Siano Q un aperto di C™, Q' un aperto di C"', u €
P(Y) ed f € O, Q). Allora f*u=wuo f € P(Q).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo ricondurci al caso in cui u sia di classe
C?, utilizzando il Teorema [IL3.9 Basta allora osservare che 1’'Hessiano
complesso di f*u e:

2)) Of"(2) Ofh (=)
;1 h; 0z h@zk 0z; 0z; J
e quindi la tesi segue dal Teorema [[1L.3.8 O

TEOREMA II1.3.11. Sia ¢ : C™ — R una funzione continua, con 6(z) >0
sez# 0 ed(Az) =|Nd(z) sez€ C" e A€ C. Sia Q un aperto di C", con
Q#C", ez— §(2,0Q) la corrispondente 5-pseudodistanza dal bordo. Se Q)
e un aperto di olomorfia, allora:

(3.3.11) Q>z— —logd(z,0Q) eR
e continua e plurisubarmonica.

DIMOSTRAZIONE. La (B23I1)) ¢ continua perché z — §(z,CQ) & continua
e a valori positivi.

Per verificare che la (B3I1l) ¢ plurisubarmonica, utilizziamo il criterio
(2) del Teorema [ILTAl Siano zp € 2, w € C™ e sia 7 > 0 tale che

D={xn+1w|7eC, |r|<r}C.
Sia f € C[r] un polinomio analitico tale che:

—log 6(zo + Tw,0Q) < Re f(1), per|r|=r.

Fissiamo un polinomio analitico F' € C[zy, ..., z,] tale che f(7) = F(zp+7Tw)
per 7 € C. Allora:
‘e_F(Z) < 6(2,00) VzedD = {z+rw||r| =1}
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Per il principio di massimo, dDg O D. Quindi, per la (Z3T3), risulta:
‘e‘F(z) <(2,0Q) VzeD={x+1w||r|<r}

Cio dimostra che 7 — —log é(zg + 7w, Q) & subarmonica sul suo dominio
di definizione. La dimostrazione € completa. O

4. Pseudoconvessita in C"

DEeFINIZIONE TI1.4.1. Sia £ un aperto di C". Se K e un compatto
contenuto in €, il suo Q-inviluppo pseudoconvesso € 'insieme:

(3.4.1) f(p(g) ={ze€Q|u(z) < supeexu(C) Yu € P(Q)} .

Poiché, per ogni f € O(Q), la funzione log |f(z)| ¢ plurisubarmonica in
Q, abbiamo

(3.4.2) f(p(g) C Ko per ogni compatto K € Q.

TEOREMA II1.4.2. Sia Q # C™ un aperto di C" e sia 6 : C" — R una
funzione continua che soddisfi (38, cioé 6(z) > 0 se z # 0 e §(\z) =
|A|d(2) se z€ C™ e A € C. Sono allora equivalenti:

(1) Q32— —logd(z,02) € R ¢ plurisubarmonica in §);
(2) esiste una u € P(Q) tale che:

(3.4.3) {zeQu(z) <c} €N VeeR;
(3) K’]D(Q) € Q per ogni compatto K € €.

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2). Se vale la (1), allora la u(z) = |2]? —
log 6(z,09) & plurisubarmonica in e soddisfa la (BZ43).

(2) = (3) ¢ ovvia. Resta da dimostrare che (3) = (1). Fissiamo zy € €2
ew € C" r >0, in modo che D = {2z + Tw|t € C, |7] < r} C Qesia
f € C[r] un polinomio analitico tale che:

(3.4.4) —log§(z0 + 7w, 0Q) < Re f(r) V|| =1, cioe
(3.4.5) 5(z0 + 7w, 0Q) > ‘e_f(T) V| =r

Sia a € C™ un qualsiasi vettore con §(a) < 1 e consideriamo, per ogni numero
reale t con 0 <t < 1, ’applicazione:
(3.4.6) T—z2+T1w+ tae T per|r| <.

La sua immagine ¢ il disco analitico D;. Chiaramente Dy = D. Indichiamo
con A linsieme dei t € [0,1] per cui Dy C Q. Chiaramente A & aperto, e
quindi per dimostrare che A = [0, 1] bastera verificare che A ¢ anche chiuso.

Per la (BZ0),
(3.4.7) K= {zo + 71w+ tae !

telo,1], |7] :r} c Q.

Seue P(), et e A, alloralat — u(z+ 7w+ tae‘f(T)) e subarmonica
in un intorno del disco |7| < r, e quindi vale la u(zg + 7w + tae () <
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sup,cg u(2). Questo dimostra che D; C KP(Q) per ogni t € A. Percio

D, C KP(Q) se e soltanto se t € A, e questo implica che A & chiuso, perché
per la (3) K’]D(Q) ¢ compatto. Dunque Dy C Q e percio:

(3.4.8) 2+Tw+ tae T eQ V7| <r Vi(a) < 1.
Questo significa che 6(zy + 7w, 0Q) > |e_f(7)‘ se |7] < r, cioe:
—log §(z0 + Tw,CQ) < Re f(1) V|r| <7
Cio completa la dimostrazione di (1). O

DEFINIZIONE II1.4.3. Un aperto € di C" che o sia uguale a C", o
soddisfi le condizioni equivalenti (1), (2), (3) del Teorema LA, si dice
pseudoconvesso.

Il Teorema L3l si puod quindi enunciare nel modo seguente
TEOREMA II1.4.4. Ogni aperto di olomorfia di C™ & pseudoconvesso.

E vero anche il viceversa: la validita dell’implicazione inversa e il pro-
blema di Levi, che ha costituito una delle questioni fondamentali dell’analisi
complessa nella prima meta del XX secoldd.

Abbiamo:

TEOREMA I11.4.5. Se {Q;}ier € una famiglia di aperti pseudoconvessi di
C", allora la parte interna Q della loro intersezione (\;c; € € pseudocon-
vessa.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre, nella dimostrazione, che €2; # C™
per ogni ¢ € I. Sia 0 una funzione che soddisfi (Z3.8)). Allora, per ogni
i € I, la funzione Q > z — —log d(z, 0€2;) & continua e plurisubarmonica per
ogni i. Ne segue che anche la funzione continua > z — —log §(z,0Q) &
plurisubarmonica, in quanto:

—logé(z,0Q) = sup (—logd(z,0)) Vze. U

La pseudoconvessita, per uit Iaperto di C", € una proprieta locale della
sua frontiera. Vale infatti il

TEOREMA II1.4.6. Sia Q un aperto di C"™. Se per ogni punto zg € 9N
esiste un intorno aperto w di zg tale che ’aperto Q Nw sia pseudoconvesso,
allora Q & pseudoconvesso.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ una funzione che soddisfi (Z38]). Per ipotesi,
ogni punto zy € 9 ammette un intorno w per cui z — —logd(z, (2 Nw))
sia plurisubarmonica su Q N w. Poiché, per un intorno o’ C w di z,
¢ §(z,0(Q Nw)) = 4(2,0Q) in o' N Q, otteniamo che la funzione z —
—log §(z,0Q) & plurisubarmonica sull’intersezione 2 N w’. Esiste percid un

3La soluzione del problema di Levi per domini di C" fu data nell’articolo: Kiyoshi
Oka: Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. IX. Domaines finis sans point
critique intrieur. Jap. J. Math. 23 (1953), 97-155 (1954).
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chiuso F' di C", contenuto in 2, tale che z — —log §(z,0Q) sia plurisubar-
monica su Q NCF.

Sia ¢ € P(C") tale che ¢(z) > —log §(z,0Q) per z € F, tale che ¢(z) —
+oo per |z] — 4o0.

Allora max{¢, — log 6(z,0€)) soddisfa ([FZ3) e quindi & pseudcocon-
vesso per il Teorema O

OSSERVAZIONE II1.4.7. Se 2 e relativamente compatto, € sufficiente
scegliere ¢(z) = cexp(|z|?) con ¢ > 1.

In generale, la costruzione della ¢ si puo fare in questo modo. Fissia-
mo innanzi tutto un punto zg € F. A meno di una traslazione, possiamo
supporre sia zgp = 0. Definiamo allora una funzione h : [0, +00) — [0, +00)
ponendo h(t) = max(1 + t?, max{1 —log 6(z,09) | z € F, |z| < t}). Bastera
quindi trovare una funzione convessa crescente h : [0, +00) — [0, 400) con
h > h e porre ¢(z) = h(|z]).

Costruiamo la h. Siano m; = SUPg<s<is1 h(t). Allora:

() =m;+t(migg —m;) per i<t<i+1,i=0,1,...

¢ una funzione crescente e lineare a tratti con (t) > h(t) su [0,400).
Poniamo ora M}, = supg<;<p(mny1 — my) e definiamo:

ﬁ(t _Jmo +tMo se0<t<1
Cmo+ i My + Myt —i) sei<t<i41,i>1.

Chiaramente h & convessa crescente e h > 1) > h su [0, +00).
Vale il seguente:

TEOREMA II1.4.8. Sia 2 un aperto pseudoconvesso di C*, K un com-
patto di Q ed w un intorno aperto di Kp(q), relativamente compatto in .
Possiamo allora trovare una funzione u € C*°(Q,R) con le proprieta:

(1) la u ¢ strettamente plurisubarmomica in 2, cioé I’Hessiano com-
plesso di v e definito positivo in ogni punto di £);

(2) u<0suK eu>0 suQnlw;

(3) {z € Qu(z) < ¢} e compatto per ogni c € R.

DIMOSTRAZIONE. Per la (1) del Teorema [ILZ2 possiamo trovare una
funzione plurisubarmonica ug € P(2), che sia continua in e che soddisfi
la (2) del Teorema Poiché la ug e limitata sul compatto K, a meno
di sottrarre da essa un numero reale sufficientemente grande, possiamo fare
in modo che ug < 0 su K. Poniamo

(34.9) K ={2€Q|up(z) <2} ed L={ze€Qnlw]|uy(z) <0}
Questi due insiemi sono entrambi compatti ed L C K'. Poiché i punti di L
appartengono al complementare in € di Kp(q), per ogni punto z € L esiste

una funzione w € P(Q) che sia minore di 0 su K, e strettamente positiva
in z. Possiamo inoltre, regolarizzando la w per mezzo della convoluzione,
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ottenere una nuova funzione w’, plurisubarmonica in un intorno di K’, e che
ancora soddisfi le condizioni di essere < 0 su K e > 0 in un intorno di z.
Poiché L & compatto, definendo uy come l'estremo superiore di un numero
finito di tali funzioni w’, otteniamo una nuova funzione plurisubarmonica
u1, definita su un intorno aperto di K’, con u; < 0 su K ed u; > 0 in un
intorno di L. Sia C il massimo di u; su K’ e definiamo:

o(z) = {max{ul(z),Cuo(z)} sez € Q, up(z) <2

3.4.10
( ) Cup(2) sez €, ug(z) > 1.

Abbiamo ottenuto in questo modo una funzione plurisubarmonica su €2, che
soddisfa le (2) e (3). Definiamo a questo punto:

(3.4.11) Y ={ze€Qu(z) <t} per teR.
Sia ¢ come nel Teorema, e poniamo:
(3.412) w2 = gl + [ ™ol - (/e

Scegliendo €; > 0 sufficientemente piccolo, otteniamo una funzione di classe
C>°(C"), che & > v e strettamente plurisubarmonica in un intorno di ;.
Possiamo inoltre, sempre scegliendo gli €; sufficientemente piccoli, ottenere
che vp < Oewvy <O0Osu Kevj <v+1su Qj per j = 1,2,.... Sia ora
X € C*(R,R) una funzione reale convessa con x(t) =0set <0e x/'(t) >0
pert > 0. Allora x(v;+1—j) & strettamente plurisubarmonica in un intorno
di ;\ ;1. Possiamo allora scegliere numeri reali positivi {a;};>1 in modo
che:

m
(3.4.13) um(2) = vo(2) + Y ajx(vj +1 - j)

j=1
sia > v e strettamente plurisubarmonica in un intorno di €,,,. Poiché u,, =
Upy su 5 se m,m’ > j, il limite u(z) = limy, o0 um(2) esiste e definisce
una funzione plurisubarmonica di classe C*° su ). Poiché u = vy < 0 su K
ewu >vin Q, la u cosi trovata soddisfa tutte le proprieta (1), (2), (3). O

COROLLARIO 1I1.4.9. Sia Q un aperto pseudoconvesso di C* e K un
compatto di Q). Abbiamo:

(34.14)  Kpg) = {2 € Q|u(z) <supegu(() Yue P(Q)NC®(Q)}
e quindi K’]D(Q) e compatto in €. O

TEOREMA 111.4.10. Sia Q un aperto di C*, con frontiera di classe C2.
Supponiamo sia Q2 = {z | p(z) < 0} per una funzione reale p, di classe C?,
definita in un intorno di Q in C", e con dp(z) # 0 per ogni z € 9. Allora
Q ¢ pseudoconvesso se e soltanto se:

n o) v Op(2)
(3.4.15) Zi7j:182iagjwiwj20 se z€00 e Zi:l - w; = 0.




72 3. PSEUDOCONVESSITA E PLURISUBARMONICITA IN C™

DIiMOSTRAZIONE. Osserviamo che, se p; € un’altra funzione reale di clas-
se C2, definita in un intorno aperto U di €2 in C", con dp;(z) # 0 per ogni
ze0Nep <0sulUNQ, py > 0suUNCQ, allora p; = hp, per una funzione
positiva e di classe C2 in un intorno di 9Q. Un semplice calcolo mostra che
la (BZTH]) vale per p se e soltanto se vale per p;.

Possiamo quindi ridurci al caso in cui sia, per un intorno aperto U di
0Q in C",

(3.4.16) p(z) = {—dist(zv 90) sezeQNU

dist(z,00)  sez e UnCQ.
Se supponiamo che 2 sia pseudoconvesso, per il Teorema la
z — —log dist(z, 00)
¢ plurisubarmonica su . Quindi, poiché —logdist(z,9Q) = —log(—p(2))

per z € QN U, otteniamo

"L 9p(2) i
—p()) ! P >0

(3.4.17) 571 94107

9

wiw; + [p(2)] 2

Z ap(z)wi
i=1 9z

Ywe C", Ve QnNU.

Moltiplicando per [—p(z)] e passando al limite per 2 5 z — 0, otteniamo
la (BE4TH).

Per dimostrare la sufficienza, facciamo vedere innanzi tutto che, se vale la
BZT3), allora la u(z) = — log(dist(z,0Q)) & plurisubarmonica per z € QNU
per un intorno U di 0f2 in C".

Fissiamo un intorno aperto U di €2 in C" in modo che la z — dist(z, CQ2)
sia di classe C% su UNSY. Supponiamo per assurdo che u(z) = — log(dist(z, C£2))
non sia plurisubarmonica in U N €). Ci sara allora un punto z € U N} e un
w € C™ tali che:

2

557 log(dist(z + 7w, CQ)) =c>0.
Per la formula di Taylor, se z € U N Q:

log dist(z 4 7w, Q) = log dist(z, CQ) + Re (AT + B7?) + c|7]* + o(|7|?),

per 7™ —0,

per opportune costanti A, B € C. Fissiamo ora a € C" con |a| = dist(z,(Q)
e z+ a € J9). Consideriamo la funzione:

2(7) = 2 4+ 1w + aexp(AT + Br?).
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Abbiamo allora:

dist(z(7),CQ) > dist(z + 7w,CQ) — |a| - [exp(AT + BT2)‘
c|T 2
> fof (¢ 1) [

per |7| < 1.

)

Poiché dist(z(0),0) = 0, otteniamo che

o ..
Edlst(Z(T),EQ)’T:():O e
2

oToT

Questo contraddice la (BZZ1H), in quanto queste relazioni si possono scrivere,
con p(z) = —dist(z, 0Q):

3y 90D 1) — o, > Mz’-(O)Z;;(O) <0.

0z; 7 02;0z 7
J gk=1 ATk

dist(z(7),0Q)|,=¢ > 0.

j=1
Da questo ottiene la condizione del Teorema [MLZ8, cioe, per ogni zg € 9N

possiamo trovare un intorno aperto U, di zp in C" per cui Q2 N U,, sia
pseudoconvesso, e quindi €2 ¢ pseudoconvesso. O

Quando la condizione del Teorema [IL4T0 non & verificata, otteniamo:

TEOREMA I11.4.11 (E.E. Levi). Sia Q un aperto di C" e sia zy € 02 un
punto della frontiera di 2 tale che:

esistono un intorno Uy, di zy in C", una funzione reale p : U — R ed
un vettore w € C" tali che:

(3.4.18) QNU,, = {z € Uylp(z) <0},
no Pplz) n 9p(20)
(3.4.19) Zj,k:l T Tk < 0, ijl 5e; Vi = 0.

Allora esiste un intorno aperto w di zg in C" tale che ogni funzione f € O(Q)
st estende in modo unico a una f € O(QUw).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che {2 sia un aperto limitato di
C", che la funzione p sia definita su tutto C", e che p > 0 su CQ.

Mediante un cambiamento di coordinate, possiamo ancora supporre che
29 = 0, che w = (1,0,...,0), e che dp(0) = dlm z,. Possiamo quindi scrivere:

n 9%p(0) no 9p(0) 2
p(z) = Imz, + Re Zj’kzlazjazk zj2k + ij:lazjazk ziz, + o(|2]%).

Mediante un altro cambiamento di coordinate, possiamo sostituire a z, la

-\ 92%p(0) _ s . . ..
Zn F iy J.k=10z,02y, %%k € supporre che I’hessiano complesso in zg sia in for-
ma diagonale e che I'autovalore corrispondente al al vettore e; della base
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canonica sia (—1). Avremo allora:

n
p(z) =Imz, — [2f + Y ¢jlz[* +0(|2]*)

j=2

con ¢; € R per j =2,...,n. Possiamo allora scegliere 9,e > 0 in modo tale
che

&p(2)

<0 in w={zeC"||xn| <, |zjl<e,per2<j<n

82«'1621 { || 1| ) |J| Y >) > }

e p(z) <0 suw ={2€C"||xn]=4, |z <e per2<j<n}.
Fissato 2’ = (22,...,2n), con [2}| < € per j =2,...,n, 'insieme degli 21 per

cui p(z1,2') < 0 & connesso, perché t — p(t, z’) non pud avere minimo locale
come funzione di t. 3

Se f € O(Q), possiamo allora trovare un’estensione f di f nell’intorno
w di 0 ponendo

. t. 2
f(z1,7) = 5= Mdt per z=(z1,7) €w.
t=s t =21
Poiché per
n—1
—e<Imz, <0, |z|<e e Z‘ZJP <1
j=2

il disco {(t, 2') | |t| < 8} & contenuto in €, la f coincide con la f su QNw. O
Abbiamo ancorall (vedi anche il Teorema [[2.2)

TEOREMA I11.4.12 (Lewy). Sia p una funzione reale, di classe C*, defini-
ta in un intorno 0 di un punto 2° € C", con p(z") =0 e dp(z) # 0 per z € Q.
Consideriamo l'ipersuperficie reale di classe C* M = {z € Q | p(z) = 0.
Supponiamo che

n 0
Jw e C* tale che Z‘—1 8%(; )wi =0,
(3.4.20) 5 p(20) N '
Z p w;w; > 0.

Allora esiste un intorno aperto U di zy in Q tale che per ogni f € C*(Q),
con

(3.4.21) Of(2) NOp(z) =0 Vze M,

esista una

(3.4.22) {f cO(U)NCUU™), ove U~ =UnN{p<0},

con f(z)=f(z) suMNU.

1. Lewy: On the local character of the solution of an atypical linear differential
equation in three variables and a related theorem for regular functions of two complex
variables, Ann. Math. (2) 64 (1956), pp.514-522.
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Varieta complesse lisce

1. Prime definizioni

DEFINIZIONE IV.1.1. Sia M una varieta differenziabile di dimensione
reale 2n. Un atlante {(Uy, ¢o) | @ € A} di classe C*° su M si dice un atlante
complesso se:

(1) le ¢po : Uy — ¢a(Us) C C™ sono applicazioni a valori in C™;
(2) le funzioni di transizione

qbaﬂ : ¢5(Ua N Ug) Sz — gba(gbgl(Z)) S gba(Ua N Uﬁ)

sono olomorfe per ogni a, 3 € A.

Due atlanti complessi A; e Ay sono equivalenti se A1 U Ay & ancora un
atlante complesso. Una struttura complessa € una classe di equivalenza di
atlanti complessi.

Si dice wvarieta complessa liscia una varieta differenziabile M su cui sia
fissata una struttura complessa.

Se M ¢ una varieta complessa, ogni elemento (U, ¢) di un atlante della
sua struttura complessa si dice una carta locale olomorfa di M.

Sepe U C M e ¢(p) =0, diciamo che la carta (U, ¢) ¢ centrata in p.

DEFINIZIONE IV.1.2. Sia M una varietda complessa liscia, con atlante
complesso {(Uy, ¢) | @ € A}. Una funzione f : M — C si dice olomorfa se
fooil: ¢a(Uy) — C & olomorfa per ogni « € A.

DEFINIZIONE IV.1.3. Siano M, N due varieta complesse, di dimensioni
m, n, rispettivamente. Un’applicazione f : M — N si dice olomorfa se
per ogni p € M ed ogni carta locale olomorfa ¢ : V. — (V) c C* di N,
con f(p) € V, possiamo trovare una carta locale olomorfa (U, ¢) di M, con
p € U, tale che

C™" D> ¢(U)>z—pofog '(2) (V) CC”
sia olomorfa.

Esempio IV.1.4. Le varieta complesse di dimensione 1 si chiamano
superfici di Riemann.

EsempP1o IV.1.5. Lo spazio proiettivo complesso CPP" & una varieta com-
plessa liscia di dimensione n. Definendo CP" come il quoziente di (C"*!\
{0})7CP" rispetto alla relazione d’equivalenza che identifica le coppie di vet-
tori linearmente dipendenti, un atlante che definisce una struttura complessa

75
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su CP" ¢ dato dalle carte coordinate

Us = {7(2) | 20 # 0} 3 7(2) — ba(r(2)) = <j—ﬂ> eCn,
o/ j#a
per a=0,1,...,n.

Le funzioni di transizione sono in questo caso (0 < a # 5 < n):
bap {2 = (2j)j28 | 2a 70} 2 2 = w € {z = (2j)j2a | 28 # 0}

.
L se jFwp
Za

con wj: 1 .
— se = 0.
" j=2p

La proiezione 7 : (C"*1\ {0}) — CP" & olomorfa.

EseEMmPIO IV.1.6. Sia A ~ ZF c C» (con 1 < k < 2n) un reticolo discreto.
Vi ¢ allora una ed una sola struttura complessa sul quoziente M = C"/A
che renda la proiezione naturale 7 : C" — M un bi-olomorfismo locale. La
varieta M € compatta se e soltanto se k = 2n. In questo caso M si dice un
toro complesso.

EsempPio IV.1.7. Possiamo generalizzare la costruzione dell’esempio pre-
cedente nel modo seguente. Sia m: M — N un rivestimento di due varieta
differenziabili di classe C*°, di dimensione pari 2n. Se N ha una struttura
complessa, allora possiamo definire su M un’unica struttura complessa che
renda 7 : M — N un biolomorfismo locale. Viceversa, se M ha una strut-
tura complessa, e gli automorfismi del rivestimento sono biolomorfismi di
M, allora vi & su N un’unica struttura complessa che renda 7 : M — N un
biolomorfismo locale.

Un caso particolare ¢ la varieta di Hopf M, definita come il quoziente di
C™\ {0} rispetto al gruppo degli automorfismi generato dalla trasformazione
z — 2z. Per n > 2, le varieta di Hopf di dimensione n sono i piu semplici
esempi di varieta complesse compatte che non si possano immergere in spazi
complessi proiettivi di dimensione sufficientemente grande.

2. Spazio tangente di una varieta complessa liscia

Sia M una varieta complessa liscia di dimensione n.

Indichiamo con T'M il fibrato tangente di M, considerato come varieta
differenziabile reale: in particolare, per ogni p € M, la fibra T,M & uno
spazio vettoriale reale di dimensione 2n.

Indichiamo con CT M il complessificato del fibrato tangente. E un fibrato
vettoriale complesso di rango 2n, la cui fibra in ogni punto p di M & la
complessificazione CT,M := C ®r T),M dello spazio vettoriale reale T, M.

DEFINIZIONE IV.2.1. Si dice fibrato tangente antiolomorfo di M, e si
indica con T%1 M, il sottofibrato di CT'M delle derivazioni complesse che si
annullano sui germi di funzioni olomorfe su M.
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Si dice fibrato tangente olomorfo di M, e si indica con T M, il sot-
tofibrato di CT'M delle derivazioni complesse che si annullano sui germi di
funzioni antiolomorfe su M.

Se (21,...,2,) sono le componenti di una carta coordinata olomorfa in
peM,
e la fibra T'°M ha come base i vettori (=2 0
p 0z1 p"“ Ozn p’

e la fibra Tg’lM ha come base i vettori (5@) b (_i> .
21 /) p Ozn P

Quindi T9M e T%' M sono fibrati vettoriali complessi di rango n su M ed
abbiamo
T M =700, TYOMNT M =0, CTM =T""M & T M.

Si verifica facilmente la

PROPOSIZIONE 1V.2.2. Siano M, N due varieta complesse ed f : M — N
un’applicazione differenziabile.

Indichiamo ancora con df Uapplicazione CTM — CTN ottenuta com-
plessificando il differenziale della f.

La f : M — M ¢ olomorfa se e soltanto se df (T*°M) c T*ON.

OSSERVAZIONE 1V.2.3. La decomposizione CTM = TOM @ T M de-
finisce una proiezione naturale CTM — T50M. In particolare, la compo-
sizione di questa proiezione con l'inclusione ci da un isomorfismo di fibrati
vettoriali reali

(4.2.1) TM — CTM — TOM.

Questo permette a volte, quando si studia la geometria delle varieta comples-
se, di utilizzare lo spazio tangente olomorfo al posto dello spazio tangente
reale. Ad esempio, nel caso di una curva descritta in coordinate locali da
t — z(t) = z(t) + iy(t), questa corrispondenza ci permette di scrivere il suo
vettore tangente come

~. 0 . L ( 0 .0
Z;— invece di x—+y—>
32:21 jaZj ; ]8$j ]8yj

PROPOSIZIONE 1V.2.4. Sia M una varieta complessa liscia. Risulta uni-
vocamente determinato un’equivalenza J : TM — TM del fibrato tangente
tale che la corrispondenza [EZT) sia definita da

(4.2.2) T™ > X — (X —iJX) e TV M.
La J é un’antiinvoluzione, cioé

(4.2.3) J? =1,

ove I : TM — TM é l’identita.
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OSSERVAZIONE 1V.2.5. Le varieta complesse hanno un’orientazione na-
turale. Se (z; = x; + iy;)1<j<n sono coordinate locali in un intorno di un
punto p di una varieta complessa liscia M, la 2n-forma

<%> (A2 Adz1) Aeee A (dz A d2Zn) = (day Adgn) Ao A (dn A dgn)

definisce 'orientazione di M.
Abbiamo

PROPOSIZIONE IV.2.6. Se M ¢ una varieta complessa liscia, allora le
distribuzioni vettoriali complesse T'(M,T'OM) e T'(M,T%' M) sono formal-
mente integrabili. Risulta cioé

[D(M, TYM), (M, T OM)] ¢ T (M, T °M),

(4.24) [D(M, T M), T(M, T M)] € T (M, T M).

DEFINIZIONE IV.2.7. Si definisce una struttura quasi complessa su una
varieta differenziabile reale M, di dimensione pari 2n, come il dato di un’an-
tiinvoluzione J : TM — TM che preservi le fibre.

Se M & una varieta complessa liscia, la J : TM — TM definita nella
Proposizione V.24 si dice associata alla struttura complessa di M.

Se J definiusce una struttura quasi complessa su M, poniamo T%'M =
{X —iJX | XeTM}CCIMeT" M ={X +iJX | X € TM} C CTM.

Diciamo che una struttura quasi complessa J su M & formalmente inte-
grabile se valgono le condizioni equivalenti di ([E2I).

Vale ill

TEOREMA IV.2.8 (Newlander-Nirenberg). Sia M una varieta differen-
ziabile di dimensione pari. Condizione necessaria e sufficiente affinché una
struttura quasi complessa J su M sia associata ad una struttura complessa
su M e che la J sia formalmente integrabile.

3. Sottovarieta complesse lisce

DEFINIZIONE IV.3.1. Sia S un sottoinsieme di una varieta complessa
liscia M, di dimensione n, con la topologia che ha come basi degli aperti le
componenti connesse delle intersezioni di S con gli aperti di M. Diciamo
che S & una sottovarieta complessa liscia di dimensione m (con 0 < m <mn)
di M se per ogni punto p € S esiste un intorno aperto w di p in S ed una
carta coordinata (U;z1,...,2,) di M centrata in p tale che

(4.3.1) w={qeU|z(p) =0perm < j<n}
OSSERVAZIONE 1V.3.2. Per il teorema delle funzioni implicite, una sotto-

varieta complessa liscia S di dimensione m di M si puo caratterizzare anche
mediante le proprieta equivalenti:

1A.Newlander, L.Nirenberg: Complex analytic coordinates in almost-complex
manifolds, Annals of Math. 65 (1957), pp.391-404.
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Varieta di Kaehler

1. L’operatore di Hodge

Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione m. Supponiamo che
M sia orientata e indichiamo con v, il suo elemento di volume.

Indichiamo con A"M il fibrato vettoriale dei tensori alternati contro-
variantfl di grado h. Ricordiamo che la metrica g definisce un prodotto
scalare sulle fibre di A"M. In coordinate locali x,...,Zm,, il prodotto di
o= Z/ iy ..oy TN -+ A dz' e 3 = Z/ biy .. iy AT A A dz™ & dato da

9(a, B) = Zgh’jl = 'gi’“jhail7---7i}Lbj17---7j}L’
11 simbolo Y~ significa che le somme sono effettuate sulle h-uple crescenti di
indici.

DEFINIZIONE V.1.1. L’operatore star di Hodge

(5.1.1) x: APM — AP M
¢ definito dalla:
(5.1.2) aAxf=g(a, ) - vy Va, 3 € APM.

PROPOSIZIONE V.1.2. L’operatore x di Hodge verifica le proprieta:
(1) *1=vy e xv,=1.
(2) gla,xB) = (=P Plg(xa, B) Va € APM, V3 €A™ PM.
(3) xxa=(=1)P"Pqa VaeAPM.
DIMOSTRAZIONE. La (1) ¢ ovvia. Per dimostrare la (3), scegliamo un co-

riferimento ortonormale orientato ', ..., 8™, in modo che sia, in particolare,
vy = O'A---ANO™. Sia o € S,,. Allora:

(070 A< AOP) = £(0)07P A-ee A BT

La permutazione (p+1,...,m,1,...,p) hasegnatura (—1)p(m_p). Otteniamo
quindi
% (0771 Ao AOT) = (1P P (0)9L A - A GOP
da cui si ricava
s (070 A - A OTP) = (=1)PUPTPIGIL AL A G

Da questa segue la (3).

LConveniamo che i vettori di TM siano covarianti e quelli di T*M controvariants.
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Dimostriamo ora la (2), utilizzando (3). Abbiamo:
gla, xB)vg = a Nxx 3= (=P Pla n B,
g(xa, B)vg = g(B,%a)vg = BAxxa = ()" PBAa=aAp.

Da queste relazioni segue la (2). (]

2. Metriche Hermitiane

Sia M una varieta complessa di dimensione n. Indichiamo con J : TM —
TM la sua struttura complessa.

DEFINIZIONE V.2.1. Una metrica Hermitiana ¢ su M ¢ una metrica
Riemanniana che gode della proprieta:

(5.2.1) g(JX,JY)=g(X,Y) VX, Y €e€T,M, VYeeM.

Sia M una varieta complessa di dimensione n e g sia una metrica Her-
mitiana su M. Indichiamo ancora con g l'estensione di g a una forma
C-bilineare simmetrica su CT M.

Osserviamo che THOM e T%1 M sono sottospazi totalmente isotropi per
g. Poiché g € non degenere, 'isomorfismo di Riesz definisce isomorfismi:

(5.2.2) t:CT*M — CTM
(5.2.3) b: CTM — CT*M

Osserviamo che Lo o1
* b —_— b
T "M =T,

70 M =10\,
s APIM = AP M,
Infatti la forma di volume v, si puo scrivere localmente mediante v, =
()"0 A AO"AGEA - NG con 0F € T*OM.
LEMMA V.22, Jox =xo0J.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che Joa = 19 Pa se a € APYM. Se o, 5 €
AP9M otteniamo:

anxlf = gla. JB)vg = i Pg(a, B)v, = i P g(a, Blog = anJ(+5),
da cui segue la tesi. O
3. La forma di Kéahler
Sia M una varieta complessa di dimensione n. Sia
SYIM = {be S*(T*M)|b(X,Y) =b(JX,JY)VX,Y € TM},
Ag'M = AZ'M N ARM .

La b — 3 che associa a b € S1'M la forma alternata 3(X,Y) = b(JX,Y)
e un isomorfismo di fibrati vettoriali reali. Diremo che le forme b e 8 sono
associate tra loro.

(5.3.1)



3. LA FORMA DI KAHLER 81
DEFINIZIONE V.3.1. Sia g una metrica Hermitiana su M. La forma

associata w(X,Y) = g(JX,Y) si dice la forma di Kdhler di g.

Osserviamo che una metrica Hermitiana definisce un prodotto scalare
Hermitiano sulle fibre di CT'M mediante:

(532) h(Zl, Zg) = g(Zl, Zg) VZl, Zy € (CTQUM, Ve e M.

Identificando TM a TH°M mediante la X — %(X —4JX), la restrizione di
h a TYOM definisce un prodotto scalare Hermitiano H su T'M, ove le fibre
si pensino come spazi complessi:

1
Risulta allora:
(5.3.4) w(X,Y)=28H(X,Y) VX, Y € T,M, Vx € M.

DEFINIZIONE V.3.2. La metrica Hermitiana g su M si dice Kdhleriana
se dw = 0.

TEOREMA V.3.3. Sia n € A[lelM con dn = 0. Allora per ogni © € M
esiste un intorno aperto U di x in M e una funzione reale F € C*(U,R)
tale chell

(5.3.5) n=dd°F = 2i00F in U.

In particolare, la metrica g € Kéahleriana se e soltanto se la sua forma
di Kihler w si pud scrivere localmente nella forma w = dd°F = 2i00F
per una funzione reale F. Localmente la metrica Hermitiana h ha allora
I’espressione:

n
0’F(x) .~
-1 azfB
(5.3.6) he(Z,2) =% > e A
a,B=1
ove z', ..., 2" sono coordinate locali in x e Z', ..., Z™ sono le componenti di
Z e TJ’OM rispetto alla base %, el %.

LEMMA V.3.4. Sia g una metrica Hermitiana su M. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché g sia Kahleriana é che per ogni x € M si possano
trovare coordinate locali 2%, ..., 2" in x per cui

g 0 .
DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che la (E37) € equivalente a:
(5.3.8) w=14Y dJd NdF + O0@2) inw.
j=1

-9

2Ricordiamo che d° = ==
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Osserviamo infine che, se V ¢ la connessione di Levi-Civita associata alla
metrica g, le condizioni (B37) e (B38) sono ancora equivalenti all’esistenza
di coordinate olomorfe 2!, ..., 2" in z tali che:

a 0 0 :
(5.3.9) g <82“@> =6; e 'V <82i> =0 inz.

4. Gl operatori codifferenziali

Sia g una metrica Hermitiana su M, v, il corrispondente elemento di
volume e x : AtM — AGM il corrisponendte operatore di Hodge, definito
da

(5.4.1) WSy = SAxp Vo, € AEM.

Definiamo allora
(5.4.2) d=—xdx, U9=—%0%, U=—%0%, 6°=—xdx*.
[Ricordiamo che d® = i(0—09) = Jod. In particolare 9 +9 = § e 6¢ = i(J9—1).

5. Gli operatori L e A

Sia ¢ una metrica Hermitiana su M e sia w la sua forma di Ké&hler.
Definiamo:

(5.5.1) L:ACM > ¢ —>wAhpeAtM
e sia
(5.5.2) A ACM — AcM

la sua aggiunta formale:

(5.5.3) 9(L(#),¥) = (&, A(¥)) V¢, 9 € AcM.
Abbiamo:
(5.5.4) A@)=(=1)" x oL o x(9) Vo € AgM.

Una forma ¢ si dice primitiva se A(¢p) = 0.

Osserviamo che A(w) = n = dimc M.

In generale, data una forma ¢ € A%M , 1o scalare A(¢) si dice la trac-
cia di ¢. Se decomponiamo ¢ = ¢>0 + ¢! + ¢*2, abbiamo traccia(¢) =
traccia(¢!), mentre le componenti ¢*° e ¢*? sono primitive.

TEOREMA V.5.1. Supponiamo che la metrica g sia Kdhleriana su M.
Valgono allora le formule di commutazione:

(5.5.5) A d =6, [Ad]=6, [Ad]=—i9, [AI]=i.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché una metrica Kéahleriana ¢ in ogni punto tan-
gente al second’ordine alla metrica piatta, basta verificare queste identita
nel caso della metrica standard di C". In questo caso w = 3 Z?:l dz? N\ dz.

Indichiamo con Z; i campi di vettori /927 e con Z; i campi di vettori 9/9z.
Abbiamo (denotando con ¢( ) il prodotto interno):

j=1 7j=1

ed inoltre «(Z;), 1(Z;) e Vz;, V7 commutano tra loro.
Osserviamo che:

Per ogni 1 < 5 < n risulta:
Vz; =uZj)od+dou(Z)
Vz, =uZj)od+douZ;)
(ove V ¢ la derivata covariante sulle forme esterne). Da queste ricaviamo
—UZ;) o uZy) o d+u(Z;) o dou(Z;) = u(Zy) 0V,

UZj)odou(Z;) —dou(Zy)ou(Zy) =V 7 0u(Z;)
Sottraendo la prima dalla seconda e sommando rispetto a j otteniamo

n

> UZ)uUZ;),d| =D -9 =is°

j=1
Questa di da la prima delle formule di commutazione. Osserviamo ora che
[A, 9] ¢ la parte di tipo (0, —1) e [A, ] la parte di tipo (—1,0) dell’operatore
[A,d]. Otteniamo quindi la terza e la quarta dividendo la prima uguaglianza
nelle sue componenti omogenee e infine la seconda sottraendo la quarta e la
terza. O

Supponiamo che ¢ sia una forma chiusa in Aé’lM . Allora la condizione
dp=0cidadp=0e dp=0e quindi d°¢ = 0. Abbiamo allora:

LEMMA V.5.2. Sia g una metrica Kdahleriana su una varietd complessa
connessa M. Allora una forma ¢ € Aé’lM con dp = 0 e armonica se e
soltanto se traccia(¢p) é costante.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti per le (B50):
66 = [A, d°lp = —d°(A(6)) = —d"(traccia(@))
Sia £ — M un fibrato vettoriale (complesso) dotato di una connessione C-

lineare V. Allora le formule (550 rimangono valide per forme in AP(M, E).
In particolare, per una (1,1)-forma chiusa ® a valori in E abbiamo:

(5.5.6) 6V ® = —JV(traccia(®)).
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6. La decomposizione di Lefschetz

Con le notazioni del paragrafo precedente, indichiamo con B il commu-
tatore B = [A, L].

TEOREMA V.6.1. Abbiamo:

(5.6.1) [B,L] = —2L, [B,A] =2A
e tnoltre
(5.6.2) B(p)=(n—r)¢p Vo € AcM

DIMOSTRAZIONE. Possiamo anche in questo caso supporre che M = C™
con la metrica standard. Abbiamo allora, per ¢ € Az M

iA Lo =320 U Z)uZ; )(wmzﬁ)—wﬁzj 1 UZj)Zy)d
:(( ¢)+ZJ1{ w) ANU(Z;)(9) — U Z;)(w) N i(Z)d}
=i(n—71)p

Questo dimostra la (6.2) Abbiamo poi:
[B,A](¢) = [(n = (r = 2)) = (n—r)]A(¢) = 2A¢

[B,L|(¢) = [(n — (r +2)) — (n —r)|L(¢) = —2L(¢)
Ve € ALM.

O

Questo teorema ci dice che B, L, A formano un’algebra di Lie isomorfa a
s[(2,C). Essa agisce sulle forme differenziali in ogni punto di M. Otteniamo
percio:

TEOREMA V.6.2 (Decomposizione di Lefshetz). Sia M una varieta com-
plessa su cui sia definita una metrica Hermitiana g. Allora:

(5.6.3) 6= > LP¢,  con ¢, € Ag "M primitiva.
p=>(r—n)*t

DIMOSTRAZIONE. Questo infatti & una conseguenza della teoria delle
rappresentazioni finite dell’algebra sl(2, C). O

7. Teoria di Hodge su una varieta complessa compatta

Completiamo il quadro delle formule di commutazione per gli operatori
A, L.
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TEOREMA V.7.1. Sia (M,g) una varieta Kdhleriana. Allora valgono le
sequenti formule di commutazione:

(5.7.1)
(5.7.2) [L,0] = 0[L,0] =0 [L,d] = 0[L,d] =0
(5.7.3)
(5.7.4) [L,9] = i0[L,V] = —i0 [L,0] = —d°[L,6] = d
(5.7.5)
(5.7.6) [A, 0] = —id[A, 8] = il [A,d] = —6°[A,d°] =6
(5.7.7)
(5.7.8) [A,9] = 0[A,9] =0 [A, 6] =0[A,0°=0

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo: L(9¢) — 9(L(¢)) =w A d¢ —d(w A ¢) =0
perché dw = 0. Analogamente si ottiene [L,d] = 0 e quindi [L,d] = [L,0 +
J =0, [L,d]=1[L,0—0]=0. B B )

Abbiamo poi [A,0] = £{*L * x0 * — x 0 * Lx} = £ [L,0]x =
Analogamente [A, 9] = 0 e quindi anche [A, ] =0 e [A, 6] = 0.

Sia ¢ € AgM. Per calcolare [L,¥](¢) utilizziamo il fatto che ¥ = i[A, 0.
Abbiamo:

= [[L, A}, 0](¢) + [A, [L, 0])(9)

— A(B(8)) - BOd) = [(n— 1) — (n—r — 1)]06 = 06
In modo del tutto analogo si ricava l'altra formula di commutazione [L, 75] =
—i0, e le rimanenti seguono dal fatto che 6 = 9 + ¢, 6¢ = (¥ — ). Su

una varietad complessa abbiamo diversi complessi di operatori differenziali
del prim’ordine, localmente esatti, definiti sulle forme differenziali esterne a
coefficienti complessi:

5.7.9) 0—AM —— AlM—)---—)A%n_lMLA%nM—)()
complesso di deRham)

5.7.10) 0— AM —— AlMH---HA(%"_lMLA%"MHO

5711) 0_>Ap70M Ap,lM_>'”_>Ap,n 1M Ap7nMH0

(
(
(
(complesso del d°)
(
(complesso di Dolbealult per le p-forme olomorfe)
(

5712) O—>A0qM A17qM—>"' An l,qM An’qM—>0

(complesso di Dolbealult per le p-forme anti-olomorfe). Ciascuno di questi
complessi € un complesso di operatori differenziali del prim’ordine ellittico.
Se fissiamo una metrica Hermitiana g su M otteniamo i complessi aggiunti,
che utilizzano gli operatori 8, 6¢, ¥ e 9 rispettivamente. O
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LEMMA V.7.2. Sia A%(T)M = EB;:OAféJrh’T_hM. Allora la successione
(5.7.13)

A%(O)M d A%(l)M NN A%@n_p_l)M d A%@n_p)M =0
e localmente esatta.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che M sia un polidisco in C". Sia
=1 0 prthr=h ¢ A‘g(r)M, r > 0, con dp = 0. Dimostriamo per
ricorrenza su 0 < k < p che esiste una S € A(Ig(r_l)M tale che df; = ¢. 11
caso k = 0 ¢ il Lemma di Poincaré-Volterra. Supponiamo quindi p > k > 0
e che esista G € A(Ig(r_l)M tale che df; = ¢. Abbiamo allora

gt =o.

Per il Lemma di Dolbeault possiamo trovare allora o™ —%=2 ¢ Afé’r_k_2 M
tale che ok k=2 = gFr=F=1 Quindi B4, = Sr—da®" 2 € Aé—i—l;(r—l)M

e dB;+1 = ¢. Per ricorrenza otteniamo quindi 3, € A%(T_l)M che risolve
dB, = ¢. Osserviamo che il complesso (EZI3)) ¢ ellittico. Se quindi M

€ una varieta compatta i suoi gruppi di coomologia globale HS;U )(M ) =
HI (A%(*)M ,d) hanno dimensione finita b, ;. Indichiamo con Z? il fascio dei
germi di forme o € AP? che soddisfano 'equazione da = 0. Osserviamo che
risulta allora 0o = 0 e o = 0, quindi Z? & un sottofascio del fascio 27
delle p-forme olomorfe, cioe delle o € A%O tali che Oar = 0. Per il teorema
astratto di deRham i gruppi di coomologia H’ (Ag ™) pr ,d) sono isomorfi ai
gruppi di coomologia di Cech H’(M, ZP). O

TEOREMA V.7.3. Sia M wuna varieta complessa compatta. Allora la
caratteristica di Eulero-Poincaré di M e data da:

2n n
(5.7.14) X(M) = (=1, = Y (—1)PT .
h=0 p,q=1

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che per p = 0 abbiamo by; = by, in
quanto Z° & il fascio delle funzioni localmente costanti. Per ogni intero
p=20,1,...,n abbiamo una successione esatta di fasci:

0— ZP — (P _°, Zrtl 0

Otteniamo quindi le successioni esatte lunghe di coomologia:
- — HI(M, 2P) — HI(M, ") — HI (M, Z2PT) — HITY M, 2P) — ...
e quindi valgono le formule:
0= Z (_1)h (bp.h = hop.h + bpg1n)-

Moltiplicando per (—1)P e sommando otteniamo la tesi. O
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TEOREMA V.7.4. Sia M una varieta complessa compatta di dimensione
n. Allora per ogni 0 < r < 2n abbiamo:

(5.7.15) b < > Ty

ptq=r

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dalla convergenza della successione spet-
trale associata al complesso doppio (A%qM ,0,0). Possiamo comunque dare
una dimostrazione diretta nel modo seguente.

a) Per ogni 0 < p <nep <r < 2n, Papplicazione

GPT = (PP LTl L gr0) L gprp
induce un’applicazione
ap + HY" (M) — HE"P(M).
b) Per ogni 0 < p < n I'applicazione naturale 3,11 : H/™" (M) — H?" (M)
indotta dall’inclusione Aéﬂ;(r)M — A%(T)M & surgettiva su ker(ay, : HY" (M) —
Hg’r_p(M)). ¢) L’applicazione o, : H;" (M) — Hg’r_"(M) ¢ un isomorfi-
smo. Da a) ricaviamo:
by < hypr—p + dimker(ay, : Hi" (M) — HE""P(M))
Utilizzando b) abbiamo allora:
bp,r < hpr—p + bpt1,r
per ogni p =0,1,....,n — 1. Da ¢) abbiamo
bnr = hnr—n.

Sommando membro a membro troviamo allora
n—1 n—1 n
E :b r S E :hpn“—p‘F E :b T
p=0 p=0 p=1

da cui, per ¢):

br = bO;T’ < Z hp,r—p .
p=0

8. Teoria di Hodge su una varieta Kéahleriana
TEOREMA V.8.1. Sia (M, g) una varieta Kahleriana. Allora
(5.8.1) A = A° =275 = 2A,.

In particolare Uoperatore di Laplace-Beltrami A commuta con la struttura
complessa J e preserva la bigradazione delle forme.

La dimostrazione di questo teorema € conseguenza dei seguenti lemmi.
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LEMMA V.8.2. Se (M,g) é Kahleriana, allora

(5.8.2) D +90=0, 09+99=0.
DIMOSTRAZIONE. Utilizzando la formula di commutazione [A, J] = —i
otteniamo:

—i(09 +90) = 9[A, 9] + [A, 9]0
= 0N — PN+ AD* — OO = 0.

Analogamente si ottiene ’altra formula, utilizzando [A, 9] = id. O

LEMMA V.8.3. Se (M,g) é Kahleriana, allora
(5.8.3) 09 + 190 = 00 + 90

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti:

90 +99 = —i (9[A, 9] + [A, 0]0) = —i (OAD — DOA + ADD — DAD)

99 + 99 =i (9[A, 9] + [A, 0]9) = i (OAD — DOA + ADD — OAD)

e le due espressioni sono uguali perché 90 = —00. (]

Possiamo ora dimostrare il teorema utilizzando i due lemmi precedenti:
A=ds+dd=(0+09)(9+9)+ (I+ )0+ 9)

= (09 4+ 90) + (99 + 99) + (09 + 99) + (09 + 90)
=Ap+ Az =205 =2A;.

Analogamente:

A° =d°° + 5°d° = (0 — 9)(F — ) + (9 —9)(0— 9)

= — (00 + 99) — (09 + 99) + (90U + 99) + (09 + 99)
=Ap+ Az =205 =2A;.

Abbiamo quindi

TEOREMA V.8.4. Sia (M, g) una varieta di Kdhler. Allora:

bT = Zp-‘,—q:r hp,q
(584) bgj >0 per 3 =0,...,n
hp.q = hp-
DIMOSTRAZIONE. Infatti per la teoria di Hodge, H}(M) ¢ isomorfo allo
spazio H\ (M) delle r-forme armoniche su M. Sia ¢" = >, _ ¢P la
decomposizione di una forma armonica di grado r nelle sue componenti

omogenee rispetto alla bigradazione. Poiché A preserva la bigradazione,
ogni componente ¢P? ¢ anch’essa armonica. Abbiamo infatti:

dp =0 0p=0 0p =0 d°¢ =0
(5.8.5) {6¢:0 <:>{0¢:0 <:>{0¢:0 c){é%:O
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Poiché 2A5 = A, la forma armonica ¢P¢ rappresenta una classe di coomolo-
gia di H g’q(M ). Questo perché la teoria di Hodge ci da un isomorfismo tra
HE(M) e lo spazio HZ;(M ) delle (p, q)-forme armoniche rispetto al Lapla-
ciano Ay del complesso di Dolbeault. Abbiamo ovviamente un isomorfismo
(dato dal coniugio) tra HZ"(M) e Hy?(M). Ma i rappresentanti armonici

degli elementi di Hg’q(M ) sono gli stessi dei rappresentanti armonici degli
elementi di HY(M), onde hy, 4 = hyp per 0 < p,q < n.

Infine osserviamo che w” non pud essere esatta per h = 1,...,n. Infat-
ti, se lo fosse, avremmo w” = di) per qualche forma 1 e otterremmo una
contraddizione da:

in quanto il secondo membro dovrebbe essere uguale a zero per la formula
di Stokes. Osserviamo che in generale b1 ¢ un numero pari in quanto

J
bajt1 = E hp,q =2 E :h 2j4+1-p -
P+q=2j+1 p=1

(]
LEMMA V.8.5. Sia (M,g) una varieta di Kdhler. Allora [A,L] =0 e
[A,A] = 0.
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo
LA = Ldé + Ld
=dLé+ [L,d]d + 6Ld
— d[L, 8] + doL + d°d + 6dL

=dd°+d°d+ AL
=AL
perché dd¢ + d°d = 0.
Analogamente si dimostra ’altra relazione di commutazione. O

TEOREMA V.8.6. Sia (M,g) una varieta di Kdhler e sia ¢ una forma
armonica di grado p. Allora tutte le forme primitive ¢y, della decomposizione
di Lefshetz: ¢ = th(r_n)+ L'y, sono armoniche.

LEMMA V.8.7. Sia (M, g) una varieta Hermitiana. Se a € una p-forma,
allora:

A, LFla =k(n —p—k+1)LF la.
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo infatti

ALF — LFA = [\, L)LFY + L[A, LFY).
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Poiché B(¢) = [A,L]¢ = (n — p)¢ se ¢ ha grado p, otteniamo la formula
desiderata per induzione su k:

¢ = [A, L] L*1¢% + LA, L¥ 1)
={(n—p—2k+2)+(k—1)(n—p—k-+2)} L 1gP
={k(n —p—k+2) —k}yLF 1P
=k-(n—p—k+1)LF 1.

TEOREMA V.8.8. Sia (M, g) una varieta di Kéhler. Allora:

(1) AL induce un automorfismo di HY(M) se p <n — 1.
(2) Per ogni intero k l'applicazione

(5.8.6) LF - HY 7R (M) — HIPR (M)
e un isomorfismo.

DiMOSTRAZIONE. Il teorema & una conseguenza del fatto che lo spazio
delle forme armoniche si decompone in rappresentazioni irriducibili dell’al-
gebra di Lie s[(2,C) generata da L, A, B. Tali rappresentazioni irriducibili si
possono ovviamente ottenere in sottospazi graduati, dal momento che I’al-
gebra di Lie considerata opera come un’algebra graduata sullo spazio delle
forme armoniche. O

EseEmMPIO 1 Lo spazio proiettivo CP™ & una varieta di Kahler con la forma
di K&hler definita in coordinate omogenne da
n
— zh
w=09dlo —
(3

h=0
Poiché CP" si ottiene come attaccamento di una singola cella di dimensione
2h per h = 0,...,n i suoi numeri di Betti sono by, = 1 per h = 0,...,n e
bopy1 = 0 per h = 0,1,....,n — 1. In particolare abbiamo Hg’q((C]P’”) =0
se 0 < p # ¢ < n, mentre Hg’p (CP™) ha dimensione 1 ed & generato dalla
classe di coomologia di wP per p = 0,1,...,n. ESEMPIO 2 Lo spazio di

2
> su {zx # 0}, per k=0,...,n.

Grassmann G, ,(C) dei p-piani di CP*9. Possiamo considerarlo come una
varieta, complessa di dimensione pqg. Per definire la struttura complessa
introduciamo le proiezioni

iy eonsip CPri35 2 — (Ziy, - 2i,) €CP per 1<y <+ <ip <p+q.

Indichiamo con Uj, . ;, linsieme di tutti i p-piani W C CP*? tali che
Tiy,...ip - W — CP sia un isomorfismo. AW in Ui,,....i, associamo la matri-
ce a p + ¢ righe e p colonne: M;, ; (W) = (mlw)~t(er), ..., (Fw)_l(ep)).
Consideriamo i pg elementi delle righe diverse dalle i1, ..., 7, come coordinate
complesse locali in Uj, .. ;, del p-piano W. In questo modo si verifica che

abbiamo definito una struttura complessa su G, 4(C). Si verifica inoltre che
w = 00log det(Ml-*hme(W)Milmip(W)) in Ui,



9. VARIETA DI GRASSMANN 91

definisce la forma di Kéhler di una metrica Kéhleriana su G, 4(C). In questo
caso i numeri di Betti bop, 1 sono nulli per 0 < A < pg— 1, mentre il numero
di Betti by, € uguale al numero delle partizioni di h in una somma di p interi
non negativi h = a1 +az+---+a,con0<a; <ap <---<a, <gq.

9. Varieta di Grassmann

Sia &t(V, k) 'insieme dei sottospazi k + 1-dimensionali dello spazio vet-
toriale complesso CN*1. Osserviamo che ®t(N,0) e lo spazio proiettivo
CPN e &t(N, N —1) il suo duale. Il gruppo GL(N + 1, C) opera transitiva-
mente su Bt(N, k). Lo stabilizzatore del (k 4+ 1)-piano generato dai vettori
€o, €1, - .. ,e della base canonica ¢ il sottogruppo

(5.9.1)
A€ GL(k+1,0),

GL(k+1,N — k;C) = <61 g C € GL(N — k,C),
Be M((k+1)x (N —k),C)
Quindi
(5.9.2) &t(N, k) ~ GL(N +1,C) /GL(k4+1,N—k:C)
¢ una varieta complessa di dimensione (k + 1) - (N — k).

Osserviamo che anche il gruppo U(N + 1) delle trasformazioni unitarie
di CN*! opera transitivamente su &t(N, k). Quindi

(5.9.3) Gt(N, k) ~ U(N +1) / GL(k+1,N—k:C)NU(N+1)
& una varieta compatta. Osserviamo che, utilizzando la proiezione canonica

CN+1\ {0} — CP¥, possiamo identificare t(NV, k) all’insieme dei sottospazi
proiettivi di dimensione k dello spazio proiettivo CPV. Osserviamo ancora
che il (k + 1)-tensore alternato di rango uno vg A vy A -+ A v in CN+1
determina in modo unico il sottospazio (k + 1)-dimensionale (vg, vy ..., k)
e due (k + 1)-tensori alternati di rango 1 determinano lo stesso sottospazio
(k + 1)-dimensionale se e soltanto se sono proporzionali.

In questo modo otteniamo un’immersione naturale

(5.9.4) Be(N, k) < P(AMHICN+1) ~ cp(iin) -1

di Bt(N, k) come un sottospazio chiuso di uno spazio proiettivo di dimensio-

ne (],\gfill) — 1. VARIETA DI SCHUBERTConsideriamo una sequenza d’interi:
(595) Oﬁaogalg"'gakSN—k

e siano

(5.9.6) Loy C Layi1 C -+ C Loy 1p, € CPY

sottospazi proiettivi, con L; di dimensione j.
Chiamiamo varieta di Schubert associata alla ([20.0)) il sottoinsieme

S(ag,a,...,ar) C &t(N, k)
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formato da tutti i sottospazi proiettivi X di dimensione k tali che
(5.9.7) dime (X NLg,4j5) =5  per j=0,1,...,k.

Osserviamo che S(ag,aq,...,ar) ¢ una varieta complessa compatta di di-

mensione ag + a1 + - - - + ag.

Esempi
()G(N kE,N—Fk,...,N—k)=®t(N,k).
( ) 6( 7 ) ) Lk
()G(kz—rO 0, v 1,...,1) = {X € 6e(N,k)|Ly—, C X C
Lk}.
Fissiamo una sequenza di spazi lineari in CPY, ad esempio quella che corri-
sponde ai sottospazi vettoriali coordinati: (eg), (eg,e1), ..., {€p,e1,...,€k),
. (CN+1:
(5.9.8) LyCLiCLyC---CL,C---Ly_1 CLy=CPV.

Supponiamo che le varieta di Schubert siano costruite tutte a partire da
sottospazi di questa sequenza. Poniamo:
(5.9.9)

S(ag,...,ar)" = 6&(ag,....ar)\ > Slao,...,aj_1,(a; —1),... ax)

aj;—1<a;

dove conveniamo sia a_; = 0.

LEMMA V.9.1. &¢t(N, k) € l'unione disgiunta dei sottoinsiemi &(ag, a, . . .

al variare degli interi 0 < ag < a1 <---<ap <N —k.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un qualsiasi k-piano X € &t(V, k). Fissia-
mo la sequenza ao, ...,a; definendo a; come il pil piccolo intero per cui
dim(X N Lg;+5) = j. Chiaramente X € &(ag, a1, .. .,ax)" . O

LEMMA V.9.2. Per ogni sequenza di interi 0 < ag < a1 < -+ < ap <
N —k, la 6(ag,a1,...,ar)" é una cella (aperta) di dimensione reale 2(ag +
ar+ oo+ o).

DiMOSTRAZIONE. Ragioneremo per induzione su k. Per k = 0, lo spazio
di Grassmann ®t(N,0) & lo spazio proiettivo CPY e &(h) & per ogni h un
sottospazio proiettivo di dimensione h di CPY. Quindi &(h)* = &(h) \
S(h—1) e lo spazio affine complesso di dimensione h, che & una cella aperta
di dimensione 2h.

Supponiamo ora k = m > 0 e 'enunciato vero nei casi k < m. Conside-
riamo U'insieme &(ag,aq,...,a;)*. Se ag = 0, tenuto conto del fatto che gli
elementi di &tr(N, k) che contengono Lg si possono identificare allo spazio
&t(N —1,k—1), abbiamo &(ag, aq,...,ar)* ~ S(ay,...,ar)* e la tesi segue
dall’ipotesi induttiva.
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Consideriamo quindi il caso in cui ag > 0 e fissiamo un iperpiano II in
CPV tale che

1IN Lag :Lag—l

5.9.10
( ) IINL, :L;_l con dim Lg_l =gq—1seq>ap.

Consideriamo l'insieme
S = &(ao, a1, .- -, ar) \S((ag — 1), a1, ..., ax).

Se X € ¥, allora X interseca Lg,, manon Lg,—;. Quindiinterseca Ly \Lqgy—1
esattamente in un punto, diciamo y. Inoltre l'intersezione ¥ = X N1II
ha dimensione k — 1, perché soddisfa Y N Ly,—1 = 0. Abbiamo percio
un’applicazione continua:

(5.9.11) $:%3X — (XN Lay, X NII) € (Lay \ Lag—1) X A

ove A C (N — 1,k — 1) ¢ formato dai sottospazi (k — 1)-dimensionali di
IT che non intersecano Lg,_1.

Per descrivere I'immagine ¢(X) consideriamo la sequenza di sottospazi
proiettivi:
(5.9.12) Loy-1CL,, C---CLy_,CII.

Le varieta di Schubert di &t(N — 1,k — 1) che considereremo nel seguito
saranno definite a partire da questa sequenza e saranno definite con gli
stessi simboli accentati. Abbiamo per ogni j > 1:

(5.9.13) dim (Y N L 4y ) = dim (X 0TI Loy 4) > 5 - 1

e quindi Y € & (ay,...,a;). Viceversa, se
(y7 Y) € (Lao \ Lao—l) X 6/(CL1, .. 7ak)7

il punto y e il sottospazio Y generano un sottospazio k-dimensionale X la
cui intersezione con Lg;+1 contiene y e ¥ N L;j 41 € quindi ha dimensione
> j. Se inoltre Y € A, allora X € 3. Quindi ¢ € un omeomorfismo tra 3 e
il prodotto cartesiano (Lg, \ Lag—1) X (&(aq,...,ax) N A). Poniamo:
(5.9.14)

6'(@1,...,%)*:6/(a1,...,ak)\ Z 6'(&1,...,aj_1,(aj—1),...,%).

aj—1<aj
Allora, se Y € &'(ay,...,a)* risulta Y VL), | =0 e dunque Y € A. Per
lipotesi induttiva &'(aq,...,ax)* ¢ una cella aperta di dimensione 2(a; +
---+ay) e ¢ definisce un omeomorfismo di &(ag, a1, ...,ax)* su (Lg, \ La, ) ¥
&'(ay,...,a;)*. Cio completa la dimostrazione. O

Le varieta di Schubert definiscono quindi una decomposizione di &t(N, k),
in celle tutte di dimensione pari. Abbiamo quindi:

TEOREMA V.9.3. &t(N, k) é semplicemente connessa. Non ha coeffi-
cienti di torsione e i suoi gruppi di omologia di dimensione dispari somo
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tutti nulli. Una base dell’omologia di dimensione 2r & formata dalle varieta
di Schubert di dimensione 2r:
0<ap<a1<---<ap<N-k

S(ag,a1,...,ar), con Gota o tap=r
EsEmPIO A
In &v(3,1) i cicli di Schubert sono:
(1) (0,0) in dimensione 0;
(2) (0,1) in dimensione 2;
(3) (0,2) e (1,1) in dlmensmne 4;
(4) (1,2) in dimensione 6;
(5) (2,2) in dimensione 8.

Quindi i numeri di Betti sono b° = b? = 5 = b8 = 1 e b* = 2. Otteniamo
quindi per la coomologia di Dolbeault: hgo = hi1 = h33 = hyg = 1 e
ha2 = 2. ESEMPIO B

In &t(4,2) i cicli di Shubert sono:

(1) (0,0,0) in dimensione 0;
2) (0,0,1) in dimensione 2;

) (0,0,2), (0,1,1) in dimensione 4;

) (0,1,2), (1,1,1) in dimensione 6;

) (0,2,2), (1,1,2) in dimensione §;

) (1,2,2) in dimensione 10;

) (2,2,2) in dimensione 12.

Di conseguenza b0 = b2 = b0 = pl?2 = hoo = hi1 = hss = heg = 1 e
bP =100 =% = hoo =h33=hss =2

)



CAPITOLO 6

Teoria locale

1. Germi di funzioni olomorfe

DEeFINIZIONE VI.1.1. Indicheremo con O, ., lo spazio dei germi di fun-
zioni olomorfe nel punto z° di C". Esso & il quoziente dell'unione disgiunta

|_|Qapert0920 O(Q)

rispetto alla relazione d’equivalenza

J un aperto Q3,
(6.1.1) O(Ql) 5 fi~ fo€ O(Qg) <= {con 2 e Q3 C Q1 NN,
tale che f1 = fo su Q3.

Associando ad ogni germe di funzione olomorfa f in 20 la sua serie di
Taylor con centro in 2°

lal £(,0 N
(6.1.2) T0(f)(z) = ZaeNni% (z— 20)

otteniamo una bigezione tra lo spazio dei germi di funzioni olomorfe in z° €
C™ e lo spazio C{z1 — 29,...,2, — 20} = C{z — 2"} delle serie di potenze
convergenti delle variabili z; — 29, ..., 2, — 2.

2. Il teorema di divisione di Weierstrass

In questo paragrafo ¢ conveniente, per semplificare le notazioni, por-
si in uno spazio complesso di dimensione (n + 1), con variabili comples-
se 20,21,---,2n. Porremo ancora z = (20,21,...,2,) € 2 = (21,...,2n),
dimodoché z = (2, 2’).

2.1. Le algebre di Banach B,.

DEFINIZIONE VI.2.1. Indichiamo con C{{zo,z21,...,2,}} = C{{z}} lo
spazio delle serie formali di potenze di (n + 1) variabili complesse:

o0
621) =1 = D faeran™ = Y0 fa®
Q0,01 ...,an =0 aeNn+1
Per ogni (n + 1)-upla di numeri reali positivi p = (pg, p1, . - -, Pn) associamo
ad ogni serie formale ([EZ1]) la quantita positiva, finita o infinita,
(622) 170 = 3l fal 0%

95
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ove p® = py° - -+ pom, e definiamo lo spazio:

(623)  B,={f €Cl{zo21, .23} | Ifll, < +oo}.

Indichiamo con D, il policilindro, con centro in 0 € C"1,
(6.2.4) D, ={z€C"™||z] < pj, per 0 < j <n}.
Si verifica facilmente il seguente:

TEOREMA VI.2.2. Con la norma || ||, di @Z32), lo spazio B, é un’al-
gebra di Banach complessa. Vale infatti:

(6.2.5) f9€By=(fg)€B, e |fgll, =111, llgllp
La B, ¢ una sottoalgebra dell’algebra O(D,)NC°(D,) delle funzioni continue
sulla chiusura D, del polidisco D, e olomorfe al suo interno. O

Sia p' = (p1, ..., pn) ed indichiamo con B/, I'algebra di Banach:

(6.2.6) B;, ={pc C{{z1,...,2}} | |0]lpy < +o0}
ove, per ¢ = >, cynda?’
(627) 6y =37 Mol a8

LEMMA VI.2.3. Se f =3 cnntr faz® € C{{z20,21,...,2n}}, poniamo
per ogni intero non negativo v:

fV - dean(Vﬂ)Z/B € C{{Zla v 7Zn}}'

Sono equivalenti:

(6.2.8) fv € B;, VveN e Z I foll Py < 400,
v=0
(6.2.9) f€B,.

DIMOSTRAZIONE. Basta infatti osservare che, per la proprieta associa-
tiva delle somme a termini di segno non negativo:

o =D Ifullyrl Vf € Cl{zo 21, 2} ).

v=0

Si verifica poi facilmente che:

LEMMA VI.24. Per f € C{{z0, z1,. .., 2n}} poniamo:

m—1
(6.210) Pou(f) = flpy = > Fu(2)25 s Runlf) = floy = ny
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Le applicazioni P, : C{{z}} — C{{z}} ed R,, : C{{z}} — C{{z}} sono
lineari ed inoltre:

I = Ffomy + om0
(6.2.11) £y llo < W1 f 1l
ol < 7050, O

2.2. Il teorema di divisione di Weierstrass. Ricordiamo 1’algorit-
mo Euclideo di divisione dei polinomi:

PRrROPOSIZIONE VI.2.5 (divisione di polinomi). Sia A un anello commu-
tativo unitario e T un’indeterminata su A. Sia:

g=g0+nT + -+ gnT" € A[T]

un polinomio di grado m a coefficienti in A, tale che g, sia un’unita di A.
Allora ogni polinomio f € A[T] si scrive in modo unico nella forma:

(6.2.12) f=qg+r con qreAll] e degp(r)<m. O

DEFINIZIONE VI.2.6. Dato un elemento f € C{{zo, z1,..., 2z, }}, definito
dalla (EZ1]), poniamo:

(6.2.13) f(0) = fop,...0-

Osserviamo che un elemento e dell’anello C{{z, 21, ..., 2, }} ¢ un’unita
se e soltanto se e(0) # 0.

Diciamo che un elemento f € C{{zo,21,...,2n}} ha ordine m rispetto
alla zg se
(6.2.14) f==z0'e con eecC{{z0,21,...,2n}} ed €(0)#0,

cioe, con le notazioni precedentemente introdotte,
(6.2.15) fi(0)=0 se0<j<m, fn(0)#0.

OSSERVAZIONE VI.2.7. Lo spazio Oy,41,¢ dei germi di funzioni olomorfe
in 0 € C"*! ¢ isomorfo all’anello C{z} delle serie convergenti delle variabili
complesse z = (2, 21, ..., 2n). In particolare, lo possiamo considerare come
un sottoanello dell’anello C{{z}} delle serie formali. Diremo quindi che un
elemento g € O,11,0 ha ordine m rispetto a 2y se la sua serie di Taylor
nell’origine 79(g)(z) € C{z} C C{{z}} ha ordine m rispetto a z.

Un elemento e dell’anello O,41,0 ¢ un’unita in O, o se e soltanto se ¢
un’unita in C{{z}}, se cioe e(0) # 0.

Indichiamo con O, o = C{z'} lo spazio dei germi di funzioni olomorfe
in 0 € C", che possiamo considerare in modo naturale come un sottoanello
dell’anello O, 1.
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TEOREMA VI.2.8 (Teorema di divisione di Weierstrass). Supponiamo
che g € Opt1 abbia ordine m rispetto a zo. Allora, per ogni f € Ony10
sono univocamente determinate q,r tali che:

q € On+17o, (S On,o[zo] = C{Zl, cee 7Zn}[20] )
(6.2.16) f=q9+r,
deg, (r) < m.
DIMOSTRAZIONE. Decomponiamo g nella somma

g= 9Em> + gz’m)zg"b, con

m—1 o —
Gy =Dy o (D Gy =D a2z
La condizione che g abbia ordine m rispetto a 2y ci dice che gE’m )(0, 0) # 0,
che cioé gE’m) ¢ un’unita di Op41,0.
Data f € Op41,0, riscriviamo 'equazione in (G2ZT6]) nella forma:
(6.2.17) f=a9(m#" +a9(m + 7,

con r € Oy o[z0] di grado < m rispetto a zy e ¢ € Op41,0. Applicando ad
ambo 1 mebri della (E2ZI7) la trasformazione R, della (GZZI0), osserviamo
che la (BZTT) € equivalente alla

(6.2.18) Fimy = 090m) + B (a9 (m))
Poiché gz’m) ¢ un’unita di Oy41,0, abbiamo h = (gé’m))_1 € Opt1,0, € la
(EZIY) diviene allora

q="h fly = " Rin(9(my)-

La soluzione ¢ € O,41,0 del problema di divisione ¢ quindi un punto fisso
dell’operatore

T :0p41,029¢—T(q) = hf(';n) - hRm(ngm)) € Op+1,0-

Fissiamo ora p = (po, p1,- . ., pn) in modo che f, g,h € B,. Dalla gzm)(zo,O) =

0 otteniamo che, con una costante C' > 0, sia:
(6 9 19> ||9Em)||r < C(Tl + - rn)
o ser = (ro,r1,...,7,) con0<r; < p;per0<j<n.

Poiché ¢ — hRm(ngm)) ¢ un’applicazione lineare, per dimostrare che 7 &
una contrazione su B, bastera dimostrare che B, 5 ¢ — hRm(ngm)) € B,
¢ un operatore con norma minore di 1. Abbiamo

e R (@)l = 1~ o () e
<7 1l lag{my 1
< (75 g 11911 Tl
< (Crg a4+ ra)lB ) lalle
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Quindi, pur di scegliere (rg,r1,...,7,) con ri,...,r, > 0 sufficientemente
piccoli rispetto ad ry > 0, la 7 & una contrazione su B,.. La 7 ha quindi
uno ed un solo punto fisso ¢, che ci da l’esistenza e unicita della soluzione

di (EZTH). O

OSSERVAZIONE VI.2.9. L’uso delle norme || ||, invece dell’'usuale norma
della convergenza uniforme sui compatti ci permette di ridurre la dimostra-
zione del teorema di divisione al teorema delle contrazioni.

OsSERVAZIONE VI.2.10. Se g € Op41,0 ha ordine m rispetto a zp, I’ap-
plicazione:

(6.2.20) On+1,0 2 f — (ro,715---,mp-1) € Opy

che fa corrispondere ad f i coefficienti del resto r € O,, o[z] della sua di-
visione (BZTI6]) ¢ un omomorfismo di O, ¢-moduli, il cui nucleo & l'ideale

(9 On+1,0) di Opy1)o.

3. Il teorema di preparazione di Weierstrass
DEFINIZIONE VI.3.1. Un polinomio monico:
(6.3.1) w =20+ a1(2)z " 4 am—1(2)20 + am(2) € On o[20]
si dice un polinomio di Weierstrass in zy, con coefficienti in O,, ¢, se:
(6.3.2) ap(0) =0, a1(0) =0, ayp—1(0) =0;
in altre parole, se il suo grado, come polinomio monico di O, o[20], &€ uguale
al suo ordine come elemento di O,,41,¢.

Vale il:

LEMMA VI.3.2. Se w € O olz0] € un polinomio di Weierstrass, ed f €
On+1,0, allora fw € O, o[z0] se, e soltanto se, f € O, o[z0].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che w € O,, o[zo] sia un polinomio di
Weierstrass di grado m rispetto a zp. Poiché w € monico in O, ¢[zo], possia-
mo effettuare la divisione con resto di (fw) per @ in Oy o[20] ( Proposizione
VT20). Abbiamo: fw = qw + r con ¢,r € Oy o[20] ed r di grado < m ri-
spetto a zy. Per I'unicita nel teorema di divisione di Weierstrass, deve pero
risultare r = 0 e ¢ = f, e da questo segue la tesi. O

TEOREMA VI.3.3 (Teorema di preparazione di Weierstrass).
Se g € Opt1,0 = C{z0,21,...,2n} ha ordine m rispetto a zy, allora
risultano univocamente determinati:

o un polinomio di Weierstrass w, di grado m rispetto a zp,
o un'unita e di On11 0, tali che:

(6.3.3) g = ew.
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DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di divisione, possiamo scrivere, in mo-
do unico,

2zt =qg+r con q€Opyi1o ed reOpolz] condeg, (r)<m.
Per ipotesi, g(z0,0) = 27"h(20) per un germe h € O; g = C{zp}, con h(0) #
0. Dall'uguaglianza:
20" = q(z0,0)h(z0)25" + (20, 0)
si deduce che ¢(zg,0)h(zp) = 1 ed r(20,0) = 0, onde
w = 2y —r(20,2) € Oy, 0[20]

¢ un polinomio di Weierstrass di grado d. Inoltre, ¢ & un’unita in O,41,0 €

vale la (B33)) con e = ¢~ 1.

L’unicita e conseguenza dell’'unicita del quoziente e del resto nel teorema
di divisione di Weierstrass: infatti ¢ = e~ ! ed r = zy' — w sono quoziente e
resto della divisione di 23" per g. 0

PRroPOSIZIONE VI.3.4. Sia g € O,y1,0 di ordine m rispetto a 2y e sia
w € Oy, 0[20] il suo polinomio di Weierstrass. Allora Uinclusione

On,0l20] = On+1,0

definisce, per passaggio ai quozienti, un isomorfismo nell’ultima riga del
diagramma commutativo:

Onolzo)] ——  Ont1,0

(6.3.4) l l

O, 0[%0] Ont1,0

. O
@ - On,0[20] 9 Onti10

PrOPOSIZIONE VI.3.5. Un polinomio di Weierstrass w € Oy olz0] €
pm’mcﬂ in Oy, 0[20] se e soltanto se € un elemento primo in Opy1, 0.

Un polinomio di Weierstrass w € Oy, olz0] € irriducibild] in On,0l20] se
e soltanto se ¢ irriducibile in Oy 1 0.

DIMOSTRAZIONE. [ Supponiamo che w sia un polinomio di Weierstrass
di grado m in zp, primo come elemento di Oy, o[20], € siano f,g € On41,0
due germi di funzioni olomorfe in 0 € C**! tali che

fg=qw per qualche ¢q € Opq1)0.

1Un elemento p di un dominio d’integrita A si dice primo se non € un’unita e, quando
divide un prodotto ab di elementi a,b di A, esso ne divide almeno uno dei due fattori.

2Un elemento p di un dominio d’integrita A si dice irriducibile se non € un’unita se
non ammette una decomposizione p = ab di p nel prodotto di due elementi a,b di A,
nessuno dei quali sia un’unita.

3Dimostreremo nel seguito che Oy41,0 € un anello fattoriale: quindi le nozioni di
elemento primo ed elemento irriducibile in O, 41,0 coincidono.
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Siano r1,r2 € Op,0[20] polinomi di grado < m in zp, € q1,q2 € Op41,0 tali
che
[ =qw+r,
g = Q2w + 79.
Abbiamo allora

f9=qw= (2@ + 172 + 11q2)W + 1172

Per il Lemma VT332, abbiamo (¢ — g1gaw — qi72 — 12¢1) € Oy 0[20] € quindi
w divide il prodotto 77y in O, o[20]. Poiché avevamo supposto che w fosse
primo in O, o[20], ne segue che uno dei due polinomi 71, 7o deve essere
divisibile per w e quindi uguale a zero. Cio mostra che w divide uno dei
due germi f, g.

Supponiamo ora che w sia un elemento primo di O,,41,9. Siano f,g €
Ohn,0[%0] € supponiamo vi sia un polinomio ¢ € O,, ¢[zo] tale che

f9=qw.
Per l'ipotesi che @ sia primo in O,41,0, uno dei due fattori sara divisibile
per @ in Op41,0. Supponiamo per esempio sia f = ¢'w con ¢ € Op41, 0.
Per il Lemma VL322 abbiamo ¢’ € O, ¢[20], e quindi f ¢ divisibile per w
anche in O, o[zo].

Dimostriamo ora la seconda affermazione della proposizione. Sia w €
O, 0lz0] un polinomio di Weierstrass di grado m. Chiaramente, se w &
riducibile in Oy, ¢[20], lo & a maggior ragione in O,,41,¢. Supponiamo ora che
w sia riducibile in O,41,0, € sia @w = fifa con fi, fo € Opy1,0 ed f1(0) =0,
f2(0) = 0. Poiché zJ* = fi(z0,0)f2(20,0), fi ed fp hanno entrambi ordini
finiti mq1, mo > 0 rispetto a zp, con mq1 + mo = m. Siano allora w1, wo

polinomi di Weierstrass tali che f; = e;w;, con e; unita in O, 0, per
i = 1,2. Dalla w = ejeswiwy segue, per l'unicita della divisione, che
erez = 1 e quindi @ = wwy & decomponibile anche in O, ¢[zo). O

4. Struttura algebrica di O, ¢

4.1. Noetherianita e fattorialita. Ricordiamo che un anello commu-
tativo A si dice Noetheriano se ogni suo ideale € finitamente generatcﬂ. Un
A-modulo M si dice Noetheriano se ogni suo sotto-A-modulo ¢ finitamente
generato. Se A e Noetheriano, sono Noetheriani tutti gli A-moduli di tipo
finito ed in particolare i moduli liberi di tipo finito A* (per k =1,2,...).

4 Sono condizioni equivalenti:

(1) A soddisfa la condizione della catena ascendente per gli ideali, cioé per ogni
catena di ideali di A della forma

oClhiC--CInC---

risulta Um Im =1, per qualche intero v > 0.

(2) Ogni famiglia non vuota F di ideali di A ammette elementi massimali rispetto
all’inclusione.

(3) Ogni ideale primo di A ¢ finitamente generato.
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TEOREMA VI.4.1 (Teorema della base di Riickertf] ).
Lanello Oy 0 ~ C{z1,...,2,} dei germi di funzioni olomorfe in un
intorno di 0 in C™ ¢ Noetheriano.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo il teorema per induzione sulla dimen-
sione n. Il caso n = 0 ¢ banale. Supporremo quindi la tesi vera per O, o, con
m > 0 fissato, e dimostreremo che essa vale per n = m+1. Sia Z un ideale di
Om+1,0- Se Z = 0, allora Z ¢ banalmente di tipo finito e non c’¢ quindi nulla
da dimostrare. Altrimenti, se Z # 0, sia g € Z un qualsiasi elemento diverso
da 0. A meno di un cambiamento lineare di coordinate, possiamo supporre
che g abbia ordine finito d rispetto a z,. Se d = 0, ’elemento g & un’unita di
Om+1,0 € quindi Z = Oy41,0 € generato da g. Se d > 0, fissiamo un polino-
mio di Weierstrass @ di grado d tale che g = ew per un’unita e di Op,41,0-
Per la Proposizione VL3 il resto della divisione di Weierstrass definisce un
isomorfismo di Oy, o-moduli: ¢ : Opi1,0/(9O0m+1,0) = Ofln,o' L’immagine
»(I) C Og@,o dell’ideale Z mediante tale isomorfismo & un sottomodulo di
OzLO e quindi, per l'ipotesi induttiva, ¢ un O,, o-modulo finitamente gene-
rato. Se fi,..., fr € Z sono tali che ¢(f1),...,¢(fr) generino ¢(Z) come
O, 0-modulo, allora chiaramente g, f1,. .., fi formano un insieme finito di
generatori di Z in O,,11,0. O

Ricordiamo che un anello A ¢ fattoriale, ovvero ¢ un dominio a fattoriz-
zazione unica se € commutativo ed ogni suo elemento che non sia un’unita
si decompone in un prodotto di fattori irriducibili. Tale decomposizione &
essenzialmente unica: i suoi fattori sono cioe determinati a meno dell’ordine
e a meno di unita.

TEOREMA VI.4.2. L’anello Op o ~ C{z1,...,2,} € fattoriale.

DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza sulla dimensione n. Il teo-
rema & banalmente vero per n = 0. Per l'ipotesi induttiva e per il lemma di
Gauss l'anello O, o[zn] >~ C{z1,...,2n—1}[2n] € fattoriale. Data f € O, o,
con f # 0, mediante un cambiamento lineare di coordinate possiamo ricon-
durci al caso in cui f abbia ordine finito d rispetto a z,. Possiamo allora
scrivere f = ew, con e unita in Oy e w un polinomio di Weierstrass di grado
d in z,. Per l'ipotesi induttiva, @ si decompone in O,_1 ¢[z,] in prodotto
di fattori primi: @w = w; - - - w,y,, € possiamo inoltre supporre che i w; siano
tutti polinomi monici in z,. Poiché lo ¢ il loro prodotto, ciascuno dei w; ¢
un polinomio di Weierstrass. Per la Proposizione VL33 i w; sono anche
primi in O, ¢ e dunque la f = e @ ---w,, ¢ una decomposizione di f nel
prodotto di un’unita e di elementi primi.

Per verificare che la decomposizione ¢ essenzialmente unica, consideria-
mo un’altra decomposizione f = ¢’ - f1--- f di f nel prodotto di un’unita e’
e di elementi irriducibili fi,..., fi di Op, o. Poiché f ha ordine finito rispetto

5 Walther Rckert: Zum Eliminationsproblem der Potenzreihenideale. Math. Ann.
107 (1933), no. 1, 259-281.
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a z,, ciascuno degli f; ha ordine finito rispetto a z,, e percio si scrive in modo

unico nella forma f; = e;w;- con e;- un’unita di O, o € w;- € Op—_1,0(2n) un

polinomio di Weierstrass in z,. Dalla:
foe-w wm=e e e w o
ne segue che:
D1 = w0
e quindi, per 'unicita della decomposizione in fattori irriducibili in Oy, o[2y],

otteniamo che k = m e @) = wj per una permutazione j — j'. O

5. Regolarita di O, ¢

Ricordiamo che la dimensione di Krull di un anello A e I'estremo supe-
riore delle lunghezze delle catene di ideali primi non nulli e distinti di A.

DEFINIZIONE VI.5.1. Un anello locale si dice regolare se il minimo nu-
mero di generatori del suo ideale massimale coincide con la sua dimensione

di Krull.
TEOREMA VI.5.2. O, o ¢ un anello locale regolare di dimensione n.

DIMOSTRAZIONE. Infatti I'ideale massimale mg € generato dalle coordi-
nate 21,...,2n €

0# (21) G (21,22) G- G (21,22, 20) = Mo # Ono

¢ una catena ascendente di ideali propri non nulli distinti di lunghezza n. [

6. Il Lemma di Hensel
Vale il:

TEOREMA VI.6.1 (Lemma di Hensell). Sia On,0 >~ C{z1,...,2,} Uanello
locale dei germi di funzioni olomorfe in 0 € C". Siano w un’indeterminata su
Ono e w € Oy olw] un polinomio monico di grado d > 0 in w, a coefficienti
in Op,0. Sta

(6.6.1) w=w?+ a1 (2)w! ™t + - 4 ag_1(2)w + aq(z), e

(6.6.2) w(w,0) = (w—c)™ - (w — ¢p)®,

ovecy,...,cm € C sono numeri complessi distinti e dy, . .., dy, interi positivi.
Possiamo trovare allora polinomi wy, ..., @y € Oy olw] con:

(6.6.3) w; monico di grado dj in w, per j=1,...,m,

(6.6.4) wj(w,0) = (w — cj)dj , perj=1,....,m,

(6.6.5) w(w,z) =w(w,2) - wp(w,z) n O olw].

6 Kurt Hensel: Uber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen.
Acta Math. 23 (1900), no. 1, 339-416.
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DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su m. Nel caso m = 1,
basta scegliere w; = w. Supponiamo ora m > 1 e la tesi verificata per
polinomi monici w’ di Oy, o[w] per cui 'equazione @w’(w,0) = 0 abbia meno
di m radici distinte. Consideriamo @ come un polinomio di Oy, o[w — ¢y,
Risulta allora univocamente determinato un polinomio di Weierstrass w,, €
Onolw — ¢p] ed un’unita e € C{w, 21, ..., 2, } tali che

w=e-wy, in Clw-—cn,z21,...,2}

Ma questa uguaglianza implica che e € O, olw] ¢ un polinomio monico di
grado (d — d,;) in w, con

e(w, 0) = (w — Cl)dl e (’LU _ cm_l)dm—l'

Per l'ipotesi induttiva esistono allora ws,...,wm—_1, polinomi monici in
Op,olw], di gradi dy,...,dpn—1, con

wi(w,0) = (w—c;))% ed e(w,z)=w(w,z2) -, ©m_1(w,2).

Inoltre, poiché w,, € un polinomio di Weierstrass di grado d,, rispetto a
(w—cy,), & anche @, (w,0) = (w—cp)%. Abbiamo cosi ottenuto la tesi. [

OSSERVAZIONE VI1.6.2. Osserviamo che la decomposizione (E.6.0]) & unica
(a meno dell’ordine dei fattori) perché O, olw] € un anello fattoriale.
7. Chiusura dei sottomoduli di O, g

7.1. Alcuni risultati sugli anelli locali. Sidl A un anello commuta-
tivo unitario Noetheriano ed m un ideale di A. L’anello graduato

[o¢]
(6.7.1) A" =Pwt.

k=0
¢ anch’esso Noetheriano. Infatti, se £1,..., &, sono generatori di m, possia-
mo identificare A* ad un quoziente dell’anello A[T}, ..., T,,] dei polinomi di

m indeterminate a coefficienti in A, mediante la successione esatta:

(6.7.2) 0 I AlTy,..., Ty —/— A* —— 0,
ove 7 ¢ lapplicazione che associa ad un polinomio P, € A[Ty,...,T,],
omogeneo di grado k in T1, ..., Ty, Ielemento Py (&1, ..., &n) € mF,

Vale il:

LEMMA VIL.7.1 (Lemma di Artin-Rees). Sia A un anello commutativo
unitario Noetheriano ed m un ideale di A. Se M & un A-modulo finitamente
generato ed N un sotto-A-modulo di M, allora esiste un intero p > 0 tale
che:

(6.7.3) N N (m7M) = m7? (N 0 (mPM)) Vg > p.

Tef. il Capitolo [ per una trattazione pitt completa.
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo M* = @2, m* M. Esso ¢ un A*-
modulo finitamente generato e quindi ¢ Noetheriano. Sia Nj, il suo sotto-
A*-modulo generato da N@ (NN mM) @ --- @ (NN m”M). Abbiamo allora
una catena ascendente

NogCNjCc---CNj;CN; ,C---

di sotto-A*-moduli di M*. Poiché M* & Noetheriano, esiste un intero po-
sitivo p tale che N7 = N7 per ogni intero ¢ > p. Questa condizione da la

GZ3). O

DEFINIZIONE VI.7.2. Un anello commutativo e unitario si dice locale se
contiene un unico ideale massimale. In modo equivalente, diciamo che un
anello commutativo unitario A e locale se, per ogni elemento a € A, almeno
uno dei due elementi, a od 1 — a, € un’unita.

LEMMA VI.7.3 (Nakayama). Sia A un anello locale con ideale massimale
m e siano M ed M’ due A-moduli di tipo finito. Allora

(6.7.4) M =M +mM < M =M.

DIMOSTRAZIONE. Sostituendo ad M il modulo di tipo finito N = M/M/
possiamo riformulare la tesi nella formas:

(6.7.5) N=mN<«< N=0.

Siano nq,...,ny generatori di N. Dall’'uguaglianza N = mIN segue che:
¢
n; = E n;jaj; con aj;; € m.
=1

Consideriamo la matrice T' = (J;,; — a;i)1<ji<¢- 1l suo determinante & 1 +a
con a € m. Quindi la matrice T' & invertibile. Da (nq,...,ny)T = 0 segue
allora che n1 =0, ..., ny =0, e cio dimostra che N = 0. U

Dai Lemmi di Artin-Rees e di Nakayama otteniamo:

TEOREMA VI.7.4 (Lemma di Krull). Sia A un anello locale con ideale
massimale m. Se M é un A-modulo di tipo finito ed N un suo sotto-A-
modulo, allora:

— q
(6.7.6) N ﬂqu (N 4+ miM).
DIMOSTRAZIONE. Poniamo M; = M/N. La tesi ¢ allora equivalente a:
— q —
(6.7.7) N, = ﬂqum M, = 0.

Per il Lemma di Artin-Rees abbiamo, per un intero positivo p sufficiente-
mente grande, mN; = m(N; N mPM;) = Ny N mPT!M; = N;. Ne segue,
per il Lemma di Nakayama, che N; = 0. U
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7.2. Applicazioni ai sottomoduli di O, .

L’anello O, 0 = C{z1,...,2,} dei germi di funzioni olomorfe in 0 €
C™ & un anello locale unitario Noetheriano, con ideale massimale my =
(#1,...,2n). Data una funzione f, olomorfa in un intorno aperto U di 0 in
C", indichiamo con f(g) il germe in O, ¢ da essa definito.

LEMMA VL7.5. Sia q un intero positivo, ed N un sotto-O,, o-modulo
di O} . Sia {f,} C OUU) una successione di q-vettori olomorfi, definiti in
un intorno aperto U di 0 in C". Supponiamo che:
(6.7.8) fo— feOUU) wuniformemente sui compatti di U

(6.7.9) fu o) € N V.
Allora:
(6.7.10) f(o) eN.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero positivo p, il quoziente
N/N amgoy o)

& un sottospazio C-lineare dello spazio vettoriale O ,/(mbO% ), che ha
n+p_1 b b
p—1
{f,} in un intorno di 0 implica allora che f) € N +mgO} , per ogni p
positivo e questo ci da f(y € N per il Lemma di Krull. O

dimensione finita ( )q su C. La convergenza uniforme della successione

8. Applicazioni finite

DEFINIZIONE VI.8.1. Un’applicazione f: X — Y, tra due spazi topolo-
gici X,Y si dice chiusa se trasforma chiusi in chiusi.

LeEMMA VI.8.2. Sia f: X — Y wun’applicazione chiusa ed y € Y. Allora,

per ogni intorno aperto U della fibra f~(y) possiamo trovare un intorno V.
diy in'Y tale che f~1(V) C U.

DIMOSTRAZIONE. Infatti il complementare CU di U & chiuso e non in-
terseca f~!(y). Quindi f(CU) & un chiuso che non contiene y. Allora
V = C(f(EU)) ¢ un aperto che contiene y, e dunque un intorno di y in
Y,e f4(V)CU. O

Introduciamo la seguente notazione: se f: X - Y, UCXedY DV D
f(U), indichiamo con f|}; Papplicazione f|}; : U > z — f(z) € V, ottenuta
per restrizione del dominio e del codominio.

ProrosIZIONE VI.83. Se f: X — Y ¢ un’applicazione chiusa, e V un
sottospazio di 'Y, allora anche f|}/,1(v) e chiusa.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se A C X, abbiamo:
Ay (AN (V) = f(A) N V.
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8.1. Applicazioni finite: descrizione locale.

DEFINIZIONE VI.8.4. Un’applicazione f : X — Y tra spazi topologici si
dice finita se ¢ continua, chiusa e per ogni y € Y la fibra f~1(y) ¢ finita.

Osserviamo che la composizione di due applicazioni finite e finita. Per
la Proposizione VL83l se f : X — Y ¢ finita, allora per ogni V C Y, la
f|¥*1(V) ¢ ancora finita.

Otteniamo facilmente dalle considerazioni svolte nel paragrafo preceden-
te:

TEOREMA VI.8.5. Sia X wuno spazio di Hausdorff ed f: X — Y un’ap-
plicazione finita. Fissiamo y € Y e siano x1,...,Tq © punti distinti della
fibra f~1(y). Siano UJ’», per 1 < j < d, intorni di xj in X, scelti in modo
che UJ’»OU,’C =0 se j # k. Allora per ogni intorno aperto V' diy in'Y possia-
mo trovare un intorno aperto V- diy in V' tale che, posto U; = U]’- nf~Y(V),
risulti:

(1) f71V) =Uj_, U;,
(2) Ciascuna delle applicazioni f]& ¢ finita. O

DEFINIZIONE VI.8.6. Un’applicazione f : X — Y tra spazi topologici si
dice finita in x € X se esistono un intorno U di z in X e un intorno V di
f(U) in Y tali che f|}; sia finita.

Ogni applicazione localmente chiusa € chiusa. Quindi, ogni applicazione
che sia localmente chiusa, continua e bigettiva & un omeomorfismo.

8.2. Applicazioni di Weierstrass.
LEMMA VI.8.7 (continuita delle radici). Siano:
(6.8.1) w, = w® + alﬂ,wd_l +-Fago1,w+aq, € Clw]
una successione di polinomi complessi, monici, di grado d. Supponiamo che
a;, converga, per ogni 1 < j <d, a un numero complesso a; e sia:
(6.8.2) w=w!+aw!™ + -+ ag_ 1w+ ag € Cluw]

Data una successione {w,} C C in cui ogni w, sia una radice del polinomio
w,, esiste una sottosuccessione {wy,} di {w,} che converge ad una radice
wo di .

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che la successione {w,} & limitata
in C. O

TEOREMA VI.8.8. Sia Q un dominio di C" e siano:
wi(w, z) = w,‘ik + al,k(z)wgk_l + -
(6.8.3) st ag, 1 kWE T+ Qg k € C(Q)[wk],
k=1,...,m
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polinomi monici di grado positivo in wy, con coefficienti funzioni continue
su €. Sia:

A=NQxC™wiy,...,wn)

(6.8.4) ={(z,w) € A xC" | m(z,w1) =0, ..., @n(x, wn) =0}

La proiezione sulle ultime n coordinate w: A — Q é un’applicazione finita.

DiMOSTRAZIONE. Occorre soltanto verificare che 7 sia chiusa, ma questo
& conseguenza del lemma precedente. O

DEFINIZIONE VI.8.9. Se Q ¢ un aperto di C" ed w;, per j = 1,...,m
sono polinomi monici in O(2)[wy], e definiamo A mediante la (G83), al-
lora la proiezione naturale m : A —  si dice applicazione di Weierstrass.
L’insieme A & allora una sottovarieta analitica (chiusa) di  x C™.

TEOREMA VI1.8.10. Ogni applicazione di Weierstrass ¢ finita e aperta.

DiMOSTRAZIONE. Resta soltanto da dimostrare che 7w : A — Q) & aperta.
Fissiamo un punto (z°,w") € A. Sia U un intorno aperto di (2°,w") in A.
Possiamo supporre che U sia l'intersezione di A con un aperto della forma
w x W, per un intorno w di 2" in © ed un intorno aperto W di w? in C™.
Possiamo supporre per semplicita che w? = 0 e 20 = 0.

Per il Lemma di Hensel, pur di scegliere un intorno w sufficientemente
piccolo, avremo:

wp, = wyw, con wy, @, € O(w)wy] monici,

@’ (wp,,0) = wzz, conl<d, <d, e w@,(0,0)#0.

Scegliamo allora I'intorno W di 0 in C™ in modo che, sostituendo ad w
un intorno pit piccolo di 0 in €2 se necessario, sia wj (2, wp) # 0 per ogni
(z,w) € w x W. Allora:

AN(wx W) ={(z,w) €wx W | w}(z,wy) =0per 1 <h < m}.

Otteniamo m(A N (w x W)) = w e dunque la 7 & aperta. O

Utilizzando questo risultato, possiamo riformulare il teorema di dipen-
denza continua delle radici nella forma:

TEOREMA VI.8.11. Sia w € O(Q)[w] un polinomio monico di grado po-
sitivo in w, con coefficienti olomorfi sull’aperto Q C C™. Fissiamo 29 € Q
e sia w® una radice del polinomio di una variabile p(w) = w(2(, w) € Clw).
Allora, per ogni successione {z(”)} che converga a 20 in Q possiamo trovare
una successione {w,} di numeri complessi tali che:

w(w,,,z(”))zo e w, — wy. O
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9. L’isomorfismo di Weierstrass

9.1. Una generalizzazione del teorema di divisione. Sia ) un
aperto connesso di C™ e sia:

(6.9.1) @w=w(w,z) =w+ a1 (2)w?™ + -+ ag, (2)w + ag(z) € O(Q)[w)]

un polinomio monico di grado positivo in w, con coefficienti olomorfi in

Q) C C". Fissiamo un punto z° € Q e siano A1, ..., Ay, ove h & un intero con
1 < h < d, le radici complesse distinte di:

(6.9.2) w(\ 2%) = 0.

Sia:

(6.9.3) w(w,2%) = (w—A)" - (w— )% (d; >1)

la decomposizione di w(w, 2°) in prodotto di potenze di fattori primi distinti.
Poniamo:

(6.9.4) ¢ = (N, 2% ect?

e consideriamo gli omomorfismi naturali di C-algebre:

(6.9.5) Op, 0[w] 3@ — ai;) € Ony1¢; perj=1,... A
Abbiamo:

TEOREMA VI1.9.1. Utilizziamo le notazioni e le ipotesi introdotte nelle

E9TD), @92, @93), @3d), @IH). Per ogni scelta dei germi f; €

Ont1,¢;, per j = 1,....h, possiamo trovare germi q; € Opiy1¢; ed un
polinomio r € O, olw], di grado minore di d, tali che:

(6.9.6) fi=aqm,) +rey per j=1,... h

I germi qj € Opy1,¢; ed v € O, 0 sono univocamente determinati dalle
fl,...,fh e da w.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma di Hensel, possiamo scrivere:
(69.7) w=wi---wp, con wjecO, 0w e wjw,0)=(w-— 2j)%.

Per ogni j = 1,...,h, il prodotto e; = Hi# w; ¢ un’unita in Opyq ¢,
mentre tw; € un polinomio di Weierstrass di grado d; rispetto a (w — A;j).
Per il teorema di divisione di Weierstrass abbiamo allora:

fiei ) = G5 ¢) + i)

(6.9.8)
con  1j¢;) € O olw—N] e degp_x, 75 < dj-

Poniamo r = Z?:l e;jrj. Allora r € O, o[w] e deg,r < d. Allora:
/
fi=aqwe) tre) - Zri ()i (¢):
i#]
Ma e; ¢ divisibile per w; se i # j e dunque f; — T(¢;) = 4@(;), In quanto la
divisione da resto nullo. Abbiamo quindi ottenuto la (G986
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Per dimostrare l'unicita, supponiamo siano f; = 0 per j = 1,...,h.

Allora:
G T ) = 0 per j=1,... h.

Poiché w; ¢ un polinomio di Weierstrass in (w — A1), ed r ¢ un polinomio
in w, ne segue che 7 = piw; per un polinomio p; € O, ,o[w]. Analoga-
mente, 7 = phwy per un polinomio ph € O, ,o[w] e, da p1wy = phws, dal
momento che w; e wy sono primi tra loro, ricaviamo che p; = powy con
p2 € O,, ,o[w]. Ragionando per ricorrenza, deduciamo che r ¢ divisibile per
@y -+ wp. Avendo grado < d, deve allora essere nullo. Poiché Op 41 ¢; ¢ per
ogni j un campo d’integrita, ne ricaviamo che anche g; = O per j =1,...,h.
La dimostrazione € completa. O



CAPITOLO 7

Proprieta locali delle varieta analitiche

1. Germi di sottovarieta analitiche di C"

Abbiamo introdotto le sottovarietd analitiche degli aperti di C™ nel §0l
del Capitolo 21

DEFINIZIONE VIIL.1.1. Siano U, U’ due aperti di C" ed X Cc U, X' C
U’ due varietd analitiche e z un punto di U N U’. Diciamo che X ed X’
definiscono lo stesso germe di sottovarieta analitica in z se esiste un intorno
aperto V di z, contenuto in U N U’, tale che

(7.1.1) Xnv=X'nV.

La ([ZIJ) & una relazione di equivalenza nell’insieme delle sottovarieta ana-
litiche definite in un intorno aperto del punto z. Le corrispondenti classi di
equivalenza si dicono germi di varieta analitica in z.

Indichiamo con Xy, o con (X,z), il germe di varieta analitica in z
definita da una sottovarieta analitica X di un intorno U di z.

E conveniente, per semplicita, considerare nel seguito germ: di varieta
analitiche in z = 0.

DEFINIZIONE VIL.1.2. Siano (X,0) un germe di varieta analitica in 0 €
C" ed fo) € Op,o un germe di funzione analitica in 0 € C". Diciamo che
f si annulla su (X,0) se esiste un intorno aperto U di 0 e rappresentanti
feO)di fp ed X CU di (X,0) tali che
(7.1.2) fi¢)=0 V(e X.

Si verifica facilmente che vale la

PRrOPOSIZIONE VII.1.3. Sia Z un ideale di Op 0, €d fi,..., fm € OU)
funzioni olomorfe, definite in un intorno aperto U di 0 in C™, i cui germs
J10)s- -+ fm(0) in 2 generino lideale T. Il germe X(g) in O associato alla
sottovarieta analitica N(U; f1,..., fm) di U dipende solo dall’ideale T e non
dalla scelta dei suoi generatori fi(g),-- -, fm(0)- O

Possiamo introdurre quindi la
DEFINIZIONE VIL.1.4. Se Z & un ideale di Oy, ¢, ed fi,..., fm € OU)

funzioni olomorfe, definite in un intorno aperto U di 0 in C”, i cui germi

J1(0) -+ fm(0) in 0 generino Z, chiamiamo associato ad T il germe di varieta
analitica in 0 definito da N(U; f1,..., fm):
(7.1.3) X)(T) = (X(1),0) = (N(U; f1,-- - fm),0)

111
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Viceversa, se Xy = (X,0) ¢ un germe di varieta analitica in 0 € C",
I'insieme Zg)(X) dei germi fgy € Oy, che si annullano su X(g) ¢ un ideale
di Op, 0, che si dice associato al germe di varieta analitica X q).

Si verifica facilmente

PROPOSIZIONE VIL.1.5. Sia 0 € C", Z,7’ ideali di Oy, o, X(o),X{o) germi
di varieta analitiche in 0. Valgono allora:

(7.1.4) IcT = (X(2),0) D> (X(Z),0),
(7.1.5) X(O) C XE 0) - Z(O)(X) D Z( )(X/),
(7.1.6) X(o (Z() (X)) =
(7.1.7) (X)) > I(o
PROPOSIZIONE VII.1.6. Szano (X,0) ed (Y,0) due germi di varieta ana-

litiche in 0 € C". Se (X,0) # (Y,0), allora Zioy(X) # Z)(Y)-

DIMOSTRAZIONE. Sia U un intorno apertodiOed f1,..., fh,91,--.,9% €
O(U) funzioni olomorfe tali che X = N(U; fi1,..., fn) definisca il germe
(X,0), ed Y = N(g1,...,9x) il germe (Y,0). Sia {U,} un sistema fonda-
mentale di intorni di 0 in U. Per ipotesi, (XUY)\ (X NY') interseca ciascuno
degli U,. A meno di passare ad una sottosuccessione degli U,,, e di scambiare
tra loro X e Y, possiamo supporre che per ogni intero positivo v vi sia un
punto z, € (XNU,)\Y. Possiamo allora trovare per ogni intero v un indice
Ju, con 1 < j, < k, tale che gj,(z,) # 0. Esistera quindi un indice j, con
1 < j <k, tale che g;(2,/) # 0 per tutti i punti di una sottosuccessione {z, }
di {z,}. POiché g;(z,) non si annulla su U, N X, il germe di g; in 0 non si
annulla su (X, 0) e quindi non appartiene allideale Z)(X). O

ProPOSIZIONE VIL.1.7. Se (X1,0) e (X2,0) sono varieta anlitiche in
0 € C", allora anche (X1 U X5,0) e (X1 N X2,0) sono varieta analitiche in
0eC. O

DEFINIZIONE VIIL.1.8. Un germe di varieta analitica (X,0) in 0 € C" si
dice riducibile se esistono due varieta analitiche distintel (X71,0), (X3,0),
tali che (X,0) = (X; U X2,0). In caso contrario, si dice irriducibile.

PRrOPOSIZIONE VII.1.9. Condizione necessaria e sufficiente affinché (X,0)
sia irriducibile ¢ che Tp)(X) sia primo.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione [VILT.A se (X,0) ¢ riducibile,
allora Z(py(X) non & primo.

Supponiamo viceversa che Z(p)(X) non sia un ideale primo. Ci sono
allora f,g € Op 0\ Z)(X) tali che fg € Zip)(X). Allora (X3,0) = (X N
N(f),0) e (X2,0) = (X N N(g),0) sono due germi di varieta analitiche
distinte con (X,0) = (X1,0) U (X2,0). O

Ogni germe di varieta analitica € unione di componenti irriducibili:

1 Deve essere cioe (X1,0) S (X2,0) e (X2,0) G (X1,0).
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TEOREMA VIIL.1.10. Ogni germe di varietd analitica (X,0) in 0 € C"

ammette un’unica decomoposizione
(X,O) = (Xl U--- UXh,O),

con (X;,0) irriducibile e (X;,0) ¢ (X,,0) sel <j<r < h.

DIMOSTRAZIONE. La tesi ¢ conseguenza del fatto che O,, o ¢ Noetheriano
e dall’unicita della decomposizione in fattori primi.

Infatti, se (X,0) non & irriducibile, possiamo decomporlo nell’unione di
due germi distinti (X,0) = (X1,0) U (X2,0). A partire da questa decompo-
sizione, possiamo costruire per ricorrenza un albero

A={(Xe, ) 0) | (1, em) €AY, conAc | {1,2)",
in cui:
(1) Ogni (X, .. c,),0) ¢ un germe di varieta analitica;
(2) se A contiene (ey,...,€n—1,€n), allora contiene anche
(€1, €m—1,3—€m) ed (€1,...,€m—1).
Inoltre (X, ¢, 1,0) € riducibile e
(Xetyem—1 0) = (X517---7€m7171)7 0) U (X517---7€m7172)7 0)

¢ una decomposizione di (Xe, . ¢, _,,0) nell'unione di due sottova-
rieta analitiche distinte.

(7.1.8)

Se A & finito, gli elementi massimali di A danno una decomposizione di (X, 0)
in unione finita di componenti irriducibili. Altrimenti, potremmo trovare in
A una catena infinita

(1) < (€1,€2) < -+ < (€1,€2, ..y €m) < --- .
cui corrisponderebbe una successione decrescente di germi di varieta anali-
tiche

(Xv 0) ; (X6170) 2 (X61762’0) 2 "'(X61762,~~~,6p70) 2 Treoocon € € {172}7
e quindi una catena crescente di ideali
Zio)(X) & Zio)(Xer) CZ(o)(Xersea) & 0 & Z(0)(Kerezpnen) & 0
Questo contraddirebbe la Noetherianita di O, . Quindi A ¢ finito ed esiste
una decomposizione ([ZLF).
Per quanto riguarda 'unicita, osserviamo che, se

¢ un’altra decomposizione finita, con (X7,0) irriducibile e (X7,0) ¢ (X;,0)
se j # r, allora la decomposizione

X0 =U,_,

implica che (X; N X7,0) = (X;,0), e quindi X; C X} per qualche 1 < j < /.
Poiché devono valere anche le inclusioni opposte, cioe X j/ C X, per qualche
1<7 <hed X; C Xy da i = 7/, questo implica allora che ¢ = h e che le
(X71,..., X)) siano una permutazione delle (X1, ..., Xp). O

(X; N X},0)
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EsemMpPIO VII.1.11. Diciamo che (X, 0) & un’ipersuperficie se

X =N(U;[),
con U intorno aperto connesso di 0 in C", f € O(U) \ 0 ed f(0) =0. Se
f= ffll . f;fh

¢ una decomposizione di f nel prodotto di primi distinti, allora \/(f) =
(fi---fn) ed
(X70) = (X(Ua fl))o) U---u (N(U7 fh))o)

e la decomposizione di (X, 0) nelle sue componenti irriducibili.

2. Algebre analitiche

DEerINIZIONE VII.2.1. Un’algebra analitica su C & un’algebra A su C,
isomorfa ad un quoziente

(7.2.1) A~ Ono/T

dell’anello dei germi di funzioni olomorfe in 0 € C”, per qualche interon > 1,
rispetto ad un suo ideale 7.

PrOPOSIZIONE VII.2.2. Ogni algebra analitica ¢ Noetheriana e locald.

DEeFinNiziONE VII.2.3. Data un’algebra analitica A, indicheremo nel se-
guito con my il suo ideale massimale.

DEFINIZIONE VII.2.4. Un elemento f di un’algebra analitica A & nilpo-
tente se f¥ =0 per v > 1. L’insieme ny degli elementi nilpotenti forma un
ideale di A, che si dice il suo nilradicale. Chiarmente, ng C my.

Diciamo che A ¢ ridotta se ny = 0. Osserviamo che A = O, /T ¢
ridottaE se e soltanto se 7 e un ideale radicale, cioe se VI =1.

OSSERVAZIONE VII.2.5. Se (X,0) & un germe di varieta analitica in 0 €
C", allora O, 0/Z(0)(X) ¢ un’algebra analitica ridotta.

DEFINIZIONE VII.2.6. Se (X, 0) ¢ un germe di varieta analitica in 0 € C™,
indicheremo con Ox ¢ la corrispondente algebra analitica

(7.2.2) Ox,0 = On,0/Z(0)(X).

TEOREMA VII.2.7 (di normalizzazione di Noether). Per ogni algebra
analitica A esiste un intero non negativo m ed un omomorfismo ﬁm’tcﬁ
insettivo di algebre analitiche

(7.2.3) Om.0 — A.

2 Ricordiamo che una C-algebra A & locale se & un anello locale e, detto my il suo
ideale massimale, A/my ~ C.

3Ricordiamo che il radicale (di Jacobson) di un ideale I di un anello A & l'ideale
VI={a € A|3Im €N tale che a™ € T}.

43¢ A e B sono due anelli, un omomorfismo ¢ : A — B definisce su B una struttura
di A-modulo, per Poperazione a - b = ¢(a)b se a € A e b € B. Diciamo che ¢ & finito se B,
con questa struttura, ¢ un A-modulo di tipo finito.
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DIMOSTRAZIONE. Per definizione, A ¢ isomorfa ad un quoziente O, ¢/Z,
ove Z & un ideale di O, 9. L’omomorfismo 7 : O, ¢ — A definito dalla
proiezione canonica di O,, ¢ sul quoziente O, ¢/Z ¢ finito.

Sia m il minimo intero non negativo per cui esista un omomorfismo finito
@ : Om,0 — A. Se ¢ non fosse iniettivo, potremmo trovare un elemento non
nullo fg) € Om, o per cui ¢(fp)) = 0. La ¢ per passaggio al quoziente
definisce un omomorfismo finito ¢ : Om,0 — A. A meno di un cambiamento
lineare di coordinate in C", potremmo supporre che f abbia ordine finito
rispetto a zp,. Per il teorema di divisione di Weierstrass, I’omomorfismo
canonico ¢ : Op—1,0 — Om,0/(f) sarebbe allora finito ed avremmo allora,
per composizione, un omomorfismo finito di O,,—1,0 in A:

Om-1,0 = O/(f) & A,
che contraddice la scelta di m. La dimostrazione & completa. O

DEeFiNizIONE VII.2.8. Il minimo intero non negativo m per cui esista un
omomorfismo finito [LZ3J) si dice la dimensione di Weierstrass di A.

3. Algebre analitiche intere

Sia p un ideale primo di O, . Sia 0 < m < n e consideriamo la
restrizione della proiezione nel quoziente

(7.3.1) Om70:C[21,...,Zm] —>On70/p.
Se quest’applicazione non é iniettiva, allora p contiene un germe non nullo f
di funzione olomorfa delle variabili z1,..., 2z, e, a meno di un cambiamento

lineare di coordinate, possiamo supporre che f abbia ordine finito d rispetto
alla variabile distinta z,,. Per il teorema di preparazione, p contiene allora
un polinomio di Weierstrass P € Op,—1 0[2m]-

Poiché p ;Cé O, 0, Vapplicazione surgettiva O, o — Oy, o/p non & iniet-
tiva. Quindi, a meno di un cambiamento lineare di variabili, p contiene
un polinomio di Weierstrass in Op_1 ¢[z,]. Iterando questo ragionamento,
otteniamo

ProprosizioNE VIL.3.1. Sia p un ideale primo di Oy, o. Esiste un intero
k positivo tale che,

(1) a meno di un cambiamento lineare di coordinate olomorfe in C™, per
ogni j = 1,...,k, l'ideale p contenga un polinomio di Weierstrass
P; € On—j 0lzn—j+1] nella variabile distinta zp—j41;

(2) la restrizione della proiezione nel quoziente O, _j o — On 0/p sia
miettiva,

(3) il quoziente Oy o/p € un Op_j o-modulo di tipo finito;

(4) k= hton,o(p);

(5) k é la codimensione in 0 della varieta analitica X (p).

DIMOSTRAZIONE. I punti (1), (2) e (3) sono conseguenze della discussio-
ne precedente e del teorema di divisione di Weierstrass. Osserviamo poi che,
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posto m = n—k, gli elementi x1,..., %y, Pi,..., P, definiscono un sistema di
parametri in Oy, o, e che k& < ht(p). Inoltre, dim(O,, o/p) = dim (O, ) = m,
da cui ht(p) < n —m =k e quindi la (4). Infine, otteniamo la (5) conside-
rando l'intersezione di X (p) con il sottospazio {z;,,+1 =0,...,2, =0}. O

Gli anelli Oy, o (m € N) sono fattoriali (Teorema [VLZ2) e quindi an-
che normali. Possiamo quindi applicare il Teorema [XIL.3.8 per ottenere la
descrizione di un germe di varieta analitica irriducibile

TEOREMA VIL3.2. Sia p ideale primo di O, o e sia (X,0) il germe di
varieta analitica in 0 € C" da esso definita. Esiste allora un intero positivo
k tale che, posto m = n — k, per opportune coordinate lineari olomorfe
Z1,...,2n, Stano verificate le sequenti condizioni:

(1) p contiene un polinomio di Weierstrass P € Oy, o[2m41] @rriducibile
di grado d;

(2) esistono polinomi Q; € Op[2m1], di grado minore di d, per j =
m+2,...,n, tali che

(7.3.2) Az, 2m)2 —Qj(21, -+ Zms Zmy1) €D, perj=m+2,...,n,
ove A € Op, o € il discriminante di P rispetto alla variabile distinta
Zm—+1-

Viceversa, abbiamo

ProrosizioNE VIIL.3.3. Supponiamo che l'algebra analitica B sia un
dominio d’integrita, e che vi sia un morfismo iniettivo di anelli unitari
Om,0 — B che renda B un O, o-modulo di tipo finito. Allora B ¢é isomorfo
ad un quoziente Oy, o/p, per un ideale primo p di Oy, o.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che O, o C B. Sia m,, ¢ 'ideale
massimale di O, ¢ ed n un qualsiasi ideale massimale di B che contenga
M, 0. Allora, poiché nNO,, ¢ ¢ un ideale di O, ¢, avremo m,, o = nNO,;, 0.

Se b € B, esiste un polinomio monico P € O, olw] tale che P(b) = 0.
Per il teorema di preparazione di Weierstrass, e per 'unicita del quozien-
te nel teorema di divisione di Weierstrass, P = P'P”, con P’ polinomio
di Weierstrass in Oy, o[w] e P” € Oy, o[w] un altro polinomio, anch’esso
monico, con P”(0) # 0. Siano

Plw) =w?+a1(2)w?™ + - 4 ag_1(2)w + aq(2),
con  at,...,a4—1,0q9 € My o,

P'(w) =w"+e(2) w4 e (2)w + en(2),
con  €,...,¢h—1,¢n € O o, cp(0) # 0.

Poiché abbiamo supposto che B fosse un dominio d’intgegrita, deve risultare
o P'(b) =0, oppure P”(b) = 0. Consideriamo i due casi.
(1) Se P'(b) =0, allora

B = —(a1(2)* + -+ 041 (2)b + aa(2)) € Mo - B Cm,
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e quindi, per la massimalita, b € n.
(2) Se P"(b) = 0, allora, poiché ¢, ¢ un’unita in Oy, ¢ e quindi anche
in B, ’elemento

—, )" a2 T+t eni(2) €B
¢ inverso di b in B e pertanto b ¢ n.

In particolare, gli elementi b di B \ n soddisfano P”(b) = 0 e pertanto sono
invertibili. Quindi B ¢ un anello locale con ideale massimale n.

Siano ora by, ..., by generatori di n su Oy, ¢ e siano P,. .., Py € Oy, o[w]
polinomi monici di grado minimo degli elementi by, ..., b;. Osserviamo che
ciascun P;, per le (1) e (2), € un polinomio di Weierstrass in O, o[w], nella
variabile distinta w, irriducibile in Oy, o[w] ed in Op41, 0.

Sia n = m + k, ed associamo ad ogni indice j il polinomio p;(z) =
Pj(z1,. .., 2my Zm+j) € Om,0[Zm+1,---,2n] C Oy 0. Dico che allora allora

B~ Oy 0/(p1,- -, Pk)-
L’applicazione canonica

Om,O[Zm—i-ly' .. azn]/(pb' .. apk) - On,O/(plv e apk)v

¢ un isomorfismo. Infatti, ogni f € O, ¢ ha, modulo l'ideale (p1,...,px), un
unico rappresentante della forma

Tm+1 T
m<j<n f7‘7rl+17~~~77’nZT)”;,7—Li-1 e ZTLn7 con meJrlwan € Om,(]-
0<r;<d;
Quindi B ¢ isomorfo ad un quoziente Op, o[2m+1, - - -, 2n) /4, ove l'ideale q di
Om,0l2m+1, - - -, 2n) € il nucleo dell’omomorfismo
¢
Om,O[Zm—i-ly s 7Z7L] — B

definito da  ¢(2zm+;) = b;.

Quindi B ~ O, o/p, ove p = q- Oy, 0, € p & primo perché B & un dominio
d’integrita. O

Utilizzando il Teorema [XIL3.8 otteniamo

ProPOSIZIONE VIL.3.4 (Normalizzazione). Sia B un’algebra analitica
che sia anche un dominio d’integrita. Supponiamo vi sia un morfismo iniet-
two di anelli unitari Op, o — B, che renda B un Oy, o-modulo di tipo finito.
Sia B la chiusura integrale di B nel suo campo delle frazioni Bg). Allora B¢
ancora un O, o-modulo di tipo finito ed un anello normale. L’applicazione
canonica B <— B ¢ un omomorfismo di anelli locali. O

DEFINIZIONE VIL.3.5. L’anello B si dice il normalizzato di B.

Per la Proposizione VIL33, ¢ B ~ O,, o/p per un opportuno n > m ed
un ideale primo p di O, ¢. Ancora, abbiamo B = O,y ¢/p’ per un n’ > n ed

un ideale primo p’ in O, o e l'inclusione B — B definisce un’applicazione
olomorfa finita (X (p"),0) — (X (p,0) (vedi §d).



118 7. PROPRIETA LOCALI DELLE VARIETA ANALITICHE

1l germe di varieta analitica (X (p'),0) in 0 € C" si dice il normalizzato
di (X(p),0).

4. 11 Nullstellensatz

TEOREMA VII.4.1 (Nullstellensatz di Riickert). SeZ é un ideale di Oy, o,
allora

(7.4.1) To)(X(T)) = VT.

DIMOSTRAZIONE. Poiché se una potenza di f(g) si annulla su un germe
X0y di varieta analitica in 0, anche f(q si annulla su X ), otteniamo subito

I'inclusione VZ C Z(0)(X(Z)). Rimane quindi da dimostrare I'inclusione
opposta.

Dimostriamo prima il teorema nel caso in cui Z sia un ideale principale,
generato dal germe in 0 di una funzione olomorfa f, definita in un intorno
aperto U di 0.

Dico che possiamo ricondurci al caso in cui il germe f(q) sia irriducibile.
Supponiamo infatti di sapere che il teorema vale per ideali principali con
generatore irriducibile e sia f = fy--- f;, la decomposizione di f in un
prodotto in cui il germe di ciascun fattore sia irriducibile. Un germe g
che si annulla su X (f(q)), si annulla su ciascuno dei germi X (f; (0)). Poiché
abbiamo supposto il teorema valido per gli ideali principali con generatore
irriducibile, aviemmo allora, per qualche intero positivo kj, f; (o)l g?é), per

j = 17 oo, Mme qulndl f(o) = [fl,O . fm’ 0]|géfol)++km

Supponiamo ora che f( sia irriducibile e sia gy un germe in O, o che
si annulla su X ( f0))- Se gy = 0, non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo
quindi che g(g) # 0. Poiché sono entrambi diversi da zero, possiamo supporre
che sia f() che g() abbiano ordine finito rispetto a z,. Possiamo quindi
scrivere

f=eaw, g= €21,
con w,n € Op_1,0[zn] polinomi di Weierstrass ed ej, ez unita in O, o. E
chiaro che possiamo ridurci al caso in cui sia f che g coincidano con il loro
polinomio di Weierstrass rispetto a z,. Utilizzando il teorema di divisione,
possiamo scrivere g = ¢f +r, con r € O,_1 0[2,] di grado in z, minore del
grado d di f rispetto a z,. Dico che r = 0. Infatti, per 2/ = (21,...,2,-1)
in un sottoinsieme denso di un piccolo intorno di 0 in C*~1, il polinomio di
una variabile r,/(z,) = (2, z,) ha d radici distinte ed & percio ¢ il polinomio
nullo di z,. Questo implica che i coefficienti in O,,_1 ¢ di r sono nulli su un
sottoinsieme denso e quindi identicamente nulli.

Consideriamo ora il caso generale.
Decomponiamo (X, 0) nell’'unione delle sue componenti irriducibili (X, 0)
(X1,0)U---U(Xp,0). E X; = X(g)(p;i), con p; ideali primi di O, 1,0 tali che
Z o) sia I'intersezione p1 M- --Npp. Poiché (X (Z(p)),0) = Uizl(X(ph), 0)),
possiamo ricondurci al caso in cui Zig) = p sia un ideale primo di Oy .
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Utilizziamo il Teorema Sia g € Oy, o un germe di funzione olomor-
fa che si annulla in (X(p),0). Per la Proposizione [VIL3dl e il Teorema di
divisione di Weierstrass possiamo supporre che g € Oy, 0[2m+1, - - -, 2n). Sia
P € Oy, 0[zm+1] il polinomio del punto (1) del TeoremaVILIAe A € Oy,
il suo discriminante rispetto a z,,+1. Per un intero positivo v abbiamo allora
AYg — ¢(21,. .., 2m, Zm+1) € P, per un polinomio ¢ € O, o[Zm41]. Chiara-
mente ¢ si annulla sul germe di varieta analitica in 0 € C™*! definita da P,
che si ottiene come immagine di (X (p),0) mediante la proiezione canonica
C"™ — C™*! nelle prime (m + 1) coordinate. Per la prima parte della dimo-
strazione, ne ricaviamo che Ag € p e quindi g € p perché p ¢ primo e non
contiene il discriminante A di P rispetto a zp,41. O

5. Punti singolari

DEeFINIZIONE VIL.5.1. Sia X una sottovarieta analitica di un aperto {2
di C". Un punto z € X si dice regolare se esiste un intorno aperto U di z in

Qed f1,..., fr € O(U) tali che
XNU=NUU;fi, - fr),

7.5.1
(7.5.1) o 2 )

82’1, ey Rk
Per il teorema delle funzioni implicite, in un opportuno sistema di coor-
dinate olomorfe w1, ..., wy, in un punto regolare z di X, una X di codimen-
sione k in z si puo descrivere mediante {w; =0, ..., wg = 0}. Una varieta
analitica coincide cioé con una varieta liscia in un intorno di un suo punto
regolare.

ProrosizIONE VIL.5.2. Sia X una sottovarieta analitica in un aperto €2
di C". Sia, per ogni z € X, I,y(X) lideale dei germi di funzioni olomorfe

in z € C™ che si annullano su X. Se fi,..., fm sono funzioni olomorfe in

un intorno di z € X i cui germi in z generano l'ideale T.\(X), definiamo
a(fl)"'afm)

7.5.2 — rankp —2 1 dm/

(7:5-2) rx(z) = ranke o Y

Il numero rx(z) non dipende dal sistema di generatori scelti. Il punto z ¢é
un punto regolare di X se e soltanto se rx(z) é uguale alla codimensione
di X in z. I punti regolari di X formano un aperto denso di X. I punti
singolari di X formano una sottovarieta analitica S(X) di X. O

6. Mappe olomorfe e morfismi di algebre analitiche

DEeFINIZIONE VII.6.1. Siano X una sottovarieta analitica di un aperto U
di C" ed Y una sottovarieta analitica di un aperto W di C". Un’applicazione
f: X — Y sidice olomorfa in 20 € X se esiste un intorno aperto U di z° in
Q ed un’applicazione olomorfa f : U — C™ tale che

(7.6.1) f(z)=f(z) VzeXNU.
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Diciamo che due applicazioni olomorfe f,g : X — Y definiscono lo stesso
germe d’applicazione olomorfa in z° € X se esiste un intorno aperto U di
2% in Q tale che f(z) = g(z) per ogni z € X NU.

ProOPOSIZIONE VIL.6.2. Se f: (X,0) — (Y,0) ¢ un’applicazione olomor-
fa, allora la f*(g) = go f definisce un omomorfismo

(7.6.2) f*: 0y — Ox,o.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € O(U,C™) un’applicazione olomorfa che defi-
nisce la f. Abbiamo chiaramente f*(Z((Y)) C Z(o)(X) e quindi la (ZE2)
& ben definita. O

Viceversa, abbiamo

ProrosiziONE VIIL.6.3. Ogni algebra analitica intera A ¢ della forma
A = Ox o per un germe (X,0) di varieta analitica.

Siano (X,0) ed (Y,0) due germi di varieta analitica in C™ ed in C™, ri-
spettivamente. Ad ogni omomorfismo unitario ¢ : Oy,g — Ox,o corrisponde
un’applicazione olomorfa f: (X,0) — (Y,0) tale che ¢ = f*.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo in primo luogo che ¢(my, ) C mx . In-
fatti, (1) =1 ed 1 — ¢(b) = ¢(1 — b) ¢ invertibile per ogni b € my .

Siano wi, ..., wy, le coordinate olomorfe di C™. Per ogni 1 < j < m sia
b; la restrizione di w; ad Oy,¢. Allora a; = ¢(b;) € mx,o. Possiamo allora
trovare un intorno aperto U di 0 in C" e funzioni olomorfe f; € O(U), per
J=1,...,m, tali che f; ) € my, o e che a; sia la restrizione ad (X,0) di
fio- La f: U — C™ definita da f(2) = (f1(2), ..., fm(2)) definisce allora
un germe di applicazione olomorfa f : (X,0) — (Y,0) tale che ¢ = f*. Si
verifica poi che la f cosi trovata & univocamente determinata dalla ¢. O

DEFINIZIONE VIIL.6.4. Un’applicazione olomorfa f : (X,0) — (Y,0) si
dice un isomorfismo se esiste un’applicazione olomorfa g : (Y,0) — (X,0)
tale che fog=1idy e go f =idx.

7. Il teorema di Oka

In questo paragrafo dimostriamo un importante teoremal] relativo ai
moduli dv relazions.

TEOREMA VIL.7.1. Sia Q un aperto di C" ed

F(z) = (fi;(2)) 1<isp
<i<q

una matrice p X q con coefficienti F; j € O(2) olomorfi in Q. Per ogni z € Q

ponLamo
q
ij, ()95, (z) = 0,
(7.7.1) R)(F) =14 (91,(2)s- - 94, () € On, = ijlf,g,( )93, (2) ‘
per 1=1,...,p

5Kiyoshi Oka: Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. VII. Sur quelques
notions arithmtiques. Bull. Soc. Math. France 78, (1950). 1-27.
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Per ogni punto 2° € Q esiste un intorno aperto U di 2° in Q e, per un intero
r > 0, una matrice
G(z) = (95,n(2)) 1<j<q
1<h<r
con coefficienti gjp, € O(U) olomorfi in U tale che, per ogni z € U, I'O,, .-
modulo R(z)(F) sia generato dai germi in z definiti dalle colonne della
matrice G(z).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che il punto 2 sia 1’origine 0 € C”.

Ragioniamo per induzione sull’intero p, supponendo dapprima p > 1
ed il teorema dimostrato per matrici F con meno di p righe. Sia F! la
prima riga della matrice F. Chiaramente R,)(F) C R(F'). Per lipotesi
induttiva, esiste una matrice

H(z) = (hjx(2))1<j<q, con hjx € OU’), U intorno di 0 in Q,

1<k<s

tale che R (F 1) sia generato dai germi in z definiti dalle colonne di H(z)
per ogni z € U’.

Per z € U’, gli elementi di R.)(F) sono della forma

s

(*) 9j,(z) = Zkzlhj,k,(z)¢k,(z)7 con g (z) € On, 2

Tenuto conto che le colonne di H(z) definiscono germi di R)(F'), la
condizione che l'elemento (@) appartenga a R .)(F') ¢ equivalente a

q s
ijlzkzlfi,j, )Pk, )Pk, (z) = 0,
1=2,...,p.

Poiché la matrice

q s
U(z) = (ijlzkzlfi’j’ (Z)hj7k7(z)) 2<i<p
1<k<s
ha (p — 1) righe, per l'ipotesi induttiva esiste un intorno aperto U di 0 in
U’, un intero r > 1, ed una matrice
®(2) = (Pk,u(2)) 1<k<s, con ¢k, € OU),
1<v<r
tale che i germi in z delle sue colonne generino R.)(¥) per ogni z € U.
Allora G(z) = H(2)®(z) in U soddisfa la tesi.

Rimane da dimostrare che il teorema e vero nel caso p = 1. Ragioniamo
per induzione sulla dimensione n dello spazio. Se n =0 la F' & un covettore
a coefficienti complessi e la G una matrice le cui colonne formano un sistema
finito di generatori dell’iperpiano di C? dei vettori annullati da F.

Supponiamo quindin > 0 ed il teorema vero nel caso (n—1)-dimensionale.
Sia F' = (f1,..., fy). Possiamo allora supporre, mediante un cambiamento
lineare di variabili, che fi, ..., f, abbiamo ordine finito rispetto alla variabile
distinta z,. Possiamo allora ricondurci al caso in cui f; € Op—1(w)[2y], ove
abbiamo indicato con O,,_1(w) l'anello delle funzioni olomorse su un intorno
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aperto w di 0 in C" !, e il suo germe in 0 sia un polinomio di Weierstrass di
ordine d; rispetto a z,. Possiamo supporre, a meno di riordinare le f;, che
di <dy <dy=d.

La nuova F' = (f1,..., fy) € definita su w x C. Possiamo quindi supporre
che 2 = w x C. Dimostriamo allora il

LEMMA VIL7.2. Per ogni fissato 20 = (2V',20) € Q, 1'0,,, ,o-modulo
R(ZO)(fl, .., fq) € generato dai suoi elementi che appartengono ad O, | o [2y]

ed hanno, come polinomi in z,, grado minore o uguale a d.

Per il teorema di preparazione di Weierstrass, f; = f;f/, con f; un
polinomio di Weierstrass in (9”_17 L0 [2n, — zg]. Per 'unicita nel teorema di
divisione di Weierstrass, anche f]’-’ € un polinomio in z,. In particolare, il
polinomio di Weierstrass fj’ ha grado d;- in z, minore o uguale a d;. Sia
(91,---,9¢) € R(z)(F). Utilizzando il teorema di divisione di Weierstrass,

abbiamo
gj = djfq+r; con 1;€0, | ol

e deg, (rj) < dfl <d, perl <j<gq.

Sostituendo nell’equazione ) g;f; = 0, troviamo che

q—1
(915---,9¢) = (11, ,7g) + Z ¢;j(faej — fieq);
j=1
ove e1, ..., ¢eq ¢ la base canonica di C?, e gli 7, per 1 < j < ¢, sono polinomi

in O,_; L[], di grado minore di d. Quindi, R,)(F') & generato dai germi
di (fee; — fjeq) per j =1,...,q — 1 e dagli elementi (ry,...,74) che sono,
rispetto a z,, polinomi di grado minore di d. Questo dimostra il Lemma.
Per concludere la dimostrazione del Teorema di Oka, basta osservare
che i coefficienti in O,,_1, ./ degli elementi di R,)(F") che appartengono ad
[On—l,z' [zn]]q ed hanno tutte le componenti di gradi minori o uguali a d
sono gli elementi di un R,/(F’) per una matrice F’ di funzioni olomorfe in
w C C" 1 ed applicare I'induzione rispetto alla dimensione n. O

8. Dimensione di un germe di varieta analitica

Ricordiamo che la dimensione di Weierstrass di un’algebra analitica A
e il piu piccolo intero m > 0 per cui vi sia un omomorfismo finito di algebre
analitiche ¢ : Op, 0 — A.

Se A ~ O,,0/T e dim(A) = m, allora un omomorfismo finito di algebre
analitiche ¢ : O, o — A definisce un’applicazione olomorfa surgettiva ¢* di
un intorno aperto di 0 in V(Z) su un intorno aperto U di 0 in C™, e viceversa

(vedi gH).

DEFINIZIONE VII.8.1. La dimensione di Chevalley, o dimensione algebri-
ca, di A ¢& il piu piccolo intero m > 0 per cui vi siano elementi a1, ..., a,;, non
invertibili in A tali che A/(ay,. .., an) sia uno spazio vettoriale di dimensione
finita su C.
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Una sequenza (ai,...,a;,) di lunghezza minimale di elementi dell’i-
deale massimale di A tali che A/(aq,...,a,,) sia uno spazio vettoriale di
dimensione finita su C si dice un sistema di parametri di A.

PropPOSIZIONE VII.8.2. La dimensione di Weierstrass e la dimensione
di Chevalley di un’algebra analitica coincidono.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ : Op 0 — A ¢ un omomorfismo finito, allo-
ra A/(p(z1),...,0(zm)) € uno spazio vettoriale di dimensione finita su C.
Quindi la dimensione di Chevalley € minore o uguale alla dimensione di
Weierstrass.

Viceversa, se A/(aq,...,aq), per ai,...,aq € my, ha dimensione finita
su C, I'applicazione ¢ : Og4 o — A definita da ¢(z;) = a;, per j =1,...,d,
e finita e quindi la dimensione di Weierstrass ¢ minore o uguale di quella di
Chevalley, e dunque le due dimensioni coincidono. O

DEFINIZIONE VIL.8.3. Indichiamo con dim(A) la dimensione dell’algebra
analitica A.

Se (X,0) ¢ un germe di varieta analitica, definiamo la sua dimensione,
che indicheremo con dim(X, 0), mediante:

(7.8.1) dim (X, 0) = dim(Oyx, o).

Dalla definizione segue immediatamente che la dimensione di una sotto-
varieta analitica € una funzione semicontinua superiormente:

COROLLARIO VII.8.4. Sia X wuna sottovarieta analitica di un aperto 2 C
C". Allora, per ogni punto z° € X esiste un intorno aperto W di 2% in X
tale che dim(X,z) < dim(X,z°) per ogni x € W.

DIMOSTRAZIONE. Se dim(X,z%) = m, dalla definizone di dimensione
di Weierstrass segue che possiamo trovare un’applicazione olomorfa finita f
di un intorno W di 2° in X su un aperto U di C™. In particolare, la f
definisce un’applicazione finita nell’intorno di ogni punto x di W, e quindi
dim(X, z) < m per ogni punto x € W. O

LEmMA VIL.8.5. Sia A un’algebra analitica. Per ogni a € my,
(7.8.2) dim(A/(a)) > dim(A) — 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia 77 : A — B = A/(a) la proiezione canonica. Se
bi,...,bq € mp sono tali che B/(by,...,by) sia uno spazio vettoriale di di-
mensione finita, allora, scelto per ogni j = 1,...,d un elemento a; € my con
m(bj) = aj,

A/(a,al,...,ad) ZB/(bl,...,bd)

€ uno spazio vettoriale di dimensione finita. O

LEMMA VIL.8.6. Se f € my, o ed f # 0, allora dim(O,, o/(f)) < (n—1).
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DIMOSTRAZIONE. A meno di un cambiamento lineare di variabili in C™,
possiamo supporre che f abbia ordine finito d > 0 rispetto a z,. Allo-
ra Op 0/(21,...,2n—1, f) €, per il teorema di divisione di Weierstrass, uno
spazio vettoriale di dimensione (n +d — 1) su C. O

DEeFINIZIONE VIL.8.7. Sia A un’algebra analitica, con ideale massimale
my e nilradicale ng. Un elemento a € my si dice attivo se
(7.8.3) (b €A, abe I‘IA) == bEny.

OSSERVAZIONE VII.8.8. Gli elementi a € my che non sono divisori di
zero sono attivi.

PRroOPOSIZIONE VII.8.9. Se a é un elemento attivo di A, allora
(7.8.4) dim(A/(a)) = dim(A) — 1.

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma [VIL8.6l ¢ sufficiente dimostrare che

dim(A/(a)) < dim(A) — 1.

Sia m la dimensione di A e sia ¢ : O, 0 — A un omomorfismo finito ed
iniettivo. E sufficiente verificare che ¢’¢ un elemento non nullo b = o(f), con

f e mpy, o, in aA N @(Op,0). Avremo infatti in questo caso un diagramma

commutativo

Om,0 _*, A

l |

Om,0/(f) - A/(a).
Poiché ¢ e le proiezioni rappresentate dalle frecce verticali sono applicazioni
finite, anche la v definita dal diagramma commutativo ¢ finita. Quindi
dim(A/(a)) < dim(Op,,0/(f)) <m —1.

Sara dunque sufficiente trovare f € my, o con ¢(f) € (a). Poiché ¢ : Oy, o —
A e finita, I’elemento a ¢ intero su ¢(Op,,¢). Possiamo quindi determinare
un polinomio monico P € O, ¢[T], diciamo

p(T) =T+ AT+ + faa T + fa,
con f1,..., fa € Om,o, tale che

a® + ¢(f1)a -+ ¢(fa—1)a + o (f1) = 0.

Se fq # 0, poiché ¢(fy) € (a), possiamo porre f = fy. Altrimenti, vi sara
un s < d massimale con f; # 0. Dall’equazione

a® (@’ + @(f1)a® "+ + 8(fs) =0,

poiché a & un elemento attivo, segue che (a?* + ¢(f1)a?5"1 + - + o(fs))
appartiene al nilradicale ny, cioe, per un intero h > 0,

(@™ + o(f)a” "+ 4 o(fi)" = 0.
Quindi ¢(fP) = (6(f:))* € (a), e possiamo quindi porre f = f7. O
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OSSERVAZIONE VII.8.10. La (LX) ¢ una condizione necessaria, ma non
sufficiente affinché a sia attivo.

Consideriamo, ad esempio, A = Q3/(2122,2123). E dim(A) = 2. La
classe residua a di z3 in A ¢ un divisore di zero in A, ma dim(A/(a)) =
03,0/(Z123, ZQ) =1.

CoRrOLLARIO VIL.8.11. La dimensione di Oy o € n.

DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo per ricorrenza su n.

Per n =0, Oy o = C e quindi dim(Oy o) = 0.

Supponiamo ora che n > 1 edim(O,,_1,9) = n—1. La tesi segue allora dal
fatto che z, definisce un elemento attivo di Oy, o, ed Op 0/ (2n) =~ Op—1,0. O

COROLLARIO VIIL.8.12. Se (X,0) ¢ un germe di varieta liscia olomorfa
di dimensione m in C", allora dim(X, 0) = m. O

PrOPOSIZIONE VIL.8.13. Sia (X,0) un germe di varieta analitica ir-

riducibile in 0 € C™. Allora (X,0) é un’ipersuperficie se e soltanto se
dim(X, 0) =n — 1.

DIMOSTRAZIONE. Se (X, 0) ¢ un’ipersuperficie, allora Z(g)(X) & un ideale
principale. E quindi Z0)(X) = (f) per una f € m, o, irriducibile perché
Z(0)(X) e primo. Poiché Ox o ¢ un dominio d’integrita il germe di f ¢ attivo
e quindi

dim (X,0) = dim(O,, o/(f)) = dim(Oy, o) —1 =n — 1.

Viceversa, se (X,0) ¢ irriducibile e di dimensione 1, Z(g)(X) contiene un
elemento f irriducibile. Supponiamo per assurdo che Z()(X) contenga un
elemento g non divisibile per f. Poiché O,, ¢/(f) € un dominio d’integrita,
I'immagine di g in O, o/(f), essendo diversa da zero, sarebbe un elemento
attivo di O, 0/(f), e quindi

dim (X, 0) < dim(Oy,0)/(f, ) = dim((On,0/(1))/(g)) = — 2.
Questo dimostra che Zip)(X) = (f). O

Nel caso delle ipersuperficie irriducibili si verifica quindi I'idea intuitiva
che la codimensione corrisponda al numero minimo di equazioni indipendenti
necessarie per definire una sottovarieta. In generale la codimensione da solo
una stima dal basso del numero di equazioni olomorfe indipendenti necessarie
per definire localmente una varieta analitica.

Si consideri per esempio il germe di sottovarieta di C* in 0, definito da

2
21 25 Zoz4 %
rank | ! 2 224 ) <2}
22 Z1%3 z3 Z4
X ¢ 1l cono di una quartica liscia, ed € una sottovarieta di dimensione due in

C*. Sono comunque necessari almeno quattro determinanti di minori 2 x 2
per generare l'ideale Zg)(X).

X = {(21,22,23,24) S (C6
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DEFINIZIONE VII.8.14. Un germe di varieta analitica (X, 0) si dice un’in-
tersezione completa in (C™,0) se

dim(X,0) =m ed 3fi,..., fn—m € my, o tali che
OX,OZOn,O/(fla'”yfn—m)'

DEFINIZIONE VIL.8.15. Una k-upla (ay,...,ax) di elementi di un’algebra
analitica A si dice un’A-sequenza se:

(7.8.5)

(1) A1y.-, Q) € Mp
(2) a1 non & un divisore di 0 in A e, per ogni ogni j = 2,...,m, la
classe residua di a; in A/(a1,...,aj—1) non & un divisore di 0.

PropoOSIZIONE VIL.8.16. Se (ai,...,ar) é un’A-sequenza in A, allora,
per ogni 1 < 5 < k,

(7.8.6) dim(A/(a1,...,a;j)) = dim(A) — j.

DIMOSTRAZIONE. Si dimostra la ([LZ6]) per ricorrenza, utilizzando la
Proposizione VIL8.J ed il fatto che ogni a; definisce un germe attivo in
A/(al,...,aj_l). O

Quindi la lunghezza di un’A-sequenza di A non puo superare la sua
dimensione.

ProposizioNE VIL.8.17. Se (ai,...,ar) € un’A-sequenza in A, allora
(Goys- -, G0y ), per ogni permutazione o € Sy, é ancora un’A-sequenza.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo dapprima il caso k = 2.

Dimostriamo che ao non € un divisore di 0 in A. In caso contrario,
potremmo trovare un b € my, diverso da 0, per cui asb = 0 in A. Se
m: A — A/(ay) & la proiezione nel quoziente, da m(ag)mw(b) = 0 segue, che
m(b) = 0, perché per ipotesi m(a2) non & un divisore di zero in A/(ay). Sara
quindi b = by = bya; per qualche by € A. Abbiamo allora ajasb; = 0. Per
ipotesi, a; non & un divisore di 0 in A. Quindi asb; = 0 e, per il ragionamento
precedente, by = a1bs per qualche by € A. Per ricorrenza potremmo allora
costruire una successione {b} di elementi di my tali che

by = aibpy1 per h >0,
bras =0 per h > 0.

Quindi b = by = a1b61 = a%bg =...= a?bh € mgﬂ per ogni h. Per il Lemma

di Nakayama, questo implica che b = 0, dando cosi una contraddizione che
dimostra il nostro asserto.

Dobbiamo ora verificare che la classe di a; in A/(ag2) non ¢ un divisore
di 0. Se per assurdo lo fosse, esisterebbero b1,by € my con bia; = boas
e by ¢ (az). Per lipotesi che m(az) non sia divisore di 0 in A/(aq), da
bia; = beag segue che by € (ay), cioe by = cay per qualche c. Sara quindi
a1b1 = cajag, e dunque by = cas perché a; non e divisore di 0 in A. Abbiamo
cosl ottenuto una contraddizione, che c¢i mostra che I'immagine di a; in
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A/(a2) non ¢ un divisore di 0. Questo completa la dimostrazione del caso
k=2.
Dal caso k = 2 segue facilmente il risultato generale. O

ProposIZIONE VIL.8.18. Se (aq,...,ar) € un’A-sequenza nell’algebra
analitica A, allora, per ogni ideale primo p associatd ad A, risulta

dim(A/p) > k.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo, per brevita, By, = A/(aq,...,as) per 0 <
h < k e sia 7, : A — By, la proiezione nel quoziente. Fissato un ideale primo
p q p
p di A, costruiamo per ricorrenza una catena d’ideali primi

p=poCm S S CA,

tale che pp sia, per ogni 0 < h < k, un indeale primo associato a By.
Per ipotesi, py € associato a By = A. Supponiamo sia 0 < h < k e sia-
nop =po S p1 G- G oppideali primi associati a By, By, ..., By, ri-
spettivamente. Dimostriamo in primo luogo che p, € Supp,(Bpi1). Se
cosi non fosse, p, conterrebbe un elemento b che non & divisore di zero in
Bpy1. Allora (ai,...,an,aps1,b) sarebbe un’A-sequenza. Per la Proposi-
zione VILR T anche (ay,...,an,b,an11) sarebbe allora un’A-sequenza. In
particolare, b non sarebbe un divisore di zero in By, e cid contraddice il
fatto che b € pj, € Assy(By). Osserviamo ora che, poiché 7 (ap41) non & un
divisore di zero in By, I’elemento aj1 non appartiene a pj. Quindi 'ideale
(pp,apt1) contiene propriamente pj, ed annulla qualche elemento di By .
Per la Noetherianita, esso ¢ contenuto in qualche elemento di Suppy (Bpt1).
Dunque pp, non € massimale in Supp, (Bp41) e bastera scegliere pj11 come
un elemento massimale di Supp, (Bj11) che contenga pj,.

Per completare la dimostrazione, ¢ sufficiente allora osservare che, se p’
e p” sono ideali primi di A e p’ G p”, allora

dim(A/p") < dim(A/p").

Questo segue dal fatto che un elemento a € p” \ p’ non ¢ un unita e non &
un divisore di zero in A/p’, e definisce quindi un germe attivo in A/p’. O

DEFINIZIONE VII.8.19. Un’algebra analitica A si dice di Cohen-Macaulay
se contiene un’A-sequenza di lunghezza uguale alla sua dimensione.

6Ricordiamo che, dato un A-modulo M, un ideale primo p & associato ad M se e
Pannullatore di un suo elemento, se cio¢ esiste un a € M, con m # 0 e p = Ann(m) =
{a € A| a-m = 0}. Ancora, si dice supporto di M l'insieme di tutti gli ideali primi p di A
che annullano qualche elemento di M. Esso si indica con Supp(M). Quando sia necessario
specificarlo, si indica ’anello A a pedice. Poniamo quindi

Assy (M) = {p € Spec(A) | Im € M\ {0} tale che p = Anny(m)},
Supp, (M) = {p € Spec(A) | Im € M \ {0} tale che p - m = 0},

ove Spec(A) & I'iniseme di tutti gli ideali primi di A. Chiaramente Ass; (M) C Supp, (M)
e gli elementi massimali di Supp, (M) appartentgono ad Asss(M).
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Esempio VIL.8.20. L’algebra O, ¢ ¢ di Cohen-Macaulay, in quanto ha
dimensione n e (21,...,2,) € un’A-sequenza in O, o.

CoRroLLARIO VIL.8.21. Se l'algebra analitica A é di Cohen-Macaulay,
allora dim(A) = dim(A/p) per ogni primo p associato ad A.

DIMOSTRAZIONE. L’enunciato del corollario ¢ in effetti una conseguenza

immediata della Proposizione O
ProrosizIONE VII.8.22. Se l’algebra analitica A ¢ un anello di Cohen-
Macaulay ed ay,...,a,, elementi di my tali che
dim(A/(a1,...,ap)) = dim(A) —m,
allora (ay,...,an) € un’A-sequenza e lanello quoziente A/(ai,...,an) €

ancora di Cohen-Macaulay.

DIiMOSTRAZIONE. L’enunciato generale segue per ricorrenza dal caso in
cui m = 1. Supponiamo quindi che sia m = 1. Dobbiamo dimostrare che
a1 non ¢ un divisore di zero in A. Se aq fosse un divisore di zero in A, esso
sarebbe contenuto in un ideale primo p € Assa (A). Per il Corollario VILR2T]
avremmo

dim(A) > dim(A/(a1)) > dim(A/p) = dim(A),
che di da una contraddizione. U

COROLLARIO VIL.8.23. Ogni sistema di parametri (fi,..., fn) di Op 0
¢ anche un’A-sequenza.

COROLLARIO VII.8.24. La dimensione di un’algebra analitica di Cohen-
Macaulay A coincide con la sua dimensione di Krull, cioé con la lunghezza
massimale di una catena di ideali primi di A.

DIMOSTRAZIONE. Se
PGPS ShmGA
€ una catena massimale di ideali primi di A, abbiamo
dim(A/pp) < dim(A/pp—1) se 1< h<m.

Quindi dim(A) > dim(A/pg) > m. Viceversa, poiché py € Assy(A), segue
dalla costruzione della successione di ideali primi nella dimostrazione Pro-
posizione che & anche dim(A) < m, e vale quindi l'uguaglianza. O



CAPITOLO 8
Elementi di teoria dei fasci

1. Definizioni principali

1.1. Fasci di insiemi e morfismi di fasci.

DEeFINIZIONE VIII.1.1. Un fascio d’insiemi € il dato di due spazi topo-
logici, X ed S, e di un omeomorfismo locale 7 : S — X. Lo spazio X si dice
la base del fascio, S il suo spazio étalé, m: S — X la proiezione sulla base.

Osserviamo che 7 €, in particolare, un’applicazione aperta.

La fibra S, = 7~ !(x) sul punto x € X si dice la spiga con punto base z,
ovvero l’insieme dei germi di sezioni di S in x.

La fibra S, & un sottospazio discreto di S ed & chiusa se, e soltanto se, X
& uno spazio 717, cioé uno spazio topologico in cui i sottoinsiemi finiti siano
chiusi.

Quando ci6 non comporti confusione, indicheremo a volte, per sem-
plicita, il fascio (S = X) con la sola lettera S che denota il suo spazio
étalé.

Esempio VIII.1.2. Se X & uno spazio topologico ed M uno spazio topo-
logico con la topologia discreta, allora la coppia formata da X, dal prodotto
topologico S = X x M, e dalla proiezione sul primo fattore 7 : X x M — X
e il fascio costante d’insieme M.

Esempio VIIL1.3. Sia X & X un rivestimento di uno spazio topologico
X e sia S un sottospazio aperto di X. Allora § 3 £ — 7(§) € X & un fascio
d’insiemi.

7.r/

DEFINIZIONE VIIL1.4. Siano (S & X) ed (8’ = X') due fasci. Un
morfismo di fasci & un’applicazione continua ® : S — §’, che commuti con
le proiezioni sulla base. Esso definisce un’applicazione continua ¢ : X — X',
che rende commutativo il diagramma:

s 2. g

(8.1.1) Wl JW’

X — X
¢

Per ogni x € X, la ® definisce un’applicazione @, : S, — S(;(x) tra le spiga

!/

di S in x e la spiga b(2) di 8’ nel punto corrispondente ¢(z) di X'.

129
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1.2. Restrizioni, sottofasci, somme dirette di fasci.

DEFINIZIONE VIIL1.5. Sia (§ 5 X) un fascio, ed Y un sottospazio
topologico della sua base X. Allora
|, -1
(= '(v) — L y)
¢ un fascio di base Y, che si dice restrizione ad Y del fascio S. Indicheremo
77 1(Y) con Sy, oppure S|Y.

Un sottospazio 7 di S ¢ un sottofascio di Sse T 3§ — 7(§) € X ¢
ancora un omeomorfismo locale. Condizione necessaria e sufficiente affinché
cido avvenga € che 7 sia un sottospazio aperto di §. L’inclusione 7 «— S ¢
in questo caso un morfismo di fasci.

OssERVAZIONE VIII.1.6. Condizione necessaria e sufficiente affinché S|Y
sia ancora un fascio su X e che il sottospazio Y sia aperto in X.

7.r/

DEFINIZIONE VIIL1.7. Dati due fasci (S = X) e (S’ =5 X) sulla stessa
base X, il loro prodotto fibrato, o la loro somma di Whitney ¢ il fascio il cui
spazio étalé e dato da:

(8.1.2) Sox§'={(&¢)esxS|n()=r(¢)}
con proiezione sulla base:
(8.1.3) Sox 83 - =7(¢) e X.

La definizione si estende al prodotto di un qualsiasi numero finito di fasci su
X. In particolare, la somma di Whithney di p copie del fascio S si indichera
con SP.

1.3. Sezioni. Fasci di Hausdorff.

DEFINIZIONE VIII.1.8. Una sezione continua su Y C X del fascio (S =
X) & una qualsiasi applicazione continua s : Y — S per cui sia 7 o s = idy-.

Indichiamo con s, il valore della sezione s nel punto y € Y. Esso si dice
il germe di s in y.

L’insieme di tutte le sezioni continue di S su Y C X si indica con S(Y),
oppure con I'(Y, S).

OSSERVAZIONE VIII.1.9. Una sezione continua s su un aperto U di X &
un omeomorfismo locale e gli insiemi s(U), al variare di U in una base degli
aperti di X e di s in S(U), formano una base della topologia di S.

Ogni ¢ € S ¢ il germe in z = w(£) di una sezione continua definita su un
intorno aperto U di .

OSSERVAZIONE VIII.1.10. Se s,s € S(Y), I'insieme dei punti y € Y per

. _ ! N .
cui s, = s;, ¢ un aperto di Y.

DEFINIZIONE VIIL1.11. Diciamo che (S & X) tin fascio di Hausdorff
se il suo spazio étalé S ¢ di Hausdorff.



1. DEFINIZIONI PRINCIPALI 131

PRrROPOSIZIONE VIII.1.12 (Principio della continuazione analitica).
Se (S 5 X) ¢ un fascio di Hausdorff, s,s' € S(Y) ed sy, = |, in un

Yo
punto yo € Y, allora s, = s, in tutti i punti della componente connessa di

’ Yy
Yo n Y.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, il luogo dei punti y in cui s, = s; ¢ in questo
caso contemporaneamente aperto e chiuso in Y. O

1.4. Prefasci.

DEeFINIZIONE VIII.1.13. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio d’in-
siems ¢ un funtore controvariante S tra la categoria Ap(X) degli aperti di
X (con i morfismi d’inclusione) e la categoria degli insiemi (con applicazioni
tra insiemi come morfismi).

Questo significa che & assegnata una corrispondenza:;

(8.1.4) S: Ap(X) > U — S(U) insieme
tale che:
(8.1.5) S(0) = {0} consiste d’un solo punto,

e, per ogni coppia di aperti U C V C X, & assegnata un’applicazione pg :
S(U) — S(V) (restrizione) che verifica le seguenti eguaglianze:

(8.1.6) pt = {id : S(U) — S(U)},
(8.1.7) p% o p‘va = pg se [@Perto c ypaperto — yraperto —

Indicheremo il prefascio con (XS, p), o semplicemente con S, sottin-
tendendo lo spazio di base e le funzioni di restrizione, quando questo non
provochi confusione.

DEFINIZIONE VIII.1.14. Un morfismo di prefasci @ : (X, S, p) — (X,5, p)
sulla stessa base X ¢ il dato, per ogni aperto U di X, di una corrispondenza
ou : S(U) — S'(U), tale che, per ogni scelta di U?Per*e C yaprerte ¢ X ]
diagramma

S(U) 2 §/(U)

(8.1.8) o | |

S(V) -2 s(v)

sia commutativo.

Esempio VIII.1.15. Dato un fascio d’imsiemi & su X, definiamo un
prefascio I'(S) su X, associando ad ogni aperto U di X lo spazio S(U)
delle sezioni di S su U. Diciamo che T'(S) ¢ il prefascio corrispondente, o
associato, al fascio S.
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Esempio VIII.1.16. Siano X, Y spazi topologici. Associamo ad ogni
aperto U di X linsieme C(U;Y") delle applicazioni continue f : U — Y.
Con le aplicazioni naturali di restrizione, otteniamo un prefascio, che si dice
il prefascio delle funzioni continue a valori in'Y su X.

EsemMpio VIII.1.17. Se X e Y sono varieta differenziabili di classe C™
(con 1 < m < w), otteniamo in modo analogo il prefascio delle funzioni di
classe C™ a wvalori in Y su X associando ad ogni aperto U di X l'insieme
C™(U,Y) delle applicazioni di classe C™ di U in Y.

Esempio VIII.1.18. Se X e Y sono varieta complesse, otteniamo il pre-
fascio delle applicazioni olomorfe di X in'Y associando ad ogni aperto U di
X linsieme O(U,Y).

1.5. Fascio associato ad un prefascio.

DEFINIZIONE VIII.1.19. Dato un prefascio (X, S, p) su X, per ogni punto
x € X consideriamo il limite diretto:

(8.1.9) S;= lim S(U),

Uapertosg
rispetto alle funzioni di restrizione pg. Ricordiamo che questo significa che
S; ¢ il quoziente dell'unione disgiunta | |;raperios, S(U) rispetto alla relazione
di equivalenza che identifica 1 € S(Uy) ed 12 € S(Uz) se esiste un aperto
Us C U; NUs tale che Tg; (m) = 7‘532,(772).

Se s € S(U) per un intorno aperto U di un punto x € X, indicheremo
con s, il corrispondente elemento di S, e lo chiameremo il germe di s in x.
Scriveremo anche s, = pY (s) per indicare che s, ¢ il germe in x della sezione
s e SU).

Ogni elemento di S, & un germe. Inoltre, se n; € S(U7) ed ny € S(Us) e,
per un punto xg € Uy NUj risulta 1, = n2,,, allora 01, = 12, per tutti gli
z di un intorno di xy in Uy N Us.

DEFINIZIONE VIII.1.20. Dato un prefascio (X, S, p), poniamo:
(8.1.10) S= U S; (unione disgiunta).
rzeX

Consideriamo poi su S la topologia che ha come base degli aperti gli insiemi
della forma:

(8.1.11) Us,U) = {s, |z €U}, VYU c X, VseS{U)
e sia m: S — X lapplicazione:

(8.1.12) S35 —xzeX seesolose £€8,.

Si verifica facilmente:

™

ProOPOSIZIONE VIIL.1.21. (S — X) & un fascio d’insiems.
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DEFINIZIONE VIIL.1.22. 1 fascio d’insiemill (S & X) definito dalle
EBII0), ®TII), BII2) si dice il fascio associato al prefascio (X,S, ).

Esempio VIII.1.23. Sia S il fascio associato al prefascio S. Abbiamo in
generale un’applicazione naturale S(U) — S(U), che definisce un morfismo
di prefasci.

Essa non & necessariamente surgettiva. Ad esempio, se M & un insieme
ed S il prefascio delle funizioni costanti a valori in M, allora S(U) sono le
funzioni costanti da U in M, mentre S(U) consiste delle funzioni localmente
costanti a valori in M, cioe delle funzioni su U che sono costanti sulle com-
ponenti connesse di U. Quindi 'applicazione non & surgettiva se X contiene
aperti non connessi.

Essa non & neppure necessariamente iniettiva. Consideriamo infatti uno
spazio topologico X, che contenga almeno due punti e soddisfi I’assioma di
separazione 7117, e due insiemi non vuoti M C N. Fissiamo un elemento
mo € M e definiamo:

S(X) =N, S(U) =M se 0CU™®CX
pi(n) = mg (sezione costante) Yn € N se @ C U C X
pi(m)=m VYmeM se () CVperteC yarerto ¢ x

Questo e un prefascio il cui fascio associato € ancora il fascio costante X x M,
ma applicazione S(X) = N — S(X) non ¢ iniettiva in quanto associa ad
ogni n € N la sezione costantemente uguale ad my.

2. Prefasci canonici

DEFINIZIONE VIII.2.1. Un prefascio (X,S, p) si dice canonico se 'appli-
cazione S — I'(S) & un isomorfismo di prefasci, ovvero se per ogni aperto U
di X T'applicazione S(U) — I'(U,S) & bigettiva.

ProprosizioONE VIII.2.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché un
prefascio (X,S, p) sia canonico é che siano soddisfatte le due condizioni:
(S1) Se, date due sezioni s,t € S(U) (ove U é un qualsiasi aperto di X ),
esiste un ricoprimento aperto {U; | i € I} di U tale che pgi(s) =
pgi (t) per ogni i € I, allora s =t.
(S2) Data una famiglia di aperti {U; | i € I} e sezioni s; € S(U;) tali che
pgzﬁUj(si) = pgjnt (sj) per ognii,j € I, esiste un s € S(UieIUi)

U

U
tale che pUZ_JEI "(s) = s; per ognii € I.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con S il fascio associato al prefascio S.

Le condizioni (S1) ed (S2) sono necessarie. Supponiamo che S = I'(S).
Allora, se s,t soddisfano le ipotesi in (S1), abbiamo s, = t, per ogni x € U
e quindi s = t. Se poi valgono le ipotesi in (52), possiamo definire la sezione
s in S(U) ponendo s, = (s;), se x € U;.

1A volte esso si indica con S.
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Le condizioni (S1) ed (S2) sono sufficienti. La (S1) ci dice chelaS(U) —
S(U) ¢ iniettiva per ogni aperto U di X. Infatti, siano s,t € S(U) due sezio-
ni del prefascio S sull’aperto U di X, che hanno la stessa immagine in S(U).
Abbiamo cioe s, = t, per ogni z € U, e tale uguaglianza significa che possia-
mo trovare un intorno aperto U, di x in U tale che pgx (s) = pgx (t). Se vale
la (S1), & percid s = t. Dalle (S1) ed (S2) segue ancora che S(U) — S(U)
¢ surgettiva. Sia infatti s € S(U). Per ogni z € U, la s, ¢ il germe in z
di una sezione s(*) € S(U,) del prefascio S su un intorno aperto U, di z.
Ricordiamo che vale:

pgz(s(x)) =5y VyeU,.
Abbiamo, per ogni coppia di punti z,y € U ed ogni z € U, NUy:
x U
pUe(s@)) =5, = pz¥(sW).
Per la (S1), abbiamo allora:

T U,
Pow, (89) = put oy, (sW) Yo,y € U,

e questa per la (S2) ci dice che esiste un elemento s € S(U) per cui s(*) =
pgz(s) per ogni z € U e quindi s, = pY (s) per ogni z € U. O

OsSERVAZIONE VIIL.2.3. Ad ogni morfismo ® : S — §' di prefasci
su X corrisponde in modo naturale un morfismo ® : S — §' dei fasci
corrispondenti, definito da:

(8.2.1) B(sy) = Y (Dy(s)) se seSU).

Se i prefasci S,S’ non sono entrambi canonici, a diversi omomorfismi di
prefasci puo corrispondere lo stesso omomorfismo dei fasci associati.

3. Fasci immagine diretta

Data un’applicazione continua X — Y tra due spazi topologici X,Y ed
un prefascio S su X, possiamo definire un prefascio su Y ponendo:

(8.3.1) (f:S) (V) =S(f~1(V)) per ogni aperto V di Y,

e definendo le operazioni di restrizione nel modo ovvio:
-1
(8.3.2) [Fepliv (s) = phsty) (5)
se W C V sono aperti di Y ed s € S(f~5(V)) = (£.S)(V). Abbiamo:

ProrosizIONE VIIL.3.1. Se S é un fascio canonico, anche f.S é un
fascio canonico. O

DEFINIZIONE VIII.3.2. Dato un fascio S sullo spazio topologico X ed
un’applicazione continua f : X — Y, il fascio f,S associato al prefascio
canonico f,I'(S) si dice il fascio immagine diretta di S mediante f.
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Dato un germe 7, € f.S,, sia s € S(f~1(V)), per un intorno aperto V di
y, una sezione che definisce 7,. Per ogni punto x della fibra f~!(y) otteniamo
allora un germe s, € S,. Questa corrispondenza definisce un’applicazione
naturale di germi:

(8.3.3) fo: (FeS) pa) = Sa-

Osserviamo che ad una collezione {0 € S;}zef-1(,) di germi di S corrispon-
de un germe 7, di (f.S), se e soltanto se vi ¢ una sezione s € S(f~1(V)),
per un intorno aperto V di y in Y, per cui sia s, = 0, per ogni = € f_l(y).

ProposIzIONE VIII3.3. (1) Siano S e 8" due fasci sullo spazio
topologico X e sia ® : S — S’ un morfismo di fasci. Se f: X —Y
e un’applicazione continua, risulta definito un morfismo di fasci:
F«(®) : (f:S) — (f«S'), in modo tale che per ogni aperto V di Y :

(834)  fU@)(f:S)(V) = @(S(fFTH(V)) c S'(F7H(V)) = (f:S) (V).

(2) Sia S un fascio sullo spazio topologico X ; siano'Y,Z altri due spazi
topologici e siano f : X — Y e g:Y — Z applicazioni continue.

Allora:

(8.3.5) (g0 [)sS = gu(£:S5).
Se 8’ ¢ un altro fascio su X, e ® : S — S’ un morfismo di fasci,
allora:

(8.3.6) (90 f)«(®) = g« (f<(®)).

4. Fasci e prefasci dotati di struttura algebrica

DEeFINIZIONE VIII1.4.1. Un fascio di gruppi abeliani € un fascio d’insiemi
(S & X)), su ogni spiga S, del quale sia assegnata una struttura di gruppo
abeliano, in modo tale che la:

(8.4.1) Sox 83 (&L,6) 6 —6&eS

sia un morfismo di fasci (basta cioe che sia un’applicazione continua tra gli
spazi étalé). Indichiamo con 0, l’elemento neutro di S, e con 0: X — S
la sezione nulla, che associa ad ogni € X l’elemento neutro 0, di S,.
Chiaramente 0 € S(X) ¢ una sezione continua.

Osserviamo che, nel caso di un fascio di gruppi abeliani, le spighe S,
contengono per ogni x ’elemento neutro e quindi sono non vuote.

DEFINIZIONE VIII.4.2. Chiamiamo supporto del fascio di gruppi abeliani
S l'insieme:

(8.4.2) suppS ={x € X | S; # {0} }.
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Per ogni aperto U di X, I'insieme S(U) delle sezioni continue di S su U
¢ in modo naturale un gruppo abeliano, con 'operazione:

S(U) XS(U) > (s1,82) — 1 — S2 ES(U)

8.4.3
( ) ove (81 —582)z =815— 52, VreU.

DEFINIZIONE VIII.4.3. Un fascio S di gruppi abeliani su X si dice un
fascio di anelli se & assegnato un morfismo di fasci:
(8.4.4) S®x S>3 (01,09) > 0102€S

che definisca, su ogni spiga S;, insieme alla struttura di gruppo abeliano gia
assegnata, una struttura di anello.

Supporremo sempre nel seguito che tale anello sia commutativo e uni-
tario e che I’applicazione 1 : X — &S, che associa ad ogni x € X 'unita 1,
dell’anello S, sia continua.

PROPOSIZIONE VIII.4.4. Sia S un fascio di anelli su X. Allora:

(8.4.5) suppS ={z € X |1, #0,}.

In particolare, il supporto di un fascio di anelli su X & chiuso.
DEeFINIZIONE VIIIL.4.5. Sia A un fascio di anelli su X. Un fascio di A-

moduli su X & un fascio di gruppi abeliani per cui sia definito un morfismo
di fasci:

(8.4.6) AexS—S
che definisca, su ciascuna spiga S,, una struttura di A, -modulo.

In modo del tutto analogo al caso della categoria dei gruppi abeliani, per
ogni aperto U di X le sezioni di A(U) formano un anello e quelle di S(U)
un A(U)-modulo.

Se S1, ..., Sy, sono fasci di A-moduli, anche S1®x - - - ®x Sy, € un fascio
di A-moduli, e in modo naturale, si puo definire anche il fascio di A-moduli
S1 @4 R4 S

SeS;=Aperi=1,...,m, scriveremo S; ®x --- Dx Sy, = A™.

5. Morfismi di A-moduli e fasci quozienti

Sia A un fascio di anelli su X, che considereremo fissato una volta per
tutte.

DEFINIZIONE VIIL.5.1. Dati due fasci di A-moduli S, S’, un morfismo di
fasci:

(8.5.1) b:S -8

si dice un morfismo di A-moduli se, per ogni z € X, I'applicazione tra le
spighe:

(8.5.2) P, : S, — S,

¢ un morfismo di A,;-moduli.
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Gli A-moduli, con i morfismi di A-moduli, formano una categoria.

DEFINIZIONE VIIL.5.2. Un sottofascio Z di A si dice un fascio di ideali
se, per ogni z € X, I'insieme dei germi Z, & un ideale di A,. Un sottofascio
7 di un fascio di A-moduli § & un fascio di sotto-.A-moduli di S se, per ogni
r € X, 7, ¢ un sotto-A,-modulo di S,.

Propros1zIONE VIIL5.3. (1) Se &', 8" sono due fasci di sotto-A-
moduli del fascio di A-moduli S, allora anche:
(8.5.3) S+8" =[S +8) ed Sns"=]](S,n8Y)
zeX reX

sono fasci di sotto-A-moduli di S.
(2) Se BEI) & un morfismo di fasci di A-moduli, allora:

(8.5.4) ker & = |_| ker @, ¢ un sotto-A-modulo di S,
zeX

(8.5.5) Imm® = |_| Imm®, ¢ un sotto-A-modulo di S'. O
zeX

Le usuali nozioni di monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo si esten-
dono in modo ovvio ai fasci di A-moduli.

DEeFINIZIONE VIIL.5.4. Una sequenza di A-moduli e di A-morfismi:

dh—1

o Sp S~ Sy —— -

(8.5.6)
(—o<a<h<b<+4),

si dice una A-successione. Diciamo che ([BH80]) ¢ un complesso se:

(8.5.7) Imm®,_; Cker®, Va<h—-1<h<b
Diciamo che L8 ¢ esatta in Sp, se:
(8.5.8) Imm®;,_; = ker ®,,.

Diciamo che (0.0 & esatta, o aciclica se € esatta per ogni hcona < h—1 <
h < b.
Una A-successione esatta corta ¢ una A successione esatta della forma:

(8.5.9) 0 S 2 .5 B g 0,

dove abbiamo indicato con 0 il fascio di .A-moduli in cui per ogni x € X la
spiga in z & I’ A -modulo nullo.

OSSERVAZIONE VIIL5.5. Se (B ¢ un morfismo di A-moduli, allora:
(8.5.10) 0 —— ker® S Imm® —— 0

¢ una A-successione esatta corta.
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DEFINIZIONE VIIL5.6. Se 8’ ¢ un sotto-A-modulo di S, definiamo 1’ A-
modulo quoziente §/S’ ponendo:
(8.5.11) S/8' = | | 8./,
zeX

ove su ogni spiga S, /S, si considera la struttura di A,-modulo quoziente.
In particolare, se Z ¢ un fascio di ideali di A, il fascio quoziente A/Z &
un fascio di anelli su X.

La proiezione naturale definisce un morfismo di A-moduli:

(8.5.12) 7:8—S8/S
ed otteniamo una A-successione esatta corta:
(8.5.13) 0 S’ S —— §/S8 —— 0.

PRrROPOSIZIONE VIIL5.7. Il funtore T'(U, -) € esatto a sinistra: cioe, per
ogni aperto U di X ed ogni successione esatta corta (BRIO) otteniamo una
successione esatta:

(8.5.14) 0 —— S'(U) —— S(U) —— S"(U).

OsSERVAZIONE VIIL.5.8. 1l funtore I'(U, -) non &, in generale, esat-
to a destra: questo significa che l'ultima applicazione in ([EILI4) non &
necessariamente surgettiva.

DEFINIZIONE VIIL5.9. Dato un morfismo (L), il fascio quoziente
S’ /Tmm® si indica anche con coker ®. Abbiamo naturalmente una A-successione
esatta corta:

(8.5.15) 0 —— Imm® S’ coker & —— 0.

Scriveremo nel seguito, per semplicita, 0 invece di 0 per indicare il fascio nullo
di A-moduli.



CAPITOLO 9
Fasci coerenti

La coerenza si puo considerare, in qualche modo, come un principio
locale di continuazione analitica, nel senso che, se S € un fascio coerente di
A-moduli su X ed zp € X, il modulo S;, determina i moduli S, per tutti
gli z in un intorno di xg.

DEFINIZIONE 1. Uno spazio topologico X su cui sia fissato un fascio di
anelli A si dice un spazio anellato. 1l fascio A si dice fascio di struttura (od
anche fascio strutturale) dello spazio anellato X.

Supporremo nel seguito di questo capitolo che X sia uno spazio anellato,
con fascio strutturale A.
1. Fasci di tipo finito

Sia S un fascio di A-moduli su X. Sia U un aperto di X ed sq,...,5m
sezioni di S su U. Possiamo allora definire un Agy-morfismo:

(9.1.1) o: A} — Su

definito su ciascuna fibra mediante:
m

(9.1.2) 02(A1, 2y, ) = Zaiwsiw €S,.
i=1

DEFINIZIONE IX.1.1. Un A-modulo si dice di tipo finito o finitamente
generato in x € X se esiste un intorno aperto U di z in X ed un numero

finito di sezioni o = (sy1,..., Sp) tali che la (@I sia surgettiva o, in modo
equivalente:
(9.1.3) Am 2 S, 0

sia esatta per ogni y € U. Diciamo che e di tipo finito o finitamente generato
su X se e tale in ogni punto z € X.

Esempio IX.1.2. A™ & di tipo finito per ogni intero positivo m.

EsempIO IX.1.3. Siano S, 8’ due fasci A-moduli. Se S ¢ di tipo finito e
vl ¢ una A-successione esatta:

(9.1.4) S s 0,

allora anche S’ ¢ di tipo finito.

139
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EseEmpio IX.1.4. Sia X un aperto di C ed Ox il fascio dei germi delle
funzioni olomorfe in X. Sia F un sottoinsieme discreto di punti di X ed m :
FE — 7, un’applicazione che associa ad ogni punto 7 di £ un intero positivo
m.. Sia § il fascio di Ox-moduli corrispondente al prefascio canonico:

dm f

S(U) = ceOU) | —=
w)={reow |

Allora S ¢ di tipo finito. Inoltre, per il teorema di Weierstrass, possiamo
trovare una s € O(X) tale che s(z) #0se z ¢ Eed s;(z) = (z—7)""s(z) €

O(X) ed s(7) # 0 per ogni 7 € E. Otteniamo allora una successione esatta
di Ox-moduli:

(r)=0, VTEEHU}.

0 — Oy —— 8§ 0.

EsempIo IX.1.5. Sia {z,} C C\ {0} una successione con lim,, . z, =0
ed S il fascio corrispondente al prefascio

U—SU)={f€OU)| f(z2) =0, ¥z € U}

Allora § e un fascio di O¢-moduli che non e finitamente generato in 0 € C.

Esempio IX.1.6. Sia X un aperto di C ed M il fascio dei germi di
funzioni meromorfe su X. Il fascio M, come fascio di Ox-moduli, non &
finitamente generato in nessun punto di X.

Esempio IX.1.7. Sia X un aperto di C e sia {z,} una successione di-
vergente in X. Data una successione {m,} di interi positivi, consideriamo
il fascio S associato al prefascio:

U—-SU)={feMU)|(z—2z,)""f, € Os,, Yz, € U}.
Per il teorema di Weierstrass, esiste una sezione globale s € S(X) tale che:

0 — Ox —— S 0
sia esatta. In particolare, S € finitamente generato.

LEMMA IX.1.8. Supponiamo che S sia un A-modulo di tipo finito in
xeX. Sesy,...,sm € S(U) sono sezioni, definite su un intorno aperto U
di z in X, tali che s1,4,...,5m, 2 generino U'Az-modulo S, allora s1,. .., s,
generano S|V per qualche intorno aperto V di x in U.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esite un intorno aperto W di x in U e

sezioni ti,...,t, € S(W) tali che la AP|IV LS ON S|W sia surgettiva. Ma
abbiamo allora:

m
tje= Zaij,msi,m con  aj,. € Ay, per 1<j5<p.
i=1
Allora, in un intorno V' di « in U N W abbiamo, per opportuni a;; € A(V)
che definiscono i germi a;; , in :

m
tiy =D aijysiy Per 1<j<p.

i=1
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Da questo segue la tesi. U

COROLLARIO IX.1.9. Siano S ed S’ due A-moduli di tipo finito inx € X,
e®:S — 8 un A-omomorfismo di fasci. Se la successione

(9.1.5) S, —2 8! 0

e esatta, allora esiste un intorno aperto U di x in X tale che

(9.1.6) Sy -2v. sl —— 0
sia esatta.

COROLLARIO IX.1.10. Se S ¢ un A-modulo di tipo finito, allora supp S =
{r e X |8, #{0,}} é chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Se infatti x ¢ supp S, abbiamo una successione esatta

e quindi esiste, per il Corollario [X.T.9, un intorno aperto U di « in X in cui
la successione

Og

AU -2 SlU —— oU
sia ancora esatta. O

PROPOSIZIONE IX.1.11. Siano S, 8" due A-moduli di tipo finito e siano
OV :S — S due morfismi di A-moduli. Se, per un x € X, risulta ®, =
U, allora esiste un intorno aperto U di x in X in cui ®|U = U|U.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo 'omomorfismo 2 =® — ¥ : § — &’ ed
indichiamo con 8" il fascio immagine Z(S) C &’. Abbiamo la successione
esatta di fasci

S — & 0.
Per ipotesi abbiamo una successione esatta
0 1
Sy — S 0.

Per il Corollario [X_I.9 otteniamo, per un intorno aperto U di z, una
successione esatta

Sy -2 sy —— o|U.
Questo ci dice che Zy = 0, ovvero che &y = V. O

PROPOSIZIONE IX.1.12. (1) Siano S', 8" due sotto-A-moduli dell’A-
modulo S. Se S8’ ¢ di tipo finito in x ed S, C SV, allora esiste un
intorno aperto U di x in X tale che S}, C S[;.

(2) Sia &' 2, S — 0 una successione esatta di A-moduli. Supponiamo
che ker & sia di tipo finito in x € X. Allora condizione necessaria
e sufficiente affinché un sotto-A-modulo T di S sia di tipo finito in
x ¢ che ®Y(T) sia un sotto-A-modulo di tipo finito di S' in x.
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DIMOSTRAZIONE. (1).  Consideriamo il fascio quoziente Q = §/S” e
la restizione ad S’ del morfismo di proiezione ® : &' — S = Q. Per ipotesi
®, = 0,, e dunque ®; = Oy in un intorno aperto U di x, per il Corollario
Questo significa che S, C Sf.

(2). La sufficienza ¢ ovvia. Supponiamo ora che 7 sia di tipo finito in
x € X. Siano §),...,s,, € S'(V) tali che s; = ®(s)),...,sm = P(s],,) gene-

r m
rino 7y, per un intorno aperto V di x. Pur di scegliere V' sufficientemente
piccolo, possiamo supporre che esistano sezioni oy,...,0; € ker ®(V') che

generino ker ®|V. Ne segue che:

Am+k|v (01,...,Uk781,...78k) ¢_1(T)|V 0|V
& esatta, e dunque ¢~1(7) ¢ di tipo finito in z. O

2. Fasci di tipo finito per le relazioni

DEFINIZIONE IX.2.1. Sia U un aperto di X, s1,...,8, € S(U) sezioni
di un fascio di A-moduli § su X, e

(9.2.1) o=1(81,..,8m): AU — S|U

il morfismo di A|U-moduli da esse determinato. Chiamiamo fascio delle
relazioni di (s1,...,sm,) il sotto-Ay-modulo di A7} definito da:

(9.2.2) Rel(sy,...,sm) =kero,

le cui spighe sono date da:

(9.2.3) Rel(s1, ..., 8m)z = {(al,x, e Q) ‘ Z;nzlajvxsj,x = Ox} .

Diciamo che S e di tipo finito per le relazioni in x € X se, per ogni in-
torno aperto U di z in X e per ogni scelta di un numero finito di sezioni
S1y-+-38m € S(U) di § in U, il fascio delle relazioni Rel(sq, ..., s,,) € di tipo
finito in x.

Diciamo che S ¢ di tipo finito per le relazioni in X se e tale in ogni punto
r e X.

Esempio 1X.2.2. Se X ¢ un aperto di C, il fascio Ox ¢ di tipo finito per
le relazioni. Siano infatti U un aperto di X ed fy,..., f; funzioni olomorfe
in U. Fissato un punto zy € U, possiamo scrivere ciascuna delle funzioni
olomorfe assegnate nella forma f;(z) = (z — 20)%g;(2), con g; € OU) e
gj(20) # 0. Supponiamo sia d; < dp < -+ < dp,. Allora, se V' & un intorno
di 29 in cui g1(2) # 0, i quozienti f;/fi, per j = 2,...,m, sono funzioni
olomorfe in V, ed i vettori:

(fi'fi)er1 —e;, perj=2,....m,
ove ej1,...,en € la base canonica di C™, generano Rel(f1,..., f) in V.

OSSERVAZIONE 1X.2.3. Siano S, 8’ due A-moduli. Se vi & una succes-
sione esatta di A-moduli:

(9.2.4) 0 s S
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ed S ¢ di tipo finito per le relazioni in € X, allora anche S’ ¢ di tipo finito
per le relazioni in x.

Esemprio IX.2.4. Il fascio M delle funzioni meromorfe su un aperto U di
C, considerato come un fascio di Op-moduli, e di tipo finito per le relazioni.

EsempIo IX.2.5. Sia {z,} una successione di numeri complessi non nulli
con lim, .00z = 0 ed S il fascio dei germi di funzioni olomorfe che si
annullano in tutti i punti della successione {z,}. Poiché S ¢ un sotto-Oc-
modulo di Og, & di tipo finito per le relazioni, mentre, come abbiamo visto,
non & di tipo finito in 0. II fascio quoziente @ = O¢ /S non & di tipo finito
per le relazioni, in quanto Rel(1g) = S non & di tipo finito in 0 € C.

3. Fasci coerenti

DEFINIZIONE IX.3.1. Un fascio di A-moduli § si dice A-coerente (o
semplicemente coerente quando il fascio di anelli A si pensi come assegnato
una volta per tutte) se ¢ al tempo stesso di tipo finito e di tipo finito per le
relazioni.

PROPOSIZIONE 1X.3.2. Siano S,S’, 8" tre fasci di A-moduli e supponia-
mo che S sia A-coerente. Valgono le affermazioni:

(1) Se vi é una successione esatta:

(9.3.1) 0 S' S,

allora 8" ¢ A-coerente se e soltanto se ¢ di tipo finito;
(2) Se vi é una successione esatta:

(9.3.2) S S 0,

allora 8" ¢ A-coerente se e soltanto se ¢ di tipo finito per le rela-
210N, O

PROPOSIZIONE IX.3.3. Se S é coerente, allora ¢ di presentazione finita.
Clio significa che per ogni x € X esiste un intorno aperto U di x in X e una
successione esatta di A-moduli di tipo finito della forma:

(9.3.3) AL AP Sy 0p-

OSSERVAZIONE 1X.3.4. La proprieta di essere di presentazione finita ca-
ratterizza i fasci coerenti quando 'anello di base A sia esso stesso coerente
(come A-modulo su se stesso).

EseEmpio 1X.3.5. Per ogni aperto X di C, il fascio Ox e coerente.

Esempio 1X.3.6. Se A ¢ coerente ed Z, I’ sono fasci coerenti di ideali
di A, allora anche il fascio prodotto ZZ’ ¢ coerente.

Infatti, abbiamo una successione esatta {0 — ZZ' — Z} e quindi ZZ' &
coerente perché e finitamente generato.
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4. La coerenza del fascio O

4.1. L’isomorfismo di Weierstrass. Sia {2 un aperto di C" e consi-
deriamo un polinomio monico di grado d > 0 in O(Q)[w]:

(9.4.1) w(w, z) = 2% + a1 (2)w?™ + -+ ag_1(2)w + aq(2).
Sia:
(9.4.2) V={(w,2) e CxQ|w(w,z) =0}

Indichiamo con 7 il fascio di ideali @ - O¢xq in Ocxq ed indichiamo con Oy
il fascio quoziente:

Ocxa

(9.4.3) o= oo v (Ocxa/T)|V.
Sia:
(9.4.4) m:V—=Q

I'applicazione di Weierstrass (restrizione a V' della proiezione C"*! 3 (w, z) —
z € C™). Sappiamo che ([LZ7) ¢ finita e aperta. Definiamo ora un morfismo
di Og-moduli:

(9.4.5) 704 — 1. (Oy)
nel modo seguente: ad (s1;,...,84.) € Og facciamo corrispondere il poli-
nomio § = sy w4+ .. + 8(d—1), 20 + 84, € O;[w]. Esso determina una

sezione in O(C x w), per un intorno aperto w di z in €2, e dunque una sezione
in C x w del fascio quoziente O¢xq/Z. Porremo quindi 7(s) = m.([5]).

DEFINIZIONE 1X.4.1. L’applicazione (@Z30]) cosi definita si dice [’omo-
morfismo di Weierstrass associato all’applicazione ([@Z.4]).

TEOREMA 1X.4.2. L’omomorfismo di Weierstrass (@ZD]) é un isomor-
fismo di Oq-moduli.

DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che, per ogni zg € €, 'applicazione
Tz 0 OL = m(Oy)z & bigettiva. Se w(w, 20) = [[12, (w — A?)%, allora:

(m(Ov)),, =~ HOVCz H O/I), ~ H(OQ/IQ),
i=1 1=1

ove (j = ()\?, z9) € C"*L. Per il teorema di Weierstrass generalizzato (Teo-
rema [VLIT] del Capitolo [), dati g1,...,gm con g; € O, & univocamente
determinato un r € O, [w], di grado < d in w, tale che g; — ¢, € Z,, tali
cioe che T(rg,...,74-1) = Tx(g1,- -+, Im)- O

Da questo teorema deduciamo:

LEMMA IX.4.3 (Lemma di Coerenza). Se Oq é coerente, anche Oy é
coerente.
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DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che Oy ¢ di tipo finito per le
relazioni, che cioe, fissato un aperto U di V' e sezioni s1,...,s, € Oy (U), il

nucleo dell'omomorfismo o : O |U LN

ogni punto di U.

Consideriamo innanzi tutto il caso in cui sq,. .., s, € Oy (V) siano sezio-
ni globali. Per I'isomorfismo di Weierstrass, i fasci m,(O},) ~ [m,(Oy)]” sono
Oq-coerenti. Poiché ker 7, (o) = m,(ker 0), il fascio 7, (ker o) ¢ Oq-coerente.
Percio, per ogni z € 2, possiamo trovare sezioni t1,...,t, € m(kero)(w),
per un intorno w di z in €, che generano m,(kero)|w. Le corrispondenti
sezioni in ker o(7~1(w) generano ker o;-1(,) come Or-1(,)-modulo.

Si conclude la dimostrazione nel caso generale riducendosi al caso pre-
cedente per mezzo del Lemma di Hensel (Teorema [VLGT]). (]

Oy e finitamente generato in

4.2. Il teorema di coerenza di Oka. La coerenza del fascio O¢cn €
conseguenza del Teorema di Oka (Teorema [VILZ.]]). Diamo in questo para-
grafo un’altra dimostrazione del teorema di coerenza, che & essenzialmente
la riscrittura della dimostrazione precedente utilizzando in modo sistematico
il linguaggio della teoria dei fasci.

LEMMA IX.4.4 (Lemma di coerenza formale). Sia A un fascio di anelli
su uno spazio topologico X. Supponiamo che A sia un fascio di Hausdorff
e che, per ogni x € X, la fibra A, sia un dominio d’integrita. Allora A é
coerente se ¢ verificata la sequente condizione:

(¥) Per ogni aperto U C X ed ogni s € S(U), il fascio di anelli
Ap /(s Ay) é coerente nell’intorno di ogni punto in cui s, # 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia U un aperto di X e siano si,...,s, € A(U).

L. (8150-55m) . .
Consideriamo 'omomorfismo o : A7} ™, Ap. Dobbiamo verificare

che ker o ¢ finitamente generato in ogni punto z € U. Fissiamo z € U. Se
fosse s1, =0, ..., 8,z = 0, non c’¢ nulla da dimostrare. Possiamo quindi
supporre che s1 , # 0;. A meno di considerare un intorno U piu piccolo,
possiamo supporre che s, # 0, per ogni y € U. Consideriamo ora il fascio
d’anelli B = Ay /(s1 - Ay). Abbiamo un diagramma commutativo:

Am Ay

| |-

B —— B

(077((52)7“'77((57”))

dove 7 : B
(1) ker (moo) & di tipo finito in x;
(2) per un intorno aperto W di z in U abbiamo un epimorfismo

B. Chiaramente ker o ¢ di tipo finito in x se:

ker (m o oy ) — ker ow.

(1) Poiché per ipotesi il fascio B & coerente, ker 7 ¢ di tipo finito in z. Poiché
7™ & surgettiva, possiamo allora trovare un intorno aperto W di z in U e un
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sotto- Ay -modulo finitamente generato S di Af}, tale che 7™ (S) = ker myy.
Allora

ker 7o oy = ker (1 o wlt) = (mip) ker i) = S+ kerafp = S + 51 - Al

¢ finitamente generato vicino ad .

(2) Poiché sy, # 0, per ogni y € U, ed abbiamo supposto che A, sia
per ogni y un campo d’integrita, ogni elemento a € ker (7 o 0), determina
univocamente una b € A, tale che ¢(a) = bsy, .

Quindi la x : ker (7 o ow) — Afj,, € ben definita dalla x(a) = a —

(b,0,...,0) ed & un Ap-morfismo. E oy ox = 0. Essendo keroy C
ker (m o o) e x|ker oy lidentita, otteniamo che y : ker w o oy — ker oy &
un epimorfismo. O

TEOREMA 1X.4.5 (Oka). Il fascio Ocn € coerente.

DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su n. Il caso n = 0 & bana-
le, ed abbiamo gia dimostrato che il risultato & vero per n = 1. Supponiamo
quindi che n > 0 e che O¢n sia coerente se 0 < h < n. Per il criterio di
coerenza formale, bastera dimostrare che Oy /(g - Oy) & coerente quando
g € O(U) per un aperto U di C", e g, #0se z € U.

Sia z € U. Possiamo prendere per semplicita z = 0 e supporre che le
coordinate siano state scelte in modo che g, (21,0,...,0) # 0in Oc o. Per il
teorema di preparazione di Weierstrass possiamo allora trovare un polinomio
di Weierstrass @ g) in Ogn-1 g[21] tale che g(g)Ocr 0 = @)Ocn 0. Fissiamo
un intorno aperto w di 0 in C7;~ IZn in modo tale che 7(g) sia il germe di
un polinomio 7 € O(w)[z1]. Possiamo allora considerare 'applicazione di
Weierstrass 7 : (V,0y) — (w,0%), ove V = {z € Cxw | 7(2) =0} ed
¢ il grado di w in z;. Poiché per lipotesi induttiva O, & coerente, anche
Oy ¢ coerente. Ne segue che anche Ocx./(w - Ocxw) € coerente, essendo
I'immagine diretta di Oy mediante I'inclusione. Poiché tale fascio coincide
con il fascio Oy /(g Op) in un intorno di 0, ne segue che anche questo fascio
& coerente in 0. Cio completa la dimostrazione. O

5. Il lemma dei tre

In questo paragrafo consideriamo fissato un fascio A di anelli su uno
spazio topologico X.

TEOREMA IX.5.1 (Lemma dei tre). Sia:

(951) 0 8/ <« S B S// 0

una successione esatta di fasci di A-moduli. Se due dei fasci S, S', 8" sono
coerentt, anche il terzo lo e.

DIMOSTRAZIONE. a. Supponiamo che S ed 8” siano coerenti. Per la
Proposizione [X:3.2] ¢ sufficiente dimostrare che 8’ ¢ di tipo finito. Poiché S
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¢ di tipo finito, per ogni x € X possiamo trovare un intorno aperto U di x
in X per cui vi sia una successione esatta di fasci della forma:

(9.5.2) Al X Sy 0.

Otteniamo allora, per composizione, una successione esatta di fasci:
Box

(95.3) AL sy 0.

Poiché 8" & coerente, Z = ker (8 o x) & di tipo finito. Quindi x(Z) & di tipo
finito e perciod coerente per la Proposizione [X:3.2 essendo un sotto-Ag-
modulo coerente del modulo coerente Spy. Poiché:

X(Z) = ker By = o(Spy) ~ S,
otteniamo che Sj; ¢ finitamente generato e quindi la tesi.

b. Supponiamo ora che S’ ed S siano coerenti. Per la Proposizione
X233 sara sufficiente dimostrare che 8" & di tipo finito per le relazioni, che
cioe, dato un morfismo di A-moduli:

(9.5.4) AP L S
il fascio di A-moduli ker p ¢ di tipo finito. Sia z € X. Esiste allora un
intorno aperto U di z in X e morfismi di A-moduli:

o: A, — Sy e 7:A} — Sy taliche:

Broo=pr e T(AL) =a(Sy).
Abbiamo quindi:

ker py = o~ (ker ) = 0L (a(Sh)) = o~ (r(AL)).

Consideriamo il morfismo di Ay-moduli:

B AL ox AL 3 (§m) — o) —T(n) €.

11 fascio ker = & di tipo finito perché S & coerente. Quindi lo & anche il fascio
mi(ker 2), ove m : AL @x AL 5 (&,m) — € € AL @ 1a proiezione naturale.
Dico che 7 (ker Z) = ker py. Infatti, se o(£) = 7(n), abbiamo o(&) = a(u)
per qualche p € Sf;, e quindi p(§) = Boo(§) = foa(u) = 0. Viceversa, se
p(€) =0, ¢ Boo(§) =0 e quindi, per l'esattezza della successione (L0.TI),
o(§) = a(p) = 7(n) per opportuni p € &’ ed n € A},. Cid dimostra che S”
e coerente.

c. Supponiamo infine che &’ ed §” siano coerenti. Fissato z € X,

possiamo trovare un intorno aperto U di = in X, e sezioni s7,...,s, € S'(U),
51,...,8¢ € S(U), tali che:

s1,...,5), generano Sy

B(s1),-..,B(s4) generano 8.
Dico che allora a(s}),...,a(s,),s1,...,58, € S(U) generano Sy. Se infatti

£€ Sy, cony e U, allora esistono fi y,..., fg,y € Ay tali che:

B(&y) = f1,yB8(s1,y) + -+ fg,48(s4,4)-
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Allora &, = &, —(f1,y51,5+ -+ fq,y5q,y) € ke B, e, per Uesattezza di (L2T)),
£, = a(py,) con p, € S. Avremo allora, per opportuni g1 y,...,gpy € Ay,

y = gl,ys’Ly + 4 gp7ys;,7y e quindi:
Sy = fiys1,y + -+ foySqy +914/@(3/1,;;) +ot gp,ya(sfny)-

Dimostriamo ora che & e di tipo finito per le relazioni. Fissiamo sezio-
ni ty,...,tg € S(U), per un aperto U di X. Poiché S” ¢ coerente, per
ogni punto z di U possiamo trovare un intorno U’ di z in U e una ma-
trice A = (a ) 1<i<qg con coefficienti a’ € A(U’) le cui colonne generano

1<5<m J
ker (3(t1),...,8(t,)), cioe tale che la successione:
le A A4 / (B(t1),---,8(tq)) NG
sia esatta.
Per ogni indice j = 1,...,m, abbiamo:

7 /
ﬁ( E i:lajti) =0 su U’
Poiché la successione ([I0T]) ¢ esatta, possiamo allora trovare un intorno U”
di z in U’ e sezioni $),...,s], € S'(U") tali che:

Zaéti:a(sg) su U’ perj=1,....m

Poiché abbiamo supposto S’ coerente, potremo trovare un intorno U" di z
in U” ed una matrice B = (bfg) 1<j<m con bj € A(U") che renda esatta la

) 1<k<e
successione:
B (8,17"'78, )
Agm E— AT[}L/// s [/J///-
Dico che allora la successione:
AB (tlr"’t )
(955) AZ A — Aq " —q> S
& esatta. Infatti, se fy, = {(f1,y,..-, fq.y) € A, con y € U"”, & soluzione di:

ijlfi,yti,y =0
ijlfi,yﬁ(ti,y) =

allora anche:

e quindi:
t(fl,zp s afi,y) = Ayt(gl,ya cee agm,y) per un t(gl,yv s agm,y) € A;n

Abbiamo percio:

m
0= ZZ 1Zk 1gk yak Y ti,y = Zk 1gk7ya(s;f,y) = <Zk:19k,y3;@y)

Questa relazione ci da, per I'esattezza di (ET)), Y 32 gk, 48} , = 0. Quindi:

t(gl,yy cee agm,y) = Bt(hl,y, cee »h&y)
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e, finalmente,

Cfr gy oo fisy) = AB (b yy oo hey).

Poiché BA(AY,,) C ker (t1,...,tq)yw, otteniamo l'esattezza della (RH).
U

PrOPOSIZIONE [X.5.2. La somma di Whitney di un numero finito di
fasci coerenti & un fascio coerente.

DIMOSTRAZIONE. Se &’ e 8" sono fasci coerenti e definiamo S = S’ @ x
S”, otteniamo una successione esatta di fasci ([@BJ]) definendo «(s)) =
s, @0, e B(sh,s)) = s7. La coerenza di S ¢ allora conseguenza del Teorema

O

PROPOSIZIONE 1X.5.3. Se ® : & — & sono morfismi di A-moduli
coerenti, anche ker ®, Imm ® e koker ® sono fasci coerenti.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che Imm & ¢ finitamente generato perché
immagine di un A-modulo finitamente generato e di tipo finito per le re-
lazioni perché sotto-A-modulo di un modulo di tipo finito per le relazioni.
Dalla successione esatta:

(9.5.6) 0 — ker® S Imm® — 0

segue, per il Lemma dei tre, che anche ker & & coerente. Allora dalla
successione esatta:

(9.5.7) 0 —— Imm® S’ koker & —— 0

e dal Lemma dei tre segue che anche koker ® & coerente. O

Abbiamo ancora:

ProPOSIZIONE IX.5.4. Data una successione esatta di A-moduli:

(9-5.8) s s L 0,
se 8" e S sono coerenti, anche 8" ¢ coerente.

DIMOSTRAZIONE. Basta infatti osservare che, poiché ker o & coerente,
anche Q@ = &’ /ker a ¢ coerente, per il Lemma dei tre. Abbiamo infatti una
successione esatta:

(9.5.9) 0 —— kera S Q 0,

in cui i primi due fasci di A-moduli sono coerenti. Ricaviamo la tesi appli-
cando il lemma dei tre alla successione esatta di A-moduli:

dove & : @ — S ¢ ottenuta dalla o per passaggio al quoziente iniettivo. [
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TEOREMA IX.5.5. Sia:

(9511) Sl o S g S//
una successione di fasci coerenti. Se in un punto v € X la successione:
Qg ﬁx
(9.5.12) s S, st
e esatta, allora esiste un intorno aperto U di x in X tale che la successione:
B
(9.5.13) S, sy sy
sta esatta.

DIMOSTRAZIONE. I fasci 8’ /ker (Bo«) e ker 3/Imm « sono coerenti. Per
ipotesi la loro spiga e nulla in . Poiché sono di tipo finito, essi sono nulli
in un intorno aperto U di z, cio¢ la ([LHI3) ¢ esatta. O

PROPOSIZIONE IX.5.6. Se 8" e 8" sono due sotto-A-moduli coerenti di
un A-modulo coerente S, allora anche 8’ + 8" ed 8'NS” sono coerenti.

N

DIMOSTRAZIONE. Infatti &’ + S” ¢ 'immagine di &' ® S” > (sl,s)) —

T
s+ sl eS8 ed 8NS” il nucleo della restrizione della proiezione naturale

S — (8/8"). O

PRrROPOSIZIONE IX.5.7. Se A ¢é coerente, un A-modulo S é coerente se e
soltanto se ¢ localmente di presentazione finita.

DIMOSTRAZIONE. La tesi € una semplice conseguenza della Proposizione

X544 O

PROPOSIZIONE IX.5.8. Sia A coerente e sia T un ideale coerente di A.
Un (A/T)-modulo é (A/T)-coerente se e soltanto se é A-coerente.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che ogni (LA/Z)-modulo si puo conside-
rare in modo naturale come un A-modulo. Se S ¢ (A/Z)-coerente, allora
ammette localmente una presentazione finita come (A/Z)-modulo:

(A/T)F, —— (A/T)Y, S 0.

Questa & anche una successione esatta di A-moduli in cui i primi due sono
coerenti e quindi S & A-coerente per la Proposizione X354l 11 viceversa ¢
ovvio. O

PROPOSIZIONE IX.5.9 (coerenza delle estensioni banali). Sia B un fascio

d’anelli su un sottospazio chiuso Y di uno spazio topologico X. Indichiamo
con 15(B) il fascio definito da:

B, sexeY
9.5.14 «(B)z =
( ) w(B) {0 sex € CY.

Allora
(1) w(B) & un fascio d’anelli su X;
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(2) se T ¢é un B-modulo, allora 1.(T), definito da:

T, sexcY
9.5.15 (T, = z
( ) w(7) {0 se x € CY.

é un 1. (B)-modulo su X;
(3) siano T e 1.(T) come al punto (2). Allora T ¢é B-coerente se e
soltanto se 1,(T) € 1.(B)-coerente. O

6. Altri risultati di coerenza
Siano S ed S’ due fasci di A-moduli su X.
LEMMA IX.6.1. Se 8’ ¢ coerente, allora l’applicazione naturale:
(9.6.1) pe + Hom 4(S',S), — Hom, (S, S.)
e bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢y : Sf; — Sy ¢ un Ap-morfismo che si annulla in
un intorno aperto U di z, allora ¢, e nullo. Quindi la p, & iniettiva.

Sia ora o, : S, — Sy un Az-omomorfismo. Fissiamo una presentazione
finita

(Fij)lﬁgﬁp
Al SR AR s 0

di & in un intorno aperto U di x, con 9, ..., s), € §'(U). Siano poi ty,...,1,
sezioni di S, che possiamo supporre definite sullo stesso intorno aperto U di
x, tali che t; , = 04(s} ,) per j = 1,...,p. Abbiamo:

p i p i
E J o4 J o —
jle;',xtJ,m - § :jzlo-w(F;',xsj,x) =0

(s’l,...,s;)

e dunque la matrice (Ff )Efgj ¢ una matrice di relazioni per le (¢1,...,t,)
in un intorno U’ di « in U. Questo ci permette di definire oy : S, — Sy
ponendo o(s; ) =t;, perogniy € U' ed ogni j =1,...,p. O

PROPOSIZIONE 1X.6.2. Se S e 8’ sono coerenti, anche il fascio degli
omomorfismi Hom 4(S’,S) ¢é coerente.

DIMOSTRAZIONE. Da una presentazione finita:
q p /

per il Lemma X671, otteniamo una successione esatta:

I‘IO_IH_AU(A?],SU) A I‘IO_HIAU(APU,SU) — I—Io—mx\u(SZ/JNSU) <_07

cioe:

0 —— HO_HIAU(S&,SU) Sp[} S[q]‘
Poiché S{} e Sg sono Ay-coerenti, ne segue che anche Hom 4, (S(;, Sy), come
nucleo di un omomorfismo di fasci coerenti, & coerente. Poiché cio vale per
tutti gli aperti di un ricoprimento aperto di X, ne segue che Hom 4(S’,S),
e coerente. O
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OSSERVAZIONE IX.6.3. L’ipotesi su 8’ si puo indebolire richiedendo sol-
tanto che esso sia localmente di presentazione finita.

DEFINIZIONE IX.6.4. Dato un fascio S di A-moduli, definiamo il suo
fascio duale S* = Hom (S, .A) e il suo fascio biduale S** = Hom 4(S*, A).
Per i risultati precedenti, se A ed S sono coerenti, anche §*, §** ed il nucleo
dell’inclusione naturale ker (S — §**) sono coerenti.

PROPOSIZIONE IX.6.5. Se S ed S’ sono coerenti, anche S ® 4 S’ & coe-
rente.

DIMOSTRAZIONE. Da una presentazione finita
q p /

di &’ su un aperto U di X, tensorizzando per Sy, otteniamd] una successione
esatta:

Sg Sg Sy ® S{J — 0.
Ne segue che Sy ® S}, € coerente perché cokernel di un omomorfismo di fasci
coerenti. O

OSSERVAZIONE IX.6.6. Anche qui basta richiedere che uno dei due fasci
sia coerente e ’altro localmente di presentazione finita.

DEFINIZIONE IX.6.7. Dato un fascio S di A-moduli, chiamiamo fascio
degli annullatori di S, il fascio definito mediante:

(9.6.2) (Ann S), ={fr € Az | fo - So = 05}

PRrOPOSIZIONE [X.6.8. Se S é di tipo finito, allora AnnS é un fascio
d’ideali di A.

DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che AnnS ¢ aperto in A. Cio ¢

conseguenza del fatto che, se f € A(U), e se 'omomorfismo Stz EiR Sy e
nullo in z € U, allora & nullo in tutto un intorno aperto di = in U. O

PRrROPOSIZIONE [X.6.9. Se A ed S sono coerenti, allora Ann S ¢é un fascio
coerente.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo un omomorfismo di A-moduli @ : A —
Hom 4(S,S) associando ad f, € A, 'omomorfismo o, (fz) : Sz 3 sx —
fzsz € Sg. 1l fascio Ann S = ker « € coerente perché nucleo di un morfismo
di fasci coerenti. O

IRicordiamo che il prodotto tensoriale &€ un funtore esatto a destra, cioé per ogni
successione esatta di moduli A — B — C — 0, ed ogni modulo D, anche A ® D —
B D —C®D — 0 ¢ esatta.



CAPITOLO 10

Spazi complessi

1. Spazi complessi modello

DEFINIZIONE X.1.1. Sia £ un dominio di C™ ed Z un fascio d’ideali di
Oq, di tipo finito. Il fascio quoziente A = Oq/Z & un fascio d’anelli. Il suo
supporto

(10.1.1) Y =suppA={2€Q|Z,#0O,}

¢ un sottoinsieme chiuso di 2. Indichiamo con Oy la restrizione a Y di A.
Lo spazio anellato (Y, Oy ) si dice lo spazio complesso modello definito in §2
dal fascio di ideali Z.

EsEMPIO X.1.2 (La parabola di Neil). In C2 , consideriamo lideale T ge-
nerato dal polinomio p(z,w) = w?—23. Lo spazio complesso corrispondente,

(Y, Oy), con
Y = {(z,w) € C* | w? = 23},

ha una singolarita (una cuspide) in (0,0).

Descriviamo il fascio Oy nei diversi punti (2o, wg) di Y. Se (2o, wq) #
(0,0), allora, per il teorema delle funzioni implicite, risulta determinata una
funzione olomorfa w = g(z), definita per z in un intorno aperto w,, di zp in
C, tale che, per un intorno U di (zg,wp) in C2, risulti:

YNU={(2,9(2)) | 2 € wy}

Se f(z,w) & una funzione olomorfa in un intorno di (zg, wy), allorala f(z, g(z))
¢ anch’essa olomorfa in un intorno di (zp,wp), e la f(z,9(2)) — f(z,w) de-
finisce una sezione dell’ideale Z in un intorno di (zp,wp). Ne segue che
Oy, (z0,w0) € isomorfo allo spazio Oc, -, dei germi di funzioni olomorfe di una
variabile complessa nel punto zp € C. Consideriamo ora il punto (0,0) € Y.
Ogni f € Ocz,(0,0) ¢ equivalente, modulo una sezione di Z, ad una somma
go(z) + wg1(z), con gy e g1 funzioni olomorfe di una variabile complessa,
definite in un intorno di 0 in C. Il prodotto ¢ definito da:

(g0 + wg1)(ho + why) = (goho + 2°g1h1) + w(goh1 + g1ho).

EsempPio X.1.3. Consideriamo in (C?w l'ideale generato da p(z,w) = zw.
Allora Y = {z = 0} U{w = 0} ed Oy, (, 4, ¢ isomorfo all’anello dei germi
di funzioni olomorfe di una variabile se (z,w) € Y \ {(0,0)}, mentre ogni
germe di Oy, (g0) si rappresenta in modo unico nella forma k + g(z) + h(w),

153
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ove k € C e g, h sono germi di funzioni olomorfe di una variabile complessa
che si annullano in 0. II prodotto in Oy, g 0) ¢ dato da:

(k1 +91(2) + hi(w)) (k2 + g2(2) + ha(w))

= kika + (k2f1(2) + k1fa(2) + f1(2) f2(2))
+ (k’ghl (w) + k’lhg(w) + hy (’w)hg (w))

EsemMPIO X.1.4 (Punti multipli). Fissiamo un intero positivo n e consi-
deriamo in C 'ideale generato da p(z) = 2z". Allora Y = {0} ed Oy = Oy
e isomorfo, in modo naturale, a C". Infatti ogni germe di funzione olomorfa
in 0 ¢ equivalente, modulo Z, al suo polinomio di Taylor di grado (n — 1), e
due germi che abbiamo lo stesso polinomio di Taylor di grado (n — 1) sono

equivalenti modulo Z. Quindi f ~ag+ a1z + -+ +ap,_12"" e

n—1
(ap+arz+- - +an_12""") (bo+brz+- - +bp_12" 1) = Z Z ab; | 2"
h=0 \it+j=h

EsemMPIo X.1.5 (Cono in C?). Consideriamo in C3 il fascio d’ideali Z
generato dal polinomio p(21, 22, 23) = 27 — 2923. Allora Y = {2} — 2923 = 0}
ed Oy, (2 2,23) ¢ isomorfo all’anello dei germi di funzioni olomorfe in due
variabili se (21, 22,23) € Y \ {(0,0,0)}. Ogni elemento di Oy, 0,0y ha uno
ed un solo rappresentante della forma:

f(z1,22,23) = fol22, 23) + 21 f1(22, 23),
che & il suo resto della divisione di Weierstrass rispetto a p(z1, 22, 23), con-

siderato come polinomio in O¢z, (0,0) [21], che ha ordine due rispetto rispetto
alla variabile distinta z1. Il prodotto in Oy, (g,0,0) € dato da:

[fo(22, 23) + 21 f1(22, 23)] - [go(22, 23) + 2191 (22, 23)]
= (fo(22, 23)90(22, 23) + 2223 f1(22, 23) 91 (22, 23)
+ 21(f1(22, 23)90(22, 23) + fo(22, 23)91(22, 23))-

ProPOSIZIONE X.1.6. Sia (Y,Oy) uno spazio complesso modello, defi-
nito da un fascio di ideali T di Og, con Q aperto di C*. Sey € Y non é
un punto interno di Y in S, allora per y passa una retta complessa L C C"
tale che y sia punto isolato di Y N L.

DIMOSTRAZIONE. La condizione che y € Y NClint(Y)] ci dice che O, #
7, # 0,. Esistera quindi una sezione f € Z(U), definita in un intorno aperto
U di y in 2, che non sia identicamente nulla in nessun intorno di y in €.
Abbiamo allora Y NU C N(f) = {z € U | f(z) = 0}. Supponiamo, com’e
possibile, che U sia un aperto convesso. Scegliamo un punto z € U in cui
f(z) # 0. Allora la retta:

L={y+Az-y)|reC}

¢ una retta per y. La ¢(\) = f(y + A(z — y)) € una funzione olomorfa della
variabile complessa A, definita in un intorno di 0 € C e che, essendo non
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identicamente nulla in un intorno di 0, ha in 0 uno zero isolato. Questo
ci dice quindi che y, corrispondente al valore A = 0, € un punto isolato di
LNnY. O

2. Fasci di C-algebre. Spazi C-anellati

DEFINIZIONE X.2.1. Dato uno spazio topologico X, indicheremo con C
il fascio costante X x C 3 (z,\) = = € X. Un fascio di C-algebre su X
¢ un fascio d’anelli A su X che & anche un fascio di C-moduli, tale che
supp A = X e risulti inoltre:

(10-2-1) Am(fmgm) = (/\ fm)ggc se Mg € gx e fu, 9z € A

L’applicazione C — A che associa a (z, ) 'elemento -1, € A, ci permette
di identificare C a un sottofascio di A.
Un fascio di C-algebre A ¢ un fascio di C-algebre locali se:

(1) per ogni € X, l'anello A, ¢ un anello locale. Indicheremo con
m(A;) lideale massimale di A,.

(2) La composizione C ~ C, — A, — (A;/m(A;)) definisce un
isomorfismo di fasci.

Identificando quindi C , =C con A, /m(A,), otteniamo una decomposizione:
(10.2.2) A, = Cam(A,)

come C-spazi vettoriali.
Se A ¢ un fascio di C-algebre locali su X, chiameremo la coppia (X,.A)
uno spagio C-anellato.

PRrOPOSIZIONE X.2.2. Ogni spazio complesso modello ¢ uno spazio C-
anellato.

DIMOSTRAZIONE. Se 2 & un aperto di C", la coppia (2, Ogq) & in modo
ovvio uno spazio C-anellato. Sia Zq un fascio di tipo finito d’ideali di Ogq ed
(X,0x), con X = N(Zq) ed Ox = (Oq/Iq)|X, il relativo spazio complesso
modello. Se z € X, allora Zo , C m(Oq ;). Quindi, per il teorema di
omomorfismo, (Oq ./Za, )/ (m(Oq,z)/Ta,z)) ~ Oq, /m(Oq, ;) ~ C, quindi
(X,Ox) e C-anellato, ed in ogni punto = di X l'ideale massimale di Oy , €
m(OQ,x)/IQ,m U

OSSERVAZIONE X.2.3. Se I # 0, il quoziente Oq/Zq non definisce su {2
una struttura di spazio C-anellato, in quanto supp (Oq/Z) ¢ diverso da .

DEFINIZIONE X.2.4. Un omomorfismo di fasci o : A — A’ & un omo-
morfismo di C-algebre se, per ogni x € X D'applicazione corrispondente
ag : Ay — A’ & un omomorfismo di C-algebre.

Se A, Al sono C-algebre locali, allora la « sard anche un omomorfismo
di C-algebre locali: trasformera cioé 'ideale massimale di A, in un sotto-
A! -modulo dell’ideale massimale di A’.
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3. Morfismi di spazi C-anellati

Sia (X, Ax) uno spazio C-anellato. Se f : X — Y & un’applicazione
continua, non ¢ detto che il fascio immagine diretta f.(Ax) sia un fascio di
C-algebre su Y, secondo le definizioni del Paragrafo P, perché il suo supporto
puo non essere uguale a Y. Esso € comunque un fascio di anelli e di C-
moduli. Esso e un fascio di C-algebre quando f & surgettiva, ma anche in
questo caso il fatto che Ax sia un fascio di C-algebre locali su X non implica
che f.(Ax), sia un fascio di C-algebre locali su Y.

DEFINIZIONE X.3.1. Un morfismo di spazi anellati:
(10.3.1) (f. ) (X, Ax) = (Y, Ay)
e il dato di:
(1) un’applicazione continua f: X — Y

(2) un morfismo f : Ay — f.(Ax) di fasci di anelli e di C-moduli tale
che 'omomorfismo indotto sulle fibre:

(10.3.2) fot Ay pe) = Axia
sia un omomorfismo di C -algebre locali.

EsempIO X.3.2. Siano X, Y spazi topologici, f : X — Y un’applicazione
continua e siano Cx, Cy i fasci dei germi di funzioni continue su X ed Y,
rispettivamente. Possiamo allora definire una f : Cy — f.(Cx) mediante:

C(U,C)3g—gofelC(fH(U),C) (U aperto di Y').
Allora (f, f) : (X,Cx) — (Y,Cy) & un morfismo di spazi anellati.

EsemMpio X.3.3. Se X e Y sono aperti di C"™ e C™, rispettivamente, ed
[+ X — Y ¢ olomorfa, si ottiene in modo analogo all’esempio precedente
un morfismo di spazi C-anellati (f, f) : (X,0x) — (Y, Oy).

Esempio X.3.4. Consideriamo, come caso particolare dell’esempio pre-
cedente, quello in cui 2 sia un aperto di C”, ¢z :  — C™ l’inclusione e
(1,2) + (2,0q0) — (C",Ocn). Abbiamo (f«(Oq)). = Ocn, ;) se z € Q,
(f«(0q)). = 0, se z ¢ Q, mentre (f.(Oq)). & un’estensione dell’anello
O, = Ocn, ») quando z € 0. Questo puo non essere un anello locale.

Sia ad esempio  un aperto di C, con () # Q # C e {2,} una successione
di punti distinti di 2 convergente ad un punto zy € 9€2. Per il teorema di
Weierstrass, possiamo trovare una g € O() tale che g(z2,) = 0 e g(zon4+1) =
1 per tutti gli interi positivi n. Se g, ¢ il germe in (f+(Oq))., definito da g,
né g,, né (1 — g),, sono invertibili in (f.(Oq))x,-

Gli spazi C-anellati, con i morfismi sopra descritti, formano una catego-
ria. In particolare, possiamo comporli e dare la nozione d’isomorfismo.

PROPOSIZIONE X.3.5. Se (f, f) : (X, Ax) — (Y, Ay) ¢ un morfismo di

spazi C-anellati, allora supp (Ay /ker f) = f(X) = supp f«(Ax).
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4. Spazi complessi

DEFINIZIONE X.4.1. Uno spazio C-anellato (X, Ox) si dice uno spazio
complesso se:
(1) 1l fascio Ox ¢ di Hausdorff;
(2) Ogni punto z € X ha un intorno aperto U tale che (U, Ox|U) sia
isomorfo, come C-spazio anellato, ad uno spazio complesso modello.

PROPOSIZIONE X.4.2. Sia (X,0x) uno spazio complesso. Allora, per
ogni x € X, la fibra Ox, , € un’algebra analitica, e quindi in particolare un
anello locale Noetheriano.

DIMOSTRAZIONE. Infatti Oy , € isomorfo a O, o/Z per un ideale 7
di O, 0. O

DEFINIZIONE X.4.3. Sia A una C-algebra locale, con ideale massimale
my. Essa si dice Henseliana se soddisfa la seguente proprieta:
Sew =T+ a; T 4 4 aq_1T +ag € A[T] & un polinomio monico e

se ci sono numeri complessi distinti Ay, ..., Az ed interi positivi dy, ..., di
tali che:

(10.4.1) w— (T — M) (T — M) € my[T7],

allora esistono polinomi @y, ..., @, € A[T] tali che:

(1042) w=w; oy e w;— (T —X\)Y cmy[T] perj=1,...,k
Abbiamo:

PROPOSIZIONE X.4.4. Se (X,0x) é uno spazio complesso, allora, per
ogni x € X, la C-algebra locale Ox , ¢ Henseliana.

DEFINIZIONE X.4.5. Un morfismo (f, f) : (X,Ox) — (Y, Oy) di C-spazi
anellati definito tra due spazi complessi si dice un’applicazione olomorfa; se
& un isomorfismo di C-spazi anellati, diremo che & biolomorfa.

Se (X, Ox) & uno spazio complesso, un Ox-modulo si dira anche fascio
analitico su X.

DEFINIZIONE X.4.6. Sia (X, Ox) uno spazio complesso. Un punto z € X
si dice semplice o regolare se esiste un intorno aperto U di x in X tale che
(U, Ox|U) sia isomorfo ad (2, Oq) per un aperto £ di uno spazio complesso
Euclideo C".

Se tutti i punti di X sono regolari, diciamo che (X, Ox) & una varieta
complessa liscia.

I punti di X che non sono regolari si dicono singolari.

EsempIO X.4.7. 11 punto (0,0) ¢ I'unico punto singolare della parabola
di Neil {w? = 23} € C? e (0,0,0) il solo punto singolare del cono {2? =
222’3} c C3.

DEFINIZIONE X.4.8. Diciamo che X ¢ irriducibile in x € X se Ox . ¢
un dominio d’integrita.
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OSSERVAZIONE X.4.9. Chiaramente i punti semplici sono anche irridu-
cibili, ma non & vero il viceversa. Infatti (0,0) & punto irriducibile della
parabola di Neil e (0,0,0) del cono {2? = 223} C C3.

EseEmpio X.4.10. Sia X = {(z,w) € C? | zw = 0} e sia
OX = [O(ﬂ/(ZZU . O((:Q)] |X

Allora (0,0) ¢ l'unico punto singolare di X, in cui X ¢ riducibile (cio¢ non
¢ irriducibile).

DEFINIZIONE X.4.11. Diciamo che (X, Ox) e localmente irriducibile se
e irriducibile in ogni suo punto.

Le varieta complesse lisce sono localmente irriducibili. La parabola di
Neil € un altro esempio di varieta irriducibile.

DEFINIZIONE X.4.12. Diciamo che (X, Ox) e ridotto in x € X se Ox
non contiene elementi nilpotenti.
Diciamo che (X, Ox) & ridotto se & tale in ogni suo punto.

OSSERVAZIONE X.4.13. Se X ¢ irriducibile in x, & anche ridotto in z, ma
non vale il viceversa. Ad esempio, (0,0) & un punto in cui X = {(z1, 22) €
C? | 2129 = 0} & ridotto, ma non irriducibile.

DEFINIZIONE X.4.14. Un punto ridotto di X & un punto normale di X
se Ox, . ¢ integralemente chiuso nel suo corpo dei quozienti.

OSSERVAZIONE X.4.15. I punti regolari sono normali. Uno spazio com-
plesso X e irriducibile in ogni suo punto normale.

ESEMPIO X.4.16. L’origine del cono X = {2? = 2923} C C3 & un punto
normale.

L’origine (0,0) non & un punto normale della parabola di Neil X =
{22 = 23} C C2?. Abbiamo infatti la parametrizzazion X = {(¢?,¢3) |
t € C} e dunque Ox (o) ¢ isomorfo alle serie convergenti in C{t} della
forma ap + 3, ,ant". L'equazione Z2 = t2 ha la soluzione t*/t? nel campo
quoziente di O ); (0,0, ma non ha soluzione in Ox (g o).

TEOREMA X.4.17. Il fascio strutturale Ox di uno spazio complesso (X, Ox)
e coerente.

DIMOSTRAZIONE. Basta considerare il caso di uno spazio complesso mo-
dello (X,0x) = (V(Za), (0a/Zq)|V(Zq)), con Q aperto di C™ ed Zg fascio
d’ideali di tipo finito di €.

Sappiamo, per il Lemma di Oka, che il fascio Oq € coerente. Un suo
qualsiasi fascio d’ideali di tipo finito Zq € coerente e dunque, per il lemma
dei tre, anche il quoziente Oq/Zq ¢ coerente. Quindi il fascio strutturale
Ox, come restrizione al supporto del fascio coerente Oq/Zo € anch’esso
coerente. O
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5. Sezioni e funzioni

Sia Q un aperto di C" ed U un aperto di Q. Una f € Cq(U) (e quindi, in
particolare, una f € Oq(U)) si puo identificare alla corrispondente funzione
f:U—C.

Se A & un arbitrario fascio di C-algebre locali su uno spazio topologico X,
ed U un aperto di X, possiamo del pari associare ad ogni sezione f € A(U)
una funzione [f] : U — C, facendo corrispondere ad ogni punto z € U la
classe residua f(x) di f; in A,/m(A;) ~ C. Quindi f(z) = c significa che,
se ¢; indica il germe di funzione costante che vale ¢ in un intorno di x in
X, e lo identifichiamo con un germe di A, mediante I'inclusione C, — A,

allora (f, — ;) € m(Ay).

PRroPOSIZIONE X.5.1. Sia (X, Ox) uno spazio complesso ed U un aperto
di X. Allora, per ogni f € Ox(U), la [f] : U — C ¢é una funzione continua.

DIMOSTRAZIONE. L’affermazione ¢ locale e possiamo quindi ridurci al
caso in cui (X, Ox) sia uno spazio complesso modello. In tal caso la [f] &
localmente in U la restrizione ad X di funzioni olomorfe definite su aperti
di uno spazio complesso Euclideo e quindi, in particolare, continua. O

Per la Proposizione [XX5] la corrispondenza f — [f] permette di defini-
re un morfismo di fasci di C-algebre Ox — Cx. Poiché non tutte le funzioni
continue sono olomorfe, tale omomorfismo non &, in generale, surgettivo. Es-
SO non € neppure necessariamente iniettivo. Ad esempio, ogni elemento nil-
potente di Ox,; ha come immagine ’elemento nullo di Cx .. L’applicazione
non ¢ quindi iniettiva quando Ox, , contenga elementi nilpotenti.

OSSERVAZIONE X.5.2. Se (f, f) : (X,0x) — (Y,0y) & un morfismo di
spazi complessi, e V un aperto di Y, per ogni sezione s € Oy (V') abbiamo

[f(s)](z) = [s](f (=), per ogni z € f~H(V).

Sia (X, Ox ) uno spazio complesso ed S un fascio di Ox-moduli su X, cioe
un fascio analitico, di tipo finito. Per ogni punto x € X, il quoziente @), =
Sz/(m(Ox,2)Sz) € un Ox 5 /m(Ox, ;)-modulo di tipo finito, cioé uno spazio

vettoriale di dimensione finita su C. Fissiamo elementi s1 4,...,5p » € Sy le
cui classi residue generino @), come spazio vettoriale su C. Indichiamo con
M, il sottomodulo di S, generato da sy 4,...,Sp 5. Poiché

per il Lemma di Nakayama M, = &, cioe s1,4,...,Sp,» sono generatori di
Sz. Se si,...,5, € S(U) sono sezioni di S in un intorno aperto U di  in X,
che definiscono i germi $1,4,...,5p, 4, allora i germi sq 4,..., sy , generano

S, per tutti gli y in un intorno aperto U’ C U di z. In particolare:

PROPOSIZIONE X.5.3. Sia (X, Ox) uno spazio complesso ed S un fascio
di Ox-moduli di tipo finito su X. Allora

r — dimc(Sy/(m(Ox, )Sz) € N
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e una funzione finita e semicontinua superiormente su X.

6. Costruzione di spazi complessi mediante rincollamenti

Con costruzioni analoghe a quelle uguali per varieta topologiche, dif-
ferenziabili e complesse lisce, possiamo costruire spazi complessi mediante
rincollamenti.

DEFINIZIONE X.6.1. Sia X uno spazio topologico. Chiamiamo atlante
complesso su X il dato di

(1) una famiglia di spazi complessi modello (X;, Oy, )icr, con X; aperto
in X ed X = J;c;Xs;

(2) per ogni coppia di indici 4,5 € I con X; N X; = X;; # 0, di
un isomorfismo di spazi complessi (idx, ;,0;;) : (X;j, Ox,|X;;) —
(Xij,Ox;|Xi ), in modo che sia

92'72' = id,

(10.6.1)
91'73' objr = 07;7]@ su XZ'J,]Q, se XZ'J,]Q =X;N Xj N Xy 75 0.

Vale il

TEOREMA X.6.2. Dato un atlante complesso ((X;, Ox;), 0; ;) sullo spazio
topologico X, & possibile definire una struttura di spazio complesso (X, Ox),
unica a meno di isomorfismi, tale che, per ogni indice i, vi sia un iSomor-
fismo di fasci di C-algebre ¢; : Ox|X; — Ox; tale che 0;; = <;~5j o QNSZ-_I se
Xi’j:XiﬂXj?é@. O

7. Sottospazi complessi

DEFINIZIONE X.7.1. Sia (X, Ax) uno spazio C-anellato ed Zx un fascio
di ideali di Ax. L’insieme degli zeri di Ix € il supporto del fascio quoziente
Ax/Zx. Esso si pud caratterizzare in modo equivalente mediante:

N(Zx)=supp(Ax/Ix)={r€ X | Ax +/Ix,»#0}
(10.7.1) ={re X |Ix, Cm(Ax)}
={z e X [[fl(z) =0, Vf € Ix2}.

Osserviamo che N(Zx) & chiuso, in quanto complementare dell’aperto
{reX |1 €Ix .}

LEMMA X.7.2. Sia (X, Ax) uno spazio C-anellato ed Ix, T due fasci
di ideali di Ax. Allora

(10.7.2) N(Zx +7I%)= N(Zx)NN(ZY),
(10.7.3) N((Zx -I%)=N(ZxnNI%)=N(Ix)UN(Ty)
(10.7.4) Ix CIx = N(Ix)D N(T%). O
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Dato un fascio d’ideali Zx di Ax, possiamo considerare lo spazio C-
anellato (N(Zx), (Ax/Zx)|N(Zx)). Abbiamo un morfismo naturale di spazi
C-anellati

(10.7.5) (¢,0) 1 (N(Zx),(Ax/Zx)IN(Ix)) — (X, Ax),

in cui ¢ : N(Zx) — X & linclusione e 7 : Ax o — (Axaz/Zx,z), per
x € N(Z), la proiezione nel quoziente.

PROPOSIZIONE X.7.3. Sia (X,Ox) uno spazio complesso, Ix un fascio
di tipo finito d’ideali di Ox. Siano Y = N(Ix) ed Oy = (Ox/Ix)|Y.
Allora (Y,Oy) é uno spazio complesso.

DIMOSTRAZIONE. Poiché l'enunciato ha natura locale, possiamo sup-
porre che (X,Ox) sia uno spazio complesso modello. Siano quindi 2 un
aperto di C" e Jq un fascio d’ideali di tipo finito di Oq. A meno di so-
stituire ad €2 un intorno piu piccolo del punto x € X che stiamo consi-
derando, possiamo supporre che Jq sia il fascio d’ideali in Ogq generato
da un insieme finito di funzioni olomorfe globali fi,...,f, € O(f), che
X =N f1,...,fp) ed Ox = (0q/Jq)|X. Pur di sostituire ad € un in-
torno di x € X ancora piu piccolo, possiamo supporre che Zx sia il fascio
di ideali di Ox generato da una famiglia finita di sezioni globali 51,...,35,
di Ox(X). Pur di restringere ancora (2, se necessario, possiamo supporre
che le sezioni §;, per i = 1,...,q, siano le classi residue di funzioni olomorfe
51,...,8¢ € O(Q). Allora, detto Hgq il fascio di ideali in Oq generato da
fi,oo s fps 815, 8, abblamo Oy = Ox/Ix ~ Oq/Hq e quindi (Y, Oy ) ~
(N(Qa f17 s afp) 81y asq)v (OQ/HQ)|N(Qa f17 s afpv 851y asq))‘ Quest’ul—
timo € uno spazio complesso modello. La dimostrazione ¢ completa. O

DEFINIZIONE X.7.4. Lo spazio complesso (Y, Oy) definito nella Pro-
posizione si dice il sottospazio complesso chiuso di (X,Ox) definito
dall’ideale di tipo finito Z di Ox.

DEeFINIZIONE X.7.5. Sia (X,Ox) uno spazio complesso, siano Zx ed
7' due fasci di tipo finito di ideali di Ox, (Y,Oy), (Y',Oy/) i sottospazi
complessi chiusi ad essi associati.

Lo spazio complesso (Y NY’, (Ox /(Zx +I%))|(Y NY")) si dice linter-
sezione di (Y,Oy) ed (Y, Oy).

Sull'unione Y U Y’ ci sono due strutture naturali di spazio complesso:

(10.7.6) (YUY, (Ox/(Zx NTX)|(Y UY"),
(10.7.7) (YUY, (Ox/(Zx - Ix)|(Y UY)).

Poiché Tx - I% C Zx NT%, il primo & un sottospazio complesso chiuso del
secondo.

EseMPIO X.7.6. Siano Zx = T’ entrambi uguali al fascio d’ideali di O¢
generato dalla coordinata z. Allora Zx NZ% = Zx = (z), mentre Zx 'Ik =

22). Quindi il sottospazio corrispondente ad Zx N Z% ¢ ({0}, C), quello
) X
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corrispondente ad Zx - T & ({0},C?). L’applicazione (f, f) : ({0},C) —
({0},C?) & data da

f(0) =0,
fla+bz) =a Va,beC.

8. Fasci analitici immagine diretta

DEFINIZIONE X.8.1. Sia (f,f) : (X,0x) — (Y,Oy) un’applicazione
olomorfa tra due spazi complessi. Dato un fascio analitico S su X, la sua
immagine diretta f,(S) ¢ un fascio di f,(Ox)-moduli. L’applicazione f :
Oy — f«(Ox) ci permette di considerarlo come un fascio di Oy-moduli.

I fascio f.(S), considerato come fascio di Oy-moduli, si dice fascio

analitico immagine diretta di S mediante la (f, f).

Ricordiamo che, dato il fascio (S = X) ed f : X — Y, immagine diretta f.(S) &
il fascio su Y associato al prefascio V' — S(771(V)), al variare di V tra gli aperti di Y.
Un germe 7 di f.(S) in y € Y & una classe di equivalenza di una sezione s € S(7~(V))
per un intorno aperto V di y in Y e quindi, se oy € Oy, y, con ay il germe definito da

a € Oy (V') per un intorno aperto V' di y in Y, possiamo definire o, -  come la classe di
fl@)-seSEHVNV)).

OSSERVAZIONE X.8.2. La f, ¢ un funtore covariante dalla categoria dei
fasci analitici su (X, Ox) alla categoria dei fasci analitici su (Y, Oy).

ProrosizioNE X.8.3. Il funtore f. € esatto a sinistra.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo verificare che, se

(*) 0 S >, 5 B S

€ una successione esatta di fasci analitici su (X, Ox), allora

(35) 0 —— £(&) L ps) 2O psn)

¢ ancora esatta. Ma questa ¢ una facile conseguenza dell’esattezza a sinistra
del funtore I'(U, ). O

In particolare, abbiamo il

COROLLARIO X.8.4. Se ¢ : § — S’ ¢ un morfismo di fasci analitici su
(X,0x) ed (f,f) : (X,0x) — (Y,0Oy) un’applicazione olomorfa di spazi
complessi, allora

(10.8.1) fu(ker ¢) ~ ker fi(¢). O

In generale f, non e esatto a destra.
Abbiamo pero in generale

TEOREMA X.8.5. Se (f,f) : (X,0x) — (Y,0y) ¢ un’applicazione olo-
morfa tra spazi complessi ed f : X — Y ¢é finita, allora f. & un funtore
esatto.
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DiMOSTRAZIONE. E sufficiente dimostrare che, se

(1) s s L 0
¢ una successione esatta di fasci analitici su (X, Ox), allora anche la
) £.(8) 2 g B ps) —— 0

¢ esatta. Dimostriamo innanzi tutto lesattezza in f.(S”). Fissiamo un
germe o, € fi(S"), e sia yo € Y il suo punto base. Esiste allora un intorno
aperto V di yo ed una sezione s” € S"(f~1(V)), tale che o = fi(s")y,
Sia f~Y(yo) = {z1,...,74}, con x1,...,x4 distinti. Possiamo scegliere V in
modo tale che f~!(V) sia un’unione disgiunta f~1(V) = U?:lUjv ove Uj e
un intorno aperto di x; in X. Per l'esattezza di (f]), per ogni j possiamo
trovare un intorno aperto U]’- di z; in U; ed una sezione s; € S(UJ’») con
B(sj)|U; = s"|U;. Osserviamo che F' = X\ U?ZIU]’- ¢ un chiuso di X e
quindi f(F) & un chiuso di Y che non contiene yg. Quindi V' =Y \ f(F)
¢ un intorno di yo in Y con f~HV’) C U’; per j = 1,...,d. Allora la
collezione (s1|f~1(V'),...,sqlf~1 (V")) definisce un elemento o di f.(S)(V'),
con f.(B)(0)yo = 0y

L’esattezza in f,(S) si dimostra in modo analogo. O
Come conseguenza abbiamo:

TEOREMA X.8.6 (coerenza dell’immagine diretta).

Se (f, f): (X,0x) — (Y, Oy) ¢ un’applicazione olomorfa finita tra spazi
complessi, allora l'immagine diretta f.(S) di un fascio analitico coerente su
X ¢ un fascio analitico coerente su 'Y .

DIMOSTRAZIONE. Sia S un fascio analitico coerente su X. Fissiamo

yo € Y esia f~1(yo) = {z1,...,2m}, con x1,..., 2, distinti. Fissiamo un
intorno aperto V di yo in Y tale che f~1(V) sia I'unione disgiunta di intorni
aperti U; di z;, per i = 1,...,m. Per ogni z;, il fascio S & di presentazione

finita in un intorno di x;. A meno quindi di sostituire a V' un intorno piu
piccolo di yg, possiamo supporre che vi siano successioni esatte

[62)

Ox|U]% — s [0x|UP S|U; 0.

Possiamo estendere 3; ed o; su f~1(V), definendole come le applicazioni
nulle sugli U; con j # i. Otteniamo cosl una presentazione finita:

Ox|f 1 (V)1 —2— [0x[f V)P —2— S|f (V) —— 0,

f*(ﬁ f*(a

[f(Ox)|V]T —= [fu(Ox)|V]P —— f(S)|V —— 0.

La tesi segue allora dal fatto che f.(Ox) ¢ un Oy-modulo coerente. Que-
sta affermazione e il contenuto del lemma successivo, la cui dimostrazione
completera quella del Teorema. O
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LEMMA X.8.7. Se (f, f): (X,0x) — (Y, Oy) & un’applicazione olomorfa
finita, allora f(Ox) é un Oy-modulo coerente.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che f,(Ox) ¢ finitamente generato. Poi-
ché f(X) & un chiuso, cio & banalmente vero nei punti di Y\ f(X), in cui
[«(Ox)y = {0}. Se yo € f(X), abbiamo f,(Ox)y, =~ [[i=;0x,4,- Sia d
la dimensione di (Y, Oy) nel punto yo. Pur di scegliere un intorno aper-
to di V sufficientemente piccolo, possiamo definire un’applicazione finita e
surgettiva 7 : V — Q € C? di V su un intorno aperto Q di 0 in C?¢. Per com-
posizione otteniamo un’applicazione olomorfa finita di 7#=!(V') su Q c C%.
Questo implica che Ox|f~1(V) ha una struttura naturale di Og-modulo di
tipo finito, e quindi, a maggior ragione, di Oy-modulo di tipo finito. Da
cio si ricava facilmente che f,(Ox) € un Oy-modulo di tipo finito. In modo
analogo si puo dimostrare che & anche di tipo finito per le relazioni. O

9. Fasci analitici immagine inversa

DEFINIZIONE X.9.1. Sia f : X — Y un’applicazione continua tra due
spazi topologici e 7 = Y un fascio d’insiemi su Y. Si dice fascio immagine
inversa di 7 su X mediante f, il fascio associato al prefascio
(10.9.1) fA(T)U) = lim T(V).

Vapcrtojf(U)
Se f: X — Y e un’applicazione aperta, il fascio immagine inversa coincide
con il prodotto fibrato

(10.9.2) Xx;T={(@t) e XxT|flz)=w(t)

Se T & un fascio di gruppi abeliani, o di anelli, anche f*(7) ¢, in modo
naturale, un fascio di gruppi abeliani o di anelli e, se B € un fascio di anelli
e 7 un fascio di B-moduli su Y, allora f*(7") ¢ un fascio di f*(B)-moduli su
X.

Sia (f, f) : (X,0x) — (Y, Oy) un’applicazione olomorfa surgettiva tra
spazi complessi. Poiché in questo caso f & aperta, se 7 — Y & un fascio
analtico su Y, il prodotto fibrato (I0.9.2) definisce un fascio di X x; Oy-
moduli su X. La f definisce, per ogni € X, un morfismo di C-algebre
locali f, : Oy, (@) — Ox,x, che ci permette di considerare le fibre di Ox
come degli X x ; Oy-moduli.

DEFINIZIONE X.9.2. 11 fascio analitico immagine inversa del fascio ana-
litico 7 mediante applicazione olomorfa surgettiva (f,f) : (X,0x) —
(Y, Oy) ¢ il fascio analitico
(10.9.3) fx(T)=(X x; T) ®xx,0, Ox.

Se ® : T — 7' ¢ un morfismo di fasci analitici su Y, abbiamo un
morfismo canonico di fasci ® : X x; T — X x;7'. Tensorizzando per
Iidentita su Ox, otteniamo allora un O x-morfismo

(10.9.4) (@) = d®idoy : f3x(T) — fx(T').



9. FASCI ANALITICI IMMAGINE INVERSA 165

ProposIZIONE X.9.3. Sia (f,f) : (X,)x) — (Y,Oy) un’applicazione
olomorfa surgettiva tra due spazi complessi. Allora f% € un funtore cova-
riante dalla categoria dei fasci analitici su'Y alla categoria dei fasci analitici
su X. Il funtore f% é esatto a destra.

DiMOSTRAZIONE. Il fatto che f% sia esatto a destra segue dal fatto che
il funtore prodotto tensoriale — @ xx 0y € esatto a destra. O

Osserviamo che

(10.9.5) Ix(@-0T) ~ fx(T1) & ® fx(Tr),
(10.9.6) fx(Oy) ~ Ox,
(10.9.7) F5(Oh) =~ OF.

DEFINIZIONE X.9.4. Supponiamo ora sia dato un sottospazio complesso
chiuso (Y’, Oy-) di (Y, Oy), definito da un fascio coerente d’ideali Jy di Oy-.
Un’applicazione olomorfa surgettiva (f, f) : (X, Ox) — (Y, Oy) ci permette
di definire un fascio coerente d’ideali Zx = f%(Jx).

Il corrispondente sottospazio complesso chiuso (X', Ox/), con X' =
supp (Ox /Zx)ed Ox = (Ox/Zx)| X', sidice 'immagine inversa di (Y', Oy)

mediante (f, f).

Sia ora (X, Ox) un sottospazio complesso chiuso di (Y, Oy ), definito dal
fascio coerente d’ideali Zy, ed indichiamo con (¢,7) l'inclusione canonica. Se
S ¢ un fascio coerente su Y, dalla successione esatta

(10.9.8) 0 Ty Oy Oy /Ty —— 0,

tensorizzando per S, otteniamo una successione esatta

(10.9.9) Iy ®S S (Oy/Iy)®S —— 0.

Osservando che I'immagine di Zy ® S in § & Zy - S, otteniamo la successione
esatta

(10.9.10) 0 —— Iy - S S (Oy/Iy)®S —— 0.

Questa si mantiene esatta dopo la restrizione ad X. Abbiamo
(Oy/(Zy @ S)|X = 1x(S),

in quanto S|X = (X xy S) ed Ox = (Oy/Zy)|X. Quindi

(10.9.11) 5%(8)=8/Zy - S)|X.

DEFINIZIONE X.9.5. Chiamiamo il fascio analitico su X definito da
[[@9TT) la restrizione analitica di S ad X, e lo denotiamo con S|, X.
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10. Immersioni olomorfe

Sia (f, f) : (X,0x) — (Y,Oy) un’applicazione olomorfa fra due spazi
complessi. Sia (Z,0z) un sottospazio complesso chiuso di (Y,Qy), defi-
nito da un fascio coerente di ideali Zy di Oy. Supponiamo che f(X) C
Z (inclusione insiemistica). Indichiamo con (2,7) : (Z,0z) — (Y,0Oy)
I'inclusione.

DEFINIZIONE X.10.1. Diciamo che f si fattorizza attraverso (Z,0yz) se
possiamo trovare un’applicazione olomorfa (g,g) : (X,0x) — (Z,0z) tale

che (f,f) = (1,7) 0 (g,§), ciod f =10ged f=goi.

Perché esista la fattorizzazione, occorre e basta che si possa definire la
g. La 7 si ottiene dalla proiezione canonica nel quoziente Oy — Oy /Iy =
1:(Oy). La g deve essere definita quindi in modo che la

Oz — g:(0Ox) = f.(Ox)|Z

dia, per passaggio alle estensioni banali, un’applicazione

Oy /Iy — f«(Ox),
che renda commutativo il diagramma

Oy — OY/IY

7| |
f:(Ox) == £.(0x).

Chiaramente, la condizione necessaria e sufficiente affinché si possa definire
una tale applicazione e che sia Zy C ker f e, quando questa condizione sia
soddisfatta, la § € univocamente determinata. Abbiamo percio la

PROPOSIZIONE X.10.2. Sia (f,f) : (X,0x) — (Y,0y) un’applicazio-
ne olomorfa tra spazi complessi. Sia Iy un fascio coerente d’ideali di Oy
e sia (Z,0z) il corrispondente sottospazio complesso chiuso. Condizione
necessaria e sufficiente affinché (f, f) si fattorizzi attraverso (Z,0z) é che
f(X)C Z ed f(Iy) = 0. 0

Supponiamo ora che, con le notazioni dell’enunciato della Proposizione
XT0.2 ker f sia un fascio coerente d’ideali di Oy . Allora 7y = ker f defini-
sce un sottospazio complesso chiuso (Z, 0z) di (Y, Oy ) e la (f, f) si fattorizza
attraverso (Z,0z). Poiché la § della fattorizzazione (f, f) = (1,7) o (g,§) &
il quoziente iniettivo di f , essa e certamente iniettiva.

Esempio X.10.3. Sia ({0},C?) il punto doppio di C. Consideriamo il
fascio d’ideali (z) in O, cui € associato il punto semplice ({0}, C). L’identita
(id,id) : ({0},C?) — ({0}, C?) non si puo fattorizzare attraverso il sotospazio

({0},C) € ({0}, ©).
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EseMpPIo X.10.4. Consideriamo 'applicazione C > z — (22,0) € C?,
con le strutture complesse standard su C e C2. Allora f(ﬁ,o) 1 Oc2, (:2,0) —
f+(Oc, ) trasforma il germe di u(z1,22) in (22,0) nel germe di u(z?,0) in
(22,0). Quindi ker f = (2) e la (f, f) si fattorizza attraverso la (C,Oc)
definita dal fascio d’ideali (z2).

EsempIO X.10.5. Consideriamo la (f, f) : (C,O¢) — (C?, O¢z2) definita

da
£2) = (2,
fu)(z1, 22) = fu(u(z?,2%)), con zp = zz1.

La (f, f ) si fattorizza attraverso il sottospazio complesso definito dal fascio
coerente d’ideali (23 — z}) in Og2. Infatti (23 — 23) = ker f.

Esempio X.10.6. Sia Q un aperto di C™. Se 2 # C", allora l'inclusione
(2,7) : (2,0q) — (C™,Oc¢n) non si fattorizza per mezzo di un sottospazio
chiuso di (C™, Ocn).

DEFINIZIONE X.10.7. Un’applicazione olomorfa (f, f) : (X,0x) — (Y, Oy)
¢ un’immersione olomorfa chiusa se & possibile trovare una fattorizzazione

di (f, f) mediante un sottospazio olomorfo (Z,0y)
(f.f)

(X,0x) — (Y,Oy)
(10.10.1) (g,g)l (Z,zﬁ
(Zv OZ) —_— (Zv OZ)

tale che (g, g) sia un biolomorfismo. Cio significa che f(X) = Z, che I’ab-
breviazione g : X — Z di f a Z & un omeomorfismo e che §: Oz — f.(Ox)
¢ un isomorfismo di fasci.

Vale il

TEOREMA X.10.8. Sia (f,f) : (X,0x) — (Y, Oy) un’immersione olo-
morfa chiusa. Allora:
(1) I funtore f. é esatto dalla categoria dei fasci analitici su (X, Oy)
alla categoria dei fasci analitici su (Y, Oy).
(2) Un Ox-modulo S é coerente se e soltanto se f.(S) é un Oy -modulo
coerente.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo una fattorizzazione ([ILIILTI). Il teore-

ma segue dal fatto che, per ogni fascio S di Ox-moduli, f,(S) é 'estensione
banale di g.(S). O

PRrOPOSIZIONE X.10.9 (criterio). Condizione necessaria e sufficiente af-
finché un’applicazione olomorfa (f,f) : (X,0x) — (Y,Oy) sia un’immer-
sione olomorfa chiusa € che valgano le tre condizioni sequenti:

(1) f: X =Y ¢éun’immersione topologica;
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2) f: Oy — f+(Ox) é surgettiva;
(3) ker f ¢ un fascio d’ideali di tipo finito (e quindi coerente) di Oy .

DIMOSTRAZIONE. Infatti, se (Z,0y) ¢ il sottospazio complesso chiuso
di (Y,0y) definito dall’ideale ker f, da (3) segue che f : Oy — f.(Ox)
¢ iniettiva. Per la (2) la g ¢ anche iniettiva, e quindi bigettiva. Per (1)
esiste Dinversa della (g, §) che fattorizza (f, f). Chiaramente, anch’essa &
olomorfa. O

PROPOSIZIONE X.10.10. Siano (f,f) : (X,0x) — (Y,0y) e (¢,0) :
(Y,0y) — (Z,0z) due applicazioni olomorfe tra spazi complessi e suppo-
niamo che la (¢,9) : (Y,0y) — (Z,0z) sia un’immersione olomorfa chiu-
sa. Allora la composizione (h,h) = (¢ o f, qﬁf\/f) : (X,0x) — (Z,0z) ¢

un’immersione olomorfa chiusa se e soltanto se é tale la (f, f): (X,0x) —
(Y, Oy).

DIMOSTRAZIONE. Usiamo il criterio della Proposizione Osser-
viamo che la (1) si riduce al criterio topologico per gli omeomorfismi. Ana-
logamente, basta osservare che h = o ( f )o q; Se f e surgettiva, lo & anche
o ( f), perché il funtore ¢, € esatto per le immersioni olomorfe chiuse, e
viceversa.

Consideriamo i fasci ker h e ker f. Poiché ¢ & surgettiva, abbiamo @ZL =

¢~ (ker (gb*(f))~ Poiché il funtore ¢, ¢ esatto, ker (¢.(f)) = ou(ker f) e
dunque ker h = ¢ (py(ker £)). Quindi ker h & coerente se e soltanto se lo &

o« (ker f) e quest’ultimo & coerente se e soltanto se lo & ker f. O

In particolare vale la proprieta transitiva: un sottospazio complesso chiu-
so di un sottospazio complesso chiuso di (X, Ox) € un sottospazio complesso
chiuso di (X, Ox).

11. La bigezione Hol(X,C") ~ [Ox(X)]"

DEFINIZIONE X.11.1. Dati due spazi complessi (X,Ox) ed (Y,Oy), in-
dichiamo con Hol(X,Y") l'insieme di tutte le applicazioni olomorfe da X
inY.

In particolare, una f € Hol(X,C") ¢ il dato di

(1) un’applicazione continua f: X — C",

(2) un morfismo di fasci f : Ocn — f.(Ox).
In particolare, le sezioni globali di Ocn, cioe le funzioni intere su C™, defini-
scono sezioni globali di f.(Ox), ed in particolare quindi di Ox.

In particolare, le coordinate z1, . . ., 2, definiscono, per ogni f € Hol(X,C"),
sezioni globali
(10.11.1) fr=F(21), .., fo = fzn) € Ox(X).
La corrispondenza f — (f1,..., fn) definisce quindi un’applicazione naturale

(10.11.2) Hol(X,C") — [Ox (X)]".
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TEOREMA X.11.2. L’applicazione (ILIL2) é una bigezione.

DIMOSTRAZIONE. Iniettivita: Siano f,g due applicazioni olomorfe su

(X,0x), a valori in C* O¢n). Supponiamo sia f(z;) = §(z;) per ogni
Jj =1,...,n. Abbiamo allora z;(f(z)) = f(z;)(z) = §(2;)(z) = z;(g(z)).
Quindi, f(x) = g(x) per ogni x € X e quindi f e g coincidono dal punto di
vista insiemistico.
_ Per completare la dimostrazione, dobbiamo provare che, per ogni z € X,
Jz € g» coincidono, come morfismi di anelli locali Ocn ;) — Ox, 2. Fissato
x € X, sottraendo ad f e g una sezione costante, possiamo supporre che
f(x) =g(x) =0. Sia ¢ € Ocn 0. Se s =) ,5q22“ € la sua serie di Taylor,
per ogni intero non negativo m possiamo scrivere s = Z| o <mSaz® + Om,
con oy, € m™(Ocn ). Poiché fx e g sono omomorfismi di algebre locali,
abbiamo in particolare

fx(mm((’)(cnﬁ) C mm((’)cn,o) e gx(mm((’)cn,o) C mm((’)cn,o), Vm € N.

Risulta
fx (Z|a‘<m3a2a) = Ga (Z‘O{Kmsaza) )

poiché fz € G assumono gli stessi valori sui polinomi. Da questo si deduce
che (fz(s) — gu(s)) € m™(Ocn o) per ogni m € N e quindi f;(s) = g.(s) per
il Lemma di Krull.

Surgettivita: Siano fi,..., f, € Ox(X) sezioni globali assegnate.

Supponiamo in primo luogo che (X, Ox) sia un sottospazio complesso
chiuso di un aperto €2 di uno spazio complesso Euclideo C™, definito da
un fascio d’ideali Zg di Ogq. Allora, per ogni punto x € X esisteranno un
intorno aperto U” di = in © ed n funzioni olomorfe F,... , F? € O(U")
tali che f;|(U” N X) = FY[(U” N X) per ogni ¢ = 1,...,n. Detta (F*, F*)
l'applicazione olomorfa da U” in C™ definita da (FY,..., F), chiaramente
la sua restrizione ad (X N U®, Ox|(X NU®)) coincide con quella di (f, f).

Dimostriamo in questo modo che esiste un ricoprimento aperto {W,}
di X tale che per ogni « vi sia un elemento f® € Hol(W<,C") tale che
fi = f%(zj) su W,. Per Viniettivita di ([ILILZ) che abbiamo dimostrato
sopra, ¢ f*[(W,NWp) = fPl(We N Wg) per ogni o, 8 con W, N Wg # 0.
Poiché W — Hol(U, C™) & un fascio, questa condizione definisce una sezione
globale (f, f) € Hol(X,C") con fi= f(zj) (perj=1,...,n)su X.

In generale, possiamo trovare un ricoprimento aperto {X;}ier di X, in
cui ogni aperto del ricoprimento corrisponda ad uno spazio complesso mo-
dello (X;,Ox|X;). Per la dimostrazione svolta sopra, risulta univocamente
determinata f* € Hol(X;,C") tale che fi(z;) = f;|X; per ogni indice i ed
ogni j = 1,...,n. Poiché, per ogni coppia di indici i,h € I, f}|(X; N X},) =
fM(X; N X},) per I'unicita, ed Hol(X,C") & un fascio, le f? definiscono una
sezione globale (f, f) con f(zj) =fjsuXperj=1,...,n. O
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12. Un lemma d’estensione

LEMMA X.12.1. Sia (X, Ox) uno spazio complesso ed 2 un aperto di uno
spazio complesso Euclideo C". Siano (X',Ox) un sottospazio complesso
chiuso di (X,0x) ed (Y',Oy') un sottospazio complesso chiuso di (Q, Oq).
Data un’applicazione olomorfa (f, f) : (Y,0y) — (Y',Oy+), per ogni punto
x € X' esistono un intorno aperto U di x in X ed un’applicazione olomorfa
(F,F): (U 0x|U) — (Q,0q) tale che (f, (X' NU) = (F,F)|(X'NU).

DIMOSTRAZIONE. Per composizione con Iinclusione di (Y’,Y”) in Q C
C", la (f, f) definisce un’applicazione (f, f') € Hol(X’,C") ~ [Ox/(X")]".
Fissato un punto z € X', le f{, ..., f" associate alla (', f) sono, in un intor-
no in X’ del punto z, restrizioni di applicazioni Fi,..., F, € Ox(U) per un
intorno aperto U di x in X. Possiamo supporre tale che (Fy(p),..., Fn.(p)) €
Qperognip € U. La (F, F) € Hol(U, Q) corrispondente alle F1, ..., F, gode
delle proprieta richieste. O

13. Prodotto diretto di spazi complessi

DEFINIZIONE X.13.1. Siano (X1,0Ox,), (X2,0x,), (Y,Oy) spazi com-
plessi e siano (¢, ¢;) : (X;, Ox,) — (Y, Oy), i = 1,2, applicazioni olomorfe.
1l prodotto fibrato di (X1,0x,) ed (X2,0x,) su 'Y, rispetto alle applicazioni
(i, #i) = (Xi,0x,) — (Y,Oy), i = 1,2, & uno spazio complesso (X, Ox) che
gode della proprieta universale:

A(mi, 7))« (X, 0x) — (X;,0x,) applicazioni olomorfe, tali che,
per ogni spazio complesso (Z,Oz) ed ogni coppia di applicazioni olomorfe
(i, 91) : (Z,02) — (Xi, Ox,), con gy 0 g1 =z 0 g := 4,

3 () (Z,04) — (X,0x) tale che 1); =m0, peri=1,2.

Possiamo porre
(10.13.1) X =X; xy Xo = {(:El,lltg) € X1 x Xy | @1(:171) = ¢2(3§2)},



CAPITOLO 11

Fasci coerenti su insiemi analitici

1. Il Nullstellensatz di Riuckert

DEFINIZIONE XI.1.1. Sia S un fascio analitico su uno spazio complesso
(X,Ox). Indichiamo con Ann S il fascio dei germi degli annullatori di S in
Ox:

(11.1.1) Ann S = UmeX{fm €Ox x| fo-Sp=0.}.

LEMMA XI.1.2. Se § ¢ di tipo finito, allora AnnS é un fascio d’ideali
di Ox.

DIMOSTRAZIONE. Sia f, € AnnS,. Siano U un intorno aperto di x in
X ed s1,...,5, € S(U) generatori di S|U. Da f;s;, = 0, segue che, per
ogni j, fs;|U; = 0|U; per un intorno U; di x in U;. Quindi f, € Ann S, per
ogni y nell’intorno aperto ﬂ;’:lUj. Cio dimostra che AnnS € un aperto, e
quindi un fascio di ideali di Ox. O

PROPOSIZIONE XI.1.3. Se S ¢é coerente, anche AnnS ¢ coerente.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo ’applicazione naturale
¢ : Ox — Hom (S,S).
Poiché sia Ox che S sono coerenti, anche Ann S = ker ® ¢ coerente. O
PrOPOSIZIONE X1.1.4. Se § ¢ un fascio analitico coerente, allora
(11.1.2) suppS = N(Ann S).

DIMOSTRAZIONE. Se f, € AnnS,, la proiezione di fys, in S, ®o,
(Ox,2/m(Ox,,)) € nulla per ogni s, € S;. Poiché S;®0, (Ox, /m(Ox, 2)) #
0 se (e soltanto se) = € suppS, deve essere f(z) = 0. Questo dimostra
I'inclusione suppS C N(Ann S).

D’altra parte, se ¢ supp S, allora S, = 0, per ¥ in un intorno aperto
Udizin X, equindi AnnS, = Ox,, ed x ¢ N(AnnS). Vale dunque anche
I'inclusione opposta e quindi la (ITITZ). O

LEMMA XI.1.5. Sia S un fascio analitico coerente in un aperto U di 0
m C™. Se

(11.1.3) suppS C {z € Q| z; =0},
allora, per ogni punto esiste un intero positivo d tale che z‘liSo =0.

171
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DiMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su n. La tesi € banalmente
vera per n = 1. Supponiamo quindi n > 1 e la tesi vera quando si sostituisca
(n — 1) ad n. Sia g una funzione olomorfa in un intorno di 0 tale che
goSo = 0g. Se gg fosse un’unita, ne seguirebbe che Sy = 0p, e quindi non ci
sarebbe niente da dimostrare. Se gop non € un’unita, scriviamo

g= Z gn(22, ... 20)2 con gy € O(U') e g, #0,
h>hg

per un intorno U’ di 0 in C*~!. Consideriamo il fascio coerente &’ = z?OS .
Posto g{, = zl_hog € Ocn 9, abbiamo ¢;S) = 0. Se g, ¢ un’initd, ne segue
che 2?080 = 0, ed abbiamo finito. Altrimenti, mediante un cambiamento
lineare di coordinate, possiamo supporre che gp, abbia uno zero d’ordine
finito rispetto alla variabile distinta z,. Ne ricaviamo in particolare che
suppS = N(AnnS) interseca l'asse z, in un punto isolato e dunque, a
meno di restringere opportunamente 'intorno €2, possiamo supporre che la
proiezione canonica di C7, . su C}~ }_7%71 si restringa ad un’applicazione
finita 7 di supp S’ su un intorno aperto €’ di 0 in C"~!. Allora 7,(S’) & un
fascio coerente su €', con supporto contenuto in {z; = 0} N Q. Per 'ipotesi

induttiva esiste un intero positivo d’ tale che 2§ m.(S}) = 0p. Da questa

Zn

icavi he 24 S =0 indi 2% T8, =0 0
ricaviamo che z{ Sy = 0g, e quindi 2| o = 0p.

TEOREMA XI.1.6 (Nullstellensatz di Riickert). Sia Sx un fascio coerente
sullo spazio complesso (X,Ox). Se f € Ox(X) si annulla su supp S, allora
per ogni x € X possiamo trovare un intero positivo d tale che fng,m =0
(e dunque fg,Sx, o = 0 per tutti gli ' in un intorno aperto U di x in X ).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre che (X, Ox) sia uno spazio com-
plesso modello, definito in un aperto 2 di C™ da un ideale corente Zq di Ocn,
generato da un numero finito di funzioni olomorfe globali f1,..., f,, € O(Q),
e che f € Ox(X) sia la restrizione ad X di una f € O(Q). Sia X;
il grafico di f, definito in (CZJ{Ul dal fascio coerente di ideali generato da
(f1(2),..., fm(2),w — f(2)). Poiché I'applicazione v : X 3 x — (z, f(x)) €
X definisce un isomorfismo di spazi complessi, I'immagine (v¢).(S) ¢ un
fascio coerente su (Xy,Ox,). La sua estensione banale Sq, ¢ un fascio
coerente con il supporto contenuto in {w = 0}. Per il Lemma [XLTH fissato
un qualsiasi punto z, esiste un intero positivo d tale che wd‘%xc,(z,o) = 0.

Ma, questa relazione ci da fgS x,. = 0. O

COROLLARIO XI.1.7. Sia (X,Ox) uno spazio complesso ed f € Ox(X)
una funzione olomorfa con [f](x) = 0 per ogni x € X. Allora tutti i germi
fz definiti da f sono nilpotenti.

2. Applicazioni olomorfe aperte

DEFINIZIONE X1.2.1. Un’applicazione continua f : X — Y tra due spazi
topologici X,Y si dice aperta in un punto xy di X se trasforma intorni di



2. APPLICAZIONI OLOMORFE APERTE 173

zo in X in intorni di f(zg) in Y.

Osserviamo che, se f : X — Y & aperta in g € X, esiste un sistema
fondamentale di intorni aperti di zg in X che sono trasformati da f in un
sistema fondamentale di intorni aperti di yg in Y.

[Se U & un intorno aperto di zo in X e V un intorno aperto di f(zo) in Y, contenuto
in f(U), allora U' = U N f~(V) & un intorno aperto di zo con f(U’') = V]

ProposIzIONE XI1.2.2. Sia (f, f) : (X,0x) — (Y, Oy) un’applicazione
olomorfa, aperta nel punto xo € X. Allora tutti gli elementi del nucleo
dell’omomorfismo fz, : Oy, f(zy) — Ox,z, Sono nilpotenti.

DIMOSTRAZIONE. Se g € Oy (V), per un intorno V di f(xp) in Y, ed
fao(920) = 0, allora f(g) & una funzione olomorfa su un intorno aperto di o
in X. Poiché f & aperta in zg, la [g] si annulla su un intorno V' di f(z) in
Y, € gf(z) € quindi nilpotente per il Corollario XLT7 O

Osserviamo che I'insieme dei punti in cui una f € Ox(X) definisce un
germe g, divisore di zero & un chiuso di X. Esso & infatti il supporto del
fascio ker p, ove p, : Ox — Ox ¢ definita dalla moltiplicazione per g.

DEFINIZIONE XI1.2.3. Se M ¢ un modulo sull’anello A, definiamo torsione
di M il sotto-A-modulo

(11.2.1) To(M)={meM|JaecA\{0} tale che a-m = 0}.

ProOPOSIZIONE X1.2.4. Sia (X,0x) uno spazio complesso localmente
irriducibile. Allora, per ogni fascio analitico Sx su X, la torsione

(11.2.2) T(Sx) = J,_ Tox.(Sx.2)
e un fascio analitico su X .

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo verificare che 7 (Sx) ¢ un aperto di Sx.
SeseS(U)ege Ox(U) per un intorno U di un punto x € X, con g, # 0
e g.8; = 0, abbiamo ancora ¢,/s,» per ' in un intorno aperto U’ di z in
U. L’ipotesi che (X,Ox) sia localmente irriducibile significa che Ox , ¢,
per ogni x € X, un dominio d’integrita. Quindi g, # 0 significa che g, non
e divisore di 0 in Ox , e quindi, per l'osservazione precedente, g, non e
divisore di 0 in Ox . per 2’ in un intorno aperto U” di  in U’. Quindi la
sezione s|U" & un aperto di Sx contenuto in 7 (Sx). O

DEFINIZIONE XI.2.5. Se (X,Ox) & uno spazio complesso localmente ir-
riducibile ed Sx un fascio analitico su X, il fascio analitico 7 (Sx) si dice il
fascio di torsione di Sx.

TEOREMA XI1.2.6 (criterio dell’applicazione aperta). Sia (f, f) : (X,0x) —
(Y, Oy) un’applicazione olomorfa finita tra spazi complessi. Supponiamo che
(Y, Oy) sia localmente irriducibile. Allora f & aperta in ogni punto x per
cui 1Oy, y(z)-modulo f(Ox) () sia privo di torsione.
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DIMOSTRAZIONE. Sia z € X un punto in cui la f non sia aperta. Sce-
gliamo intorni U di z e V di f(x), con f(U) C V, tali che la f definisca
un’applicazione finita da U in V per cui f,(Opy) abbia un supporto f(U)
che non sia un intorno di f(z) in V. Poiché f,(Ox)|V & un fascio coerente,
f(U) & il sottospazio complesso definito dall’ideale Zy degli annichilatori di
f+(Ox)|V. Potremo quindi trovare, in un intorno aperto V' di f(x) in V,
una sezione h € Zy (V') con hyy # 0. Per il Nullstellensatz di Riickert,

esiste un intero d > 0 tale che h?(m) f+(Ov) f(z) = 0. Poiché abbiamo suppo-
sto (Y, Oy) localmente irriducibile, h;lc(x) # 0. Quindi f,(Ov)s(z) € tutto di
torsione. Poiché esso ¢ un sottomodulo di f«(Ox)y(s), ne concludiamo che
anche questo modulo non e privo di torsione. O

PRroOPOSIZIONE XI1.2.7. Sia (X, Ox) uno spazio complesso localmente ir-
riducibile. 1l fascio di torsione T (Sx) di un fascio analitco coerente Sx ¢
corente.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che S} = Hom (S,0x) ed

SY = Hom (§*,0x) sono fasci coerenti. Allora il fascio di torsione &
coerente perché ¢ il nucleo del morfismo naturale Sx — SY'. O

Se M & un modulo di tipo finito su un campo d’integrita A, allora per ogni ideale primo
p € Supp(M) & possibile definire un omomorfismo non banale M — A/p. In particolare,
se M # T(M), & (0) € supp(M) e possiamo quindi definire un omomorfismo non banale
M — A, onde M* # 0. Dalla costruzione degli omomorfismi M — A, segue che T(M) &
il nucleo dell’lomomorfismo M — M™*.

PropoSIZIONE XI.2.8. Se (X,0x) é uno spazio complesso localmente
irriducibile ed Sx un fascio analitico coerente su X, allora l’insieme dei
punti di X in cui S; € privo di torsione ¢ un aperto di X.
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Algebra Locale

In tutto il capitolo, indicheremo con A un anello commutativo e unitario.
Anche gli A-moduli che considereremo saranno tutti unitari. Un A-modulo
M si dice di tipo finito se ammette un insieme finito di generatori.

1. Localizzazione e anelli locali

DEFINIZIONE XII.1.1. Si dice radicale (di Jacobson) dell’anello A l'in-
tersezione rad(A) di tutti gli ideali propri massimali di A.

Esempio XII.1.2. Il radicale di un campo ¢ {0}, il radicale di Z ¢ {0},
il radicale di Zg = Z/8Z & 2Zs.

LEMMA XII.1.3. Un ideale T di A ¢é contenuto nel radicale di A se, e
soltanto se, per ogni elemento a € I, l’elemento [1 + a] & invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che I C rad(A) e sia a € I. Se [1 + a]
non fosse invertibile, sarebbe contenuto in un ideale proprio massimale J.
Ma a € rad(A) C J implicherebbe che 1 = [1 + a] — a € J, contraddicendo il
fatto che J fosse proprio.

Supponiamo viceversa che I sia un ideale di A che goda della proprieta
che [1 + a] sia invertibile per ogni a € I. Sia J un ideale massimale proprio
di A e consideriamo l'ideale 1+ J. Se esso e proprio, allora coincide con J
per la massimalita, e quindi I C J. Altrimenti, [ +J = A ed, in particolare,
possiamo trovare a € I e b € J tali che a +b = 1. Ma questo non e possibile
perché b = [1 — a] sarebbe allora un elemento invertibile, contraddicendo
il fatto che J fosse proprio. Quindi I & contenuto in tutti gli ideali propri
massimali di A e percid nel suo radicale rad(A). (]

DEeFINIZIONE XII.1.4. Un anello commutativo unitario A si dice locale
se I'insieme m dei suoi elementi non invertibili ¢ un ideale di A.

In questo caso m contiene tutti gli ideali propri di A, ed & percio 'unico
ideale proprio massimale di A e coincide con il suo radicale.

Il quoziente k di un anello locale A per il suo ideale massimale m & un
campo, che si dice ad esso associato.

TEOREMA XII.1.5 (Lemma di Nakayama). Sia M un A-modulo di tipo
finito ed M un suo sotto-A-modulo tale che

(12.1.1) M = M’ + rad(A)M.
Allora M’ = M.

175
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DIMOSTRAZIONE. Sostituendo ad M il quoziente N = M/M/, che &
ancora un A-modulo di tipo finito, possiamo riformulare la tesi nella forma:

(12.1.2) N =rad(A)N < N = 0.
Siano nq,...,ny generatori di N. Dall’uguaglianza N = rad(A)N segue che:

4
n; = anajﬂ- con aj;; € rad(A).
Jj=1

Consideriamo la matrice T = (J;; — a;,i)1<ji<¢. 1l suo determinante & un
elemento della forma [14-a] con a € rad(A). Quindila matrice T ¢ invertibile.
Da (n1,...,ng)T = 0 segue allora che ny =0, ..., ny = 0, e cid dimostra
che N = 0. O

COROLLARIO XII.1.6. Sia M un modulo di tipo finito su un anello locale
A, con ideale massimale m e campo associato k. Il numero minimo ga(M)

di generatori di M e uguale alla dimensione su k dello spazio vettoriale
M®sk=M/(m-M).

DiMOSTRAZIONE. Sia V il k-spazio vettoriale M ®4 k. Chiaramen-
te ga(M) > dimgV, perché V & generato, come spazio vettoriale su k,
dall'immagine di un qualsiasi insieme di generatori di M come A-modulo.

Siano ora myq,...,mg elementi di M, le cui immagini definiscano una
base di V. Se M’ ¢ il sotto-A-modulo di M generato da myq, ..., mg, abbiamo
M = M’ +mM, e quindi M = M’ per il Lemma di Nakayama: percio
mi, ..., mg generano M. O

DEeFINIZIONE XII.1.7. Sia A un anello commutativo e unitario e p un
ideale primd] di A. Sia Sp = A\ p. Sia M un A-modulo. Definiamo su
M x Sy la relazione di equivalenza

(12.1.3)  (ma,s1) ~ (ma, s2) <= s € S, tale che (mys2 — mas;)s3 = 0.
I quoziente My = M/ ~ si dice il localizzato di M rispetto a p.

OSSERVAZIONE XII.1.8. Possiamo considerare M, come il modulo de:
quozienti degli elementi di M rispetto agli elementi di S,. Infatti con le
regole usuali per il calcolo delle frazioni

mq m2 21 5112 525311 5§153M2

— <~ = <~ = .

51 52 5152 5152 5158253 5158253
Nota che, se A e un dominio d’integrita, se cioe non ha divisori di zero,
possiamo prendere s3 = 1 nella ([ZT3)).

Nel seguito indicheremo a volte con m/s (oppure ) la classe di equiva-
lenza di (m,s) € M x S, in M,,.

Lcio significa che, se a,b € A, a ¢ p ed ab € p, allora b € p.
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Osserviamo che il localizzato M, ¢ in modo naturale un A-modulo, per
il prodotto definito dal diagramma commutativo

(a,m,s)—(am,s)

A XM xS, M x Sy

- |-

AxM, — —— M,
ove m : M — M, ¢ la proiezione nel quoziente.
ProrosiIzIONE XII.1.9. Sia A un anello commutativo e unitario e p un
ideale primo di A. Allora:

(1) Ay é un anello locale, con ideale massimale pA,.
(2) My ha una struttura di Ay-modulo unitario, con la struttura definita
dal diagramma commutativo

((a,s),(m,s"))—(am,ss’")

AxS)x (MxS M xS
p p p

l |

Ay x M, M,
in cui le frecce verticali sono definite dalle proiezioni nei quozienti.
O

ProprosizioNE XII.1.10. Sia A un anello commutativo e unitario e p un
ideale primo di A. Allora

(1) La proiezione naturale A > a — Ay é un omomorfismo d’anelli
unitari.

(2) Gli ideali primi di Ay sono tutti e soli quelli della forma p'Ay, al
variare di p’ tra gli ideali primi contenuti in p.

(3) L’applicazione canonica di M®a Ay, su My, che associa al prodotto
tensoriale di m € M per la classe di equivalenza di (a,s) € A xS,
la classe di equivalenza di (am,s) € M xSy, é un isomorfismo. [

2. Anelli e moduli Noetheriani

In questo paragrafo indichiamo con A un anello commutativo unitario.

DEeFiNIzIONE XII.2.1. Un A-modulo M e Noetheriano se ogni suo sot-
tomodulo ¢ di tipo finitdd.

Diciamo che A e un anello Noetheriano se & Noetheriano per la sua
struttura naturale di A-modulo.

ProrosizIONE XI1.2.2. Se A é un anello Noetheriano, ogni A-modulo
di tipo finito & Noetheriano.

Se A ¢ un anello Noetheriano e p é un ideale primo di A, allora anche
il suo localizzato Ay, e Noetheriano. O

2Questa condizione ¢ equivalente alla condizione della catena ascendente, cioe al fatto
che ogni successione crescente di sotto-A-moduli di M sia stazionaria.
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DEFINIZIONE XII.2.3. Un ideale I di un anello commutativo unitario si
dice primario se il suo radicale € primo, cioe se vale

(12.2.1) a,be A, abel, {a* | ke N} NI =0 = 3k € N tale che b* € L.

DEFINIZIONE XII.2.4. Sia M un A-modulo unitario di tipo finito. Un

ideale primo p di A si dice associato ad M se esiste un elemento m € M tale
che

(12.2.2) Ann(m)={acAla-m=0} =p.
Indichiamo con Asss (M) linsieme degli ideali primi associati ad M.

ProrosizioNE XI1.2.5. Sia A un anello commutativo e unitario Noe-
theriano. Allora, per ogni A-modulo M # 0, Assy(M) é non vuoto. Ogni
elemento massimale di {Ann(m) | m € M\ 0} appartiene ad Assy(M).

DIMOSTRAZIONE. Poiché abbiamo supposto che A sia Noetheriano, la
famiglia di ideali di Z = {Ann(m) | m € M\ 0} contiene elementi massimali.
Sia I = Ann(m) un elemento massimale di Z. Se I non fosse primo, ci
sarebbero due elementi a,b € A con a,b ¢ I, ma ab € 1. Allora a-m # 0, ed
Ann(a-m) D (TU{b}, contraddicendo la massimalita di L. O

COROLLARIO XII.2.6. Sia A un anello commutativo unitario Noetheria-
no, ed M un A-modulo unitario. Se a € A ¢ tale che M>m —a-m e M
non & iniettiva, allora a appartiene ad un ideale primo associato ad M. [

COROLLARIO XII.2.7. Sia A un anello commutativo unitario Noethe-
riano, ed M un A-modulo unitario. Se N é un sotto-A-modulo di M,
allora

(12.2.3) Assy (N) C Asspy (M) C Assa(N) U Assy (M/N). O

ProrosIZIONE XII1.2.8. Sia A un anello commutativo unitario Noethe-

riano, ed M un A-modulo unitario. Se ® é un sottoinsieme di Assy(M),
allora esiste un sotto-A-modulo N di M tale che Assy(IN) = Assp(M) \ .

DEFINIZIONE XII1.2.9. Un A-modulo di tipo finito M si dice coprimario
se e diverso da 0 e soddisfa la condizione:
dm € N tale che "N = 0;
am # 0, Vm € M\ {0}.
ProrosizioNE XI1.2.10. Sia M un A-modulo di tipo finito. Se M ¢é

coprimario, allora il radicale dell’annullatore di M é un ideale primo di A.
O

Va € A vale una delle due condizioni {

Ricordiamo che ’annullatore di M ¢ 'ideale
(12.2.4) Ann(M) = {a € A | aM = 0}.
Il suo radicale &
(12.2.5) VAnn(M) = {a € A | 3n € N tale che ¢"M = 0}.
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DEFINIZIONE XII.2.11. Se M ¢ un A-modulo di tipo finito coprima-
rio, l'ideale primo p = /Ann(M) si dice associato ad M, ed M si dice
p-coprimario.

ProPosizIONE XI1.2.12. Ogni sottomodulo non nullo di un A-modulo
p-coprimario € p-coprimario. O

TEOREMA XII.2.13 (della decomposizione coprimaria). Sia M un A-
modulo di tipo finito di un anello Noetheriano A. Allora esiste una famiglia
finita {Ny,...,N,,,} di sotto-A-moduli di M e corrispondenti ideali primi
{p1,.-.,pm} di A, con le proprieta:

12.2.6 "N, =0

(12.2.6) N =0,

(12.2.7) M/N; é pj-coprimario per j =1,...,m,

(12.2.8) pi#Epr se 1<j<k<m,

(12.2.9) ﬂ#kNj £0 Vk=1,...,m.

Se {N{,...,N/,} ¢ un'altra famiglia di sotto-A-moduli di M e {p},...,p]}
ideali primi distinti di A, tali che per ogni i = 1,...,m’ il modulo N} sia
p’-coprimario e 0 = N N*, con Niz; NG # 0 per ogni j = 1,...,m/, allora
m =m' e p; =}, per una permutazione i — i’ degli indici 1...,m. Inoltre,
se p; € un primo massimale della collezione {p1,...,pm}, allora N}, = N;.

DEFINIZIONE XI1.2.14. Sia M un A-modulo di tipo finito sull’anello Noe-
theriano A e siano {Ny,...,N,,} sotto-A-moduli di M e {p1,...,p,, } ideali

primi di A tali che siano verificate le ([ZZ0), ([Z27), ((ZZJ), [2ZJ).

Diciamo allora che ([[ZZHl) & una decomposizione coprimaria di M, ovvero
una decomposizione primaria di 0 in M ed

(12.2.10) Ass(M) = {p1,....pm}

si dice 'insieme dei primi associati ad M.
L’annullatore di M & I'ideale

(12.2.11) Ann(M)={a €A |a-M =0}.
Abbiamo

(12.2.12) VANM(M) =p; N - NPy

ProrosizIONE XI1.2.15. Sia M un A-modulo di tipo finito e sia p un
ideale primo di A. Allora gli ideali primi associati all’Ap-modulo My, sono i
q-Ap conqe Ass(M) e q Cp.

DEFINIZIONE XI1.2.16. Si dice dimensione (di Krull) dell’anello A, e si
indica con dim(A), 'estremo superiore, finito o infinito, delle lunghezze d
delle catene strettamente ascendenti di suoi ideali primi non nulli

(12.2.13) PoCp1Sp2 S Cpa
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Se p & un ideale primo di A, chiamiamo altezza di p la dimensione ht(p)
del localizzato Ay, che coincide con I'estremo superiore delle lunghezze delle
catene ascendenti ([ZZTI3J)) di ideali primi di A contenuti in p.
Se I & un qualsiasi ideale di A, chiamiamo altezza di I, e indichiamo con
ht(I), 'estremo superiore delle altezze degli ideali primi contenuti in I.
Vale la diseguaglianza

(12.2.14) ht(I) + dim(A/f) < dim(A).

DEFINIZIONE XII.2.17. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale
massimale m. Si dice ideale di definizione di A un qualsiasi ideale T di A il
cui radicale coincida con m, ovvero, in modo equivalente, che contenga una
potenza dell’ideale massimale.

TEOREMA XII1.2.18. Ogni anello locale Noetheriano ha dimensione fini-
ta. La sua dimensione coincide con il numero minimo di elementi di un suo
ideale di definizione.

DIMOSTRAZIONE. Poiché A & Noetheriano, vi € una catena massimale
di ideali primi di A,
(12.2.15) PoCPp1 C -+ C P

Poiché A ¢ locale, p,, ¢ 'ideale massimale m. Se scegliamo elementi a; €
pi\pj_1,perj=1,...,n,lan-uplaay,...,a, genera un ideale di definizione
di A. Infatti, per la massimalita della (ZZZTI3), p; ¢ il radicale dell’ideale
generato da p;_1 ed a;. Poiché chiaramente la dimensione di A ¢ minore o
uguale al numero minimo di generatori di un suo ideale di definizione, ne
segue la tesi. 0

DEeFINIZIONE XII.2.19. Sia A un anello locale Noetheriano con ideale
massimale m. Se A ha dimensione n ed aq,...,a, sono elementi di m che
generano un ideale di definizione di A, diciamo che aq,...,a,; formano un
sistema di parametr: di A.

Siano I,I' due ideali propri dell’anello locale Noetheriano A, con I' C
ICcmeht(l')—ht(l) =k > 0. Siano py,...,p, gli ideali primi di altezza
uguale ad ht(I') che contengono I'. Poiché T ha altezza maggiore di quella
di I, non ¢ contenuto in nessuno degli ideali p;, e possiamo quindi trovare
un elemento a; € H\U§:1 p;. Ragionando per ricorrenza, troviamo elementi
ai,...,a) tali che ht(I' + Aa; + -+ + Aag) =1

Sia ora p un ideale primo. Applichiamo il ragionamento precedente al
caso in cui I' =0 e I = p. Ci sono allora ay,...,ag, ove k = ht(p), tali che

(12.2.16) ht(A ap+---Aap) =k = ht(p).
Applichiamo ancora il ragionamento precedente al caso in cui 7’ = (aq, ..., ax)

sia l'ideale generato da aq,...,a;r ed J = m sia l'ideale massimale di A.
Otteniamo allora elementi ag11,...,a, tali che

(12.2.17) ht((a1,...,a,)) =n = ht(m).
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Abbiamo ottenuto

TEOREMA XII.2.20. Sia A un anello locale Noetheriano di dimensione
n, con ideale massimale m. Se p é un ideale primo di A di altezza k, esiste
un sistema di parametri ai, ..., a, di A tali che (ay,...,ax) sia un ideale di
altezza k contenuto in p. O

DEFINIZIONE XII.2.21. Sia A un anello commutativo unitario Noethe-
riano ed M un A-modulo di tipo finito. Chiamiamo dimensione di M ed
indichiamo con dim(M) la dimensione dell’anello A/Ann(M).

PRroOPOSIZIONE XII1.2.22. Sia A un anello commutativo unitario Noethe-
riano ed M un A-modulo di tipo finito. Allora M ammette una serie di
composizione

(12.2.18) 0=MyCcM;C---CcM, =M
tale che, per ogni j = 1,...,v, il quoziente M;/M;_1 sia isomorfo ad un
modulo A/p;, ove i p; sono ideali primi con dim(A/p;) < dim(M).

Questa proposizione si dimostra per ricorrenza, a partire dal

LEMMA XI1.2.23. Sia A un anello commutativo unitario Noetheriano ed
M un A-modulo di tipo finito. Per ogni p € Ass(M), esiste un sotto-A-
modulo N di M isomorfo a A/p.

DiMOSTRAZIONE. Per definizione, M contiene un elemento m con p =
Ass(m). Allora N = A'm ha le proprieta richieste. O

3. Chiusura integrale
Sia A un sottoanello unitario di un anello commutativo ed unitario B.

DEFINIZIONE XII.3.1. Un elemento b di B si dice intero su A se soddisfa
una relazione di dipendenza integrale, della forma

(12.3.1) b tab? =1+ +ag1b+ag=0, cona,...,aq € A.

Gli elementi di B che sono interi su A formano un sottoanello di B, che
contiene A, e si dice la chiusura integrale di A in B.
Se tutti gli elementi di B sono interi su A, diciamo che B € intero su A.
Chiaramente, se B € un A-modulo di tipo finito, allora B & intero su A.

LEMMA XII.3.2. Se B ¢ intero su A, allora B € un campo se e soltanto
se anche B e un campo.

DIMOSTRAZIONE. Sia a € A un elemento non nullo. Se B ¢ un campo,
allora I'inverso ¢! di A ¢ un elemento di B, e soddisfa quindi una relazione
di dipendenza integrale su A:

d d—1 -1
1 1 1
) 4a (= 4+ dagq | = +aq=0 conai,...,aq €A.
a a a
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Moltiplicando quest’uguaglianza per a?~! € A, troviamo che

1
a:—<a1+a2a—|—---+adad_1) € A.

Viceversa, se A ¢ un campo e b € B ¢ intero su A, b # 0 e (23T &
I’equazione minima di b su A, abbiamo a4 # 0 e I’elemento

c=—a; (" +ab™ 4+ ag) €B,
soddisfa be = ¢b = 1, e questo ci dimostra che anche B ¢ un campo. O

DEFINIZIONE XII.3.3. Siano A, B anelli commutativi unitari con A C B.
Se p ¢ un ideale primo di A e p’ un ideale primo di B con

(12.3.2) p=p NA
diciamo che p’ sta sopra p.

ProrosiziONE XI1.3.4. Siano A, B anelli commutativi unitari con A C
B. Supponiamo che B sia intero su A. Allora:

(1) per ogni ideale primo p di A vi é uno ed un solo ideale primo p’ in
B che stia sopra a p.

(2) Siano p un ideale primo di A e p’ un ideale primo di B con ([[Z32).
Allora condizione necessaria e sufficiente affinché p’ sia massimale
i B e che p sia massimale in A.

DIMOSTRAZIONE. La (2) si ottiene applicando il Lemma agli
anelli A/p C B/p’, tenuto conto del fatto che i quozienti sono dei campi se
e soltanto se i corrispondenti ideali sono massimali.

Per dimostrare (1), consideriamo il localizzato A,. L’anello B ®a Ay &
allora un anello locale intero su Ay, e p’ & lintersezione di B ~ B ® 1 con
I'ideale massimale di B @4 Ay. O

COROLLARIO XII.3.5. Siano A, B anelli commutativi unitari con A C B.
Se B ¢ intero su A, allora dim(B) = dim(A). O

DEFINIZIONE XII.3.6. Un anello commutativo e unitario A si dice nor-
male se € un dominio d’integrita Noetheriano, che coincide con la propria
chiusura integrale nel suo corpo delle frazioni A ).

Cio significa che, se a,b € A, b#0 e

(12.3.3) apa®+a1a® o4 +agh® =0, conag,ai,...,aq € A, agag # 0,
allora esiste ¢ € A tale che a = bc.

EseEmpio XI1.3.7. Sia p I'ideale primo di C[z,y] generato dal polinomio
p(z,y) = 2* —y> e sia A = Clz,y]/p. L'elemento b = (z/y) di Ay & intero
su A, in quanto verifica I’equazione b®> — y = 0, ma non appartiene ad A.

Quindi A, pur essendo un dominio d’integrita Noetheriano, non € un anello
normale.
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TEOREMA XII.3.8. Sia A un sottoanello, normale e di caratteristica 0, di
un dominio d’integrita B. Supponiamo che B sia un A-modulo di tipo finito
e sia B la chiusura integrale di B nel suo campo delle frazioni Bg). Sia
d = dimp , Bg). Esiste allora un elemento b € B ed un polinomio monico

(12.3.4) P(T) = T 4+ a T 4 4 ag € A[T]
tale che

(1) P(b) = 0;

(2) A = (discriminante di P) € A\ {0};

(3) A-BCA[.

In particolare, B ¢ un A-modulo di tipo finito, e quindi un anello normale,
(che si dice il normalizzato di B).

DIMOSTRAZIONE. Sia b € B un qualsiasi elemento di B. Esso ¢ algebrico
sul campo Ag). Sia p(T) = T+ a T 4o ag € A)[T1] il polinomio
monico di grado minimo tale che

(12.3.5) Wt ab 4. +ag, conai,...,aq€ Aq-

Poiché B & un A-modulo di tipo finito, ed A & Noetheriano, tutti gli elementi
di B sono interi su A. Quindi b soddisfa anche, per un polinomio monico
P(T)=T% +a,T*' + .. +a/, € A[T], un’equazione con coefficienti in A:

(12.3.6) b+ b+ +ag =0, cond,...,dy €A

Sia k un’estensione del campo B ) in cui 'equazione ([Z3.3]) abbia d radici
distinte b1,...,bq. Poiché p(T') divide p/(T) in A)[T], ciascuna di esse ¢
ancora intera su A. Ne segue che i coefficienti ay,...,aq € A(g), essendo
funzioni simmetriche delle radici by, ..., by, sono anch’essi interi su A. Per
I'ipotesi che A fosse un anello normale, ne segue che aq,...,aq4 € A: se
scegliamo d' > 0 minimo nella (Z3), abbiamo d = d’ ed a; = a; per ogni
ji=1,...,d.

Il campo B ) delle frazioni di B ¢ un’estensione algebrica finita del cam-
po Ag) delle frazioni di A. Possiamo allora trovare elementi by, ...,b, € B
tali che Bigy = A(g[b1,...,b:]. In particolare, ogni elemento di B si puo
scrivere come una frazione b/a, con b € B ed a € A. Poiché abbiamo sup-
posto che Ag) abbia caratteristica 0, 'estensione Bg) di A ¢ separabile.
Essendo dunque B(q) algebrica, separabile e finita, esiste un elemento pri-
mitivo b € Bg) tale che By) = A[b]. Poiché b si puo scivere come una
frazione con denominatore in A\ 0 e numeratore in B, possiamo scegliere un
elemento primitivo b in B.

Sia ([Z3.3) la sua equazione minima e k un’estensione di Bg) in cui la
(233 ammetta d radici distinte. Siano o;, peri =1,...,d, i corrispondenti
A (gy-automorfismi di k che permutano le radici, e poniamo oi(b) = b;, con
by =b. Sia A =[], j<4(bi — b;) il discriminante del polinomio minimo
di b. Ricordiamo che esso € uguale, a meno del segno, al determinante della
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matrice
1 aj e ad—1 aq
1 ay ag—1 aq
1 ay ag—1 aq
d (d — 1)a1 . 2ad_2 Ag—1
d (d — 1)&1 N 2ad_2 Ag—1
d (d — 1)&1 N 2ad_2 Ag—1

e quindi & un elemento di A. 3
Un elemento ¢ della chiusura integrale B di B nel suo campo delle frazioni

si pud scrivere nella forma ¢ = ag + aq1b + -+ - + g1 con o € A

Applicando gli automorfismi o;, otteniamo, per i coeflicienti «y,...,aq_1 €

A(), un sistema lineare:

bt

ci=o0i(c) =g +arb+--- +ag_1bj ", peri=1,...,d.

Poiché il determinante della matrice

1 by b2 ... b
1 by b3 ... bd
1 by b2 ... bl
1 bg 03 ... bl

¢ il determinante di Vandermonde A =[], j(bi —b;), per laregola di Cramer
ciascun «; ¢ un quoziente con denominatore A e numeratore un elemento di
k intero su A, in quanto somma di prodotti di elementi interi su A. Quindi
i prodotti Aa; € A(g), sono interi su A e quindi appartengono ad A, perché
A ¢ normale. Abbiamo ottenuto quindi che Ac¢ € B, ciot A-B C B. Ne
segue che anche B & un A-modulo di tipo finito. O

4. Ideali associati ad un modulo

DEFINIZIONE XII.4.1. Sia A un anello commutativo e unitario e sia M
un A-modulo di tipo finito. Una presentazione finita di M € una successione
esatta

(12.4.1) AP A L AT % M 0

ove p, g sono interi non negativi e o, A omomorfismi di A-moduli.
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L’omomorfismo A ¢ un omomorfismo di anelli liberi ed & quindi rappre-
sentato da una matrice

a1,1 @12 ... Q1p-1 Glp

a1 G222 ... Q2p-1 G2p
(12.4.2) A= . :

Qq,1 Qq2 --- Qgp—1 Qqp

DEFINIZIONE XII.4.2. Data una matrice ([ZZZ) a coefficienti in A,
associamo ad essa i suoi ideali di minori
ideale generato dai minori di ordine ¢ — k
seq—p<k<g,

(1243) N =190 sek<q—p,

A sek>q.
LEMMA XII1.4.3. Sia A un anello commutativo e unitario e sia M un
A-modulo di tipo finito. Se (IZZT)) e
’ N

!

AP AY % . M 0

¢ un’altra presentazione di M, allora o (X') = 0}.(\) per ogni intero k.

DEFINIZIONE XII.4.4. Sia A un anello commutativo e unitario ed M un
A-modulo unitario. Indichiamo con o, (M) l'ideale di A formato da tutti gli
a € A tale che a - M sia contenuto in un sotto-A-modulo di M generato da
k-elementi.

LEMMA XII1.4.5. Sia M un A-modulo unitario, di tipo finito. Un idea-
le primo p contiene 0,(M) se e soltanto se il numero minimo ga,(M) di
generatori del localizzato My, come Ay, modulo, é > k.
Se M ¢ di presentazione finita, allora o, (M) C ox(M) e /ol (M) =
or(M).

5. Piattezza

DEFINIZIONE XIL.5.1. Un A-modulo M si dice piatto se (M ®4 *) € un
funtore esatto nella categoria degli A-modulli. Cio significa che, se

(12.5.1) M; — 0 M, — M3

¢ una successione esatta di A-moduli e di A-omomorfismi, allora anche
(12.5.2) M @x My —92% Mo, My —22%, Mo, Ms
e esatta.

EsEmpio XII.5.2. T moduli piatti sull’anello Z degli interi sono i gruppi
abeliani privi di torsione, che non contengono cio¢ elementi non banali di
ordine finito.
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Ricordiamo che un A-modulo P si dice proiettivo se, per ogni coppia
M;, M di A-moduli ed ogni coppia di A-omomorfismi a : My — My e
8 : P — My esiste un A-omomorfismo v : P — M che renda commutativo
il diagramma:

P — P
(12.5.3) ’Yl lﬁ
M; — M.

PRrorosiIzIONE XI1.5.3. Gli A-moduli liberi sono proiettivi e gli A-moduli
proiettivi sono piatti.

DEFINIZIONE XII.5.4. Un A-modulo M si dice fedelmente piatto se, per
ogni successione di A-moduli ([Z5T]), la (CZ5T]) ¢ esatta se e soltanto se la

[ZR2) ¢ esatta.

Vale il criterio:

ProposizioONE XI1.5.5. Un A-modulo piatto M ¢ fedelmente piatto se e
soltanto se soddisfa una delle due sequenti condizioni equivalenti:

(a) M ®a N #0  per ogni A-modulo N # 0.
(b) M /mM # 0  per ogni ideale massimale m di A.
6. Il funtore Tor
Sia A un anello commutativo e unitario.

DEFINIZIONE XII.6.1. Sia M un A-modulo. Una risoluzione proiettiva
(risp. libera) di M e una successione esatta

M Gt My, —2 s My ——
(12.6.1) h+1 h h—1
— M, - M, *X .M 0

di A-moduli ed A-omomorfismi, in cui i moduli My, per ogni intero non
negativo h, siano proiettivi (risp. liberi).

Se il numero di interi non negativi h per cui My, # 0 e finito, diciamo
che la (ZET) ¢ una risoluzione finita e il piu grande intero h > 0 per cui
My, # 0 si dice la lunghezza della ([2Z6.7).

Se un modulo M ammette una risoluzione proiettiva finita, la minima
lunghezza di una sua risoluzione proiettiva si dice la sua dimensione proiet-
tiva e si indica con pd(M). In caso contrario, diciamo che la dimensione
proiettiva di M) ¢ infinita.

PRrOPOSIZIONE XI1.6.2. Ogni A-modulo ammette una risoluzione libera.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo definire Mg come I’A-modulo libero somma
diretta @p,,,c 5, Am di una copia di A per ogni elemento di un insieme di

generatori Sy di M. Indicando con [m] 'elemento di My che corrisponde
ad m € Sy, 'omomorfismo o & caratterizzato da ag([m]) = m per ogni
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m € Sp. In generale, se supponiamo h > 1 e che siano stati definiti M;
ed a; per 0 < j < h, definiamo M}, come il modulo libero ®M€Sh A, ove
Sp € un insieme di generatori di ker a1, e, detto [u] l'elemento di My
corrispondente a u € Sp, la ay, ¢ caratterizzata da oy, ([u]) = p per ogni

wE Sh. O
DEFINIZIONE XII.6.3. Siano (fz) e (gn) due morfismi di complessi
C o My — s My, = Mg —— -
(12.6.2) fhﬂlghﬂ fhlgh fhfllghfl

Bh+1 Bh

- —— Nppg — Npy —— Npoy —— -

di A-moduli (supponiamo cioe che oy, Bp, fr, gn siano morfismi di A-moduli

e che sia apoap1 = 0e 08,41 = 0ed fr_10an = Byrofp, gh—10an = Brogn
per ogni intero h). Diciamo che (f;) e (gn) sono sono omotopi se esistono
A-omomorfismi ny, : M, — Njpq tali che

(12.6.3) fn—gh=mn10ap+Bprion, VheLZ.

DEFINIZIONE XII.6.4. Due complessi
C—— My M, s M, s -

(12.6.4)

. ——— Np Bt N}, b, Ny — -

di A-moduli si dicono omotopicamente equivalenti se esistono morfismi di
complessi

Qpt1 «
e My, —— M, s My, —— -

(12.6.5) ththH thgh fh,lﬂghfl

. —— Npgt M N}, L Nj_ g — -

tali che sia (fy o g) che (gn o fr) siano omotopi all’identita.
Abbiamo:

ProrosizioNE XI1.6.5. Due qualsiasi risoluzioni proiettive di un A-
modulo M sono omotopicamente equivalenti.

Se N ¢ un altro A-modulo e (ZET]) ¢ una risoluzione proiettiva di M,
possiamo considerare il complesso di A-moduli ed A-omomorfismi

ap®i ap—1®id
(12.6.6) = Mpyp @4 N L2n@id, M, ®s N 1@, Mp-1® N ——
—>M1®AN Lgld) M0®AN —)0
Abbiamo

PROPOSIZIONE XII.6.6. Ogni A-modulo M ammette una risoluzione pro-
ettiva.



188 12. ALGEBRA LOCALE

I quozienti (ker(ap ®id : M @a N — My _1®4))/((apr1 ®id) (Mp11 @4
N)) dipendono, a meno di A-isomorfismi, solo dal modulo M e dall’intero
non negativo h, e non dalla risoluzione proiettiva scelta.

DEFINIZIONE XII1.6.7. Siano M e N due A-moduli.
Se ([ZE.H6) ¢ una risoluzione proiettiva di M, I’A-modulo quoziente
k id : M N-M
(12.6.7) Tory (M, N) = Fer(@n &id : May1 ©p N = Ma@))
(41 ®@id)(Mp11 @4 N))
si dice 1’h-esimo gruppo di torsione della coppia (M, N).




CAPITOLO 13

Appendice

1. Strutture complesse sugli spazi vettoriali

Sia V' uno spazio vettoriale reale. Una struttura complessa su V & un
isomorfismo R-lineare J : V — V tale che J2 = —I. Poiché J ha polinomio
minimo p;(A) = A? + 1, e quindi autovalori puramente immaginari +i,
condizione necessaria affinché V' ammetta una struttura complessa ¢ che la
sua dimensione reale sia pari.

Se V ha dimensione pari 2n, fissata una base eq,...,es,, 'applicazione
R-lineare .J associata, nella base assegnata, alla matrice:

(13.1.1) 1] = <_(}n Ig)

definisce una struttura complessa su V', e qualsiasi struttura complessa su V
si potra rappresentare con una matrice della forma (3] in un’opportuna
base di V.

Uno spazio vettoriale reale V' con una struttura complessa J si puo
considerare uno spazio vettoriale complesso, definendo il prodotto per un
numero compesso mediante

a-v=Rea-v+ Ima-J(v) YaeC, YVveV.

Viceversa, uno spazio vettoriale complesso W, di dimensione n, si puo
considerare come uno spazio vettoriale reale V' di dimensione 2n, per restri-
zione del campo degli scalari. La moltiplicazione per I'unita immaginaria ¢
¢ allora un’applicazione R-lineare su V e definisce su di esso una struttura
complessa J.

Le nozioni di spazio vettoriale complesso W e di spazio vettoriale reale
V', dotato di una struttura complessa J, cio¢ di una coppia (V,J), sono
equivalenti.

Siano Wy ~ (V4,J1), Wy ~ (Va,J2) spazi vettoriali complessi e sia A :
V1 — V5 un’applicazione R-lineare. Dire che A ¢ C-lineare equivale al fatto
che A commuti con le strutture complesse, che cioe risulti commutativo il
diagramma :

Vi 2 W

W

VlT‘/Q

189
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In generale, data un’applicazione R-lineare A : V; — Vs, possiamo sempre
decomporla, in un unico modo, nella somma A = A’ + A” di un’applicazione
C-lineare A’ : Vi — V5 e di una anti-C-lineare A”. La A" soddisfa cioe

A'(a-v)=a-A"(v), ovvero A"oJ; =—JyoA".

Infatti 'applicazione € : Homg (V7, V) 3 A — —Jy0A40J; € Hompg(V1, V)
e un’involuzione, i cui punti fissi sono le applicazioni C-lineari, mentre le

anti-C-lineari sono caratterizzate da e(A) = —A. Basta quindi porre:
A= —A_J2;A°J1 A= A+J22°A°‘]1.

Questa decomposizione induce una decomposizione dell’algebra di Grass-
mann reale AL (V) dei tensori alternati covarianti su V', a valori complessi.

Prima di descrivere questa decomposizione, richiamiamo brevemente al-
cune definizioni e proprieta dell’algebra di Grassmann complessa di uno
spazio vettoriale reale.

L’algebra di Grassmann complessa. Sia V' uno spazio vettoriale
reale di dimensione m. Poniamo A%(V) = C e, per h > 1, indichiamo con
A%(V) lo spazio vettoriale delle applicazioni R-lineari alternate su V', a valori
complessi. E cioe a e AR(V) se
a:V x---xV — C & R-lineare in ogni variabile ed

hvolte  a(vy,...,vp) =0 sewvi,...,v, sono linearmente dipendenti.

Consideriamo lo spazio vettoriale graduato
(13.1.2) AL(V) = @ AR(V).
h=0

Gli elementi di AL(V) C AL(V) si dicono omogenei di grado h.
L’algebra di Grassmann complessa di V' si ottiene dotando lo spazio
vettoriale AG(V) di un prodotto interno (R-bilineare)

(13.1.3) AL(V) x AL(V) 3 (a, B) — a AB € AL(V).

Poiché in particolare ([ZI3]) gode della proprieta distributiva, il prodot-
to di due elementi qualsiasi di A%(V) e la somma dei prodotti delle loro
componenti omogenee. Bastera dunque definirlo per le coppie di elementi
omogenei. Il prodotto di un elemento a di A?C(V) = C per un qualsiasi
elemento o di AG(V) € semplicemente il prodotto a - a dello scalare a per
la forma «. Su una coppia di elementi «, 3, omogenei di grado positivo e
definito da

(13.1.4)
(aNB)(v1,. .., Uhtk) = Z £(0)0(Voy s -3 Voy,) - B(Vopyrs s Vopyr)
Ugshgk
Thy1 <Lt se a € Afé(V), B e A{E(V),

ove €(0) = %1 ¢ la segnatura della permutazione o. Il prodotto (IZI3)) si
dice prodotto esterno.
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Osserviamo che A% (V') ha dimensione complessa 2™ e che, per ogni h =
0,1,...,m, A%(V) € un suo sottospazio complesso di dimensione (7:)

Il prodotto esterno € associativo e non € commutativo se m > 1. Per gli
elementi omogenei vale la formula di commutazione:

(13.1.5) anNB=(1)"F3ra se acAL(V), pBeAkWV).

In particolare a A o = 0 se tutte le componenti non nulle di o hanno grado
dispari.

Gli elementi di A% (V') definiscono, per estensione del campo degli scalari,
forme C-lineari alternate sulla complessificazione Vo = C®r V di V. In
particolare, A}C(V) si identifica con lo spazio V¢ delle forme C-lineari su V¢
e AL(V) =~ AM(Ve) = VEA - AVE.

—_———

h volte

Vale il :

LEMMA XIIL.1.1. Siano 0 # & € AL(V) = V& un covettore non nullo
ed o € AL(V). Condizione necessaria e sufficiente affinché si possa trovare
B e AL(V) tale che o = ENS é che EANa = 0. Se & € un covettore non nullo,
abbiamo una successione esatta di spazi vettoriali di dimensione finita e di
applicaziont lineari :

0 —— C=AV) = ALY) ——
S ANY) S ARV —
—— A(V) —— 0. O
Abbiamo ancora :

LEMMA XIII.1.2. Sia A :V — V un’applicazione R-lineare. Allora, per
ogni h positivo, la :

/\h(A)(a)(vl, ce,Up) = Za(vl,...,vj_l,A(vj),ij,...,vh)

7j=1
Va € A(%(V), Yvi,...,vp €V

definisce un’applicazione lineare N"(A) : AL(V) — AR(V). Se Aq,...,
C sono gli autovalori di A, ripetuti con la loro molteplicita, allora {
e N, |1 < g1 <o < g <m) ¢ Vinsieme degli autovalori di A"(A).

Am, €
/\jl +

DIMOSTRAZIONE. L’applicazione A'(A) & la trasposta della complessifi-
cazione dell’applicazione A, e quindi A'(A) : AL(V) ~ Vi 4, Ve~ AL(V).
Se h > 0, si verifica facilmente che A"(A)(a)(vy,...,v4) = 0 quando due
dei vettori vy, ..., vy, sono uguali, e quindi A"(A) definisce un’applicazione
AR(V) — AR(V).

La trasposta della complessificazione dell’applicazione A ha gli stessi au-
tovalori, ripetuti con le loro molteplicita algebriche, Aq,..., A, di A. Suppo-
niamo che A sia semisemplice. Allora anche A'(A) & semisemplice ed esiste
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quindi una base di autovettori ar,...,am, € AL(V) con AL(A)(ay) = Ajay
per j =1,...,m. Allora gli elementi a;j; A--- A, € A{é(V), con 1< j; <
- < jn < m, sono autovettori relativi agli autovalori A; + --- + A;, di
A"(A), e formano una base di A%(V). Questo dimostra la tesi nel caso di
un endomorfismo A semisemplice.
Poiché gli endomorfismi semisemplici sono densi nello spazio degli endo-
morfismi, e gli autovalori di A"(A) dipendono con continuita da A, 1affer-
mazione resta vera anche quando A non & semisemplice. O

Decomposizione dell’algebra di Grassmann complessa di uno
spazio vettoriale dotato di una struttura complessa. Supponiamo
ora che sullo spazio vettoriale reale V, di dimensione reale m = 2n, sia
fissata una struttura complessa J. Fissato un intero p, con 0 < p < n,
indichiamo con:

TPO(V) = {a € AL(V) | @ & multi-C-lineare}

T%P(V) = {a € AL(V) | a & multi-C-antilineare} .
Per ogni coppia di interi p,q con 0 < p, ¢ < n poniamo poi:

TP(V) = TPOV) AT™(V) C AET(V).
Abbiamo allora il:

LEMMA XIII.1.3. Per ogni 0 < h < 2n abbiamo la decomposizione :

AR(V) = @Oﬁp,qén ™V).
p+q=h

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo ’applicazione lineare :
AT AR(V) — AZ(V)

definita da:

NI @1,y en) = @1,y 041, T(07), 04y 0n)
j=1
Yui,...,v, € V.

Essa ha autovalori :
{p-q) -ilp,geN, p+q=nh}.

11 sottospazio TP4(V'), con p + g = h, & Pautospazio corrispondente all’au-
tovalore (p —q) - i. O

Fissiamo una base eq,...,es, di V in cui risulti:

{J(ej):enﬂ- se 1<j<n,

13.1.6
( ) J(ej) = —€ei—p se n<j<2n.
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Indichiamo con 27 (per 1 < j < 2n) le componenti di un vettore x rispetto
alla base {e;}: = = 2321 z/ej. Le coordinate z/ sono funzioni lineari del
vettore v. Porremo:

2n
(13.1.7) dl(v) =27 se v= Z:Ejej eV.

j=1
I funzionali lineari dx!, ..., dz" (differenziali delle coordinate) sono la base
duale in V* della base eq,...,eq, di V e definiscono anche una base della

sua complessificazione V& = AL(V). Per trasposizione otteniamo:

¢ J) = —dgntI <ji<
(13.1.8) {J(dx) dx se 1<j<n,

(dx?) =dz?™™ se n<j<2n.

Quindi una base dello spazio vettoriale complesso delle forme C — lineari su
(V,J) & data dalle forme

dzl = da? — i [lJ](da?) = da? +ida™ ) per 1<j<n,

mentre una base dello spazio vettoriale complesso delle forme anti-C-lineari
su (V,J) & data dalle

dz/ =da? —idz™", per 1<j<n.

Osserviamo che dz',...,dz",dz",...,dz" & una base dello spazio vettoriale
complesso AL (V), ed abbiamo:
S . . )
(13.1.9) dwj_:?(dzj'_—kdz?)___ se 1§]1§n,
d:rjzﬁ(dz] " —dz! ") se n<j<2n.

Indichiamo con Sy, i, I'insieme delle h-uple (s, ..., s) di interi con 1 < s; <
kEperl <j<h,esel <h<k, conS), il sottoinsieme formato dalle
h-uple strettamente crescenti:

Shr=1(s1,..,sn)|s; €Z, 1<s1<--- <sp <k}.

Porremo ancora Sp; = S;, = {0}. Allora ogni elemento o di A*(V) si
scrive in modo unico nella forma:

2n
a=ag+ Z Z gy, sy dx® N Adx®

h=1 SES;L,Qn

/
con  as=as s, €C Vs € Up<p<onSh oy -

Utilizzando le ([I3I9l), possiamo riscrivere la «, in modo unico, nella forma:

n
(13.1.10) a= Z Z Qs dZSU A Nd2P NdED A - AdE
p,q=0 se€8}, ,
tes!

q,n

eTra(V)
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e questa ci da la decomposizione di « rispetto alla bigradazione A*(V) =
@Z,q:l Tp,q(V)‘
2. La formula di Cauchy per funzioni di una variabile

In questo paragrafo dimostriamo alcuni risultati della teoria delle fun-
zioni di una variabile complessa che utilizzeremo nei paragrafi successivi.

TEOREMA XIII.2.1 (La formula di Cauchy-Martinelli). Sia Q un aperto
limitato di C, con frontiera di classe C' a tratti. Allora, per ogni funzio-
ne a valori complessi, di classe C' sulla chiusura di Q, vale la formula di
rappresentazion

_ 1 /aC =
(13.2.1)  w(z) = 9 /89 C— . 2m // —>—d{ Nd( Vze.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un punto 2° € Q. Per ogni 0 < e < dist(z", 09),

abbiamo:
du(¢)/9¢ 5 _ u(¢)d¢
(13.2.2) /z—zfglzx coe RS _//|z260(|2> d< < >
B _ / u(Qd¢ u(¢)d¢
oo C— loms0me C— 2

Operiamo, nell’ultimo integrale, il cambiamento di variabile ¢ = 2% + ee.
Poiché d¢ = iee’dt su |z — 2°| = €, otteniamo :

2T
/ %:1/ u(zo+eeit) dt—>2m’u(zo) per €— 0.
|z=20=e &~ % 0

Il primo membro della (I32Z2) converge, per ¢ — 0T, all’'integrale generaliz-
zato a secondo addendo del secondo membro di ([32ZT]). Otteniamo percio

a (3ZT) dalla [[3ZZ2)) passando al limite per € — 0F. O

Come conseguenza della ([32ZT]) otteniamo la:

ProPOSIZIONE XIII.2.2 (Formula integrale di Cauchy). Sia © un aperto
limitato del piano complesso, con frontiera di classe C' a tratti. Se f €

O(Q)NC(Q), allora :
1 f(Q)d¢

2mi Joq C—2

(13.2.3) f(z) = Vze Q.

DIMOSTRAZIONE. Se f € C}(2), la ((3Z3) ¢ conseguenza diretta della
[32T). Per dimostrare la ([32Z3)) ¢ allora sufficiente osservare che, se z
¢ un qualsiasi punto fissato di €2, possiamo trovare un aperto w di C con

LOsserviamo che il secondo addendo a secondo membro & un integrale singolare, che
converge assolutamente perché 1’ordine 1 con cui si annulla il denominatore ({ — z) per
¢ — z & strettamente minore della dimensione reale 2 dello spazio C ~ R?.
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z € w € (2, con Jw regolare ed omotopa a I2. Poiché [f(¢)/(¢ — z)]d¢ & una
forma differenziale chiusa in Q\ @, ¢&:

P B (5 S ((S

210 Jo, C— 2 o0 C—2
La dimostrazione & completa. O

COROLLARIO XIII.2.3. Sia U un aperto di C. Le funzioni olomorfe
i U sono di classe C*° in U, e tutte le loro derivate parziali rispetto alle
coordinate sono ancora funzioni olomorfe in U.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto ) con chiusura compatta in U e fron-
tiera regolare, ed ogni f € O(U), possiamo rappresentare la f in tutti i punti
di 2 mediante la formula [3Z3]). Otteniamo allora la tesi derivando sotto
il segno di integrale. U

OSSERVAZIONE XIII.2.4. Se f € olomorfa in un aperto €2 di C, abbiamo

gmtnf o oming 9\
(13.2.4) drn oy " = <&> (f)-

Per una funzione olomorfa f indicheremo quindi con f la sua derivata
parziale h-esima rispetto alla variabile reale x, ovvero la funzione che si
ottiene applicando h volte ad f l'operatore differenziale (0/0z).

TEOREMA XIII.2.5. Sia Q un aperto di C, K un compatto contenuto in
Q ed U un intorno aperto relativamente compatto di K in Q. Allora per
ogni intero h > 0 esiste una costante positiva Cp, tale che

(13.2.5) sup |fM(2)] < Cpsup|f(2)] Vf e O€Q).
zeK zeU

DIMOSTRAZIONE. Sia V un intorno aperto di K in U, con frontiera
regolare OV C (U \ K). Per la formula di rappresentazione di Cauchy,
derivando sotto il segno d’integrale otteniamo

(13.2.6) FP(z) = ht / (gf“i)h“dg, Vz e K, Vf € O(Q).
ov

 2mi —2)

Otteniamo la ([32ZH) con

h! ds(z)
Ch=gr | 712
21 Joy L (2)
ove r(z) = dist(z, K') ¢ una funzione continua e positiva di z sul compatto
OV e ds(z) e l'elemento di lunghezza sulla curva regolare OV O

COROLLARIO XIII.2.6. Sia Q un aperto di C ed {f,} una successione di
funzioni olomorfe in Q, che converge ad una funzione f, uniformemente su
tutti i compatti contenuti in Q. Allora f é olomorfa in §2.

Otteniamo ancora il
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TEOREMA XIII.2.7 (Stieltjes-Vitali). Sia Q un aperto di C. Se {f,} C
O(2) ¢ limitata su tutti © compatti di 2, esiste una sottosuccessione { f, }
di {fn} che converge, uniformemente sui compatti di Q, ad una funzione f
olomorfa in 2.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema [XITL2Hl le derivate prime e seconde
delle f, sono uniformemente limitate sui compatti di €2. Per il teorema di
Ascoli-Arzela esiste quindi una sottosuccessione { fx, } di {f,} che converge
ad una funzione f, uniformemente con le derivate prime su tutti i compatti
di Q. Tale limite f ¢ allora di classe C' e soddisfa I'equazione di Cauchy-
Riemann 0f/0z = 0, ed & quindi olomorfa in . O

DEFINIZIONE XII1.2.8. 1l raggio di convergenza di una serie di potenze
complessa

(13.2.7) > anz"
n=0
&

1
(13.2.8) r

 limsup,_.., V/]an]

TEOREMA XII1.2.9. Se (I3ZZT) ha raggio di convergenza r > 0, allora
converge uniformemente su tutti © compatti contenuti nel disco aperto D, =
{]z| < r} € C e la somma definisce una funzione olomorfa su D,.

Sia viceversa Q2 un aperto di C ed f € O(Q). Se zy € Q, allora la serie
di potenze

€ [0, 4+o0].

> f(n)
> k n('zo_) (z —20)"
n=0 ’

ha raggio di convergenza maggiore o uguale di p(zo) = dist(z0,CQ) e converge
uniformemente ad f(z) su tutti i compatti contenuti nel disco D, (,,)(z0) =
{zeCllz =2l <p(z0).

DIMOSTRAZIONE. Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie ([321).
Se 0 < p < r, abbiamo, perun intero ng > 0,

1 1
Vlan| <= Yn>ng, dacui |a,| <C— Vn>0.
p p"

per una costante C' > 0. La serie ([32Z71) definisce quindi una serie di
funzioni olomorfe che converge uniformemente su tutti i dischi compatti
contenuti in D,, perché maggiorata in norma da un multiplo della serie
geometrica. Per il Corollario [XITLZ.fl la sua somma & una funzione olomorfa
su D,.

Siano ora €2 un aperto di C ed f una funzione olomorfa su €2. Fissiamo
un punto zg € Q e siano 0 < p < r < dist(z9,02). Abbiamo allora
fo) = - f(Q)

27 |¢—zo|=r C -z

dc.
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Abbiamo
r 1 1 > [z— 20\"
(=2 ((—2)—(2—2) C—ZonZ:%(C—Zo)
con convergenza uniforme per |( — zg| = 7 e |z — 29| < p. Sostituendo

nell’integrale ed integrando per serie otteniamo

(1 (¢ n
fle) = Z (2—7TZ 7{@—,20=r #dg> (2= 20)

n=0
e la tesi segue dalla formula ((Z32H). O

Abbiamo inoltre:

PROPOSIZIONE XIII1.2.10. Sia f ¢ una funzione di classe C', con sup-
porto compatto in C. Definiamo

1 f(Q) -
13.2. = — .
(13.2.9) u(2) 2m//(c€_deAd§
La u ¢ una funzione di classe C' in C, che verifica I’equazione
(13.2.10) % = in C.
Se, inoltre, la f ha supporto contenuto in un aperto 2 C C e soddisfa :
(13.2.11) // fgd¢ nd( =0  VgeO(Q),

Q

allora la soluzione u di (ZZIN) definita da [BZJ) ha supporto compatto
contenuto in ) e inoltre :

(13.2.12) supp(u) C supp(f) U K

ove K ¢ l'unione delle componenti connesse compatte di Q\ {f # 0}.

DiMOSTRAZIONE. Mediante il cambiamento di variabili ( — { + z, ot-
teniamo che

(13.2.13) u(z) = % // @d( AdC.

Poiché abbiamo supposto la f di classe C!, possiamo derivare la (3213
sotto il segno d’integrale ed otteniamo allora :

ou(z) i// Of(z+¢) d¢ndC

0z  2mi 0z ¢

1 5, d¢ A d¢

SENE O SE

2mi ¢ (—=z

per la (I3:27]) applicata ad un disco €2 che contenga al suo interno il supporto
di f.

Supponiamo ora che, per un aperto  di C, sia verificata la ([32Z11]).

Se z ¢ Q, allora ¢ — 1/(¢ — z) & una funzione olomorfa su 0, e quindi
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u(z) = 0. Poiché u & olomorfa su C \ supp(f), la tesi segue dalla proprieta
della continuazione unica per le funzioni olomorfe. O
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