CAPITOLO 1

GRUPPI TOPOLOGICI

§1  GRUPPI
Un gruppo € un insieme G, che contiene un elemento distinto e e su cui e definita
un’operazione binaria

(1.1) G xG>(a,b) maobeG
con le proprieta:

(i) ace=eoa=a Va€G (eel’elemento neutro di G)
(i1) Va€ GJa~l € Gtalecheaoa ! =a"loa=e (esistenza dell'inverso);
(i) (aob)oc=ao(boc) Va,b,ce G (proprieta associativa).

L’operazione di gruppo potra a volte essere indicata scrivendo, invece che aob, una
qualunque delle espressioni: ab, a-b, a+b, ... La notazione additiva sara per lo piu
ristretta al caso di gruppi commutativi o abeliani, cioe nel caso in cui 'operazione
binaria sia commutativa:

(iv) aob=boa Va,be G (proprieta commutativa).

Un esempio fondamentale di gruppo si ottiene considerando 'insieme G(F) di
tutte le permutazioni, cioe di tutte le applicazioni bigettive, di un insieme F in sé,
con 'operazione di composizione di applicazioni.

Se E contiene almento tre elementi, G(FE) non ¢ commutativo.

Un altro esempio fondamentale & il gruppo linerare GLg (V') di uno spazio vetto-
riale V' su un campo k. Esso consiste di tutti gli automorfismi k-lineari di V' in sé,
con 'operazione di composizione.

Dato un gruppo G e fissato un elemento a di G, indichiamo con R,, L, e ad(a)
le applicazioni bigettive di G in & definite da:

R,:G2>g9g—goaeG (traslazione a destra)
L,:G>g—aocgeG (traslazione a sinistra)
ad, :G>g —aogoateG (aggiunta)

Indicheremo nel seguito, per semplicita, per lo piu con ab il prodotto di due elementi
a e b di un gruppo G, utilizzando “o” per indicare la composizione di applicazioni.

Se G e un gruppo, a un elemento di G e A un sottoinsieme di G, scriveremo
spesso per semplicitd, aA invece di L,(A), Aa invece di Rq(A), aAa™! invece di
ady(A). Porremo ancora A™1 = {a™1|a € A} e, se B ¢ un altro sottoinsieme di G,
indichiamo con A B 'insieme {ab|a € A, b € B}.
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Si verifica facilmente che, per ogni coppia di elementi a,b € G, valgono le
relazioni:

Ra o Ry =Rpq Ly oLy =Lay
L,oRy =Ry oL, ad, =R,-10L, = LooR -1

Un sottoinsieme H di G & un suo sottogruppo se contiene e ed a~'b € H per ogni
a,b € H. Scriviamo H < G per indicare che H & un sottogruppo di G e H< G
per indicare che H & un sottogruppo normale di G, cioe se H < G ed inoltre
ad,(H) = H per ogni a € G.

Dati due gruppi G; e Gg, un’applicazione ¢ : G; — Gg € un omomorfismo se

¢a™'b) = [¢(a)] 'd(b) Va,be Gy

Un monomorfismo € un omomorfismo iniettivo, un epimoprfismo un omomorfismo
surgettivo e un isomorfismo un omomorfismo bigettivo.

Ricordiamo che ker ¢ = ¢71(e) <Gy e im¢ = ¢(G1) < Go.

Gli isomorfismi ¢ : G — G di un gruppo G in sé si dicono automorfismi. Gli
automorfismi di G formano un gruppo Aut(QG) rispetto al prodotto di composizione.

Se G & un gruppo ed E un insieme, un omomorfismo ¢ : G — S(E) si dice una
rappresentazione di G su E. Se ¢ e un monomorfismo, diciamo che la rappresenta-
zione ¢ : G — G(F) ¢ fedele.

Se V' & uno spazio vettoriale su k, un omomorfismo ¢ : G — GLg (V) si dice una
rappresentazione k-lineare di G su V.

LEMMA 1.1 Le applicazioni

L:G3a— L, € 6(G)
R:G3a— R, € 6(G)

sono rappresentazioni fedeli del gruppo G nel gruppo &(G) delle applicazioni
bigettive di G in sé.
L’applicazione
ad : G 5 a — ad(a) € Aut(G)

e una rappresentazione di G nel gruppo dei suoi automorfismi. Abbiamo:

kerad = Z(G) ={a € G|ag = ga Vg € G}.

La rappresentazione ad : G — Aut(G) si dice la rappresentazione aggiunta di G.
Il suo nucleo Z(G) & il centro di G ed & il suo piu grande sottogruppo abeliano
normale.

§2 DEFINIZIONE DI GRUPPO TOPOLOGICO
Una topologia 7 su un gruppo G e compatibile con la struttura di gruppo se
I’applicazione
GxG>3(g1,92) — g1 '92€G

e continua (su G x G si considera la topologia prodotto).
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Cio equivale al fatto che siano continue le due applicazioni
GxG3(g1,92) = 912€G e G3>g9g—g'eG.

Un gruppo topologico € un gruppo G su cui si sia fissata una topologia 7 compa-
tibile con la sua struttura di gruppo.

LEMMA 2.1 Se G é un gruppo topologico, allora per ogni a € G le applicazioni
R, Ly, ad, sono omeomortfismi di G in sé.

L’applicazione r : G > a — a~* € G & un omeomorfismo di G in sé.

Se {e} ¢é chiuso, allora il centro Z(G) é chiuso in G. Se H ¢ un sottogruppo di
G, esso ¢ un gruppo topologico con la topologia di sottospazio indotta da G.

COROLLARIO 2.2 Sia G un gruppo topologico e siano A, B, C, D sottoinsiemi di
G, con A aperto e B chiuso. Allora:

(@) C-T = (O)™';

)
) CA e AC sono aperti;

) aBb é chiuso per ogni a,b € G;
)

OSSERVAZIONE La topologia discreta e la topologia indiscreta sono entrambe com-
patibili con la struttura di gruppo di un qualsiasi gruppo G. Quindi ogni gruppo
puo essere considerato come gruppo topologico.

Un gruppo topologico con la topologia discreta si dice un gruppo discreto.

63 IL GRUPPO DEGLI OMEOMORFISMI DI UNO SPAZIO TOPOLOGICO

L’insieme &, (X) di tutti gli omeomorfismi di uno spazio topologico X = (X, 7x)
in sé ¢ un gruppo rispetto alla composizione di applicazioni. Consideriamo su
S, (X) la topologia Tx che ha come prebase U degli aperti gli insiemi
U(K,A) = {p € 6.(X)|o(K) C A} e UTHK,A) = {¢€6.(X)[¢(K) C A}
al variare di K tra i compatti e di A tra gli aperti di X.

Si ottiene una prebase della stessa topologia di &,(X) se si fa variare A in una
prebase degli aperti di X.

TEOREMA 3.1 Se X e uno spazio di Hausdorff localmente compatto, allora S, (X),
con la topologia Tx, é un gruppo topologico.
DiM. Chiaramente la &,(X) 3 ¢ — ¢! € &,(X) ¢ continua perché scambia

tra loro gli aperti U(K, A) e U}(K, A) della prebase U.

Dimostriamo che anche la

A6 (X)x6(X)32(p,9) = porp € 6,(X)

e continua. Siano K un compatto e A un aperto di X e siano ¢g, 19 due omeomorfi-
smi in &, (X) tali che ¢g(10o(K)) C A. Poiché ¢o(K) € un compatto di X contenuto
in A, possiamo trovare un intorno aperto relativamente compatto V' di ¢y (K) tale
che V € A. Allora, se ) € U(K,V) e ¢ € U(V, A), abbiamo ¢ o y(K) C A.

Quindi A"V (U(K, A)) D U(V,A) x U(K,V) > (¢0,%0) ¢ un intorno aperto di

ogni suo punto e quindi un aperto.
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In modo analogo, se (¢ o ¥o) " *(K) C A, scegliamo un intorno aperto V del
compatto ¢y (K) con V € A. Allora l'inclusione A\~ (U™ (K, A)) D U(K,V) x
U5V, A) > (¢o,v0) dimostra che A\~ (U~L(K, A)) & intorno di ogni suo punto e
quindi aperto.

Pertanto A e continua. U

TEOREMA 3.2 Se X = (X, 7x) é uno spazio di Hausdorff localmente compatto
e localmente connesso, allora la topologia Tx su &,(X) coincide con la topologia
compatta-aperta.

DiMm. Sara sufficiente dimostrare che, se K ¢ un compatto ed A un aperto di X,
I'insieme U™1(K, A) & aperto nella topologia compatta-aperta di &,(X). Poiché
per ipotesi gli aperti relativamente compatti di X formano una base di 7x, possiamo
limitarci a considerare il caso in cui A sia relativamente compatto in X. Possiamo
inoltre supporre che K abbia parte interna non vuota e connessa. Infatti, fissato ¢q
in U1(K, A), possiamo trovare un ricoprimento ﬁnito {U1,...,U,} di K mediante
aperti connessi e relativamente compatti con QSO U j) C A perognij=1,.
Allora

%eﬂU (U;,A) c UYK, A)

e sara allora sufficiente verificare che ciascuno degli insiemi Ufl(Uj, A) sia aperto
in &,(X) per la topologia compatta-aperta.

Supponiamo quindi che A sia un aperto relativamente compatto di X e che K
sia un compatto di X con parte interna connessa.

Sia ¢ un elemento di U~!(K, A); fissiamo un punto xy € A la cui immagine
¢o(zo) mediante ¢y sia un punto interno di K, e consideriamo ’aperto

W = U({xe}, K)NUA\ 4, X\ K)
della topologia compatta-aperta di &,(X). L’immagine della frontiera bA = A\ A
dell’aperto A mediante un omeomorfismo ¢ di W non interseca il compatto K;
quindi ¢~1(K) C AU (X \ A).
Osserviamo che K ¢ connesso perché ha parte interna connessa. Allora ¢~ (K)
& connesso e quindi contenuto o in A o nel complementare X \ A della sua chiusura.

Poiché ¢ € U({zo}, K), otteniamo ¢~1(zg) € ¢71(K) N A e dunque ¢~ (K) C
A. Cid dimostra che W C U~!(K, A). Abbiamo dimostrato in questo modo che
U~1(K, A) ¢ intorno di ogni suo punto e quindi aperto nella topologia compatta-

aperta di &, (X). O

§4 PROPRIETA GENERALI DEI GRUPPI TOPOLOGICI

TEOREMA 4.1 La componente connessa G, dell’identita in un gruppo topologico
G é un sottogruppo chiuso normale di G. Analogamente, la componente connessa
per archi dell’identita é un sottogruppo normale di G.

DiM. L’immagine di G, x G, mediante ’applicazione

GxG>(g,h)—ghteG

¢ un connesso di G che contiene e e dunque ¢ contenuta in G.. Cio dimostra che
G. ¢ un sottogruppo di G. Se a € G, allora 'immagine di G, mediante ad(a) & un
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connesso di G che contiene e ed & dunque contenuta in G.. Cio dimostra che G,
€ un sottogruppo normale.

La seconda affermazione del teorema si dimostra in modo analogo, in quanto
immagini continue di sottoinsiemi connessi per archi sono ancora connesse per archi.

O

TEOREMA 4.2 Un sottogruppo aperto H di G é anche chiuso.
Dim. Se H & un sottogruppo aperto di G, allora il suo complementare G \ H ¢
aperto in G perché unione di aperti:

G\H = U{Ry(H)[g ¢ H}. [T

Dato un sottogruppo H di un gruppo G, indichiamo con G/gg l'insieme delle
sue classi laterali sinistre’:

G/g = {yH|g € G}.
Esso e il quoziente di G rispetto alla relazione di equivalenza

g1~ g2 & gy 'go € H.

Se G ¢ un gruppo topologico, consideriamo su G/gg la topologia quoziente.

TEOREMA 4.3 Sia G un gruppo topologico e sia H un suo sottogruppo. Allora la
proiezione nel quoziente

G- G/g

e un’applicazione aperta.
DiM. Se A e un aperto di G, allora

n'n(A) = [ J{Ru(A) | h € H}
e aperto perché unione di aperti. Il

COROLLARIO 4.4 Se H e un sottogruppo normale di un gruppo topologico G,
allora la topologia quoziente su G / H ¢ compatibile con la sua struttura di gruppo.

1Si possono in modo analogo considerare le classi laterali destre
H\G = {Hg|g € G}.
Ser:G 3>z — z~! € G & 'inversione, abbiamo un diagramma commutativo

G r G

l l

H\G —— G/

in cui le frecce verticali sono le proiezioni nel quoziente. La 7 & bigettiva e, nel caso in cui G sia
un gruppo topologico, un omeomorfismo. Potremo quindi nella discussione seguente limitarci a
considerare soltanto classi laterali sinistre, poiché i risultati ottenuti si applicheranno automatica-
mente anche alle classi laterali destre.
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DmM. Sian: G — G / H la proiezione naturale sul quoziente. Consideriamo il
diagramma commutativo :

GxG A, @G

er lﬁ

i
G/gxG/g —— G/g

dove A(a,b) = ab~! e A(x(a),n(b)) = n(a)[x(b)]"" per ogni a,b € G. Se A & un
aperto di G /g, allora A™!(771(A)) & aperto in G x G perché A e 7 sono continue
e quindi A"1(A) = (7 x 1) (A" (71(A)) ¢ aperto in G /| perché T & aperta per il
Teorema 4.3 e percio anche m X 7 € aperta perché prodotto cartesiano di applicazioni
aperte. Il

TEOREMA 4.5 Sia G un gruppo topologico e sia H un suo sottogruppo. Allora
anche la sua chiusura H é un sottogruppo di G. Se H é normale, anche la sua
chiusura H é un sottogruppo normale di G.

DiM. Indichiamo con r I'applicazione r : G 3 g — g~ € G che ad ogni elemento

di G fa corrispondere il suo inverso. La r ¢ un omeomorfismo e quindi 7(A) = r(A)
per ogni sottoinsieme A di G. Se H ¢ un sottogruppo di G, r(H) = H ed otteniamo:

r(H) = r(H) = H.

Analogamente, poiché per ogni g € G le applicazioni L, e R, sono omeomorfismi,

abbiamo L, (A) = L,(A) e R;(A) = R, (A) per ogni sottoinsieme A di G. Se g € H,
poiché L,(H) = H e Ry,(H) = H, avremo:

L,(H) = L,(H)=H, R,(H) = R,(H)=H VgeH.

Quindi H ¢ un sottogruppo di G.

Poiché ad, &, per ogni g € G un omeomorfismo di G in é, abbiamo ad,(A) =

adg(A) per ogni sottoinsieme A di G. Dire che H ¢ un sottogruppo normale di G
equivale al fatto che ad,(H) = H per ogni g € G. Se quindi H & normale, risulta:

ad,(H) = ady(H)=H VYgeG

e questa uguaglianza dimostra che anche H & normale. U
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TEOREMA 4.6 Se H é un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora

G /g ¢ uno spazio regolare. In particolare, G & uno spazio regolare se e soltanto

se & uno spazio® T} e cio equivale al fatto che {e} sia un chiuso di G.

DiM. Se H e un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora tutte le sue

classi laterali sinistre sono chiusi di G e quindi G/ € uno spazio topologico T7.
Sia F' un chiuso di G/¢g e sia g un elemento di G tale che 7(g) ¢ F. Conside-

riamo ’applicazione continua

A:GxG 3 (ab) —albeG.

Poiché 7=1(F) & un chiuso che non contiene (e, g), possiamo trovare un intorno
aperto U, di e e un intorno aperto U, di g in G tali che

gl_lgg ¢ 7r_1(F) per ogni g1 € Ue, g2 € U,.

Consideriamo gli insiemi:

Uy = n ' (x(Uy) e V = J{Ra(Ue) |a € m{(F)} = | {La(n ™" (F)) |a € Ue}.

Poiché la proiezione 7 € un’applicazione aperta, il primo € un aperto saturo che
contiene g e il secondo un aperto saturo che contiene 7~1(F). Dimostriamo che
U NV = (. Se cosi non fosse, potremmo trovare g, € Ug, 92 € H, g3 € U,
ga € T '(F) tali che g1g2 = g39a.

Da questa relazione troviamo g; Loy = 9a9s 1 e n=1(F), che contraddice la scelta
di U e U,.

Cio dimostra che G /gy soddisfa 'assioma T3 e quindi ¢ regolare. U

Un gruppo topologico G in cui {e} sia un sottoinsieme chiuso si dice separato.
Per il teorema precedente, questa condizione equivale al fatto che GG sia uno spazio
regolare.

Se G ¢ un gruppo topologico, per il teorema 1.3.4, {T} ¢ un sottogruppo chiuso
normale di G e quindi G /{?} e, con la topologia quoziente, un gruppo topologico

separato. Esso si dice il separato di G e si indica con Ggep.

TEOREMA 4.7 Se G é un gruppo topologico separato, allora la chiusura di un
sottogruppo abeliano di G é ancora un sottogruppo abeliano di G.
Dim. Sia A un sottogruppo abeliano di G. Fissato un elemento a di G 'applica-
zione f, : G >z — adg(z)2™! =axalz™! € G & continua. Inoltre, se a € A,
abbiamo f,(A) = {e}, perché A & abeliano. Poiché G & separato, {e} & chiuso e
quindi f;1(e) & un chiuso che contiene A. Questo dimostra che az = x a per ogni
r € A ed ogni a € A, ma questo equivale al fatto che f,(z) = e per ogni a € A ed
ogni x € A.

Quindi, poiché {e} & un chiuso di G, per ogni a € A, l'insieme f;!(e) & un
chiuso che contiene A: percio f, 1(e) D A per ogni a € A, cio¢ A & abeliano. [

2Uno spazio topologico X soddisfa I’assioma di separazione T} se tutti i suoi sottoinsiemi finiti
sono chiusi; soddisfa 'assioma di separazione T3 se dati un punto a di X e un chiuso A di X che
non contiene a, esistono aperti disgiunti U e V con a € U e A C V; & regolare se soddisfa entrambi
gli assiomi T e T3.
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Piu in generale, abbiamo:

PROPOSIZIONE 4.8 Se G é un gruppo separato ed E un sottoinsieme di G, il
centralizzatore di E in G:
Za(E)={g9 € G|ady(xr) =2 Vx € E}
e un sottogruppo chiuso di G.
DiMm. Infatti, con la notazione del teorema precedente:

Za(E)= () f'(e)

rEE

€ chiuso perché intersezione di chiusi. O

PROPOSIZIONE 4.9 Se H é un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
in normalizzatore di H in G
Ng(H) = {g € G|ad,(H) = H}
e un sottogruppo chiuso di G.
DiM. Per ogni g € G lapplicazione \; : G > x — zgz~! € G & continua.
Quindi Ng(H) = (,,cgg A, | (H) & chiuso perché intersezione di chiusi. O

PRrOPOSIZIONE 4.10 Sia H un sottogruppo di un gruppo topologico G. Allora:

(1) H é chiuso se e soltanto se é localmente chiuso in un punto;
(2) H é aperto se e soltanto se contiene un punto interno;
(3) H é discreto se e soltanto se ha un punto isolato.

Un sottogruppo discreto di un gruppo separato é chiuso.
DiMm. Ricordiamo che H e localmente chiuso in un suo punto A se esiste un intorno
aperto U di h in G tale che HN U sia chiuso in U, cioc HNU = HN U. Poiché
le traslazioni a destra e a sinistra sono omeomorfismi, se H e localmente chiuso in
h & anche localmente chiuso in e = Rj-1(h). Possiamo quindi trovare un intorno
aperto U di e tale che HNU sia chiuso in U. Poiché anche HNU NU ! & chiuso in
UNU™, non & restrittivo supporre che U = U~'. Sia ora € H. Allora zU N H
non ¢ vuoto: possiamo quindi fissare un elemento y € H e un g € U tali che xg = y.
Osserviamo che
ylz=L,1(x)eL,(H) =L, .(H =H

e quindi y~lz =g ' ¢ HNU = HN U implica che x = y¢g~! € H. Abbiamo cosi
dimostrato che H = H & chiuso.

Poiché ogni chiuso ¢ localmente chiuso, la (1) ¢ completamente dimostrata.

La (2) e la (3) sono immediate e 1'osservazione finale segue dalla (1). O

TEOREMA 4.11 Ogni intorno aperto dell’identita di un gruppo connesso ¢ un
insieme di generatori del gruppo.

Dim. Sia U un intorno aperto dell’identita del gruppo topologico connesso G.
Poniamo U™! = {g71'|g € U}. Allora anche V. = U NU~! & un intorno aperto
dell’identita di G. Poniamo

V" =A{g1...gn |91,y gn €V}

Allora
H == UzO: 1 Vn
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¢ un sottogruppo aperto di G. Esso ¢ anche chiuso per il Teorema [.4.2 e quindi
coincide con G perché G & connesso. O

TEOREMA 4.12 Un gruppo topologico separato e localmente compatto € para-
compatto, e quindi, in particolare, uno spazio topologico normale?.

Dim. Sia G un gruppo topologico separato localmente compatto. Fissiamo un
intorno aperto V diecon V=V~"t={g71|g € V} e V compatto. Per ogni n, sia
V= {g1---gnlg1,-..,9n € V}. Esso & compatto perché immagine del compatto

V x --- x V mediante 'applicazione continua (gi,...,gn) — g1 - Gn.

n copie

Poniamo V"™ = {g1---gn | 91,...,9n € V}. Osserviamo poi che V C V?2: infatti
per ogni g € V & gV NV # ; otteniamo percid gg = g» con g1,92 € V e quindi
g=97" g2 €VZperché V1 =V.

Da questa relazione otteniamo che

Go=Jv"'=Jv".

Quindi Gy e un sottogruppo aperto, e quindi anche chiuso, di G, ed e paracompatto
perché localmente compatto e unione numerabile di compatti. Ne segue che G,
unione disgiunta delle classi laterali gGg (g € G) di Gy, & paracompatto. U

COROLLARIO 4.13 Se G é un gruppo topologico separato e localmente compatto
ed H un suo sottogruppo chiuso, allora lo spazio omogeneo G /H é separato, local-
mente compatto, paracompatto, ed ¢ quindi uno spazio topologico normale.

DiMm. Lo spazio omogeneo G/H & regolare perché H & chiuso; inoltre & local-
mente compatto perché immagine di uno spazio localmente compatto mediante
un’applicazione aperta. Infine, con la notazione introdotta nella dimostrazione del
teorema precedente, osserviamo che le orbite Go -p (p € G/H) di Gy in G/H sono
aperte e paracompatte (i sottoinsiemi v p formano una successione di compatti la
cui unione & 'orbita Gg - p) e quindi G/H & paracompatto perché unione disgiunta
di spazi paracompatti. Il

85 OMOMORFISMI DI GRUPPI TOPOLOGICI

TEOREMA 5.1 Sia ¢ : G; — G2 un omomorfismo di gruppi tra due gruppi
topologici G1 e Go. Condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sia un’applicazio -
ne continua ¢ che essa sia continua nell’identita di G.

Dim. La condizione & ovviamente necessaria. Dimostriamo la sufficienza. Sia g €
G e sia V un intorno aperto di ¢(g) in Go. Allora (¢(g))~1V & un intorno aperto
dell’identita es di G e possiamo quindi trovare un intorno aperto U dell’identita
e1 di Gy tale che ¢p(U) C V.

Allora gU ¢ un intorno aperto di g in G e risulta

P(gh) = o(g)p(h) € d(g) ((¢(9))"'V) =V VheU,

3Ricordiamo che uno spazio topologico X & paracompatto se & di Hausdorff ed ogni suo
ricoprimento aperto ammette un raffinamento chiuso localmente finito. Uno spazio di Hausdorff
localmente compatto & paracompatto se e soltanto se € unione disgiunta di sottospazi che sono
ciascuno un’unione numerabile di compatti. Lo spazio topologico X dice normale se € di Hausdorff
e chiusi disgiunti hanno intorni aperti disgiunti. Ogni spazio topologico paracompatto € normale.
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onde ¢(gU) C V. O

Un omomorfismo di gruppi topologici & un’applicazione continua ¢ : G; — Go
che sia anche un omomorfismo di gruppi. Se la ¢ & inoltre un omeomorfismo di
spazi topologici essa € anche un isomorfismo di gruppi e si dice un isomorfismo
topologico. Un omomorfismo di gruppi topologici iniettivo (risp. surgettivo) si dice
un monomorfismo topologico (risp. epimorfismo topologico).

Indichiamo con Aut.(G) l'insieme degli isomorfismi topologici di un gruppo to-
pologico G in sé. Si verifica facilmente che Aut.(G) € un gruppo per l'operazione di
composizione di applicazioni. Se G & localmente compatto, Aut.(G) ¢ un gruppo
topologico con la topologia 7¢ definita nel §2; questa coincide con la topologia
compatta-aperta se G e anche localmente connesso.

TEOREMA 5.2 Un epimorfismo topologico ¢ : G — Go é un’applicazione aperta
se e soltanto se il suo quoziente iniettivo

(ZEIGl/kerqs — Gg

e un isomorfismo topologico.
DiM.  Cid ¢ conseguenza del fatto che la proiezione G — G1 /)y ¢ e un’applica-
zione aperta. O

TEOREMA 5.3 Se G é un gruppo topologico compatto e Go un gruppo topologico
separato, ogni epimorfismo topologico ¢ : G; — Go é un’applicazione aperta.
Dmm. Sia ¢ : G; — Go un epimorfismo topologico. Poiché Gy e separato, ker ¢
€ un sottogruppo normale chiuso di ;. Ne segue, passando al quoziente iniettivo,
che 'applicazione

é:Gl/kergb - G2

e continua e bigettiva tra spazi compatti di Hausdorff e dunque un omeomorfismo.
La tesi segue allora dal teorema precedente. O

EsemMPIO 5.1 Sia H il corpo dei quaternioni, che possiamo identificare alla sotto-
algebra dell’algebra delle matrici 2 x 2 a coefficienti complessi formata dalle matrici:

(a b), con a,beC.
-b a

Le matrici di H con determinante 1 formano un gruppo moltiplicativo, che € un
gruppo topologico per la topologia definita dall’identificazione standard con la sfera
S3 C C?. Esso ¢ un gruppo topologico separato e compatto, che si indica con
SU*(2). 1l suo sottogruppo {I,—I} & un sottogruppo chiuso normale e il gruppo
quoziente SU* (2)/{17 -n ¢ omeomorfo a RIP3.

TEOREMA 5.4 Se H é un sottogruppo normale di un gruppo topologico G, il
gruppo G/H é un gruppo topologico per la topologia quoziente e 'omomorfismo
G — G/H é un omomorfismo di gruppi topologici. Inoltre:

(1) G/H é separato se e soltanto se H ¢ chiuso in G;

(2) G/H e discreto se e soltanto se H ¢é aperto in G.

(3) Se H ¢ discreto, allora la proiezione nel quoziente G — G/H e un omeo-
morfismo locale.
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86 IL GRUPPO FONDAMENTALE

Sia X e uno spazio topologico e g € X. I laccetti in X di punto iniziale zy sono
le applicazioni continue v : I = [0,1] — X con 7(0) = (1) = z¢. Indichiamo con
C°(1,{0,1}; X, {xo}) I'insieme di tutti i laccetti di punto iniziale z9. Due laccetti
70,71 € C°(1,{0,1}; X, {xo}) sono equivalenti, e scriveremo in questo caso vy ~ 71,
se esiste un’applicazione continua F': I x I — X tale che

(1) F(0,s) = F(1,s) = xg per ogni s € I;
(ii) F(t,0) =7o(t) e F(t,1) =~1(t) per ogni t € I.
Definiamo il prodotto di due laccetti vp,v1 € C°(I,{0,1}; X, {xo}) come il laccetto :

1

~Yo(2t) se 0<t<3
1

1@2t—1)  se 3<t<1.

(6.1 00 = {
Il gruppo fondamentale 7 (X, xp) di X con punto base xy ¢ il quoziente

CO([v {07 1}3 X, {560})/ ~,

con l'operazione di gruppo indotta, per passaggio al quoziente, dal prodotto di
laccetti:

CO(I {0,1}: X, {o}) x CO(1,{0,1}: X, {mo}) 2= €0(1 {0,1}; X, {o})

l l

7T1(X,.’130)X7Tl(X,1170) M 7T1(X,$0).

Per i gruppi topologici vale il seguente :

TEOREMA 6.1 Il gruppo fondamentale di un gruppo topologico é abeliano.

Dim. Sia G un gruppo topologico, in cui indichiamo con a o b 'operazione del
gruppo, e siano g, y1 due laccetti in G con punto base e. Definiamo un’applicazione
continua ¢ : I x I — G ponendo

¢<t1,t2) = ’YO(tl) O’)/l(tg) \V/tl,tg el = [0, 1] .

Allora (0 - 71)(t) = $(Xo(8)) e (1 -70)(t) = $(As (1)), dove:

(2t,0) se0<t<3 (0,2t) se 0
lop<t Mt = i
2 — 7 = 2

Molt) = (1,26 —1) se (2t—1,1) se

Allora la
F(t,s) = ¢(sA1(t) + (1 — s)Ao(t))

& un’omotopia tra i laccetti vg -1 € 71 - 0. Cid dimostra che 71 (G, e) & abeliano.

Se a e un qualsiasi altro elemento di G, la traslazione a sinistra L, definisce
un’applicazione bigettiva di C([,{0,1};G,{e}) su C(1,{0,1};G,{a}) che da un
isomorfismo di gruppi L, : m1(G,e) — m1(G,a). Quindi 71 (G, a) ¢ abeliano per
ogni punto base a € G. U
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§7 CARATTERI

Un carattere di un gruppo topologico G & un omomorfismo continuo y : G — S*
di G nel gruppo moltiplicativo S* dei numeri complessi di modulo 1. Indichiamo con
G’ l'insieme dei caratteri di G. Esso ¢ un gruppo abeliano rispetto all’operazione
di moltiplicazione di funzioni: la funzione yqg, costantemente uguale a 1 su G, &
lidentita di G'.

Si verifica facilmente che vale il:

TEOREMA 7.1 Se G ¢ un gruppo topologico, anche il gruppo G’ dei suoi caratteri
e un gruppo topologico per la topologia compatta-aperta. Se G é separato, anche
G’ ¢& separato.

TEOREMA 7.2 Sia G un gruppo topologico localmente compatto e separato. Al-
lora anche G’ ¢ localmente compatto e separato. Inoltre, se G & anche a base
numerabile, anche G’ & a base numerabile. Se G ¢ compatto e separato, allora G’
é discreto. Se G ¢ discreto, allora G’ ¢ compatto.
DiMm. Se G ¢ compatto, il carattere costante xg € l'unico elemento di U(G, S.) =
{x € G'|Arg(x(g)) €]—¢€, €[} se e < /2. Quindi {xc} ¢ aperto e G’ ha la topologia
discreta.

Se G & discreto, allora l'applicazione G’ 3 x — (x(9))gec € [SI}G e u-
n’immersione di G’ in un sottospazio chiuso di [Sl}G, e quindi G’ & compatto
in quanto sottospazio chiuso di uno spazio compatto. U
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CAPITOLO II

ESPONENZIALE DI MATRICI

61 SPAZI DI MATRICI

Indichiamo con M(m x n,K) lo spazio vettoriale di dimensione mn su K delle
matrici a m righe ed n colonne a coefficienti nel campo K; in particolare 9t(m xn, C)
e lo spazio vettoriale complesso delle matrici m x n a coefficienti complessi. Data

al a2 N A1n
as1 a92 e a9,

A= . S . € M(m x n,C)
Am1 Am2 N Amn

indichiamo con A* la coniugata della sua trasposta:

C_Lll C_L21 oo aml
12 a922 ... Qm2

AT = . S : € M(n x m,C).
ain, Gop --- Gmn

La matrice A* si dice I’aggiunta della A. Date due matrici A = (a;;) e B = (b;;) in
M(m x n,C) poniamo

(A|B) = tr(B*A) = > Y bjjai;.
i=1 j=1
L’applicazione
M(m x n,C) x M(m xn,C) > (A,B) — (A|B) e C
definisce su M(m x n, C) un prodotto scalare Hermitiano. Indichiamo con
|Al = \/(A]A) per A€ M(m xn,C)

la norma associata e consideriamo su M(m x n, C) la relativa distanza:

d(A,B) = |A— B|se A, B € M(m x n,C).

TEOREMA 1.1 L’applicazione M(m xn,C) > A — A* € M(n x m,C) é un’isome-
tria anti-C-lineare.
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L’applicazione
M(m xn,C) > A — A cMn xm,C)

e un’isometria C-lineare.
La moltiplicazione righe per colonne definisce un’applicazione continua

M(m x n,C) x M(n x k,C)>(A,B) — AB € M(m x k,C)
e si ha inoltre
|AB| < |A|-|B|] VYA€ M(m xn,C), BeM(nxk,C).

Dim. La verifica delle prime due affermazioni ¢ immediata.
Per verificare I'ultima, scriviamo

A,
A = : e B = (Bl,...,Bk) con Ai,.., A, B, .. .B¥eC".
tAm

Allora ' '
[ABI> = [(Ail B)en [P <> AP ) D |IBI)P = |A]-|BP,
1, i J

ove abbiamo indicato con (:|-)cn e con | - | rispettivamente il prodotto scalare
Hermitiano standard di C™ e la norma ad esso associata. Da questa diseguaglianza
segue la tesi. O

LEMMA 1.2 Siano m,n interi positivi. Data una matrice A € IMM(m x n,C)
poniamo

|A|| = sup{|Av| ; v € C", |v| = 1} .

Allora
M(m xn,C)3A—||A] eR

¢ una norma equivalente a | - |.
Inoltre, se k é un altro intero positivo e A € M(m x n,C), B € M(n x k,C) vale
la diseguaglianza:

(%) [AB| < [|A[l- |B].

DiM. Poiché tutte le norme definite su uno spazio vettoriale di dimensione finita
sono equivalenti, basta dimostrare che [|-|| ¢ una norma su M(m x n,C). A
questo scopo osserviamo innanzi tutto che, per il teorema di Weierstrass, poiché
'applicazione S?"~! 3 v — |Av| € R & continua e S?"~! = {v € C"||v| = 1} &
compatto, per ogni A € M(m x n,C) possiamo trovare un vettore v4 € S?"~ ! tale
che

[Aval = [IA].

Da questo si deduce che || - || & ben definita e si ricava immediatamente che

|Al| >0<0#AecMmxn,C), e 0] =0.
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E ovvio che
INA| = A |A]] VA € C, VA € M(m x n,C).

Per concludere, dimostriamo la subadditivita. Fissate A, B € 9(mxn, C) abbiamo,
per un vettore v44p € 5?71

A+ B[ = [(A+ B)vays| < |Avats| + [Buays| < [|A]l + [|B]].

Siano A € M(m x n,C), B € M(n x k,C). Se B =0, la (*) & banalmente vera. Se
B # 0, allora possiamo trovare un vettore wap € CF tale che lwap| =1, Bwap # 0
e ||AB|| = |(AB)wag|. Risulta allora:

B(wAB)

|AB|| = [(AB)(wap)| = ‘A <m

)’ ABwag)| < Al - |1B].

Fissato un campo k, nel seguito useremo le notazioni:

gl(n,k) =M(n x n,k)

sl(n,k)={A € M(n x n,k)|tr (A) =0}
GL(n,k)={a € M(n x n,k)| deta # 0} (gruppo linerare su k)
SL(n,k)={a € M(n x n,k)| deta = 1} (gruppo speciale linerare su k)

Se k € uno dei campi C o R, su ciascuno di questi insiemi consideriamo la topologia
2
di sottospazio di M(n x n,C) ~ C™ .

TeEOREMA 1.3 Con le operazioni di prodotto righe per colonne di matrici,
GL(n,C) e GL(n,R) sono gruppi topologici.
DiMm. Per il Lemma II.1.2, il prodotto

GL(n,C) x GL(n,C) 3 (a,b) — ab € GL(n, C)

€ un’applicazione continua.
2
La topologia di gl(n, C) coincide con la topologia Euclidea di C™ . In particolare

gl(n,C) > A —detAeC

¢ un’applicazione continua.

Indichiamo con M}(A) il determinante della matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta
sopprimendo dalla matrice A € gl(n,C) la j-esima riga e la i-esima colonna. Le
applicazioni

gl(n,C) 9A—>M;(A) €eC,1<i,5<n

sono continue. E allora continua I’applicazione
GL(n,C) 3 a — (—1)"*7(det a)_lM;(a) eC

che associa a una matrice invertibile a il coefficiente sulla riga i-esima e la colonna
j-esima della sua inversa a~! e quindi 'applicazione

GL(n,C)>a —a ' € GL(n,C).
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Questo dimostra che GL(n,C) & un gruppo topologico.
I gruppi SL(n,C), GL(n,R), SL(n,R) sono gruppi topologici perché sottogruppi
di GL(n,C). O

§2 L’APPLICAZIONE ESPONENZIALE

Nella proposizione che segue descriviamo la decomposizione di Wedderburn di
un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo di
caratteristica zero.

TEOREMA 2.1 (DECOMPOSIZIONE DI WEDDERBURN) Sia k un campo di caratte-
ristica zero. Per ogni A € gl(n,k) sono univocamente determinate una S € gl(n, k)
semisemplice* e una N € gl(n,k) nilpotente tali che

A=S+N e [SN]=SN-NS=0.

Abbiamo S, N € k[A].
Se a € GL(n,k), sono univocamente determinate una matrice semisemplice s €
GL(n,k) e una matrice unipotente® v € GL(n,k) tali che

a=S+v e SV=VS.

Risulta s, v € k[a].

DiM. Indichiamo con n l'ideale di k[A] generato dai suoi elementi nilpotenti. Se
pa(X) = pP(A) - pFm(X) & la decomposizione del polinomio minimo ja(A) di A
in prodotto di potenze di primi distinti, indichiamo con f(A) = p1(A) - pm(A) il
prodotto dei primi distinti contenuti in 14 (). Allora n e I'ideale principale generato
da f(A) =pi(A) - pm(A).

Dimostriamo per ricorrenza che per ogni intero positivo k ¢ possibile determinare
un Ay € k[A] tale che

(%) A,=A—-N, con Npen, f(Ay)ent

Per £ = 1 possiamo scegliere A; = A. Supponiamo di aver ottenuto Aq, ..., Ag
che soddisfino (%), e cerchiamo Ay, nella forma Az,1 = Ay + T, con T € nF,
Utilizzando la formula di Taylor otteniamo:

f(Agy1) = f(Ap +T)
= f(Ar) + f(Ae) T + Ty

con T1 € n?* C vkt in quanto f(Ary1) — f(Ax) — f/(Ax) T = T?B per qualche
matrice B € gl(n,k). Osserviamo ora che poiché Ay differisce da A per una matrice
nilpotente di k[A], il suo polinomio minimo g4, (A\) ha gli stessi fattori primi di
1a(A). Poiché f(\) contiene solo fattori primi semplici, f(A) ed f’(\), e quindi

4Un endomorfismo S si dice semisemplice, o completamente decomponibile, se ogni sottospazio
S-invariante ammette un complementare S-invariante. Un endomorfismo S & semisemplice se e
soltanto se il suo polinomio minimo pg & prodotto di fattori primi semplici.

5Una matrice v si dice unipotente se la matrice v — e & nilpotente.
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anche 4, (A) ed f/(\), sono primi tra loro. Quindi f’(Ay) ¢ invertibile. Otteniamo
percio la (%) per Ag4q scegliendo

T =—(f'(Ar)"" f(Ax) €n®.

Poiché n™ = 0, otteniamo la decomposizione cercata con S = A,,, N = N,,. Infatti
f(A,) € n™ = {0} ci dice che il polinomio minimo py4, di A4, ¢ proprio f(\) e
quindi A,, e semplice perché il suo polinomio minimo contiene solo fattori primi
semplici.

Dimostriamo ora l'unicita. Se S’, N’ sono due endomorfismi, il primo semi-
semplice e il secondo nilpotente, con A = S’ + N’ e S'N’ = N'S’, osserviamo
innanzi tutto che ciascuno di essi commuta con A e quindi anche con gli endomor-
fismi S, N € k[A] trovati in precedenza. Poiché S ed S’ sono due endomorfismi
semisemplici che commutano tra loro anche S — S’ ¢ semisemplice, e poiché N
ed N’ sono due endomorfismi nilpotenti che commutano tra loro anche N — N’ &
nilpotente. Quindi S — 8" = N’ — N ¢ al tempo stesso semisemplice e nilpotente e
quindi e nullo. Cio dimostra 'unicita della decomposizione di Wedderburn.

Sia ora a € GL(n,k). Se scriviamo v = e + N’, con N’ nilpotente, la decom-
posizione cercata ¢ a = s(e + N') = s + sN’ e si ottiene quindi dalla a = S + N
ottenuta in precedenza osservando che in questo caso la parte semisemplice S = s
¢ invertibile e quindi si puo definire N/ = s~ 1 N. O

Se A =S5+ N & una decomposizione di Wedderburn di A € gl(n, k), I” endomor-
fismo semisemplice S si dice parte semisemplice di A e 'endomorfismo nilpotente
N parte nilpotente di A. Se a € GL(n,k), ed a = sv = S+ N con s,S € k[d]
semisemplici, N € k[a] nilpotente e v € k[a] unipotente, chiamiamo s = S la
sua parte semisemplice, N la sua parte nilpotente, v = I, + S™'N la sua parte
unipotente.

Nel caso complesso, la decomposizione di Wedderburn si puo ricavare dalla de-
composizione di Jordan: in una matrice di Jordan la diagonale & la sua parte
semisemplice nella decomposizione di Wedderburn. Mediante il coniugio possiamo
quindi ricondurre la decomposizione di Wedderburn a quella di Jordan.

Definiamo innanzi tutto I’applicazione esponenziale per endomorfismi nilpotenti.
Sia k un campo di caratteristica zero e sia N € gl(n, k) un endomorfismo nilpotente.
Poiché N™ =0 se m > n, la serie:

exp(N) = ) =+
h=0
n—1 h
si riduce alla somma finita Z R Indichiamo con N (n, k) I'insieme delle matrici
h=0

nilpotenti di gl(n,k) e con U(n,k) I'insieme delle matrici unipotenti di GL(n,k).
Abbiamo:

TEOREMA 2.2 L’applicazione N — exp(N) é una trasformazione bigettiva di
N (n,k) sul(n,k).

DiMm. L’esponenziale di una matrice nilpotente N & I’endomorfismo e + N’ dove
n—1 h

N’ = Z T e nilpotente perché somma di endomorfismi nilpotenti che commutano
h=1 "

tra loro. Quindi exp(N) € U(n,k) se N € N(n, k).
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Indichiamo con p,(A) il polinomio p,(A) = Z;é M/h! € k[N e con g, () il
polinomio ¢, (A) = Y7 _ g (=1)"AP+L/(h 4+ 1) € k[A]. Se k = R, essi sono i polinomi
di Taylor di grado (n — 1) di e* e di log(1 + \) rispettivamente. Poiché Q C k,
otteniamo percio che

Pu(@n(N) =1+ A+ A" f(N)

per un opportuno polinomio f(\) € k[A]. Ne segue che, data v € U(n,k), la
N = g, (v —e) & una matrice nilpotente per cui p,(N) = exp(N) = v. Cio dimostra
la surgettivita dell’applicazione esponenziale.

Dimostriamo ora 'unicita. Innanzi tutto osserviamo che, se N1, No € N (n,k)
ed exp(N7) = exp(Vz), allora ker N7 = ker No. Supponiamo infatti per assurdo che
cio non sia vero e che, ad esempio, si possa trovare un vettore v € ker Ny \ ker Ns.
Poiché exp(Ns)(v) = exp(NV1)(v) = v, otteniamo che Z;i NI (v)/h! = 0. Avendo
supposto che w = Na(v) non sia nullo, avremo f(Nz)(w) = 0 con f(\) = 1+

Z;f Mv/(h 4+ 1)! € k[\]. Ma allora il polinomio minimo px,()\) di Ny dovrebbe
contenere un fattore primo di f(\), e quindi un fattore primo che non si annulla
per A = 0, contro I'ipotesi che Ny fosse nilpotente.

Posto W = ker N; = ker Ny, possiamo considerare gli endomorfismi nilpotenti
N1 e Ng definiti da N7 ed N su k™ /W per passaggio al quomente Da exp(Nl)
exp(Ng) ricaviamo, ripetendo il ragionamento precedente, che ker Ny = ker Ny, cio
ker N7 = ker N3.

Per ricorrenza otterremo allora che ker N{" = ker NJ* per ogni intero positivo m.
Questo ci dice che per una scelta opportuna della base di k™, i due endomorfismi
nilpotenti N7 ed Ny si possono mettere entrambi in forma triangolare superiore.

Indichiamo con ny (n,k) I'insieme di tutte le matrici triangolari superiori nilpo-
tenti. Esse formano un anello nilpotente e, posto

nﬁ—(nvk) = {NlNk‘Nh?Nk €n+(n7k)}7

risulta n’} (n,k) = {0}.

Se N1, N2 € ny(n,k) ed Ny — Ny € nk (n,K), allora N/ — N3* € 7"~ (n, K).
Infatti questo € vero se m = 1 e segue per ricorrenza dall’'uguaglianza: N{" — NJ* =
(Ny — No)N{* 1 4 No(N 1 — N7 per m > 2.

Se exp(N1) = exp(NV2) con Ny, No € ny(n,K), abbiamo

n—1

(1) Ni— Ny =) (Ng —N[)/h!

h=2

Se fosse Ny # Na, dovrebbe essere Ny — No € nk (n,K) \ nf*!(n,K) per qualche
k < n, ma questo contraddice la (f) perché allora il secondo membro apparterrebbe
a n’fl (n, K). O

OsSsSERVAZIONE Dalla dimostrazione del teorema segue che, se f ¢ un polinomio
di k[A] con f/(0) # 0, Papplicazione ny(n,k) 3 N — f(N) € gl(n,k) & iniettiva.

TEOREMA 2.3 Per ogni A € gl(n,C), la serie

=1
expA = ZmAh
h=0



GRUPPI ED ALGEBRE DI LIE 19

converge in GL(n,C) e definisce un elemento di GL(n,C). L’applicazione
exp: gl(n,C) > A — exp A € GL(n,C)

e continua e surgettiva.
Se A1, ..., \p, € C sono gli autovalori di A € g[(n, C), ripetuti con la loro moltepli -
cita, allora gh autovalori di exp A sono e, ...,e* . In particolare vale la formula

detexp A = '™ (4),

Se A, B € gl(n,C) commutano tra loro, allora exp(A + B) = exp(A) exp(B).
Se a € GL(n,C) e A € gl(n,C), allora aoexp(A)oa™! =exp(ao Aoa™1.
Dim. Osserviamo che la serie a termini positivi

oo

1
S0 olan]

h=0
¢ maggiorata termine a termine dalla serie convergente, a termini di segno positivo,

oo

1
S olAl”

h=0

e quindi la serie
> i
h=0

¢ convergente in gl(n,C), uniformemente sui sottoinsiemi compatti di gl(n,C).
Poiché per ogni polinomio p € C[z] I'applicazione gl(n,C) 3 A — p(A) € gl(n,C) ¢
continua, la funzione exp : gl(n,C) — GL(n,C) & continua perché limite uniforme,
su ogni compatto di gl(n,C), di una successione di applicazioni continue.

Se A, B € gl(n,C) e AB = BA, abbiamo:

=1
Zh—A+B Z > hl'hQ ——— AM pha

h=0 h= 0 " hi4+ho=
h h
hi=0 1° ha=0 "2’

=exp(A) exp(B).
Se A =S5+ N & la decomposizione di Wedderburn della matrice A € gl(n,C), la
exp(A) = exp(S + N) = exp(S) exp(N)

da la decomposizione dell’esponenziale di A nel prodotto della sua parte semisem-
plice e di una matrice unipotente che con essa commuta.

Osserviamo che, se A € gl(n,C) e a € GL(n,C), allora

(aAa™1)" = aA"a™' VheN.
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Abbiamo quindi
exp(ada™) = a(exp A)a™! VA € gl(n,C), Va € GL(n,C).

Questa formula ci da la possibilita di calcolare I’esponenziale di una matrice semi-
semplice S utilizzando la sua diagonalizzazione: se a € GL(n,C) e

A
aoSoa ! =

An
avremo

A1 eM
exp(S) =exp [a"to oa| =a! oa.

A et
Chiaramente la matrice exp S € invertibile, ed ha determinante

detexp S = et Fan) = ofr(4)

La matrice exp N & unipotente ed ha dunque determinante 1. Quindi
det eXPA = det(eXP(S + N)) = det(eXpS - eXp N) = det expS = el (4) 7§ 0

ed exp A € GL(n,C).

Dimostriamo ora che exp : gl(n,C) — GL(n,C) & surgettiva. Fissiamo un
isomorfismo lineare a in GL(n, C), e siano s, v € Cla] la sua parte semisemplice e la
sua parte unipotente. Siano Aq, ..., A\; gli autovalori distinti di s e sia b € GL(n, C)

tale che
>\1I’I’Ll

bosob ! =
/\kInk.
con ny + ---+ ng = n. Poiché i \; sono diversi da zero, possiamo trovare numeri
complessi p1, ..., ux tali che e#i = X;. Allora la matrice

ey‘l

S:b_lo Ob;

e“k
poiché la sua restrizione ad ogni autospazio di s € un multiplo dell’identita, appar-
tiene a Cl[s], e quindi a Cla], ed exp(S) = s. Sia N la matrice nilpotente tale che
exp(N) = v. Poiché S, N € C[a], le due matrici commutano tra loro e quindi

exp(S + N) = exp(S)exp(N) = sv = a.

La dimostrazione ¢ completa. Il
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OSSERVAZIONE Se A € sl(n,C), allora exp(A) € SL(n,C), ma, se n > 2, I’ appli-
cazione sl(n, C) =2 SL(n,C) non & surgettiva. Consideriamo ad esempio il caso
n = 2. Allora 5
_ J(«
sl(2,C) = {(’y —a) ‘ a, B,y € (C} .
Per una matrice triangolare superiore in s[(2, C) abbiamo:

sinh «

eXp<a ﬁ>:<ea 6-?(04)) con ¢(a):{7 sea # 0

0 -« 0 e @ 1 se o = 0.

Consideriamo ora la matrice a = <_(1) _%) € SL(2,C). Supponiamo per assurdo

vi sia A € s[(2,C) con exp(A) = a. La A & coniugata di una triangolare superiore

B, e b = exp(B) ¢ allora una triangolare superiore coniugata ad a: poiché b ¢
della forma b = (_(1) _?) con k #0,e B = (%‘ _g), questo non ¢ possibile:
dovrebbe essere infatti a = (2h + 1)w¢ con h € Z, e quindi ¢(a) = 0 ed exp(B)
sarebbe diagonale.

OSSERVAZIONE Il determinante dell’esponenziale di una matrice reale ¢ 1’espo-
nenziale della sua traccia e quindi € un numero reale positivo. Quindi I’esponenziale
definisce un’applicazione di gl(n,R) nel sottogruppo normale GL (n,R) delle ma-
trici reali invertibili con determinante positivo.

Come nell’osservazione precedente, si puo verificare che la matrice ( _(1) _% > €

SL(2,R) ¢ GL,(2,R) non & 'esponenziale di una matrice reale, e che quindi
exp : gl(n,R) — GL4(n,R) non & surgettivo.

OSSERVAZIONE Se A, B € gl(n,C) sono due matrici che non commutano tra loro:
[A,B] = AoB— BoA# 0, in generale non vale la formula di addizione: ¢ cio¢ in
generale

exp(A + B) # exp A o exp B.

LEMMA 2.4 Per ogni A € gl(n,C) 'applicazione
R >t — exp(tAd) € GL(n,C)

¢ differenziabile di classe C*° e

k

DiM. Set,s€Red A € gl(n,C), abbiamo:
exp((t + s)A) = exp(tA)exp(sA) = exp(sA)exp(tA).

Quindi vale la

©  h
exp((t +5)A) =Y %Ah exp(tA)
h=0

= Z z exp(tA)A" Vt,s € R
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e la serie converge uniformemente in norma su ogni compatto di R x R. La tesi
segue allora dalla formula di Taylor. O

LEMMA 2.5 Sia A € gl(n,C) tale che exp(tA) € GL(n,R) per ogni t € R. Allora
A € gl(n,R).

Dim. Infatti, da exp(tA) € GL(n,R) C gl(n,R) per ogni t € R ricaviamo,
derivando rispetto a ¢t in ¢ = 0, che

d tA tA)—1
4o dexp(td)) . exp(td) — 1 c gl(n,R)
dt +—0 t—0
perché gl(n,R) & chiuso in gl(n,C). O

83  MATRICI HERMITIANE
Una matrice A € gl(n,C) si dice:
Hermitiana se A* = A,
antihermitiana se A* = —A.

Gli insiemi p(n) delle matrici Hermitiane e u(n) delle matrici antihermitiane
formano sottospazi vettoriali reali di dimensione n? di gl(n, C) (pensato come spazio
vettoriale reale di dimensione 2n?).

Infatti * : gl(n,C) — gl(n,C) ¢ un’involuzione R-lineare, e quindi, poiché p(n)
e u(n) sono gli autospazi corrispondenti agli autovalori 1 e —1, abbiamo la de-
composizione spettrale: gl(n,C) = p(n) & u(n); inoltre la moltiplicazione per
I'unita immaginaria ¢ ¢ un isomorfismo lineare che scambia p(n) con u(n), onde
dimgp(n) = dimgu(n).

Una matrice u € GL(n, C) si dice unitaria se uu* = e, dove e indica la matrice
identita.

Le matrici unitarie sono le matrici di cambiamenti di basi ortonormali per il
prodotto scalare Hermitiano standard di C". Esse formano un sottogruppo di
GL(n,C), che denotiamo con U(n) e chiamiamo gruppo unitario di ordine n.

LEMMA 3.1 Ogni matrice Hermitiana ha autovalori reali ed é diagonalizzabile in
una base ortonormale: se cio¢ A € p(n), esiste a € U(n) tale che ao Aoa™?! sia una
matrice diagonale reale.

Dmm. Sia A € p(n), A un suo autovalore e v € C™ \ {0} un autovettore relativo a
A. Abbiamo:

Aol* = (Avfv)er = (v|A™v)er = (v|Av)en = (v]Av)er = Aol

dacuiA=XeleR.
Se w € C™ ¢ un vettore ortogonale a v, allora

(v|Aw)crn = (Av|w)en = A (v|w) = 0.
Quindi il sottospazio dei vettori di C™ perpendicolari a v ¢ A-invariante: da questo

fatto siricava immediatamente che C* ammette una base ortonormale di autovettori

di A. U
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Indichiamo con P (n) 'insieme delle matrici Hermitiane definite positive, cioe
delle matrici Hermitiane che hanno tutti gli autovalori positivi. Consideriamo su
tale insieme la topologia di sottospazio di gl(n,C).

TEOREMA 3.2 Se A € p(n), allora exp(A) € P, (n). L’applicazione esponenziale
definisce un omeomorfismo

p(n) > A — exp(A) € Py(n).

*

DiMm. Si verifica immediatamente che (exp(A))* = exp(A*). Quindi I’ esponen-
ziale di una matrice Hermitiana e ancora una matrice Hermitiana ed e definita
positiva perché i suoi autovalori sono esponenziali di numeri reali.

Se a € P (n), possiamo trovare una matrice unitaria u tale che

k1
a=1u < ) uw™! con ki,..,k, numerireali positivi.
kn

log k1
Allora A = u ( ) u~! € p(n) ed exp(A) = a. Questo dimostra che
log kn,

'esponenziale definisce un’applicazione surgettiva di p(n) su P4 (n).

Dimostriamo ora che exp : p(n) — P, (n) € iniettiva. Siano A, B € p(n) tali che
exp(A) = exp(B). Fissiamo una base ortonormale ey, ..., e, di autovettori di A.
Abbiamo

Aej = Nje;j con A, €R per j=1,..n.

Allora
exp(B)e; = exp(A)e; = eMe; per j=1,..,n.

Sia ora v # 0 un autovettore di B relativo a un autovalore u € R. Se v = vle; +
... +v™e,, otteniamo

n n
etv = g efvle; = E e’\jvjej.
j=1 j=1

Quindi A
et = et =p=2x se v #O0.

In particolare . ’
pv! = X! Vi=1,...,n

e dunque
n n
Bov = uv:Zuvjej = Z)\jvjej = Aw.
j=1 j=1

Questa relazione vale per tutti gli autovettori di B e quindi, poiché C" ammette
una base ortonormale di autovettori di B, se ne deduce che A = B.

Abbiamo cosi dimostrato che exp : p(n) — P, (n) ¢ invertibile. Resta da
dimostrare che 'inversa ¢ continua.

A questo scopo osserviamo che per una matrice Hermitiana A il quadrato della
norma e la somma dei quadrati dei suoi autovalori, ripetuti con la loro molteplicita:
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Da questo possiamo dedurre che ’esponenziale definisce un’applicazione chiusa
di p(n) su P, (n).

Sia infatti F' un sottoinsieme chiuso di p(n) e sia {a, } una successione a valori
in exp(F') che converge a una matrice a € P, (n). Gli autovalori di a e delle a,
sono reali e positivi. Indichiamo con p il piu piccolo e con M il piu grande degli
autovalori di a e con p, e M, il piu piccolo e il piu grande degli autovalori di a,,.
Dico che e possibile trovare un intero positivo vy tale che

w/2 < p, <M, <2M Yv>u.

Infatti, se fosse pu, < u/2 per infiniti indici v € N, potremmo trovare una sotto-
successione {ay, } di {a,} tale che ux, < /2 per ogni v. Sia vy, un vettore di C"
con

Poiché la sfera S?"~! C C" & compatta, possiamo supporre, a meno di passare a
una sottosuccessione estratta, che

vy, — v e ST

Avremmo allora
la(v)| = lim |ag, (vg,)] < p/2

vV—>00

e questo di da una contraddizione perché
la(v)| > essendo |v| = 1.

In modo analogo si dimostra® che M, < 2M definitivamente.
Siano ora {A,} C F tali che exp A, = a,. Allora per ogni v > 1 le matrici A4,
appartengono al compatto

K = {Acp(n)|[|Al < max{[log(n/2)|,[log(2M)][}.

Poiché F' ¢ un chiuso, K N F & compatto e possiamo quindi estrarre una sotto-
successione {Ay,} convergente a un elemento A € K N F. Poiché 'esponenziale
¢ un’applicazione continua, otteniamo che exp A = a e quindi exp(F’) & chiuso in
P, (n). Quindi exp : p(n) — Py(n), essendo continua, chiusa e bigettiva ¢ un
omeomorfismo. O

Denotiamo con
log : P (n) — p(n)
I’applicazione inversa dell’esponenziale exp : p(n) — P4 (n).

Indichiamo con p(n,R) il sottospazio vettoriale reale delle matrici simmetriche
a coefficienti reali e con P4 (n,R) il sottoinsieme di GL(n,R) delle matrici reali
simmetriche definite positive. Abbiamo allora

6In generale si pud dimostrare che gli autovalori di una matrice sono funzioni continue dei
coefficienti.
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TEOREMA 3.3 L’applicazione esponenziale definisce un omeomorfismo
exp : p(n,R) — P, (n,R).

Dim. Infatti ogni matrice simmetrica reale n x n ammette una base ortonormale
in R™. Ripetendo la dimostrazione svolta per il caso delle matrici complesse Her-
mitiane, si ottiene che exp : p(n,R) — P, (n,R) & continua, chiusa e bigettiva e
quindi un omeomorfismo. U

84 DECOMPOSIZIONE DI CARTAN DELLE MATRICI DI GL(n,C)

TEOREMA 4.1 Ogni matrice a € GL(n,C) si puo scrivere in modo unico come il
prodotto
a = uop

di una matrice unitaria v € U(n) e di una matrice Hermitiana definita positiva
pEPi(n).
Dimm. Data a € GL(n,C), la matrice a*a ¢ Hermitiana e definita positiva. Sia

Q = log(a*a) e p = exp(Q/2). Poniamo

u = aop_l.

Allora

1 1

uou* =aop op”
=ao(a*oa)loa
=aoato(a*) ta*

—€.

oa*

Quindi u* = ! e u € U(n).
Dimostriamo ora che la decomposizione € unica.
Sea = uopconue U(n)epePy(n), allora

a*oa = pou*ouop = p°

Per dimostrare I'unicita e allora sufficiente verificare che due matrici Hermitiane
definite positive p,q € P (n) che hanno quadrati uguali sono uguali. Siano P,Q €
p(n) le matrici Hermitiane tali che exp P = p, exp@ = ¢. Da exp(2P) = exp(2Q)
otteniamo 2P = 2Q) e quindi P=Q e p = q. O

Se p € P (n) indichiamo con ,/p la sua radice quadrata in P (n), cio¢ I'unica
matrice Hermitiana definita positiva ¢ € P (n) tale che ¢* = p.

LEMMA 4.2 L’applicazione P (n) 3 a — v/a € P, (n) é un omeomorfismo.
DiM. Abbiamo infatti il diagramma commutativo:
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in cui le frecce verticali e la p(n) > P — P/2 € p(n) sono degli omeomorfismi. [
TEOREMA 4.3 L’applicazione

U(n) x Py(n) 3 (u,p) — uop € GL(n,C)

¢ un omeomorfismo. In particolare GL(n,C) é omeomorfo al prodotto topologico
U(n) x R™".

DiMm. L’applicazione e continua e bigettiva per il teorema precedente. La sua
inversa ¢ data da

GL(n,C) 3 a — (a(Va* oa)~!,Va* oa) € U(n) x P4 (n)

ed e quindi continua.
Per concludere basta ricordare (Teorema I1.3.3) che l’esponenziale definisce un

omeomorfismo di p(n) ~ R" su P (n). O
Indichiamo con pg(n) il sottospazio delle matrici Hermitiane a traccia nulla.

LEMMA 4.4 L’applicazione esponenziale definisce un diffeomorfismo:
po(n) 3 A — exp(A) € P (n)NSL(n,C).

Dim. Poiché tutti gli autovalori di A € p(n) sono reali, la sua traccia e reale e
quindi il determinante dell’esponenziale di A € p(n) ¢ uguale a uno se e soltanto se
la traccia e nulla. O
COROLLARIO 4.5 L’applicazione:

SU(n) x po 3 (u, A) — uoexp(A) € SU(n,C)
e un omeomorfismo.

Dim. Basta osservare che, se (u, A) € U(n) x p(n), allora condizione necessaria
e sufficiente affinché u o exp(A) sia in SU(n,C) & che u € SU(n) e A € po(n). O

§5 LE DECOMPOSIZIONI DI GAUSS E DI IWASAWA

Sia e, ..., ey la base canonica di k. Un elemento a = (a;;)i j=1,...» del gruppo
lineare GL(n, k) si dice regolare se per ogni intero k = 1,...,n i vettori
a(er), ..., aler), €x+1y - - €n

sono linearmente indipendenti, cioe se e soltanto se i determinanti dei suoi minori
principali sono tutti diversi da zero:

a1 ... Qg
Dp=|: S| #0 per k=1,...,n.
a1 cee Qrk
Indichiamo con

T, (n,k) il gruppo delle matrici n x n triangolari superiori invertibili;
T_(n,k) il gruppo delle matrici n x n triangolari inferiori invertibili;
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To.+(n, k) il gruppo delle matrici n x n unipotenti triangolari superiori;
Ty _(n,k) il gruppo delle matrici n x n unipotenti triangolari inferiori;
A(n,k) il gruppo delle matrici n x n diagonali invertibili.

TEOREMA 5.1 (DECOMPOSIZIONE DI GAUSS) Se a € GL(n,k) ¢ una matrice

regolare, allora sono univocamente determinate tre matrici
ty € To+(n,k), tcTo _(n,k), 6 € A(n,k), tali che

a = to50t+.

I coefficienti di t4,t_, 6 sono funzioni razionali dei coefficienti di a.

DiM. Dimostriamo per ricorrenza sulla dimensione n che ogni a € GL(n,k)
regolare € prodotto di una triangolare inferiore e di una triangolare superiore
unipotente:

) a=T_oT4 con 71— € T_(n,k), 7+ € Ty +(n,k).

Se n = 1 questa affermazione ¢ banale, in quanto T_(1,k) =k \ {0} = GL(1,k) e
To,+(1,k) ={1}.

Supponiamo quindi che ogni matrice regolare (n — 1) X (n — 1) ammetta una
decomposizione (0).

Fissiamo una a € GL(n,k) regolare. Scriviamo a nella forma:

ail tu n—1 1/
a=|"" con wu,v €k a €glin—1k).

Poiché Dj(a) = a1 # 0, possiamo definire la matrice

1 'u/a B Lty
e (0 I,{_il) € To+(n,k), con 7' = (0 Iniln) .

Allora
a 0
CL(l)—(IOTll— (,01,1 ,,>

con v’ € k"1 e con @’ € GL(n — 1,k) regolare, perché Dy(a") = Dj1(a)/a1;.
Per l'ipotesi di ricorrenza, possiamo trovare una matrice 7} € Ty 4 (n—1,k) tale
che a’ o [7/]7t € T_(n — 1,k). Se quindi poniamo:

(L0 e T.=7,0T
+ 0 7, + +7

otteniamo che 7 = ao7, "' € T_(n,k) e quindi a ammette la decomposizione ().

Una matrice triangolare inferiore 7 = (¢;;) € T_(n,k) si decompone nel pro-
dotto della matrice (;;/ti;) € To,—(n,k) e della matrice diagonale (t;;0;;) € A(n,k):

t11 t; t11
to1 o2 T 1 o2
T_ = = .
tnl tn2 tt tnn tn1 tn2 e 1 tnn

ti11 ta2
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Questo completa la dimostrazione dell’esistenza della decomposizione di Gauss.

Resta da verificare I'unicita: se a =t_odot, =t o’ ot/ , abbiamo:
[t ] lot_od =08 ot oty .

Il primo membro e triangolare inferiore, il secondo triangolare superiore e dunque
entrambi sono matrici diagonali. Esse coincidono allora con ¢ e ¢’ rispettivamente
ed otteniamo percio t/, =t ,t" =t_, 6 =4

Abbiamo ottenuto cosl I'unicita. Per costruzione i coefficienti delle matrici ¢, t_
e ¢ sono funzioni razionali di quelli di a. Osserviamo in particolare che i coefficienti
della matrice diagonale § sono dati da

() 0 =
ove si & posto Dg(a) = 1. O

Indichiamo con
A (n,R) il gruppo delle matrici n x n diagonali reali invertibili con coefficienti
non negativi.

Abbiamo:

TEOREMA 5.2 (DECOMPOSIZIONE DI IWASAWA)  Ognia € GL(n, C) si decompone
in modo unico in un prodotto:

(1) a =muodot

conu € U(n), 6 € Ay(n,R), t € Ty 1 (n,C).

OSSERVAZIONE Abbiamo in particolare:

(1) Se a € GL(n,R), allora
ue O(n) =U(n)NGL(n,R), § € AL (n,R), t € Ty 4(n,R).
(2) Se a € SL(n,C), allora
u € SU(n) =U(n)NSL(n,C), § € AL (n,R), con detd =1, t € Ty 4(n,C).
(3) Se a € SL(n,R), allora
u € S0O(n) =0(n)NSL(n,R), 6§ € AL (n,R), con detd =1, ¢t € Ty 4(n,R).

Dmm. Sia a € GL(n,C). La a* o a & una matrice Hermitiana definita positiva e
quindi ¢ regolare. Consideriamo la sua decomposizione di Gauss:

a*oa=t_ofoty con ty € Tyi(n,C), 0ecAn,C).
Poiché a* o a & definita positiva, per (fj) la 6 ¢ il quadrato di un elemento ¢ di
A, (n,R). Daa*oa=[a*oa]" =1t} 0d?ot* ricaviamo, per I'unicita della decom-
posizione di Gauss, che t_ =7 e quindi, posto ¢t = ¢, avremo:

lao(@ot) ™ olao (o) =

onde u =ao (6ot)"! € U(n) ed otteniamo la decomposizione cercata.
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L’unicita segue da quella della decomposizione di Gauss: infatti, se a = uodot e
una decomposizione di Iwasawa di a, allora a* oa = t* 062 ot & una decomposizione
di Gauss di a* oa, onde t € Tg 1 (n,C) e 62 € A, (n,R) C P,(n) sono univoca-
mente determinati. Ma allora anche la radice quadrata 6 € A, (n,R) C Py(n) ¢
univocamente determinata. La dimostrazione e completa. U

OSSERVAZIONE In modo analogo si mostra che per ogni a € GL(n,C) sono uni-
vocamente determinate t € T _(n,C), § € A4 (n,R) e u € U(n) tali che

a=todou.

Siano:

0(n,k) lo spazio vettoriale delle matrici diagonali n X n con coefficienti nel
campo k;

09(n,k) lo spazio vettoriale delle matrici diagonali di 9(n,k) che hanno traccia
nulla;

ny (n,k) lo spazio vettoriale delle matrici n x n nilpotenti triangolari superiori
di g[( n, k);
n_(n,k) lo spazio vettoriale delle matrici n x n nilpotenti triangolari inferiori di
g[(n, k).
L’applicazione esponenziale definisce omeomorfismi:
o(n,R)>H — exp(H)eA(n,R)
0 (n,R)>H — exp(H)eA,(n,R) N SL(n,R)
ny (nv C)B T — exp(T) €Ty +(TL, C)
n_(n,C)>T — exp(T) €Ty, (n,C)
ni(n,R)>T — exp(T) €To,+(n, R)
n_(n,R)>T — exp(T) €Ty, (n,R)

Otteniamo quindi:

TEOREMA 5.3 Le applicazioni:

To,—(n,C) x d(n,R) x U(n) > (T, H,u)— exp(T) ocexp(H) o u € GL(n,C)
U(n) x9(n,R) x T +(n,C) > (u, H,T)— uoexp(H) oexp(T) € GL(n,C)
To.—(n,R) x 3(n,R) x O(n) > (T, H,u)— exp(T) ocexp(H) o u € GL(n,R)
O(n) x 0(n,R) x Tog 4+(n,R) > (u, H,T)— uoexp(H) o exp(T) € GL(n,R)
Ty —(n,C) x d9(n,R) x SU(n) > (T, H,u)— exp(T) cexp(H) ou € SL(n,C)
SU(n) x 99(n,R) x Ty 4+(n,C) > (u, H,T)— uoexp(H) oexp(T) € SL(n,C)
To—(n,R) x 99(n,R) x SO(n) > (T, H,u)— exp(T") o exp(H) o u € SL(n,R)
SO(n) x 99(n,R) x Ty 4+(n,R) 3 (u, H,T)— uwoexp(H) oexp(T') € SL(n,R)

sono omeomorfismi.
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CAPITOLO III

GRUPPI LINEARI E LORO ALGEBRE DI LIE

Un gruppo lineare & un sottogruppo chiuso G di GL(n,C) (per qualche intero
positivo n). In questo capitolo iniziamo lo studio della struttura dei gruppi lineari.

81 ALGEBRE DI LIE
Si dice algebra di Lie su un campo K un’algebra g su K il cui prodotto”, che

indichiamo con
gxg>(X,)Y)—[X,Y]€g,

sia antisimmetrico e soddisfi I'identita di Jacobi:

(X, Y, Z]) + [V, [Z,X]] + [Z,[X,)Y]] =0 VX,Y,Ze€g.

OSSERVAZIONE Se il prodotto in g € antisimmetrico, il primo membro dell’identita
di Jacobi e un’applicazione trilineare alternata. Per verificare che g sia un’algebra
di Lie sara quindi sufficiente verificare

(1) che [X,X] =0 VXeg
(2) che 'identita di Jacobi valga per ogni terna di vettori distinti di una base
di g come spazio vettoriale.

EseMPIO 1.1 Sia V un qualsiasi spazio vettoriale su un campo K. Allora V e
un’algebra di Lie con il prodotto

VXV >3 (v,v2) —0eV.

Un’algebra di Lie in cui il prodotto di due qualsiasi elementi sia 0 si dice abeliana.

EseEmMPIO 1.2 Sia V' uno spazio vettoriale su K e sia glg (V') lo spazio vettoriale
su K di tutti gli endomorfismi lineari di V. Allora gl (V') & un’algebra di Lie su K
rispetto all’operazione di commutazione di endomorfismi K-lineari:

glg(V) x glg (V) 3 (X)) = [X,V] = X oY — YoX €glg(V).
Abbiamo infatti, se X, Y, Z € glg(V):

(X, [YV,Z]] =Xo(YoZ—-ZoY)— (YoZ —ZoY)oX
=XoYoZ —XoZoY —YoZoX +ZoYoX

e analogamente

Y, [Z,X]] =YoZoX —YoXoZ —ZoXoY + XoZoY,

"Ricordiamo che un’algebra su un campo K ¢ il dato di uno spazio vettoriale A su K e di
un’applicazione bilineare A x A 3 (a,b) — a-b € A.
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[Z,[X,)Y]] =ZoXoY —ZoYoX — XoYoZ +YoXoZ.

Sommando membro a membro, da queste tre uguaglianze otteniamo l'identita di
Jacobi.

In particolare, gl(n,K) & un’algebra di Lie su K rispetto all’operazione di com-
mutazione di matrici:

gl(n,K) x gl(n,K) 5 (X,Y) — [X,Y] = XY - Y X € gl(n,K).
Se il campo K ¢ una estensione del campo F, considereremo a volte gl(n,K) come

un’algebra di Lie su I per restrizione del campo degli scalari.

Un’applicazione lineare ¢ : g — b tra due algebre di Lie g e h sullo stesso campo
K si dice un omomorfismo di algebre di Lie se

(X, Y]) = [o(X),0(Y)] VXY €g.

Se g e un’algebra di Lie su K e V' uno spazio vettoriale su K, si dice rappresen-
tazione lineare di g in V un omomorfismo di algebre di Lie

¢:g— glg(V).

Se ker ¢ = {0}, la rappresentazione ¢ si dice fedele.
Una rappresentazione fedele permette di identificare g ad una sottoalgebra del -
I’algebra di Lie degli endomorfismi di uno spazio vettoriale.

EsemMPIO 1.3 Sia A sia un’algebra associativa sul campo k, con prodotto A x A 5
(a,b) — a-b e A. Otteniamo un’algebra di Lie Ag¢ considerando su A il prodotto:

[a,b] =a-b—b-a VYa,be A

Supponiamo che g sia un’algebra di Lie di dimensione finita N su un campo k.
Fissata una base F1, ..., En di g, si definiscono costanti di struttura dell’algebra g
in tale base gli scalari (¢} ;)1<i jr<n definiti da

N
[Ej,Ex] =Y By V1<jk<N.

i=1

Le costanti di struttura verificano le relazioni:
Cix = —Cp; (antisimmetria)

N

E CikCin T ChnCi; + chjciy = 0 (identita di Jacobi).

i=1
Viceversa, dato uno spazio vettoriale g su k, una sua base F1, ..., Enx e coefficienti
(¢ x)1<ije<n che verificano queste relazioni, vi ¢ un’unica struttura di algebra di
Lie su g per cui tali coefficienti siano le costanti di struttura nella base F1, ..., En.
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EsEmPIO 1.4 Sia R? lo spazio Euclideo di dimensione 3. II prodotto vettore
R xR3 3 (v,w) — v x w € R
e definito dall’identita:
det(v,w,2) = (v xw|z) Yv,w,z e R,

dove abbiamo indicato con (v, w, z) la matrice 3 x 3 che ha come colonne i vettori
v,w, z. Le regole di calcolo del prodotto vettore si esprimono nei vettori ey, es, €3
della base canonica mediante:

e;xe =0, e xe =¢€(i,7 ke

per ogni i = 1,2,3 ed ogni permutazione (i,7,k) di {1,2,3}. Lo spazio Euclideo
R3 con il prodotto vettore ¢ un’algebra di Lie reale. Infatti il prodotto vettore e
antisimmetrico perché, scambiando le prime due colonne di una matrice, il deter-
minante cambia segno. Infine, per verificare l'identita di Jacobi basta verificare
che

61><(€2><€3) +62X(63X€1) —|—€3><(61><€2) =0

Questa relazione e banale perché ciascuno degli addendi a primo membro & uguale
a zero.

In modo equivalente, possiamo identificare R? allo spazio vettoriale reale formato
dai quaternioni puramente immaginari. In questa identificazione, la parte reale e
la parte immaginaria del prodotto di due quaternioni puramente immaginari sono
rispettivamente il prodotto scalare e il prodotto vettore dei vettori corrispondenti.

Se a e b sono sottospazi vettoriali di un’algebra di Lie g sul campo k, indichiamo
con [a, b] il sottospazio vettoriale generato dagli elementi [X, Y] al variare di X in
aediY in b. Poiché il prodotto ¢ antisimmetrico, [a,b] = [b,al.

Un sottospazio vettoriale a di g si dice una sottoalgebra di Lie di g se
[a,a] C a.
Un sottospazio vettoriale h di g si dice un ideale dell’algebra di Lie g se

[g,b] Cb.

Si verifica facilmente:

LEMMA 1.1 Se ¢ : g — b & un omomorfismo di algebre di Lie, allora ker ¢ é un
ideale di g.

Se § é un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi e un’unica struttura di algebra di
Lie su g/h che renda la proiezione nel quoziente

g9/

un omomorfismo di algebre di Lie.
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Sia A un’algebra su un campo k. Un endomorfismo k-lineare
D:A— A
si dice una derivazione di A se verifica 'identita di Leibnitz:

D(a-b) = (Da)-b + a-(Db).

LEMMA 1.2 L’insieme Der(A) di tutte le derivazioni di un’algebra A su k é una
sottoalgebra di Lie di gl (A).
DiM. Osserviamo innanzi tutto che Der(A) & un sottospazio vettoriale di gl (A)
perché il prodotto A x A 3 (a,b) — a-b € A & k-bilineare.

Se D1, Dy € Der(A), abbiamo:

[Dl,Dg](a-b) :Dl(DQG'b+a‘D2b) — Dg(Dla-b+a-D1b)

= D1D2a b + Dga, . le + Dla . ng + a- DlDQb
—D2D1a -b— Dla . ng — DQCL . le —a- DQle

= (D1D2 — DQDl)a -b +a- (D1D2 — D2D1)b
= [Dl, Dz]a -b +a- [Dl, Dz]b

e quindi Der(A) & un’algebra di Lie. d
Se A & un’algebra associativa, allora per ogni a € A I'applicazione
D,:A>5b—a-b—b-ac A

€ una derivazione di A.
Si verifica facilmente che vale il seguente:

LEMMA 1.3 Sia A un’algebra associativa su k. Allora 'applicazione
A>a— D, € Der(A)
¢ un omomorfismo dell’algebra di Lie Ag nell’algebra di Lie Der(A) delle derivazioni
di A.
Data un’algebra di Lie g sul campo k, ed un elemento X € g, indichiamo con

ad(X) 'endomorfismo lineare

ad(X):g2Y —ad(X)Y =[X,Y] €g.

TEOREMA 1.4 L’applicazione
ad:g> X — ad(X) € gl (g)

¢ una rappresentazione di g nell’algebra Der(g) delle derivazioni di g.
Dmm. L’applicazione ad & lineare perché il prodotto [+, -] & bilineare.
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Dall’identita di Jacobi ricaviamo:

ad(X)[Y, 2] =[X,[Y, Z]]
= _[Yv [Zv X]] - [Za [X7 Y”
=Y, ad(X)Z] + [ad(X)Y, Z]
VX,Y,Z €g

e quindi ad(X) e, per ogni X € g, una derivazione dell’algebra g. Abbiamo inoltre

[ad(X),ad(Y)]Z =ad(X)[Y, Z] — ad(Y)[X, Z]
=X, Y, Z]] - [V, [X, Z]]
=X, Y, Z]] + [V, [Z, X]]
_[Z’ [X7Y]]
=ad([X,Y])Z,
VXY, Z € g,

e quindi ad ¢ un omomorfismo di algebre di Lie. O

L’applicazione
ad: g > X — ad(X) € gli(g)

si dice la rappresentazione aggiunta di g. Gli elementi dell’immagine Int(g) = ad(g)
si dicono derivazioni interne di g.

Ogni algebra di Lie di dimensione finita su un campo k si puo identificare a
una sottoalgebra di Lie di gl(n,k) per qualche intero positivo n: infatti & stato
dimostrato da I.D.Ado (Uspehi Mat.Nauk, 1947) nel caso di campi di caratteristica
zero e K.Iwasawa (Japan J.Math., 1948) nel caso generale che vale il seguente:

TEOREMA 1.5 Ogni algebra di Lie g di dimensione finita su un campo k ammette
una rappresentazione lineare fedele.

Nel seguito potremo quindi limitarci a considerare algebre di Lie g che sono sotto-
algebre di gl(n, k).

§2 JACOBIANO DELL’APPLICAZIONE ESPONENZIALE
In questo paragrafo studieremo la relazione tra sottoalgebre di Lie di gl(n,C) e
sottogruppi di GL(n,C). Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

LEMMA 2.1 Per ogni X, Y € gl(n,C) valgono le seguenti formule di commuta-
zione:

() 2d(X)(XY) = Xad(X)Y.

@) XY =YXk 4 Z( Jad? (X)Y XK v > 1,
(i)  YXF = XFY 4 Z( ) X (X)Y V> 1.

Dim. Dimostriamo la (7). Abbiamo:
ad(X)(XY) = [X,XY] = X2Y — XYX = Xad(X)Y VX,Y € gl(n,C).
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La dimostrazione delle (ii) e (i7i) sono simili. Mostriamo ad esempio che vale la
().

Ragioniamo per induzione sull’intero k£ > 1. Se k =1, la
YX = XY — ad(X)Y VX,Y €gl(n,C)

segue dalla definizione di ad. Fissiamo quindi un intero m > 2 e supponiamo che
la formula (ii7) valga per k = m — 1. Allora

YX™m =yXm X

m—1
=X"YX 4 3 (") ()X ad (X)Y X
j=1
m—1 . ‘ .
=X"Y - X" lad(X)Y + Y (mj‘l) (—1)Y X" I add (X)Y
j=1

3

_ (m.‘1> (—1)P X~ L@/ (X )Y

J
1

<.
I

=XmY — X" lad(X)Y + (=1)™ad™(X)Y

3

+ 30T+ () ixmad (XY

J Jj—1
1

<.
I

- (m;1> X™lad(X)Y

perché i due endomorfismi ad(X) e gl(n,C) 5 Y — XY € gl(n,C) commutano per
la (i), da cui, tenuto conto della formula di somma dei binomiali:

(") + () = (5):
otteniamo la (i7). d

TEOREMA 2.2 (FORMULA DELLO JACOBIANO) L’applicazione esponenziale
gl(n,C) =2 GL(n,C) ¢ differenziabile in ogni punto e il suo differenziale

in A € gl(n,C) ¢ dato da:

I — exp(—ad(A))

dexp(A) : gl(n,C) 3 X — —— 375

exp(A)X € gl(n,C),

ove

I — exp(—ad(A4)) _ io: (=" d"(A).

ad(A) Ze (1)

DiMm. Fissiamo A € gl(n,C). Per ogni X € gl(n,C) abbiamo:

o0 h
exp(A+ X) = Z %
h=0 '
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Ora, risulta:
h—1

(A+X)h =AM 4 Y ATX A1 4 o(X).

r=0

Per la formula di commutazione (éii) abbiamo:
ATX A =Y (1) (J) AP 1adi (A) X
j=0

Sostituendo troviamo:

h—1 s

Yoooaxas =YY (-1y (]) AP=I=1add (A) X

r+s=h—1 s=0 5=0

Otteniamo percio:

=1 e gs _ s AMITL (“1)iad!(4)
Zh_ >, A'XA ZZ h—ji—1! (j+1) X

h=1 r4+s=h—1 hle

I—- exp(—ad(A))X I —exp(—ad(A))

=) 3 - ad(A)

exp(A4) X,

e quindi:

I —exp(—ad(A4))
ad(A)

exp(A+ X) = exp(A) +

che da la formula desiderata per il differenziale.

Ricordiamo il

exp(A)X + O(IX ),

37

TEOREMA 2.3 (TEOREMA DELLE FUNZIONI IMPLICITE) Sia §) un aperto di uno
spazio vettoriale R™ e sia f :  — R"™ un’applicazione differenziabile di classe C*

(con1 <k < o0). Sia xy € Q un punto in cui

df (xg) : R* — R"

sia un isomorfismo lineare. Allora esiste un intorno aperto U di xq in €) tale che

f(U) sia aperto in R™ e
16U = 1)

) . o
sia un omeomorfismo, con inversa [f |f ( ] ! differenziabile di classe C*.
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Un omeomorfismo tra due aperti di R™ che sia differenziabile di classe C* (con
1 < k < o0) ed abbia inversa differenziabile di classe CF si dice un diffeomorfismo
di classe C¥.

Dal teorema delle funzioni implicite ricaviamo:

TEOREMA 2.4 L’applicazione exp : gl(n,C) — GL(n,C) definisce un diffeomorfi-
smo di classe C* di un intorno aperto di 0 in gl(n,C) su un intorno aperto di e in
GL(n,C).
DiM. Infatti il differenziale di exp in 0 e I’applicazione identica:

dexp(0) : gl(n,C) > X — X € gl(n,C). O

TEOREMA 2.5 (COORDINATE DI SECONDA SPECIE) Siano V, W due sottospazi
vettoriali reali di gl(n,C), considerato come spazio vettoriale reale di dimensione
2n?, tali che

VeWw = gln,C).

Allora possiamo trovare un intorno aperto Uy di 0 in V' e un intorno aperto Us di
0 in W tali che

Up x Uz 3 (X,Y) — exp(X)exp(Y) € GL(n,C)
sia un diffeomorfismo di classe C* su un intorno aperto di e in GL(n,C).

Dmm. Sia X = X7+ Xs € gl(n,C) con Xy € Ve Xy € W. Allora, per la formula
dello Jacobiano,

exp(X1)exp(X2) = (e + X1 + O([|X1[?))(e + X2 + O(]|X2[]?)
=e+ X + O(|X|?

e quindi ’applicazione
gl(n,C) 3 X — exp(X;) exp(X2) € GL(n,C)

ha in O differenziale uguale all’identita. La tesi segue quindi dal teorema delle
funzioni implicite. O

OSSERVAZIONE Se a € GL(n,C) e |ja — e]| < 1, la serie

- ey N (e—a)”
log(a) = log(e+ (a —¢)) = Z h
h=1

converge uniformemente su ogni aperto {|ja —e|| < r} per 0 < r < 1 e definisce un
endomorfismo log(a) € gl(n,C) tale che

exp(log(a)) = a.
LEMMA 2.6 Se A, B € gl(n,C) allora

exp(tA) exp(tB) = exp(t(A+ B) + (t*/2)[A, B]) + O(t*) VteR.
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DiMm. Basta dimostrare che le due applicazioni

Fi:R>t— exp(tA)exp(tB) € GL(n,C)

Fy:R>t— exp(t(A+ B) + (t*/2)[A, B]) € GL(n,C)

assumono per t = 0 gli stessi valori ed hanno uguali per ¢ = 0 le loro derivate prime
e seconde.
Abbiamo F;(0) = e = F5(0). Inoltre:

Fi(t) = (e +tA+ (t2/2)A%2 + O(t?))(e + tB + (t2/2) B2 + O(t3)
=ec + t(A+ B) + t>(4%/2 + AB + B?/2) + O(#3)

ci da
F/(0) = A+ B, F/(0) = A> +2AB + B>
D’altra parte:
Fy(t) =e + t(A+ B) + (t?/2)[A, B] + (1/2)(t(A+ B) + (t*/2)[A, B])* + O(t%)
=e + t(A+ B) + (t*/2)(A,B] + A? 4+ AB + BA+ B?) + O(t?)
=e + t(A+ B) + (t2/2)(A2 + 2AB + B?) + O(t?)

e quindi anche

Fy(0) = A+ B,  FJ(0) = A> +2AB + B

§3  ALGEBRA DI LIE DI UN GRUPPO LINEARE
Il Lemma III.2.6 ci permette di esplicitare la relazione tra sottogruppi chiusi di

GL(n,C) e sottoalgebre di Lie reali di gl(n,C):
TEOREMA 3.1 Sia G un sottogruppo chiuso di GL(n,C). Poniamo
g={X egl(n,C)| exp(tX) e GVt eR}.

Allora g é una sottoalgebra di Lie reale di gl(n,C). Inoltre

exp:g — G
definisce un omeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno aperto di e
1%1(1\}/[ E chiaro che, se X € g, allora tX € g per ogni numero reale t. Dimostriamo
ora che, se X,Y € g, anche X +Y € g. Abbiamo:

(exp(tX/n)exp(tY/n))" € G Vt € R, Vn € N.

Per il lemma I11.3.6,

exp(tX/n)exp(tY/n) = exp(t(X +Y)/n + O(t*/n?))
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e quindi
(exp(tX/n) exp(tY/n))" = exp(t(X +Y) + O(t*/n)).

Passando al limite per n — oo, poiché G & chiuso, troviamo exp(t(X +Y)) € G
per ognit € R. Quindi X +Y € g.
Poiché G e un gruppo, avremo allora anche

exp(tX/n)exp(tY/n)exp(—t(X +Y)/n) e G VX, Y e€g e nelN

Usiamo ancora il lemma II1.3.6:

exp <%)exp (%) exp (@)

—exp (t<X+Y) L P xvio <t3)) exp (—_t(X+Y)>

n 2n2 n3 n

Otteniamo quindi

(exp(tX/n) exp(tY /n) exp(—t(X +¥)/n))" = exp ((2/2)[X, Y]+ O(t*/n))

e, passando al limite per n — oo abbiamo
t2
exp (E[X’ Y]) €G

perché G e chiuso. Poiché G ¢ un gruppo, e quindi contiene l'inverso di ogni suo
elemento, ricaviamo che anche exp(—(t?/2)[X,Y]) € G e quindi exp(t[X,Y]) € G
per ogni t € R e per ogni X,Y € g e quindi [X,Y] € g.

Sia G’ il sottogruppo di G generato da

exp(g) = {exp(X)| X € g}.

Dico che G’ ¢ un intorno di e in G. Se cosi non fosse, potremmo trovare una
successione {g, },en C G\ G’ tale che g, — e per v — 00. Scegliamo un sottospazio
vettoriale reale V' di gl(n, C) complementare di g in gl(n, C). Possiamo allora trovare
intorni aperti U di 0 in g e U’ di 0 in V tali che

UxU' 3 (X,Y) — exp(X)exp(Y) € GL(n,C)

sia un diffeomorfismo di classe C*° su un intorno W di e in GL(n, C). In particolare,
possiamo supporre, a meno di passare a una sottosuccessione estratta, che

g, = exp(X,)exp(Y,) con X,eUY, €U, VYveN.

Abbiamo:

X,—0 e Y, —0 per v— o
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Inoltre, Y, # 0 ed exp(Y,) € G per ogni v € N. Sia m,, un intero tale che
m, < ||V, |7t <m, + 1.
A meno di passare a una sottosuccessione, possiamo allora supporre che

lim m,Y, =Y e V\{0}.

v —>00
Per ogni coppia di interi p, ¢ con ¢ > 0 poniamo
pm, = qs, + 1, con 0<r, <gq.
Poiché
lim r,Y, =0

V—>00

otteniamo

exp (EY> = lim exp <pmVYV) = lim (eXP(YV))SV €G.
q

q vV —>00 V—>00

Quindi G contiene gli elementi exp(tY’) per ogni razionale positivo t. Poiché G &
chiuso, exp(tY') € G per ogni ¢ reale non negativo, e poiché G & un gruppo cio vale
anche per i t reali negativi. Abbiamo allora Y € g, che contraddice la scelta di V.
Ne segue che G’ ¢ un intorno aperto di e in G e quindi coincide con la componente
connessa G, dell’identita in G. Inoltre, la dimostrazione mostra che I’esponenziale
definisce un omeomorfismo dell’intorno aperto U di 0 in g sull’intorno aperto WNG
dell’identita in G. O

Se G & un sottogruppo chiuso di GL(n,C), chiamiamo
g ={X e€gl(n,C)| exp(tX) € G VteR}
I’algebra di Lie del gruppo G.

La dimensione di g come spazio vettoriale reale si dice dimensione del gruppo G.
TEOREMA 3.2 (RAPPRESENTAZIONE AGGIUNTA) Sia G un sottogruppo chiuso di
GL(n,C) e sia g C gl(n,C) la sua algebra di Lie. Allora

Ad(9)X = gXgteg VgeG, VX cg.
Per ogni g € G 'applicazione
Ad(g):g— g

e un isomorfismo di algebre di Lie.
L’applicazione
Ad: G > g — Ad(g) € GLg(g)

e un omomorfismo di gruppi.
DiM. Se X € ge g€ G, abbiamo

exp(tgXg™') = gexp(tX)g '€ G VteR
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e quindi Ad(g)X € g. L’applicazione Ad(g) : g — g & lineare.
Siano ora g € G e X,Y € g. Abbiamo:

[Ad(g9)X, Ad(g)Y]= (Ad(g9)X)(Ad(g)Y) — (Ad(g)Y)(Ad(g)X)

= (9Xg )(gYg™ ") — (gYg ")(gXg™")
= g(XY —YX)g~! = Ad(9)[X, Y]

e quindi Ad(g) : g — g & un automorfismo dell’algebra di Lie g.
Infine, abbiamo:
Ad(g1) 0 Ad(g2)X = g1 (92X97 ") 91" = (9192) X (9192) ' = Ad(g192) X
per ogni X € g ed ogni g1, g2 € G; questo dimostra che G 5 g — Ad(g) € GLg(g)
€ un omomorfismo di gruppi. O

L’applicazione
Ad:G 39— Ad(g) € GLg(g)

si dice rappresentazione lineare aggiunta di G.

§4 ALGEBRE DI LIE DEI GRUPPI LINEARI E DEI GRUPPI LINEARI SPECIALI
Poiché 'applicazione esponenziale & definita per tutte le matrici di gl(n,C),
questa & per la nostra definizione ’algebra di Lie del gruppo lineare GL(n, C). Ab-
biamo anche osservato che in questo caso l'applicazione exp : gl(n,C) — GL(n,C)
e surgettiva.
Abbiamo poi:

TEOREMA 4.1 L’algebra di Lie del gruppo speciale lineare complesso SL(n,C) é
sl(n,C) = {A € gl(n,C) |tr (4) = 0}.

L’algebra di Lie del gruppo lineare reale GL(n,R) é gl(n,R).
L’algebra di Lie del gruppo lineare speciale reale SL(n,R) e

si(n,R) = {A € gl(n,R) | tr (A) = 0}

DiM. Sia A una matrice di gl(n, C) tale che det exp(tA) = 1 per ogni numero reale
t. Allora t-tr A € (2m)Z per ogni t € R, e questo equivale al fatto che tr A = 0.

Se A ¢ una matrice di gl(n,C) tale che exp(t A) sia reale per ogni t € R, allora
anche (d/dt)exp(t A)|;=o = A ¢ una matrice reale.

Da queste osservazioni segue la tesi. U

§5  SOTTOGRUPPI DI LIE DEL GRUPPO LINEARE

I gruppi lineari hanno una struttura naturale di varieta differenziabili e la di-
mensione della loro algebra di Lie & uguale alla loro dimensione come sottovarieta
differenziabili.

In questo paragrafo consideriamo sottogruppi non necessariamente chiusi del
gruppo lineare.

Premettiamo alcune considerazioni di carattere generale.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Indichiamo con £(M) I'anello
delle funzioni reali di classe C*° definite su M e con X(M) = C>*(M,TM) 'E(M)-
modulo dei campi di vettori di classe C* su M.



GRUPPI E ALGEBRE DI LIE 43

Una distribuzione vettoriale su M & un sotto-€(M )-modulo D di X(M). Per ogni
punto x € M indichiamo con D, il sottospazio vettoriale di T, M formato dai valori
in x dei campi di vettori di D:

D, ={X.|X € D}.

La sua dimensione si dice il rango di D in .

Una sottovarieta differenziabile connessa N di M si dice una sottovarieta inte-
grale di D se T, N C D, per ogni x € N. Chiaramente una tale N non puo avere
in alcun suo punto x dimensione maggiore del rango della distribuzione D in z.
Se T, N = D, per ogni punto x € N diciamo che N e una sottovarieta integrale
completa di D.

Vale il

TEOREMA 5.1 (FROBENIOUS) Sia D una distribuzione vettoriale su X di rango
costante. Sono condizioni equivalenti:

(i) per ogni punto x di M esite un intorno aperto U di x in M e una sottovarieta
differenziabile chiusa N di U che contiene x ed é una sottovarieta integrale
completa di D;

(ii) la distribuzione D é formalmente integrabile: cioé
D, D] C D.

DiMm. (i)=(ii) Siano X,Y € D, sia x € M e sia N una sottovarieta integrale
completa di D passante per il punto x. Poiché le restrizioni di X e Y a N sono
per ipotesi campi di vettori tangenti a N, anche il loro commutatore [X,Y] € un
campo di vettori tangente a N. Questo dimostra che [X,Y], € D,. Poiché questa
proprieta & verificata per ogni x € M, otteniamo che [X,Y] € D.

8

(i4)=(i)  Dimostriamo, per induzione sul rango m della distribuzione D, che
per ogni punto p di M possiamo trovare un intorno aperto U di p e coordinate locali
yl,...,y™ in U tali che D|y sia generata dalle derivate parziali rispetto alle prime
m coordinate:

Dy =EU)gor + -+ E(U) 5% -

Fissato un punto xg di M, possiamo fissare un sistema di coordinate locali con
centro in x tali che, se m ¢ il rango di D, I’€(M )-modulo D sia generato, nell’intorno
coordinato U di x(, da campi di vettori:

_ 9 ~ g0 -
Xi—axi—l— Z ai(a:)@ per i=1,....,m.

j=m-+1

Cio & vero per m = 1. Fissiamo infatti coordinate locali *,..., 2" in un intorno U
di p tali che D sia generato in U dal campo di vettori:

0 0
= — J —
X BIs) + jg_ga (x) 57

Consideriamo allora il problema di Cauchy:

¢l(t) =1
1 (t) = a? (o(t)) se j=2,...,n
¢*(0) =0
7 (0) = 27 se j=2,...,n.

8Cio significa che [X,Y] = XY —YX € Dse X,Y € D.
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Esso ha una soluzione unica ¢*(t; 22, ..., 2") per |(22,. .., 2"| piccolo e la posizione:

vt =@yt Y3, .., y") per i=1,2,...,n

definisce per il teorema delle funzioni implicite un nuovo sistema di coordinate in
cui X = 9/0y.

Supponiamo ora m > 1 e la nostra asserzione vera per distribuzioni formalmente
integrabili di rango minore di m. Possiamo fissare una carta coordinata con centro
nel punto p € M assegnato, in modo che nelle coordinate locali z*, ..., z" la distri-
buzione D sia generata in U da campi di vettori della forma:

9 0 .
axi—i— Z ai@ per 1=1,....,m.
k=m+1

X; =

Per la prima parte della dimostrazione possiamo ancora supporre che a¥ = 0 in U
per k=m+1,...,n, cioe X; = 9/0x'. L’integrabilitra formale di D ci da allora
[X;,X;] =01in U per ogni 4,5 =1,...,m, e questa ci dice in particolare che

daf/ox' =0 per i=2,....mEk=m+1,...,n.

Percid Xs,...,X, generano in U' = {2/ € R""!||z/| < R} una distribuzione
formalmente integrabile di rango (m — 1). Per l'ipotesi induttiva possiamo trovare
nuove coordinate y?, ..., y" tali che X; = 9/9y’ per j = 2,...,m. Ponendo y* = z?
abbiamo dimostrato la nostra asserzione.

Poiché nelle nuove coordinate abbiamo

X, = B per t=1,...,m,
)
otteniamo la sottovarieta integrale completa di D passante per p nella forma
NNU={y**=0,...,y"=0}. O

Ad ogni matrice A € gl(n, R) possiamo associare un campo di vettori sullo spazio
Euclideo gl(n,R), identificando A = (a;;) al campo costante

— 0
A= =
Z g Oz
ij
Assoceremo quindi ad ogni A € gl(n, R) un campo di vettori A su GL(n, R) ponendo

_ . P _
Ay = A= ;;xikakj% per ogni z = (z;;) € GL(n,R).

~

Si verifica allora che [Z, E] = [A, B], dove le parentesi a primo membro rap-
presentano la commutazione dei campi di vettori e quelle a secondo membro il
commutatore di due endomorfismi lineari.
Otteniamo in questo modo un omomorfismo iniettivo di algebre di Lie:
gl(n,R) 3 A — A € X(GL(n,R)).
I campi di vettori A sono invarianti a sinistra su GL(n,R): abbiamo ciod

L, (A) = A per ongi A € gl(n,R).
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Associamo a una sottoalgebra di Lie g di gl(n, R) la distribuzione vettoriale D(g)
su GL(n,R) generata dai campi di vettori A al variare di 4 in g. La D(g) ¢ allora
formalmente integrabile e per il teorema di Frobenius esistera una sottovarieta
integrale completa massimale G di D(g) che contiene I'identita I,,. Abbiamo:

TEOREMA 5.2 Se g é una sottoalgebra di Lie reale di gl(n,R), allora la sottovarieta
integrale massimale completa G di D(g) che contiene 'identita I,, & un sottogruppo
del gruppo lineare GL(n,R). Esso é il sottogruppo G di GL(n,R) generato dagli
elementi exp(A) al variare di A in g.

Dim. Osserviamo che G contiene exp(X) per ogni X € g, in quanto la curva R 5

—_
t — exp(tX) ¢ tangente a exp(tX)X € Deyp(¢x)(g) per ogni t € R. Se fissiamo poi
una coppia di elementi X,Y € g, allora G contiene anche exp(X)exp(Y) in quanto

la curva R 5t — exp(X)exp(tY) ¢ per ogni t € R tangente a exp(X)exp(tY)Y €
Dexp(x) exp(ty)(8), € contiene il punto exp(X) di G. In modo analogo dimostriamo
che G contiene ogni prodotto finito exp(Xy)---exp(X,,) con X1,...,X,, € ge
quindi il sottogruppo G’ di GL(n,R) generato da {exp(X)| X € g}.

Fissiamo ora un intorno aperto U di 0 in gl(n,R) tale che ’esponenziale definisca
un omeomorfismo di U su exp(U). Sia V = exp(U Ng). Allora G’ & il sottogruppo
di GL(n,R) generato da V.

Per dimostrare che G = G’, consideriamo su G la topologia di sottovarieta
differenziabile di GL(n,R), quella cioé per cui per ogni g € G I'applicazione

UNg> X — gexp(X) € gV
¢ un diffeomorfismo. E facile verificare allora che G’ & aperto e chiuso in G e che
quindi le due sottovarieta coincidono. O

Occorre osservare che in generale la topologia di sottovarieta su G che si considera
nella dimostrazione del teorema ¢ piu fine della topologia di sottospazio topologico:
le due topologie coincidono quando G & un sottogruppo chiuso di GL(n, R).

Il gruppo G ottenuto nel teorema precedente, con la topologia di sottovarieta
differenziabile di GL(n,R), si dice il sottogruppo (di Lie) analitico associato alla
sottoalgebra di Lie g.

Un sottogruppo G del gruppo lineare GL(n,R) che abbia al pitt un numero
finito di componenti connesse e la cui componente connessa dell’identita G, sia un

sottogruppo analitico di GL(n,R) si dira un sottogruppo di Lie del gruppo lineare
GL(n,R).

Ad esempio, il sottogruppo analitico G di GL(4,R) corrispondente all’algebra
di Lie g =R A con

-1
A= |1t
—T
T
¢ la curva:
cost —sint
sint cost
G = cos(mt) —sin(mt) teR

sin(mt)  cos(mt)



46 CAP. IIT - GRUPPI LINEARI E LORO ALGEBRE DI LIE

che e densa nel sottogruppo chiuso:

cost —sint
— sint cost
G = . t,seR
coss —sins

sin s COS S

Osserviamo che possiamo sempre considerare GL(n,C) come un sottogruppo
chiuso del gruppo lineare reale GL(2n,R). La discussione che abbiamo sopra
sviluppato per semplicita nel caso di sottoalgebre di Lie reali dell’algebra di Lie
gl(n,R), si puo facilmente ripetere nel caso di sottogruppi di Lie reali di gl(n, C).

Abbiamo:

PrROPOSIZIONE 5.3 Siano G1, Gy sottogruppi di Lie analitici del gruppo lineare
GL(n,R), con algebre di Lie g; e go rispettivamente. Allora: G1 C Gy se e soltanto
se g1 C g2.

Osserviamo che un sottogruppo di Lie G di un gruppo lineare GL(n, C) & un gruppo
topologico con la topologia 7 di sottospazio. La sua topologia 11, di sottogruppo
di Lie € comunque completamente determinata: essa € la meno fine tra le topologie
localmente connesse che sono piu fini di quella di sottospazio: sono aperti nella
topologia 71, tutte le componenti connesse degli aperti della topologia 7. Questi
aperti connessi formano una base di 7.

L’algebra di Lie g di un sottogruppo di Lie G del gruppo lineare GL(n,C) e
caratterizzata, come nel caso dei sottogruppi chiusi, da:

g={X €gl(n,C)| exp(tX) e GVtER}.
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CAPITOLO IV

GRUPPI LINEARI COMPATTI

Esamineremo in questo capitolo la struttura dei principali gruppi lineari com-
patti. Ricordiamo la loro definizione:

U(n) = {a € GL(n,C)|a*a=I,} (gruppo unitario)
SU(n) = U(n) N SL(n,C) (gruppo speciale unitario)
O(n) = {a € GL(n,R) |'aa = I,,} (gruppo ortogonale)
SO(n) = O(n) NSL(n,R) (gruppo speciale ortogonale)
Sp(n) = {a € U(2n)|'%aJa = J} (gruppo unitario simplettico)

ove si e posto:

0 I,
NN

Se G ¢ un gruppo lineare compatto e g la sua algebra di Lie, I’applicazione
esponenziale g 5 X — exp(X) € G ha come immagine la componente connessa G,
dell’identita di G.

In questo capitolo non daremo la dimostrazione generale di questo teorema, ma
ne illustreremo la validita per ciascuno dei gruppi lineari compatti che considere-
remo.

§1 PROPRIETA TOPOLOGICHE DI U(n)

LEMMA 1.1 Ogni matrice di U(n) é diagonalizzabile in una base ortonormale di
C™. I suoi autovalori hanno tutti modulo uguale a 1.

DiMm. Sia u € U(n). Poiché il campo C ¢ algebricamente chiuso, v ha almeno un
autovalore \; € C, con autovettore ¢; che possiamo prendere di norma unitaria:
le1] = 1. Se v € 1, allora

(u(v)ler) = A" H(u(v)u(er)) = A (vler) = 0.
Quindi u(e;) = €f e la restrizione di u all'iperpiano €i- & ancora un’applicazione
unitaria su uno spazio vettoriale complesso di dimensione n — 1. Per ricorrenza
otteniamo che u & diagonalizzabile in una base ortonormale.
Infine, se A ¢ un autovalore di u € U(n) e v # 0 un autovettore di u relativo
all’autovalore \, allora

o] = (v|v) = (u()lu(v)) = (w]v) = [AP[o]?
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implica che |A| = 1. O

TEOREMA 1.2 Il gruppo U(n) & un sottogruppo chiuso, compatto e connesso per
archi di GL(n,C). La sua algebra di Lie u(n) é

(1.1) u(n) = {X €gl(n,C)| X + X* = 0}
ed ha dimensione reale n?. L’applicazione esponenziale
(1.2) u(n) 3 X — exp(X) € U(n) é surgettiva.

Dmvm. L’applicazione ¢ : GL(n,C) 3 a — a*a € GL(n,C) & continua e quindi
U(n) = ¢~ '(e) & un chiuso, contenuto nel compatto {a € GL(n,C)||lal]| = 1} e
percio compatto.

Abbiamo gia osservato che [exp(A)]* = exp(A*) per ogni A € gl(n,C). Fissata
A € gl(n,C), 'applicazione:

as: Rt — exp(tA*)exp(tA) = [exp(tA)]” exp(tA) € GL(n,C)
e differenziabile e
oy (t) = exp(tA*) (A" + A) exp(tA) VteR.

Quindi: se A € u(n), allora a4(t) = I,, per ogni t € R; in particolare A* + A =
a/4(0) = 0. Viceversa, se A* + A =0, allora o/ (t) = 0; quindi a4 (t) € costante ed
uguale ad I,, e percio A appartiene all’algebra di Lie u(n) di U(n).

Dimostriamo ora che I’applicazione exp : u(n) — U(n) & surgettiva. Fissiamo
u € U(n). Per il lemma IV.1.1, possiamo trovare una base ortonormale di C™, e
quindi una matrice a € U(n), tale che

e 0 0 0 0

0 €% o 0 0
1 0 0 € 0 0

aua” T = aua’ = . .
0 0 0 efn-1 0
0 0 0 0 ein
Allora, posto

i1 0 0 0 o0

0 6 O 0 0

0 0 i3 0 o0

A= o :
0 0 0 i0p_1 O
0 0 0 0 il

abbiamo A € u(n) e quindi vAu* € u(n) e
exp(uAu®) = uexp(A)u* = a.

Essendo immagine dello spazio vettoriale u(n) mediante I’applicazione continua exp,
il gruppo U(n) & connesso per archi. O
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82 IL GRUPPO SPECIALE UNITARIO
L’applicazione
U(n)>u —detucS' cC

¢ un omomorfismo continuo del gruppo unitario nel gruppo moltiplicativo S! dei
numeri complessi di modulo 1. Il suo nucleo

SU(n) = {ue U(n)| detu =1}

e un sottogruppo chiuso normale di U(n), che si dice gruppo unitario speciale di
ordine n.

TEOREMA 2.1 L’algebra di Lie di SU(n) é la sottoalgebra di Lie su(n) di u(n),
formata dalle matrici di u(n) che hanno traccia nulla:

su(n) = {X € u(n)|tr(X) =0}.

L’applicazione

su(n) 3 X — exp(X) € SU(n)
¢ surgettiva. Il gruppo SU(n) ha dimensione reale n?> — 1. Esso & compatto e
connesso per archi.
DiM. La prima affermazione segue dalla formula: det(exp(X)) = e (X). Infatti,
se X € su(n), da exp(tX) € SU(n) per ogni numero reale ¢, segue che:

{X—I—X*:O
tr(tX) =t -tr(X) = 2kmi VteR, con k=k(t)eZ.

La seconda relazione implica che tr (X) = 0.
Sia ora u € SU(n). Allora possiamo trovare a € U(n) tale che

et 0 0 .. 0 0

0 €% o .. 0 0

1 . 0 0 €% .. 0 0
aua = aua = . . .

0 0 0 ..e€¥Y%-1 o0

0O 0 0 .. 0 efn

La condizione detu = 1 da allora

exp(i(fy + ... +6,)) =1

e quindi
9. .
e = exp(—i(fh + ... + 0,-1)).

Posto

01 0 0 ... 0 0

0 i6; 0 0 0

0 0 ifs ... O 0

U =
0 0 0 .. ilp 1 0
0 0 0 ... 0 —i(014..40n 1)

abbiamo U € su(n) e quindi aUa* = aUa™! € su(n) per I'invarianza della traccia
rispetto al coniugio in GL(n,C) e

*

exp(aUa®) = aexp(U)a” = u.
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L’applicazione u(n) 3 X — itr (X) € R & un funzionale lineare non identicamente
nullo su u(n) e quindi su(n) ha dimensione n? — 1. Il gruppo SU(n) & compatto
perché & un sottogruppo chiuso di U(n) e connesso per archi perché immagine

continua, mediante I’applicazione esponenziale, della propria algebra di Lie su(n).
O

§3 I gruppl O(n) E SO(n)

11 gruppo O(n) (gruppo ortogonale di ordine n) ¢ il gruppo delle isometrie lineari
e SO(n) (gruppo speciale ortogonale o gruppo delle rotazioni di ordine n) quello
delle isometrie lineari di determinante 1 dello spazio Euclideo R™.

Osserviamo che SO(n) ¢ un sottogruppo normale di indice 2 di O(n). Poiché
GL(n,R) & un sottogruppo chiuso di GL(n,C), anche O(n) e SO(n) sono sotto-
gruppi chiusi di GL(n,C).

I gruppi O(n) e SO(n) sono compatti, in quanto valgono le:

O(n) = U(n) N GL(n,R) e SO(n) = U(n) N SL(n,R)

e quindi O(n) e SO(n) sono sottogruppi chiusi del gruppo compatto U(n).
TEOREMA 3.1 I due gruppi O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie

o(n) = {X €gl(n,R) | X +'X = 0}.

Dim. Sia X un elemento dell’algebra di Lie o(n) di O(n). Poiché exp(tX) €
GL(n,R)NU(n) per ogni t € R, il determinante di exp(tX) sara reale e di modulo
1. Poiché il determinante di una matrice reale e positivo, avremo allora:

det(exp(tX)) = et ) =1 Vit eR,

e quindi
exp(tX) € SO(n) VteR

dimostra che O(n) e SO(n) hanno la stessa algebra di Lie. Abbiamo poi
I, = Yexp(tX))exp(tX) = exp(t-'X)exp(tX) VtcR.
Poiché
% [((exp(tX)) exp(tX)] = exp(t-'X) ("X + X)exp(tX) VteR,
la condizione 'X + X = 0 & necessaria e sufficiente affinché X € o(n). O
TEOREMA 3.2 L’applicazione
o(n) > X — exp(X) € SO(n)

e surgettiva.
Dim. Per ogni rotazione a € SO(n), possiamo trovare una decomposizione di R™
in somma diretta di sottospazi a-invarianti e due a due ortogonali

R =VieWVe..eV,
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tale che ogni sottospazio V; abbia dimensione minore o uguale a 2 e la restrizione
di a ai sottospazi V; della decomposizione che hanno dimensione 1 sia l'identita.

Su ciascuno dei sottospazi V; di dimensione 2 la a definisce una rotazione dello
spazio Euclideo R2. Sara quindi sufficiente dimostrare che

0(2) 5 X — SO(2)

e surgettiva. Un elemento di 0(2) ¢ una matrice della forma

a0y = (50)-

Poiché
A(Q)Qh — <(—1)0h92h (_1)0h92h> e A(0)2h+1 — <_(_1)202h+1 (_1)h092h+1>
otteniamo

exp(A(0) = (20, mne ).

Cio dimostra che exp : 0(2) — SO(2) e surgettiva. La dimostrazione & completa.
U

TEOREMA 3.3 SO(n) é un gruppo compatto e connesso per archi di dimensione
n(n — 1)/2. Il gruppo O(n) é unione di due componenti connesse, omeomorfe a
SO(n).

DiMm. Abbiamo gia osservato che i gruppi SO(n) e O(n) sono compatti, in
quanto sottogruppi chiusi di U(n). Inoltre SO(n) & connesso per archi perché
immagine mediante ’esponenziale dello spazio vettoriale o(n). Questo ha dimen-
sione n(n—1)/2, in quanto le matrici di 0(n) sono le matrici antisimmetriche e queste
si parametrizzano con i coefficienti che sono al di sopra della diagonale principale.

In quanto immagine dell’algebra di Lie di O(n) mediante ’applicazione esponen-
ziale, SO(n) € la componente connessa dell’identita in O(n). La moltiplicazione a
sinistra per la matrice

~100 ... 00

010 .00

001 ..00

... .. 1€0(n)

000 .. 10

000..01
¢ un omeomorfismo di SO(n) su O(n) \ SO(n) e quindi O(n) ha esattamente due
componenti connesse, omeomorfe a SO(n). O

Osserviamo che SO(1) & un punto, mentre l'applicazione

SO(Q)BCL—>G((1)) cSt = {(;) €R2]x2+y2:1}

definisce un omeomorfismo di SO(2) su S!.

§4 L’OMOMORFISMO CANONICO SU(2) — SO(3)
Le algebre di Lie 0(3) e su(2) sono algebre di Lie di dimensione reale 3. Abbiamo

0 =z vy
0(3) = -z 0 —z | |zy,z€R
-y z 0
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. (95 y+iz
su(2) = {(—y—l—iz Cix ) |x,y,z€R}.

0

7A3: 0
0

1(i 0 1/0 1 10 i
Bl_i(o —z‘)’BQ_E(—l 0)’33_5(2' 0)'

Allora A;, A3, A3 formano una base di 0o(3) e By, B2, Bs una base di su(2) e il
prodotto di Lie delle due algebre e descritto nelle due basi dalle tabelle:

Poniamo

0
0
0

OO
oo
|
OO
N

[A;, Ap] = Ay, [Bj, By = B < (j, h, k) € una permutazione positiva di {1, 2, 3}.

Le due algebre sono quindi isomorfe e isomorfe all’algebra di Lie definita su R? dal
prodotto vettore.
Indichiamo con

s:0(3) — su(2)

I'isomorfismo di algebre di Lie che fa corrispondere ad A; € 0(3) 'elemento B; €
su(2).

Per descrivere una rappresentazione di SU(2) nel gruppo delle rotazioni di R3,
introduciamo 'isomorfismo R-lineare:

Abbiamo

Facciamo operare SU(2) su su(2) mediante la rappresentazione aggiunta:
SU(2) x su(2) 3 (u, X) — Ad(u)X = uXu™* € su(2).
L’isomorfismo A ci permette di definire una rappresentazione lineare
p:SU(2) — GL(3,R)

mediante
p(w)v = A7 (ad(u)A(v)) Vo € R3.

LEMMA 4.1 Per ogni u € SU(2), & p(u) € SO(3).
DiMm. Osserviamo che

lv]? = det A(v) Vv € R3,
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Abbiamo percio

Ip(u)v]? = det(ud(v)u™t) = det A(v) = |v|* Vo € R3.

TEOREMA 4.2 L’applicazione
p:SU(2) — SO(3)
e un omomortismo di gruppi surgettivo. Il suo nucleo é il sottogruppo normale
{£L} C SU(2).
DiMm. Siano a,b € SU(2). Allora

pla) o p(b)v = p(a)(A~'Ad(b)A(v))
=A"toAd(a) o Ao ATTAd(b)A(v)
— A1 o Ad(a) 0 Ad(b)A(v)
=A"1o Ad(ab)\(v)
=p(ab)v Vv e R3.

Cio dimostra che p ¢ un omomorfismo. Calcoliamone il nucleo. Esso & formato
dalle trasformazioni v € SU(2) tali che

Ad(u)X = X VX €su(2),

cioe
[u, X] = uX — Xu =0 VX € su(2).

™
~_

Scrivendo queste identita con X = B;, (j = 1,2, 3), si ottiene, per u = (

QIR

6=0 a = +1.

Per completare la dimostrazione, basta osservare che la trasformazione p : SU(2) —
SO(3) puo essere definita dal diagramma commutativo:

su(2) —2— SU(2)

<] |’

0(3) —— SO(3).

exp

Da questo diagramma otteniamo immediatamente che p & surgettiva in quanto
—1
pOexp |gu(2) 08 = exp|o(3)
e surgettiva. O

TEOREMA 4.3 Il gruppo topologico SO(3) é omeomorfo allo spazio proiettivo
RP3.
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Dim. Il quoziente iniettivo della rappresentazione p : SU(2) — SO(3) da un
omeomorfismo

SU(2)/ (1, — SO(3).

11 quoziente SU(2)/ (+1,) ¢ omeomorfo al quoziente di S? C C? rispetto alla mappa

antipodale
S35¢— eS8

e quindi allo spazio proiettivo RIP3. O

OSSERVAZIONE L’omomorfismo canonico SU(2) — SO(3) ha un importante si-
gnificato fisico: il fattore 1/2 che compare nell’isomorfismo s tra l’algebra di Lie delle
matrici 3 x 3 antisimmetriche e I’algebra di Lie su(2) delle matrici antihermitiane
2 x 2 a traccia nulla si puo interpretare come uno spin.

Angoli di Eulero

Per ricavare la surgettivita dell’applicazione p : SU(2) — SO(3) possiamo
utilizzare la rappresentazione di SO(3) mediante gli angoli di Fulero. Conside-
riamo gli omomorfismi

r,0: 8" — SO(3)

definiti da
‘ 1 0 0 ‘ cosf 0 —sind
() = [0 cos¢ —sing |, o) = 0 1 0
0 sin¢g coso sinf 0 cosé

(rotazioni intorno all’asse x e rotazioni intorno all’asse y).

LEMMA 4.4 L’applicazione
a: St x ST x S5 (e %2 ) — 1) 0 o(e2) o T(e'%) € SO(3)

e surgettiva.

DiM. Sia ey, ez, e3 la base canonica di R3. Un’applicazione a € SO(3) & com-
pletamente determinata dall’immagine dei vettori e;, e;. Poniamo €; = a(e;) per
j =1,2. Poiché |e;| = 1, abbiamo per opportuni ¢, € R:

COos
€1 = | singsiny

cos ¢ sin 1

(coordinate polari in R3). Una base ortogonale di ¢i- ¢ data dai vettori

0 —siny
vy = cos¢p |, vg = | sin¢cosy
—sin¢ coS ¢ cos Y

Quindi €5 = w1 cosf + vy sinf per un opportuno # € R. Chiaramente

a = a(e™™ e, ).
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OSSERVAZIONE In generale gli angoli di Eulero si riferiscono a una scelta di ¢, v, 6
con 0 <Y <mel<op,0<2m.

Definiamo ora

7,6 : 8" — SU(2)

mediante

= (% ) o= (0 o )
Sia
d: St x St x St o (9,62 ¢1%) — 7(e91) 0 5(e1%2) 0 7('%2) € SU(2).
Otteniamo allora il diagramma commutativo

SlxSlxsl — , glx gl xgt

& o

SU(2) ——  SO(3).

§5 IL GRUPPO UNITARIO SIMPLETTICO Sp(n)
Abbiamo definito il gruppo Sp(n) come il gruppo di tutte le matrici complesse

unitarie a di ordine 2n che soddisfano *aJa = J, ove J = (7 I In )
Il gruppo Sp(n) si puo identificare al gruppo delle matrici n X n a coefficienti
quaternioni che preservano il prodotto scalare canonico di H".

Ricordiamo che il corpo (non commutativo) H dei quaternioni di Hamilton si
puo identificare all’anello associativo delle matrici 2 x 2 a coefficienti complessi

della forma q = (_5 7“%) con z,w € C. Un numero complesso z si rappresenta
con la matrice 32 Indichiamo con j la matrice ( _(1) (1)> Possiamo allora

scrivere il quaternione q mediante:
q=2z+4+wj=z+ jw.
Il prodotto di due quaternioni si puo esprimere mediante:
(21 +w1j) - (22 + waj) = (2122 — wiW2) + (z1w2 +w1Z2)j V21, 22, w1, w2 € C.
Questa formula si ricava immediatamente da:
jz=7%j YzeC e  j*=-1.

11 coniugato di un quaternione (corrispondente all’aggiunta della matrice con cui e
definito) & dato da:

Z4+wj =2z — wj.
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Indichiamo con o l'isomorfismo:
o:C™ > (2" w)ichen — (" + jw)i<nc, € H”

e con
¢:C%" 5 (M wh) — (zh, a") e C*

il coniugio. Allora, indicando con (-j) la moltiplicazione a destra di un vettore di

H"™ per il quaternione j, abbiamo:

g—lo(.j)og:—Jog: <In _I">oq.

Consideriamo una matrice B = C' + jD = (Chx + jDni)1<h.k<n con coeficienti
Chi + jDpr, € H, Chi, Dy € C. Se u = v + jw € H", con v, w € C™, abbiamo

Bu = (Cv — Dw) + j(Dv + Cw).

Ad essa risulta dunque associata una B € M (2n, 2n; C) rappresentata dalla matrice:

B:(_% g)

Le matrici di questa forma sono tutte e sole le matrici 2n x 2n complesse A che
soddisfano la:

(+) AJ = JA.

Esse formano una sottoalgebra di Lie reale di gl(2n,C), che si indica con gl(n, H).
Gli elementi invertibili di gl(n, H) formano il gruppo lineare di ordine n sui quater-
nioni, che indichiamo con GL(n, H).

Consideriamo ora un elemento g € Sp(n). Esso & rappresentato da una matrice
complessa unitaria (2n)x (2n), che verifica g J g = J. Poiché g = g1, sostituendo
otteniamo ().

Abbiamo percio un’inclusione naturale: Sp(n) — GL(n, H).

Possiamo quindi caratterizzare Sp(n) come il gruppo delle trasformazioni H-
lineari su H", che lasciano invariato il prodotto scalare sui quaternioni:

n
(xx) (ug|ug)y = Z ubul.
h=1

Se scriviamo le componenti u' nella forma v + jwl con v', wl € C per | = 1,2,
troviamo per il prodotto scalare sui quaternioni I’espressione:

(ulug)u= Y_p_ vivh + whwl + 535 whoh — vfw?

= (@) B (i) ()7 ()] 5

da cui segue che Sp(n,C) consiste esattamente delle matrici di GL(n,H) che
preservano il prodotto ().
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TEOREMA 5.1 Per ogni intero n > 1 il gruppo Sp(n) é compatto e connesso per
archi. La sua algebra di Lie ¢

sp(n) ={X €5l(2n,C) | 'XJ+JX =0, X*+ X =0}.
L’esponenziale definisce un’applicazione surgettiva

exp : sp(n) — Sp(n).

DiM. Sp(n) é compatto perché é un sottospazio chiuso di U(2n), che & compatto.

La caratterizzazione della sua algebra di Lie sp(n) si ottiene con argomenti simili
a quelli utilizzati in precedenza: si osserva che sp(n) C u(2n) e che, posto y(t) =
exp(t'X) J exp(tX), risulta:

Y(t) = exp(t*X) (J'X + X J) exp(tX).

Da questa si ottiene facilmente che la condizione J'X + X .J = 0 & necessaria
e sufficiente affinché una X € u(2n) appartenga a sp(n). Moltiplicando a sinistra
per J e calcolando la traccia troviamo che tr X = 0 (e quindi X € su(2n)) e
moltiplicando a destra e a sinistra per J troviamo la condizione equivalente *X.J +
JX =0.

Osserviamo infine che per ogni g € Sp(n) possiamo trovare a € Sp(n) tale che

(%) aga™! = ‘

e—i0n

Sia infatti A; un autovalore di g e sia v; un suo autovettore con |v;| = 1. Abbiamo
allora: - ~
a(Juy) = Javy = J(A\v1) = A (Joq) .

Ragionando per ricorrenza, troviamo una base ortonormale di C?” della forma:
Viy ovey Upy J(V1), oony J(Up).

I suoi vettori formano le colonne della matrice a € Sp(n) per cui a™!ga ha la forma
diagonale (x).

La matrice ,
7,91

—1i0;

—i6,
appartiene a sp(n) ed exp(X) = g.
Cio dimostra la surgettivita dell’esponenziale e quindi il fatto che Sp(n) é con-
nesso per archi. O

86 SFERE E GRUPPI COMPATTI

Sia k uno dei corpi R, C, H e indichiamo con eq,es, ..., e, la base canonica di
k™. Possiamo allora identificare O(n — 1) (risp. SO(n — 1), U(n — 1), SU(n — 1),
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Sp(n—1)) al sottogruppo di O(n) (risp. SO(n), U(n), SU(n), Sp(n)) delle trasfor-

mazioni che lasciano fisso il vettore e,. Abbiamo allora i seguenti omeomorfismi:

TEOREMA 6.1

U(l) ~ SO(2
SU(2) ~ Sp(1
O(n)/O(n —1) ~S0O(n)/SO(n —1
U(n)/U(n—1) ~SU(n)/SU(n —1
Sp(n)/Sp(n —1

DiM. Dim In ciascuno dei casi I’omeomorfismo cercato e il quoziente iniettivo
dell’applicazione g — g(e,).

S2n=l > 1)

)~
)=~
)~ 5”1 (n>1)
)=~
)= STl (> 1)

TEOREMA 6.2 Per ognin > 2 il gruppo U(n) é omeomorto al prodotto topologico
SU(n) x St.
Dim. Indichiamo con D, () la matrice n x n:

A

D)= '

1

Definiamo allora 'omeomorfismo cercato mediante:
SU(n) x S' 3 (9,\) — D,,(\) g € U(n);
il suo inverso ¢ dato da:

U(n) > g — (D,(1/detg) g,det g) € SU(n) x S*.

Abbiamo le successioni esatte di omotopia dei fibrati:
— m(8") ——

—— m(SO(n)) —— m(SO(n+1)) —— m(S") —— 1

o (S2n+1)

—— m(SU(n)) —— m((SUMn+1)) —— m(S*H) —— 1

7T2(53n—|—1)
—— m(Sp(n)) —— m(Sp(n+1)) —— m (S ) —— 1

da cui si deduce:

TEOREMA 6.3 I gruppi SU(n) e Sp(n) sono semplicemente connessi per ogni n >
1. Per ognin > 2 il gruppo SO(n) non & semplicemente connesso e w1(SO(2)) ~ Z,
71(SO(n)) ~ Zs per ognin > 3.
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§7 RIVESTIMENTI E GRUPPO DEGLI SPINORI

TEOREMA 7.1 Sia G un gruppo topologico connesso e localmente connesso per
archi. Il gruppo fondamentale 71(G) é commutativo.

Sia G = G un rivestimento connesso di G. Fissato un punto é € w~(e), vi é
un’unica struttura di gruppo topologico su G per cui é sia l'identita di G e 7 sia
un omomorfismo di gruppi topologici.

Dmm. Se a,f : [0,1] — G sono cammini continui con «(0) = «(1) = 4(0) =
B(1) = e, consideriamo ’applicazione continua:

F:[0,1] x[0,1] 3 (t,5) — a(t) - 5(s) € G.

Allora
F(2t,0) se 0<t<3
(a-B)(t) = )
F(1,2t —1) se 5 <t<1
e
F(0,2t) se 0<t<4
(B-a)(t) = )
F(2t—-1,1) se 5 <t<l1
e possiamo definire un’omotetia tra a - 5 e 3 - @ mediante:
F((1 — 5)2t,2st) se 0<t<1
G(s,t) = 1
F(1-s)4+s2t—1),s+(1—s)(2t—1)) se 5 <t<l1.

Cio dimostra che 71 (G) ¢ un gruppo abeliano.

laora 7 : — un rivestimento connesso di G. serviamo che G ¢ connesso
S G G st t ssodi G. Os he G S
per archi.

Per ogni § € G indichiamo con 7T1(G, g) il gruppo fondamentale di G con punto
base ¢g. Dimostriamo innanzitutto il seguente:

LEMMA 7.2 Siag e G esia g e n'(g). Allora per ogni ¢ € ,(m1 (G, €)) risulta
Ly, (§) € m(m1(G, 9))-

DIM. Sia & : [0,1] — G un laccetto con &(0) = &(1) = é e poniamo a = 7 o .
Dobbiamo dimostrare che il laccetto Ly oo : [0,1] 2t — Ly(a(t)) € G, si rialza a
un laccetto di punto iniziale g.

Sia 4 : [0,1] — G un cammino continuo con estremi é e § e sia y = 7 0 4.
Consideriamo ’applicazione continua:

[0,1] x [0,1] > (¢,5) — G(t,8) =7(s) - at) € G.

Essa si rialza ad un’applicazione continua G(t,s) e t — G(t,1) rialza L, o o.. Per
dimostrare che questo & un laccetto, consideriamo I'insieme A degli s € [0, 1] tali che
G 0,s) = G (1,s). Esso contiene 0, & chiuso perché G ¢ uno spazio di Hausdorff, ed &
aperto perché 7o G(0,s) = v(s) = 7o G(1,s) e G = G & un rivestimento. Coincide
quindi con [0, 1]: in particolare G(0,1) = G(1,1) e t — G(t,1) & un laccetto. [

CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 7.1
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Siano g; e g due elementi di G e siano &1,&2,31,62 : [0,1] — G cammini
continui con @;(0) = £;(0) = &;, &;(1) = G;(1) = g, per i = 1,2. Poniamo
o =Tody, B =mofB (i =1,2). Consideriamo i cammini continui « : [0,1] 3
t — ar(t)as(t) € Ge B:[0,1] 3t — Bi(t)Ba2(t) € G e siano & : [0,1] — G e
3:[0,1] — G iloro rialzamenti con punto iniziale é. Dimostriamo che &(1) = 3(1).
A questo scopo osserviamo che

aq(t+ st) - as(t — st se 0<t<i
F(t,s):{ 1t st) - ca(f = st) X 2
a1(s+t—st) - as(t+ st —s) se 5 <t<1

¢ un’omotetia tra o e
oy (2t) se 0<t<i
a/:al.(Lgloaz):{ ) 2
gl-oz2(2t—1) se §§t§1

Se indichiamo con &’ il rilevamento di &/ con punto iniziale é, avremo quindi &’'(1) =
&(1). Analogamente, posto

B1(2t) se
g1 -ﬁ2(2t— 1) se

—_ NI

ﬁ':m(Lgloﬁz):{

<t<
<t<

b

o= O

i rilevamenti 3 e 3’ di 8 e 8 con punto iniziale é hanno lo stesso punto finale in G-.

Osserviamo ora che i punti finali di & e di 3 sono i punti finali dei rialzamenti
dei cammini Ly, o ap e Ly, o B2 con punto iniziale g;. Questi coincidono perché
(Lg, 0 ) - (Lg, 0 B2)~t = Ly, o (ag - B5") & 'immagine mediante la traslazione a
sinistra per g; del laccetto ag - 35 1 che per ipotesi ¢ immagine mediante 7 di un
laccetto in G di punto iniziale é. Per il Lemma IV.7.2, esso ¢ allora 'immagine di
un laccetto di punto iniziale ¢; in G.

Possiamo quindi definire:

G192 = &(1)

in quanto la definizione non dipende dalla scelta dei cammini «; e 31 che congiun-
gono € ai punti g1, go rispettivamente.

Si verifica poi senza difficoltd che con questa definizione di prodotto G & un
gruppo topologico con unita é e che 7 : G — G & un omomorfismo di gruppi. U

Il rivestimento universale di SO(n), per n > 3, & un gruppo topologico che si
indica con Spin(n) e si dice il gruppo degli spinori di ordine n. Il rivestimento
Spin(n) = SO(n) ¢ a due fogli ed & un omomorfismo di gruppi. Osserviamo che
Spin(3) ~ SU(2).
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CAPITOLO V

LA LISTA DI CARTAN DEI GRUPPI CLASSICI

Un gruppo di Lie & un gruppo topologico separato localmente isomorfo? a un
sottogruppo di Lie del gruppo lineare reale.

La sua algebra di Lie g si identifica all’algebrea di Lie del corrispondente sotto-
gruppo di Lie del gruppo lineare.

Ogni gruppo di Lie G con un numero finito di componenti connesse ¢ diffeomorfo
ad una varietd prodotto K x R¥, ove K ¢ un sottogruppo di Lie compatto massimale
di G. In questo capitolo introduciamo i gruppi lineari classici della lista di Cartan
e per ciascuno di essi descriviamo questa decomposizione.

Per una presentazione opportuna di G come gruppo lineare, cioe come sotto-
gruppo chiuso di GL(n, C), il sottogruppo compatto massimale K sara 'intersezione
G NU(n) di G con il gruppo delle matrici unitarie.

§1 PROPRIETA TOPOLOGICHE DEI GRUPPI CLASSICI
Un sottogruppo G del gruppo lineare GL(n,C) si dice pseudoalgebrico se puo
essere definito mediante un sistema di equazioni:

(*) fi(g,9") = ... = fn(9,97) =0

dove fi, ..., fy sono polinomi a coefficienti reali delle parti reali e immaginarie dei
coefficienti di ¢ € GL(n,C). I sottogruppi pseudoalgebrici sono ovviamente chiusi.
I gruppi classici della lista di Cartan che introdurremo nel paragrafo seguente
sono tutti pseudoalgebrici.
Il seguente teorema ci da un metodo per rappresentarli topologicamente come il
prodotto del sottogruppo compatto G NU(n) e di uno spazio euclideo R¥.

TEOREMA 1.1 Sia G un sottogruppo pseudoalgebrico connesso di GL(n,C) che
goda della proprieta:
geG=g"€G,

e sia g l'algebra di Lie di G. Allora I'applicazione
(GNU(n)) x (gNp) > (u,B) —uexp(B) € G

e un omeomorfismo.
Dim. Per il Teorema I1.4.1 ogni elemento g € G C GL(n,C) si scrive in modo
unico come

g=uop con ué€Un)pecPy(n).

9G & un gruppo di Lie se esiste un sottogruppo di Lie G’ di un gruppo lineare GL(n,C) e un
omeomorfismo ¢ : U — U’ di un intorno dell’identitd di G su un intorno dell’identita U’ di G’

tale che, se g1, 92,9192 € U, allora ¢(g192) = ¢(g1)¢(g2)-
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Poiché per ipotesi anche

*

9" =pou’ =pou' €@,

il gruppo G contiene I’elemento

g9 = p°.

Per il Teorema I1.3.2, vi & un unico elemento B € p(n) tale che
p = exp(B).

Sia a € U(n) tale che a o B o a* sia in forma diagonale:

61 0 0 0
0 62 O 0
aoBoa* =1 0 0 03 0
0o 0 0 ... 0,

con #; € R per j =1,...,n. Il gruppo ad(a)(G) & ancora un sottogruppo pseudo-
algebrico di GL(n,C) e quindi le matrici diagonali reali di ad(a)(G) formano un
sottogruppo pseudoalgebrico Q di GL(n,C). Possiamo percid trovare un insieme
finito di polinomi fi,..., fy € Rlzq, ..., z,] tali che la matrice diagonale reale

&0 ... 0
0 & ... 0
. ,2 _ € GL(n,R)
0 0 ... &,

appartenga a Q se e soltanto se

fi(&,&,...6n) =0 per j=1,... N.
Abbiamo allora

fj(e%al,e%e?, e?kny =0 Vkez Vj=1,..,N.

Per concludere la dimostrazione utilizziamo il seguente

LEMMA 1.2 Sia f : R — R una funzione esponenziale-polinomiale della forma:
N
fit) = chebjt teR
j=1

con cj,b; € R eb; # bj sei # j. Se f si annulla per ogni t € Z \ {0}, allora f si
annulla per ognit € R.
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DiM. Poniamo exp(b;) = §;. Consideriamo la matrice

&1 & & ... &N

fg § 53; :2?,
M(éla---,fjv) = gl 5 53 N
S

Dico che

det M(&1,.6n) = &6 [ & -&)

1<i<j<N

Per dimostrare questa formula osserviamo che

det M(gla"'agN) = 51 Teee SN - det V(£17~--7§N)

dove V' (&1, ...,€n) € la matrice di Vandermonde di ordine N:

1 1 1 o1
508 8 8
Ve e = |8 v
LNS1 eN—1 eN—1 N1
1 2 3 N

Abbiamo
det V(& ...én) = [ (& - &)

1<i<j<N

Per dimostrare questa formula, ragioniamo per ricorrenza su N. La formula del
determinante di Vandermonde ¢ facilmente verificata nel caso N = 2. Supponiamo
quindi N > 2 e la formula vera per determinanti di Vandermonde di ordine N — 1.
Sottraendo alla j+ 1-esima riga &; volte la j —esima, per j = 1, ..., N —1, otteniamo:

1 1 1 o1

0 &L—& & — &1 o EN—&

0 &(&—&) &3(&3 — &) o En(En — &)
AtV tn)=det] o 2(6 - &) G(&G-&) ... &Ev-&)

0 & 2&—-&) &2 -&) ... ENEnv—&)

Raccogliendo il fattore (§; — &) nella j-esima colonna, per j = 2,..., N, si ottiene

det V(&1 ..08n) = (&2 —&1) o (Ev — &) - det V (&2, ..., EN)

da cui la formula segue per l'ipotesi di ricorrenza.
In particolare, M (&1, ...,&n) € una matrice invertibile e la relazione

(017 "'7CN)M(£17 7€N) =0
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implica che ¢c; = ... = ¢y = 0. O

Concludiamo ora la dimostrazione del teorema. Per il lemma appena dimostrato,
otteniamo che
fi(e®, ety =0 VteR,j=1,.. N.

Quindi exp(2t(aBa*)) € Q per ogni t € R e cido mostra che
B egnp(n).
Allora p € G e percio u = gop~! € GNU(n). L'applicazione
(GNU(n)) x (gNp(n)) 3 (u, B) — uexp(B) € G
€ quindi continua e surgettiva e ha inversa:

G3g—(90(g"9) % (g"9)"?) € (GNU(n)) x (gNp(n))

continua, onde € un omeomorfismo.

Nello studiare un gruppo classico G C GL(n, C) della lista di Cartan con algebra
di Lie g seguiremo quindi il seguente procedimento:

(1) Verificheremo che esso contenga l’aggiunto di ogni suo elemento;
(2) Calcoleremo g N p(n);
(3) Studieremo il sottogruppo compatto G N U(n).
Osserviamo ancora che 'algebra di Lie di GNU(n) ¢ gNu(n) e che 'applicazione

esponenziale
gNu(n)> X —exp(X) e GNU(n)

ha come immagine la componente connessa dell’identita in G N U(n). Abbiamo
infatti

TEOREMA 1.3 (CARTAN-WEYL-HOPF) Sia G un sottogruppo compatto e con-
nesso di GL(n,C), con algebra di Lie g. Allora

g5 X —exp(X) € G

e surgettiva.
Non diamo qui la dimostrazione di questo teorema!?, la cui validita ¢ stata verificata
per ciascuno dei gruppi classici compatti e connessi: SO(n), U(n), SU(n) e Sp(n).

62 ALCUNI GRUPPI DI MATRICI E LE LORO ALGEBRE DI LIE

Nel capitolo precedente abbiamo esaminato i gruppi classici compatti della lista
di Cartan. Completiamo ora la lista di Cartan dando ’elenco dei gruppi classici
non compatti, con le loro algebre di Lie.

Ul(p, q) ¢ il gruppo delle matrici complesse a € GL(p + ¢,C) che soddisfano

a K a* = K per una matrice Hermitiana simmetrica K con segnatura (p, q).

Ad esempio, possiamo prendere K = (Ip _1, ) La sua algebra di Lie ¢

ulp,q) ={X egllp+¢,C) | X*K + KX =0}.

10Pgssiamo introdurre su G- una metrica Riemanniana invariante per le traslazioni a destra e
a sinistra; allora le geodetiche per ’origine sono tutti e soli i sottogruppi a un parametro di G.
La tesi segue allora dal fatto che 'identita e di G si puo congiungere a un qualsiasi punto g € G
mediante una geodetica v : [0,1] 5 ¢ — exp(tX) € G di lunghezza minima per cui v(0) = e e

v(1) =g.
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e il gruppo delle matrici complesse a € U(p,q) con determinante 1:
SU(p,q) = U(p,q) N SL(p + ¢,C). L’algebra di Lie corrispondente &

su(p,q) ={X €u(p,q) |[tr X =0} = u(p,q) Nsl(p+¢,C).
¢ il gruppo delle matricil! a € SL(2n, C) tali che
aJ = Ja

dove a ¢ la matrice i cui coefficienti sono i coniugati dei coefficienti di a e
J & una matrice reale antisimmetrica di rango 2n. Ad esempio possiamo

fissare J = (_ s In ) La sua algebra di Lie e:
su(2n) = {X €sl(2n,C) | XJ = JX VzweC'}.

e il gruppo delle matrici a di SL(n, C) che lasciano invariata una matrice

simmetrica non degenere @:
SO(n,C) = {a € SL(n,C)| ‘aQa = Q}.
La sua algebra di Lie e:

s0(n,C) = {X €sl(n,C)|'XQ + QX = 0}.

¢ il gruppo delle matrici reali @ € SL(p + ¢, R) tali che ‘a Ka = K per

una matrice reale simmetrica K € M((p+¢q), (p+q); R) di segnatura (p, q).
La corrispondente algebra di Lie é:

o(p,q) ={X €sl(p+¢R)|'XK + KX =0}.
e il gruppo delle matrici a € SL(2n,C) tali che

aJa=J e taa = K

ove J & una matrice antihermitiana di rango 2n e K & una matrice simme-
trica di rango 2n con JK = K.J. Possiamo ad esempio fissare K = Iy, e

J = <_ ; Ln ) L’algebra di Lie corrispondente e:
50" (2n) = {X €5((2n,C) | X*J+JX =0, XK+ KX =0}.

¢ il gruppo delle matrici a € GL(2n, C) tali che ‘aJa = J per una matrice
antisimmetrica J € M (2n, C) di rango 2n. La corrispondente algebra di Lie
e:
sp(n,C) = {X € gl(2n,C) | 'XJ+JX =0}.

1 Questo gruppo si pud indicare anche mediante SL(n,H) e la corrispondente algebra di Lie
mediante sl(n, H).
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Sp(n,R) ¢ il gruppo delle matrici a € GL(2n, R) tali che ‘aJa = J per una matrice

antisimmetrica J € M (2n, R) di rango 2n. La corrispondente algebra di Lie
e:
sp(n,R) = {X € gl(2n,R) | ' XJ + JX =0}.

Sp(p, q) e il gruppo delle matrici a € Sp(n,C) (con p + ¢ = n) tali che a*Ka =

K per una matrice Hermitiana simmetrica K di segnatura (2p,2q) che

I, . .
commuta con J. Se J = ( ), possiamo fissare ad esempio

—I,

K

La corrispondente algebra di Lie é:
sp(p,q) ={X €sp(n,C) | X" K+ KX =0}.

Osserviamo che Sp(n) = Sp(n,0) = Sp(0,n) = Sp(n,C) N U(2n).

§3 I Gruppr U(p,q) E SU(p,q)
Fissiamo K = I, , = <Ip —1q> e poniamo n = p + q.

LEMMA 3.1 Se g € U(p,q), allora g* € U(p, q).

DiMm. Per la definizione del gruppo U(p, q¢) , abbiamo

* —1
G Ipq=1Ipq9 -

Da questa otteniamo, passando alle inverse:
9lpq =(9")" Ip,q = Ip,q(g*)_l
e quindi g* € U(p, q). O

LEMMA 3.2 U(p,q) N U(n) = U(p) = U(g).
DiM.  Scriviamo un elemento g € U(p, q¢) N U(n) nella forma

_[a c
9=\d »
con matrici a di tipo p X p, b di tipo g X g, ¢ di tipo p X ¢, d di tipo g x p. Poiché
g € U(p, q), abbiamo

a*a—d'd=1, a‘c=d"b, b*b—c'c=1,.
Essendo g € U(n), abbiamo anche:

a‘a+d'd=1, a'c+db=0, b"b+c'c=1,.
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Da queste uguaglianze ricaviamo

da cui segue la tesi.

COROLLARIO 3.3 SU(p,q) N U(n) é omeomorfo al prodotto topologico SU(p) x
SU(q) x S*.
DiM. Se o € C, per ogni intero positivo h indichiamo con Dy (o) la matrice

diagonale h x h:
o

1
Dh(d) =

1
L’applicazione

SU@XSU@XS%M@@@—%(%gM/DngOESUm@ﬂUm)

e continua e bigettiva e dunque un omeomorfismo perché i due spazi sono compatti
di Hausdorff.

TEOREMA 3.4 SU(p,q) é omeomorfo al prodotto topologico SU(p) x SU(q) X
St x CP4. U(p, q) & omeomorfo al prodotto topologico SU(p, q) x St. I due gruppi
sono pertanto connessi per archi ma non compatti se pq # 0.

Dmm. Calcoliamo l'intersezione u(p, ¢) Np(n). Scriviamo X € u(p, q) N p(n) nella

forma X = (ii 22) con X171 € p(p), Xo2 € p(q) e X1 matrice complessa di tipo
p X q. Allora:
0= X"Ipq+ I X
= XIpgt IpgX
_(2X11 0
- 0 2Xoo
Quindi

u(p,q) Np(n) = su(p,a) p(n) = { (&, ) | Xi2 € M(p x 4,0)}

La tesi € percio conseguenza dei lemmi precedenti e del Teorema V.1.1.

84 T GrupPI Sp(n,C) E SU*(2n)

LEMMA 4.1 Se g € Sp(n,C), allora g* € Sp(n,C).
DiM. Abbiamo
tgJg=J

e dunque
Jg=tg7tJ

da cui, passando alle inverse:
g ' =Jly.



68 CAP. V - LA LISTA DI CARTAN DEI GRUPPI CLASSICI
Passando ai coniugati, otteniamo:

——1 *

g J=Jg

da cui

e dunque g* € Sp(n, C). d

TEOREMA 4.2 Sp(n,C) é omeomorfo a Sp(n) x R*(n+1),
Dimm. Sia g € Sp(n,C). Possiamo decomporre g in modo unico nella forma:

g=ab con a€Sp(n,C)NU((2n) e be Sp(n,C)NPL(2n).

La b si puo rappresentare in modo unico come esponenziale di una matrice B €
sp(n,C) Np(2n). Scriviamo B nella forma

B11 Bio
B =
Bi, B
con By matrici complesse n x n, By; e Bgy Hermitiane. Da ‘BJ 4+ JB = 0
otteniamo allora le uguaglianze:

Bi1 = 'Bas

Bis = 'Bys.

La matrice B &€ dunque della forma

) B <B11 B12>
Bis —Bi;

con By; Hermitiana e Bjs simmetrica. Le matrici Hermitiane della forma (%)
formano uno spazio vettoriale reale L di dimensione n? + n(n + 1) = n(2n + 1)
e dunque la tesi segue dall’omeomorfismo del Teorema V.1.1:

Sp(n) x L 3 (a,B) — aexp(B) € Sp(n,C).

TEOREMA 4.3 Il gruppo SU*(2n) & omeomorfo a Sp(n) x R —n=1,
DimM. Ricordiamo che g € SU*(2n) se g € SL(2n,C) e

Ne segue che, se g € SU*(2n) N U(2n) abbiamo
t —
gJg=1J

e dunque g € Sp(n).
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Si verifica immediatamente che g* € SU*(2n) se ¢ € SU"(2n) e dunque pos-
siamo ripetere il ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema precedente,
decomponendo g mediante

g=ab con a€cSU*(2n)NU((2n)e be SU*(2n)NP(2n).

La b e l'esponenziale di una matrice Hermitiana B in su*(2n): questo € lo spazio
vettoriale reale L di dimensione 2n? — n — 1 delle matrici della forma:

Bi1 Bia
B = _ _
—Bi12 By
con Bi; matrice n x n Hermitiana con traccia nulla e Bio matrice n X n complessa
antisimmetrica: *Bjs = —Bja. Per il Teorema V.1.1 otteniamo un omeomorfismo:

Sp(n) x L 3 (a, B) — aexp(B) € SU*(2n),

che dimostra la tesi. O

§5 I aruppl SO(n,C) E SO*(2n)

TEOREMA 5.1 SO(n,C) & omeomorfo a SO(n) x R ~m)/2,
DiM. Osserviamo in primo luogo che 'aggiunta ¢* di un elemento g di SO(n,C) &
ancora un elemento del gruppo. Infatti le equazioni che definiscono il gruppo sono:

det(9) =1, ‘gg=1.

Quindi, poiché anche g tg = I:

det(g*) = det(g) =1 e ‘'g'g"=(g9'9)" =1.

Un elemento g di SO(n,C) N U(n) soddisfa

e dunque e una matrice a coefficienti reali. Otteniamo percio:
SO(n,C)NU(n) = SO(n).
Decomponiamo g € SO(n,C) in modo unico mediante
g=ab con a€SO(n,C)NU(n) e beSOMn,C)NPi(n).

Gli elementi di SO(n,C) NP (n) sono tutti e soli gli esponenziali delle matrici
dello spazio vettoriale reale L di dimensione (n? — n)/2:

L = {B|B Hermitianae ‘B = —B} =i - 0(n)

cioe delle matrici a coefficienti puramente immaginari antisimmetriche. La tesi
segue dal Teorema V.1.1. U
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TEOREMA 5.2 SO*(2n) é omeomorfo a U(n) x R™ ~.

DiM. Dimostriamo in primo luogo che il gruppo SO*(2n) N U(2n) ¢ isomorfo,
come gruppo topologico, a U(n). Infatti, per un elemento g di tale gruppo, valgono
le equazioni:

tgg=1, g Jg=1J, g'g=1, det(g)=1.

La prima e la terza di queste equazioni ci dicono che g ¢ una matrice reale di
SO(2n). La seconda ci dice allora che g commuta con J e dunque ¢ C-lineare per
la struttura complessa su R?" definita da J. Si verifica facilmente che, se definiamo
I'isomorfismo R-lineare o : R?® — C" mediante

oleg) =er per 1<k<n e o(Jey)=o0(extn) =iex

I’applicazione
SO*(2n)NU(2n) > g — cogoo * € U(n)

e un isomorfismo di gruppi topologici. Per concludere la dimostrazione, osserviamo
che il gruppo SO*(2n) & chiuso rispetto all’aggiunzione e dunque, dalla decompo-
sizione

g=ab con a€SO*(2n)NU((2n) e be SO*(2n)NPL(2n).

Troviamo allora che b = exp(B) dove B € s0*(2n) Np(2n) ¢ univocamente deter-
minata come un elemento dello spazio vettoriale reale L di dimensione n? —n delle

matrici:

(X Y

B =1 con X,Y co(n).
Yy —-X

L’omeomorfismo cercato segue dal Teorema V.1.1. U

§6 I GrupPI Sp(p,q;C)

TEOREMA 6.1 Abbiamo 'omeomorfismo

Sp(p, q) = Sp(p) x Sp(q) x R*.

Dmm. Ricordiamo che il gruppo Sp(p, ¢; C) & caratterizzato dalle equazioni:

tgJg=1J e g*(lp’qf )gz(Ip’qI )
p,q p.q

Come abbiamo visto in precedenza, possiamo considerare un elemento g dell’ in-
tersezione Sp(p, ¢; C) N U(2n) C Sp(n) come un elemento di GL(n,H). Scriviamo
g per la matrice a coefficienti quaternioni corrispondente a g. Troviamo allora: se
g € Sp(p, ¢; C), allora

7g=1
G109 = Ip g

Si ottiene quindi

G= (91 gz> con g1 € Sp(p), g2 € Sp(q).
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D’altra parte abbiamo al solito I'invarianza di Sp(p, ¢; C) rispetto all’aggiunzione.
Dal Teorema V.1.1 otteniamo un omeomorfismo

Sp(0) % Sp(a) * L3 (1,92, 8) — () exp(B) € Sp(paiC)

ove in questo caso L = sp(p, ¢; C)Np(2n) & uno spazio vettoriale reale di dimensione
4pq di matrici Hermitiane. Le matrici di L hanno la forma:

0 Blg 0 Bl4
Bf, 0 'Biy O

B = 0 Bis 0 — B2
BI4 0 —tB12 0
con By e B4 matrici complesse di tipo p X gq. U

§7 1 aruppi SO(p, q)

TEOREMA 7.1 Siano p,q due interi positivi con p + ¢ = n. Allora il gruppo
SO(p, q) é omeomorfo a {—1,1} x SO(p) x SO(q) x RPY.

DiM. Ragioniamo come nella dimostrazione dei teoremi precedenti. Ricaviamo
in primo luogo che SO(p, q) N U(n) & formato dalle matrici:

1 0
s= (%)
con g1 € O(p), g2 € O(q) e det(g1) - det(gz2) = 1.
Quindi abbiamo ’omeomorfismo:

SO(p,q) NU(n) = {-1,1} x SO(p) x SO(q).
D’altra parte SO(p, ¢) NP4 (n) ¢ 'immagine iniettiva mediante ’applicazione espo-

nenziale delle matrici
_ 0 DBi2
5= (15, '0")

ove B € una matrice reale p x ¢q. Concludiamo utilizzando il Teorema V.1.1. [J
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CAPITOLO VI

ALGEBRE DI LIE

Prima di proseguire lo studio dei gruppi di Lie ed in particolare dei gruppi di Lie
lineari, & conveniente raccogliere in questo capitolo alcune delle definizioni generali
e delle proprieta pit importanti delle algebre di Lie astratte.

§1 NOZIONI FONDAMENTALI
Sia k un campo. Un’algebra di Lie su k € uno spazio vettoriale g su k su cui e
assegnata un’operazione binaria (commutatore):

(1.1) gxg3(X,)Y)—=[X,Y]€g

che gode delle seguenti proprieta:
(i) Poperazione (1.1) & k-bilineare;
(i) [X,X]=0 VX €g;
(iti) [X.[Y, Z)] + [V.[Z.X]| + [Z.[X,Y]| =0 VX,Y.Z € g
(IDENTITA DI JACOBI).
Osserviamo che (ii)=(i7'):[X,Y] = —[Y, X] VX,Y € g e che (i) e (ii') sono
equivalenti se k ha caratteristica # 2.

OSSERVAZIONE  Sia V' uno spazio vettoriale sul campo k. Se poniamo [v,w] =0
per ogni v,w € V, questo prodotto definisce su V una struttura di algebra di Lie.
In generale chiamiamo algebra di Lie abeliana o commutativa un’algebra di Lie g in
cui il commutatore di due qualsiasi elementi sia nullo.

Dati due sottospazi vettoriali 2,8 di un’algebra di Lie g, indichiamo con [2(, 2B]
il sottospazio vettoriale di g generato dai vettori della forma [X,Y] con X € 2,
Y € 9B. Per la (ii'), abbiamo [, B] = [B, 2.

Un sottoinsieme a di g si dice una sottoalgebra di Lie di g se ¢ un sottospazio
vettoriale di g e [a,a] C a; esso si dice un ideale di g se ¢ una sua sottoalgebra di
Lie e inoltre [a,g] C a.

Osserviamo che {0} e g sono ideali (banali) di g. Se a, b sono ideali di g, anche
a+ b e [a,b] sono ideali di g. Altri esempi di ideali di g sono il suo centro Zy(g) e
il suo derivato gV, definiti da

(1.2) Zy(g) ={X €g|[X,Y]=0 VY €g},

(1.3) gt =[g,9].

Se a e una sottoalgebra di Lie di g, il suo normalizzatore in g

(1.4) Ng(a) ={X eg|[X,Y]€a VY €a}
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€ ancora una sottoalgebra di Lie di g: essa contiene a ed ¢ la piu grande sottoalgebra
di g che contiene a come un ideale. Analogamente il centralizzatore di a in g

(1.5) Cyla) ={X €g|[X,Y]=0 VY €a}
¢ una sottoalgebra di Lie di g.

Siano f, g due algebre di Lie sullo stesso campo k. Un’applicazione ¢ : f — g si
dice un morfismo di algebre di Lie se € k-lineare e soddisfa inoltre:

(1.6) (X, Y]) = [p(X),0(Y)] VXY €f.

LEMMA 1.1 Sia ¢ : f — g un morfismo di algebre di Lie su k. Allora ¢(f) é una
sottoalgebra di Lie di g e ker ¢ e un ideale di §.

Se a e un ideale dell’algebra di Lie g, allora vi € un’unica struttura di algebra
di Lie sul quoziente g/a che renda la proiezione naturale g — g/a un morfismo
di algebre di Lie. Con questa struttura g/a si dice 1'algebra di Lie quoziente di g
rispetto all’ideale a.

Un’algebra di Lie g si dice semplice se non € commutativa e non contiene ideali
non banali.

§2  ESEMPI
Sia V' uno spazio vettoriale sul campo k. Lo spazio vettoriale Endy (V') di tutti
gli endomorfismi k-lineari di V' e un’algebra di Lie con il prodotto definito da

(2.1) [A,B]=AoB—BoA VA,B e Endy(V).

Con la struttura di algebra di Lie, esso si indica con glg(V'). Se V' = k", scriviamo
gl(n,k) invece di glk(k™). Ogni sottoalgebra di un’algebra di Lie glk(V') si dice
un’algebra di Lie lineare. Un teorema di Ado-Iwasawa dice che ogni algebra di Lie
di dimensione finita é isomorfa a un’algebra di Lie lineare. Esempi importanti di
algebre di Lie lineari sono i seguenti, ove V =k", 1 <n < oco:

(Ae)  sl(l+1,k) ={X e gl({ +1,k)|tr(X) =0} ;

(Be)  so(,¢+ 1;k): trasformazioni antisimmetriche rispetto a una forma bili-

neare simmetrica con indice di Witt ¢ in uno spazio vettoriale di dimensione
dispari n = 2¢ 4+ 1; qui dobbiamo suppore che k abbia caratteristica # 2;

(Ce)  sp(l,k): trasformazioni simplettiche, cioe che soddisfano
a(X(v),w)+a(v,X(w)) =0 Yo,weV
per una forma alternata non degenere a su uno spazio vettoriale V di di-
mensione pari n = 2¢ su un campo k di caratteristica # 2;
(Dy)  so(l,¢;k): trasformazioni antisimmetriche rispetto a una forma bilineare
simmetrica con indice di Witt ¢ in uno spazio vettoriale di dimensione pari
n = 2¢; anche qui dobbiamo suppore che caratteristica(k) # 2;

l'algebra t; (n,k) delle matrici triangolari superiori a coefficienti in k;

I'algebra ny (n,k) delle matrici triangolari superiori a coefficienti in k con
diagonale principale nulla;

I'algebra t_(n,k) delle matrici triangolari inferiori a coefficienti in k;

lalgebra n_(n, k) delle matrici triangolari inferiori a coefficienti in k con
diagonale principale nulla;

I'algebra 9(n, k) delle matrici diagonali a coefficienti in k.



GRUPPI E ALGEBRE DI LIE 75

Notiamo che:
ti(n,k) =ni(nk)@o(nk) e [ti(n,k), t4(n,k)] =ni(nk),
t_(n,k) =n_(n,k)®o(n,k) e [t_(nk),t_(n k)] =n_(nk).

Sia 2 un’algebra su k, con prodotto A x A 3 (a,b) — a-b € A. Una derivazione
di 2 & un’applicazione k-lineare D : 2 — 2 che soddisfa I'identita di Leibniz:

(2.2) D(a-b) = (D(a))-b+a-(D(b)) Va,b e .

Indichiamo con Dery(2) I'insieme delle derivazioni di 2. Si verifica facilmente che
Derg(21) ¢ una sottoalgebra di Lie di glk(2() e quindi un’algebra di Lie lineare.

Consideriamo in particolare ’algebra di Lie delle derivazioni di una k-algebra di
Lie g. Fissato X € g, I'applicazione

(2.3) adg(X):g2Y — [X,Y]€eg

¢ k-lineare ed ¢ una derivazione per l'identita di Jacobi:

adg (X)([Y, Z2])= [X,[Y, Z]] = [, [Z, X]] - [Z,[X, Y]]
(2.4) = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]]
= [ady (X) (Y ). 2]+ [V ad o(X)(2)] V,Zecg.

Le derivazioni della forma adg(X), al variare di X in g, si dicono derivazioni interne
di g; 'applicazione

(2.5) adg : g 2 X — ady(X) € Dery(g)

¢ un morfismo di algebre di Lie, che si dice rappresentazione aggiunta di g: le
derivazioni interne formano un ideale dell’algebra di Lie Derg(g). Infatti, se D €
Derk(g) e X € g abbiamo, per ogni Y € g:

[D,adg (X)](Y)= D([X,Y]) = [X, D(Y)]
= [D(X), Y]+ [X, D(Y)] = [X, D(Y)]
= adg (D(X)) (Y).

Quindi
(2.6) [D,adg(X)] = adg (D(X)) VD € Derg(g), VX €g

dimostra che [Derg(g), adg(g)] C adg(g). Osserviamo che il nucleo della rappresen-
tazione aggiunta e il centro Zg(g) di g. Gli elementi di Derg(g) che non apparten-
gono ad adgy(g) si dicono derivazioni esterne di g. L’ideale delle derivazioni interne
di g si indica anche con inty(g).

Osserviamo che, se g e semplice, allora il morfismo ady : g — intx(g) € un
isomorfismo: quindi ogni algebra di Lie semplice ¢ isomorfa in modo naturale ad
un’algebra di Lie lineare.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Lo spazio £(M;R) delle
funzioni differenziabili di classe C*°, a valori reali, definite su M e un’algebra reale
per il prodotto di funzioni. L’algebra di Lie reale Derg(E(M,R)) ¢ I'algebra X(M)
dei campi di vettori (di classe C*°) su M.
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§3 RAPPRESENTAZIONI LINEARI
Sia g un’algebra di Lie sul campo k. Una rappresentazione lineare di g e il dato
di uno spazio vettoriale V' sul campo k e di un morfismo di algebre di Lie

(3.1) p:g— gl(V).
In questo caso diciamo anche che V', con la struttura data dall’operazione:
(3.2) gx V3 (X,v)—p(X)(v)eV

e un g-modulo. Quando cio non provochi confusione, scriveremo anche X - v oppure
Xwv invece di p(X)(v).

La rappresentazione aggiunta discussa nel paragrafo precedente ¢ un esempio di
rappresentazione.
Un altro esempio di rappresentazione lineare e la rappresentazione banale: dato

un qualsiasi spazio vettoriale V' su k si fa corrispondere ad ogni X di g I’ endomor-
fismo nullo di V.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k e sia p : g — glx(V') una
rappresentazione lineare di dimensione finita di g. Diciamo che p (o il corrispon-
dente g-modulo V') & riducibile se esiste un sotto-g-modulo proprio non banale W
di V; altrimenti la p si dice wrriducibile o semplice; diciamo che p & decomponibile
se V e somma diretta di due sotto-g-moduli W7, W5 non banali: V = W; & W,
con Wy, Wy # {0} ; indecomponibile se non & decomponibile. Infine, diciamo che
p (o il g-modulo V') & completamente riducibile o completamente decomponibile o
semisemplice se V & somma diretta di sotto-g-moduli semplici.

Vale il:

TEOREMA 3.1 (LEMMA DI SCHUR) Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita n
suk e p:g— glk(V) una rappresentazione lineare di dimensione finita irriducibile.

Se A € gl (V) soddisfa:
(33 A,p(X)] =0 VXeg

allora o A = 0, oppure A & un endomorfismo semisemplice invertibile.

Se k e algebricamente chiuso, allora A ¢ un multiplo dell’identita.

In generale, il commutatore di p(g) in Endg (V') é un corpo (non necessariamente
commutativo) ed é un’estensione di dimensione finita di k.

DiM. Possiamo limitarci a considerare il caso V' # {0}. Sia p un fattore primo
del polinomio minimo di A e poniamo V,, = Upenker p(A)", W = ker p(A). Allora
W C V), sono sottospazi g-invarianti di V/, diversi da {0}. Per l'irriducibilita di p,
deve essere W =V, = V e questo dimostra che A e semisemplice e il suo spettro
contiene un solo ideale primo di k[z].

Indichiamo ora con F il commutatore di p(g) in Endg(V). Per la prima parte
della dimostrazione ogni elemento diverso da 0 ¢ invertibile e quindi ' ¢ un corpo.
0

OSSERVAZIONE Se Se k = C ¢ il campo dei numeri complessi, il commutatore F
di p(g) in Endc(V), per una rappresentazione irriducibile p : g — gle(V) di g, ¢
F={kly|keC}~C.
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OSSERVAZIONE ~ Se k = R ¢ il campo dei numeri reali, il commutatore F di p(g),
per una rappresentazione irriducibile p : g — glp (V') di g, puo essere R, C, oppure
H e quindi le rappresentazioni irriducibili di un’algebra di Lie reale si dividono nei
tipi reale, complesso, quaternionico.

Ad esempio, le rappresentazioni naturali o(n) C gl(n,R), u(n) C gl(n,C) C
gl(2n,R) e sp(n) C gl(2n,C) C gl(4n,R) sono rispettivamente di tipo reale, com-
plesso e quaternionico.

Per distinguere i diversi casi, si puo considerare 'algebra di Lie complessa g =
C ®g g e la corrispondente rappresentazione j: g — gle(V) dove V=C®r V ¢ la
complessificazione dello spazio vettoriale reale V. La p e reale se p ¢ irriducibile.
Altimenti la p si decompone nella somma diretta di due rappresentazioni complesse
irriducibili: se esse sono isomorfe, allora la p € di tipo quaternionico; se esse non
sono isomorfe, allora la p e di tipo complesso.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita k e p : g — glx(V') una rappresenta-
zione lineare di dimensione finita. Allora anche la

(3.4) p*ie3 X — —"p(X) € gh(V"),

ove V* = Homy(V,k) ¢ il duale dello spazio vettoriale V', & una rappresentazione
lineare di dimensione finita, che si dice controgradiente della p.

A due rappresentazioni lineari di dimensione finita py : g — glx(V), pw : g —
glx (W) possiamo associare il prodotto tensoriale delle rappresentazioni py e pyy:

(3.5) pv @ pw g — gl(V @ W)

definita da:

pv @ pw (X)(v @ w) = py(X)(v) © w + v @ pw (X)(w)

(3.6) VX g YoV, YweW.

Utilizzando la rappresentazione controgradiente e l'identificazione di Homy (V, W)
al prodotto tensoriale W & V'*, si ottiene la rappresentazione

(3.7) Py —y + 8 — gli(Homy (V, W)

definita da

(3.8) py_—w (X)(A) = pw(X)oA—Aopy(X) VX e€g, VAe€ Hom(V,W).
In particolare la py induce una rappresentazione pgnq, vy su Endy (V) definita da

(3.9) Prtom)(X)(A) = py(X) o A~ Aopy(X) VX €g, VAEEnd(V).

84  AUTOMORFISMI

Sia g un’algebra di Lie su k.

Un automorfismo « di g ¢ un isomorfismo dell’algebra di Lie g con se stessa.
Con il prodotto di composizione, gli automorfismi dell’algebra di Lie g formano un
gruppo, che indicheremo con Autk(g).
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Un elemento X dell’algebra di Lie g si dice ad-nilpotente se adg(X) € nilpotente.
Se il campo k ha caratteristica 0, possiamo definire ’esponenziale di adg(X) me-
diante:

= (adg(X)™
(4.1) exp (adg (X)) = > (adg (X))

|
0 m:

Poiché abbiamo supposto X ad-nilpotente, la somma € una somma finita. Essa
definisce un’applicazione k-lineare su g, che € un automorfismo di g.
Piu in generale vale il:

LEMMA 4.1 Sia g un’algebra di Lie sul campo k di caratteristica 0 e sia D una
derivazione nilpotente di g. Allora

(e @] Dm
(4.2) exp(D) = Z_O —
é un automortfismo di g.
DiM. Vale la formula di Leibnitz:
4n o) =X (1.0 vxy e,
m=0 m
Quindi:
= D"([X,Y
exp(D)(x,v]) = Y 2D
m=0
- 1 o i
= Y e D0, D™ ()]
m’,m’’ =0
= [exp(D)(X),exp(D)(Y) VX,Y €g,

ove tutte le sommatorie hanno significato perché contengono soltanto un numero
finito di termini non nulli.

Infine exp(D) ¢ invertibile ed exp(D)~! = exp(—D) mostra che anche I'inversa
¢ un morfismo dell’algebra di Lie g in sé. O

Gli automorfismi che sono composizione di un numero finito di automorfismi
della forma exp (ady (X)), con X elemento ad-nilpotente di g, si dicono elementari.
Indicheremo con Aut.(g) il gruppo degli automorfismi elementari.

LEMMA 4.2 Il gruppo Aut.(g) degli automorfismi elementari di g é un sottogruppo
normale di Autg(g).

Dim. Infatti, se X € g & un elemento ad-nilpotente e o € Autg(g), allora a(X) e
ancora un elemento ad-nilpotente di g e a0 exp(ady(X)) o a™t = exp(adg(a(X))).
U

§5 ALGEBRE DI LIE RISOLUBILI
Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k. Definiamo una sequenza
decrescente di ideali {D™g}en di g (SERIE DERIVATA) mediante:

{90929

5.1
(5.1) DMl = [D™mg, D] Vm > 0.
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Diciamo che g & risolubile se ®™g = {0} per qualche intero non negativo n.
Ad esempio, l'algebra t(n,k) delle matrici triangolari superiori con coefficienti
nel campo k e un’algebra di Lie risolubile.

TEOREMA 5.1 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

(1) Se g e risolubile, allora ogni sottoalgebra a di g é risolubile ed ogni immagine
di g mediante un morfismo di algebre di Lie ¢ un’algebra di Lie risolubile.

(2) Se a é un ideale risolubile di g e I’algebra quoziente g/a é risolubile, allora
g ¢ risolubile.

(3) Se a, b sono ideali risolubili di g, allora a + b é un ideale risolubile di g.

In particolare ogni algebra di Lie g di dimensione finita contiene un ideale risolubile
massimale rispetto all’inclusione. Esso si dice il radicale di g e si indica con rad(g).

Un’algebra di Lie di dimensione finita g per cui sia rad(g) = {0} si dice semi-
semplice.

Osserviamo che ’algebra quoziente g/rad(g) € semisemplice.

Vale il fondamentale risultato (DECOMPOSIZIONE DI LEVI-MALCEV):

TEOREMA 5.2 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita. Allora g contiene una
sottoalgebra semisemplice | tale che

(5.2) g=I®rad(g).

Una sottoalgebra semisemplice [ di g tale che g = [ @ ¢ si dice una sottoalgebra di
Levi di g.

§6 ALGEBRE DI LIE NILPOTENTI
Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k. Si dice serie centrale
discendente di g la sequenza di ideali di g definiti per ricorrenza da:

(6.1) { o =g

¢mtlg = [€mg, g per m>0.

Diciamo che g & nilpotente se €"g = {0} per qualche intero non negativo n. Poiché
D"g C €Mg per ogni m € N, un’algebra di Lie nilpotente ¢ anche risolubile.
L’algebra di Lie lineare n(n,k) ¢ un esempio di algebra di Lie nilpotente.

TEOREMA 6.1 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k.

(1) Se g é nilpotente, allora ogni sottoalgebra di Lie di g ed ogni immagine di
g mediante un morfismo di algebre di Lie é nilpotente.

(2) g e nilpotente se e soltanto se g/Z4(g) € nilpotente.

(3) Se g # {0} ed e nilpotente, allora Z4(g) # {0}.

Dim. La (1) e la (2) sono immediate. Per la (3) osserviamo che se g ¢ nilpotente
e m ¢ il pitt grande intero non negativo per cui €™g # {0}, allora €™g C Z4(g). O

§7 IL TEOREMA DI ENGEL

LEMMA 7.1 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k. Se A € glg(V)
¢ nilpotente, allora anche adg, (yy(A) ¢ nilpotente.
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Dim. Siano Ly e Ry gli endomorfismi di gl (V') definiti rispettivamente da:

LA(X) =AoX VX € g[k(V)
{ RA(X):XOA VXEg[k(V).

Ciaramente L4 ed R4 sono nilpotenti e commutano tra loro. Quindi anche
adg[k(v)(A) = LA — RA
e nilpotente. O

TEOREMA 7.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finitan > 1 su k. Sia a
una sottoalgebra di Lie di gly(V') formata da elementi nilpotenti. Allora esiste un
vettore v € V' \ {0} tale che A(v) =0 per ogni A € a.

DiM. Ragioniamo per induzione su m = dimg(a). Se m < 1, la tesi ¢ banalmente
vera. Supponiamo quindi m > 1 e il teorema valido per algebre di Lie di dimensione
< m di endomorfismi nilpotenti di uno spazio vettoriale di dimensione finita.

Sia {0} % b ; a una sottoalgebra di Lie di a. Per il Lemma 7.1, adq(b) ¢

un’algebra di Lie di endomorfismi nilpotenti di a. Per passaggio al quoziente, gli
elementi di b definiscono un’algebra di Lie di endomorfismi nilpotenti di a/b. Per
'ipotesi induttiva esiste allora A € a\b tale che [b, A] C b. In particolare Nq(b) ? b.

Scegliamo ora la sottoalgebra b massimale tra le sottoalgebre di Lie propriamente
contenute in a. Per le considerazioni precedenti deve essere N4(b) = a e quindi b
¢ un ideale di a. Consideriamo il morfismo di algebre di Lie 7 : a — a/b. Se a/b
avesse dimensione > 1, I'immagine inversa 71 ([) di una retta [ di a/b sarebbe una
sottoalgebra di a con b g v ; a. Questo e assurdo per la massimalita di b e

quindi dimga/b = 1.
Dunque, se A € a '\ b, abbiamo

a=bapkA.

SiaW ={veV|Bw)=0 VB e b}. Per I'ipotesi induttiva dimyW > 0. Inoltre,
poiché b & un ideale di a, abbiamo A(W) C W. Infatti B(A(w)) = A(B(w)) +
[B, A](w) = 0 per ogni w € W e B € b. La restrizione di A a W & ancora nilpotente
e quindi esiste v € W\ {0} tale che A(v) = 0. Questo implica che X (v) = 0 per
ogni X € a. La dimostrazione & completa. U

Dal Teorema 7.2 si ottiene il TEOREMA DI ENGEL:

TEOREMA 7.3 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su k. Condizione
necessaria e sufficiente affinché g sia nilpotente é che tutti i suoi elementi siano
ad-nilpotenti.

DiM. La necessita e ovvia. Per dimostrare la sufficienza ragioniamo per ricorrenza
su m = dimgg. Se m < 1 non c’e¢ nulla da dimostrare. Supponiamo m > 1. Per
il teorema precedente esiste X € g\ {0} tale che ady(Y)(X) = 0 per ogni ¥ € g.
In particolare X € Z,(g) # {0}. Osserviamo a questo punto che a = g/Z4(g) ha
dimensione < m e ogni elemento di a ¢ ad-nilpotente. Per 'ipotesi induttiva a e
nilpotente e questo implica che g € nilpotente. O
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Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n su k. Una bandiera completa
in V' & una successione di sottospazi vettoriali di V:

VocVicCc---CV,.1CV,
(7.1) { 0 1 1

con dimyV; =1 per 0 <17 <n.
Vale il seguente:

TEOREMA 7.4 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su k e sia g
un’algebra di Lie di endmomorfismi nilpotenti di V. Allora esiste una bandiera
completa {V; }o<i<n tale che X(V;) C V;_1 per ogni 1 <i <n.

Dmm.  Se dimgV = 0 non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo quindi dimg (V') =
n > 0 e il teorema vero per algebre di Lie nilpotenti di endomorfismi di uno spazio
vettoriale di dimensione < n su k. Per il Teorema 7.2, esiste v; € V \ {0} tale
che X (v1) = 0 per ogni X € g. Sia V; = k- v; e consideriamo la rappresentazione
p di g su W = V/V; ottenuta per passaggio al quoziente. Sia 7 : V. — W la
proiezione nel quoziente. Poiché p(g) consiste di endomorfismi nilpotenti di W,
esiste per l'ipotesi induttiva una bandiera completa {W;}o<i<n—1 di W tale che
p(X)(W;) € W;_y. Otteniamo allora la bandiera completa {V;}o<i<, desiderata
aggiungendo a {0} = Vo e a Vi =k - v i sottospazi V; = 7= (W;_1) per 2 <i < n.
OJ

Applicando questo risultato alla rappresentazione aggiunta otteniamo:

TEOREMA 7.5 Se g é un’algebra di Lie nilpotente, allora esiste una successione di
ideali di g:
aOZ{O}Cal C-p_1C Ay =49

tale che, per ogni 1 < h < m, l’algebra di Lie ay/aj_1 sia abeliana e di dimensione
uno.

TEOREMA 7.6 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo k e
sia g una sottoalgebra di Lie di glx(V') formata da endomorfismi nilpotenti. Allora
g e un’algebra di Lie nilpotente.

DiM. Sia infatti {V;}o<i<, una bandiera completa tale che X (V;) C V;_;1 per
1 <i<n,perogni X € g. Scegliamo una base ey, ..., e, di V talechee; € V;\V;_1.
In tale base ogni elemento di g si rappresenta con una matrice di n(n,k). Da questa
osservazione segue la tesi. U

LEMMA 7.7 Se g e un’algebra di Lie nilpotente di dimensione finita e a e un ideale
di g, allora a N Zgg # {0}.

DiM. g opera su a mediante la rappresentazione aggiunta. Tutti gli adg(X)|q,
per X € g, sono nilpotenti e quindi esiste A € a tale che [g, A] = {0}. Chiaramente
AecanZy(g). O

68 I TEOREMA DI LIE

TEOREMA 8.1 Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finitan > 0 su un campo
k, di caratteristica 0 e algebricamente chiuso. Sia g una sottoalgebra di Lie risolubile
di glx(V'). Esiste un vettore v € V' \ {0} tale che

(8.1) VAeg 3JNA) ek taleche A(v)=AA)v.
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DiMm. Ragioniamo per induzione su m = dimg(g). La tesi & banale se m < 1.
Supponiamo quindi m > 1 e il teorema vero per algebre risolubili di endomorfismi
lineari di uno spazio di dimensione finita positiva sul campo k.

Osserviamo che g contiene un ideale a di codimensione 1: a questo scopo basta
scegliere a uguale a un qualsiasi iperpiano di g contenente [g,g]. Per l'ipotesi
induttiva, esiste una forma lineare A\ : a — k tale che il sottospazio

W={veV]|Al)=AAv VAEea}

abbia dimensione positiva.
Dimostriamo ora che X (W) C W perogni X € g. Sawe WeX e€g. SeY €a
abbiamo:

Y(X(w)) = X (Y (w)) + [Y, X](w) = AY)(X (w)) + A([Y; X])(w) .

Bastera quindi dimostrare che A([X,Y]) = 0 per ogni X € ge Y € a. Fissiamo
X egew e W. Sia k il piu grande intero non negativo tale che

(8.2) w, X(w), ..., X" (w)

siano linearmente indipendenti. Indichiamo con W; il sottospazio vettoriale di
dimensione i generato da w, X (w), ..., X* }(w), per 1 <i < k+1 e poniamo Wy =
{0}. Ogni Y € alascia i sottospazi W; invarianti e quindi la sua restrizione a Wi_;
si scrive come una matrice triangolare superiore nella base (8.2). Verifichiamo, per
ricorrenza su ¢ = 0, ..., k che

(8.3) wiy =Y (X' (w)) = AMY)X'(w) € W; VY €a,

pert=0,...,k.
Per i = 0 questo e conseguenza della definizione di W. Supponiamo ora che la
(8.1) valga per i = h, con 0 < h < k e dimostriamo che vale per i = h+1. Abbiamo:

V(X" (w)= Y (X (X" (w)))
= XY (X"(w)) — [X, Y](X"(w))
= X(AY)X"(w) +wp,y) = A[X, Y)) X" (w) — wp x,y]
= AYV) X" (w) + X (wp,y) — A[X, Y])) X" (w) — wp,[x,v]
= XYV X" (w) + wpiry

— —r

e Wht1y € Wya perché X (wpy) € X(Wy) C Wig1, XM(w) € Wiy e wh,[x,y] €
W}, € Wh41. In particolare, per ogni Y possiamo considerare la traccia try, ,, (Y')
della restrizione di Y a Wy e

trw, ., (V) = (k+ DAY).

Ora, anche X opera su Wy e la traccia della restrizione a Wy del commutatore
[X,Y] ¢ nulla. Da

0= trw, ,, ([X,Y]) = (k + DA(X, Y])

segue che A([X,Y]) = 0 perché k ha caratteristica zero.
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Quindi W & g-invariante. Se A € g\ a, abbiamo g = a @ kA. Osserviamo
che, essendo k algebricamente chiuso, W 3 w — A(w) € W ha un autovettore
v e W\ {0}. Tale v # 0 soddisfa la tesi del teorema. d

Come corollario del Teorema 8.1, otteniamo il TEOREMA DI LIE:

TEOREMA 8.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo
algebricamente chiuso k di caratteristica 0. Sia g un’algebra risolubile di endomor-
fismi di V. Allora esiste una bandiera completa {V; }o<i<, di V tale che A(V;) C V;
per ogni A € g.

Se g & un’algebra di Lie risolubile (di dimensione finita su un campo k alge-
bricamente chiuso di caratteristica zero) e p : g — glx(V) una sua rappresenta-
zione lineare di dimensione finita, p(g) e risolubile e quindi stabilizza una bandiera
completa di V. Applicando questa osservazione alla rappresentazione aggiunta di
g otteniamo:

TEOREMA 8.3 Sia g un’algebra di Lie risolubile di dimensione finita n su un campo
k algebricamente chiuso di caratteristica zero. Allora esiste una catena di ideali

(84) {O}:Cl()CCllC"'Cln_lCCln:g

di g con dimg(a;) =i peri=0,1,...,n—1,n.

Vale il seguente risultato relativo al cambiamento del campo di base:

LEMMA 8.4  Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k. Sia k
un’estensione del campo k. Sia g = k ®y g l'algebra di Lie di dimensione finita su
k ottenuta per estensione k-bilineare del commutatore di g. Allora

(1) g é risolubile se e soltanto se g é risolubile.
(2) g é nilpotente se e soltanto se g é nilpotente.

Utilizzando il lemma, dimostriamo il seguente:

TEOREMA 8.5 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo k di
caratteristica zero. L’algebra g é risolubile se e soltanto se il suo derivato gt!) = [g, g]
e nilpotente.
DiM. Chiaramente, se g(!) & nilpotente, g & risolubile. Dimostriamo il viceversa.

Per il lemma precedente, possiamo supporre che il campo k sia algebricamente
chiuso: infatti, detta k la chiusura algebrica di k e posto g = k g, abbiamo
g(l) —k Rk g(l)'

Sia dunque k algebricamente chiuso; sia {a; }o<;<, una catena crescente di ideali
di g con dimga; = 4. Fissiamo una base Xi,...,X,, di g con X; € a; \ a;,_1
per 1 <i < n. Per ogni X € g, 'endomorfismo adg(X) si rappresenta nella base
X1, ..., X, mediante una matrice di t(n, k). Poiché ad4([X,Y]) = [ady(X),adq(Y)]
per ogni X,Y € g, gli elementi di ad, (gM) si rappresentano nella base X1,..., X,
come matrici di n(n,k) e sono quindi nilpotenti. Ne segue che g(!) & nilpotente per
il teorema di Engel. U



84 CAP. VI - ALGEBRE DI LIE

Come corollario deduciamo il seguente:

TEOREMA 8.6 Sia g é un’algebra di Lie risolubile su un campo k di caratteristica
zero. Allora possiamo costruire una successione di sottoalgebre di g con:

{0}=apCayC---Cap1Capy =g

tali che aj,_1 sia un ideale in aj, e il quoziente ay,/ay_1 sia un’algebra di Lie abeliana
di dimensione uno.
DiM. Sia m = dimgg, m’ = dimyg® e sia 7 : g — g/g") la proiezione nel
quoziente. Poiché g/g!) & un’algebra di Lie abeliana, se
{0} =VoCViC C Vi = g/gV

¢ una qualsiasi bandiera completa, le ap, = 7= (V},_,), per h = m/, ..., m sono sot-
toalgebre di g, ciascuna e un ideale di codimensione uno nella successiva e ap /a1
¢ un’algebra di Lie abeliana di dimensione uno per h=m' +1,...,m.

Per concludere la dimostrazione basta osservare che a,,, = g(*) & un’algebra di
Lie nilpotente e quindi per il teorema di Engel contiene una sequenza di ideali
{0} =apCa; C-Cap_1 Cap =gh,
tali che ay /aj,—1 sia un’algebra di Lie abeliana di dimensione uno, per h = 1,...,m/.
OJ

Osserviamo che, a differenza del caso in cui avevamo supposto che k fosse alge-
bricamente chiuso, qui non possiamo in generale ottenere che gli a; siano ideali in
g, ma soltanto ciascuno un ideale nella successiva sottoalgebra a1 di g.

89 IL RADICALE NILPOTENTE E IL NILRADICALE
In tutto questo paragrafo supporremo che il campo k abbia caratteristica zero.
Tutte le algebre di Lie considerate saranno algebre di Lie su k di dimensione finita.

Si dice radicale nilpotente dell’algebra di Lie g 'intersezione nil(g) dei nuclei delle
sue rappresentazioni lineari irriducibili di dimensione finita.

LEMMA 9.1 Sia V # {0} uno spazio vettoriale di dimensione finita su k. Sia g
una sottoalgebra di Lie di gl (V). Supponiamo che V' sia un g-modulo irriducibile.
Se a ¢ un ideale abeliano di g, allora a N g(*) = {0}.

Dim. Sia A la sottoalgebra unitaria (commutativa) di Endg(V') generata da 1y
ed a. Dimostriamo che

se b é un ideale di g contenuto in a e try(AB) = 0 per ogni A € Ae B € b,
allora b = {0}.

Abbiamo infatti, se B € b,
try(B") =0 VneN, n>0,
e quindi ogni elemento B € b e nilpotente. Per il teorema di Engel,
W={veV|Bw)=0 VBeb}#{0}.
Poiché b e un ideale di g abbiamo

B(X(v)) = X(B(v)) — [X,B]v) =0 VX ecg,VBeb, YoeW.
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Quindi W e g-invariante e dunque W =V in quanto V & un g-modulo irriducibile.
Cio implica che b = {0}.

Possiamo applicare questo risultato a b = [g,a]. Infatti: se X € g, Y € ae
A € A, otteniamo:

try ([X, Y]A) = try (XY A — YXA) = try (XY A — XAY) = try (X[V, A]) = 0

perch’e A & una sottoalgebra commutativa di Endg(V). Quindi [g,a] = 0. Da
cio segue che gli endomorfismi di g commutano con quelli di A. Fissiamo quindi
X, Y ege Aec A Abbiamo:

try ([X, Y]A) = try (X[Y, A]) = 0

perché [V, A] = 0. Quindi try(ZA) = 0 per ogni Z € g, A € A. Applicando
quindi le considerazioni svolte all’inizio della dimostrazione all’ideale gt Na C a,
otteniamo che g Na = {0}. O

Otteniamo quindi la caratterizzazione del radicale nilpotente:

TEOREMA 9.2 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo k di carat-
teristica zero. Allora

(9.1) nil(g) = gV Nrad(g).

DiM. Ogni funzionale lineare X : g — k che si annulla su g!) definisce una
rappresentazione unidimensionale, e quindi irriducibile, di g. Quindi nil(g) c gV).

Consideriamo la rappresentazione aggiunta di g. Possiamo determinare una
sequenza di sottospazi vettoriali ady(g)-invarianti di g:

G ={0}C& C---C&,,=9¢g

tali che la rappresentazione indotta su ciascuno dei quozienti &, /&, _1 (1 < h < m)
sia irriducibile. In particolare adg(X') e nilpotente per ogni X € nil(g), in quanto
[X,6,] C &1 perogni h=1,...,mse X € nil(g). Per il teorema di Engel nil(g)
¢ un ideale nilpotente di g e quindi & contenuto in rad(g).

Abbiamo quindi ottenuto I’inclusione

nil(g) ¢ g™ Nrad(g).

Per dimostrare I'inclusione opposta, consideriamo una qualsiasi rappresentazione
lineare irriducibile di dimensione finita p : g — gl (V).

Sia k > 0 il pill piccolo numero naturale tale che p(®**1rad(g)) = {0}. Poniamo
g = p(g) e a = p(D*rad(g)). Allora V & un g’-modulo irriducibile e a & un ideale
abeliano di g’. Per il Lemma 9.1,

pg® N DFrad(g)) c Dg’' Na = {0}.

Se fosse k > 0, avremmo D*rad(g) C gV e quindi p(D*rad(g)) = pg™ N
D*rad(g)) = {0} contraddirebbe la scelta di k. Deve essere percido k = 0 e quindi
p(g™ Nrad(g)) = {0}. Dunque kerp O g™ Nrad(g) per ogni rappresentazione p
irriducibile di dimensione finita: la dimostrazione e completa. O
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COROLLARIO 9.3 Se g e un’algebra di Lie risolubile, allora il radicale nilpotente
di g é g = [g,g]. Se p & una rappresentazione semplice di dimensione finita
p:g — gl (V) dig, allora p(g) ¢ commutativa e la sottoalgebra associativa di
Endg (V') generata dall’identita Iy, e da p(g) é un’estensione algebrica di k.

DiM. Poiché g coincide con il proprio radicale t, abbiamo nil(g) = g/ ne = g,
Quindi [p(g), p(g)] = p(lg.8]) = {0} e p(g) ¢ commutativa. Se indichiamo con
F la sottoalgebra associativa di Endg (V) generata da p(g) e da Iy, essa & quindi
commutativa ed ogni elemento diverso da zero e invertibile per il lemma di Schur.
Quindi F e un campo. Poiché F ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita su k,
esso ne ¢ un’estensione algebrica. U

COROLLARIO 9.4 Sia g un’algebra di Lie su k, con radicale v. Allora i seguenti
insiemi sono uguali:
1) il piu grande ideale nilpotente di g;
2) il piu grande ideale nilpotente di t;
3) I'insieme degli X € v tali che ady(X) sia nilpotente;
4) I'insieme degli X € v tali che ad.(X) sia nilpotente.

Dimm. Indichiamo con a, b, ¢, gli ideali descritti rispettivamente nei punti 1), 2),
3) 4). Abbiamo chiaramente a C b C ¢ C d. Poiché adg(X)(g) C ¢ per ogni X €,
vale anche l'inclusione 0 C ¢ e quindi ¢ = 0. Per dimostrare che i quattro ideali
sono uguali bastera quindi verificare che ¢ C a. Consideriamo la rappresentazione
aggiunta di v in g e sia

{0} =VoCcViC---CVp1CVyp=g
una serie di Jordan-Holder per adg(t), cioe una catena massimale di sottospazi
vettoriali adg(t)-invarianti di g. Indichiamo con py, la rappresentazione indotta sul
quoziente V3, /Vj,_1 dalla restrizione a v della rappresentazione aggiunta. Poiché
essa ¢ irriducibile, abbiamo pj,(X) = 0 per ogni X € v per cui ady(X) € nilpotente.

Quindi d = (), ker p, € un ideale nilpotente di g e quindi & contenuto in a. U

L’ideale n formato dagli elementi adg-nilpotenti v del radicale di g si dice il
nilradicale o il piu grande ideale nilpotente di g.
Se indichiamo con ng il radicale nilpotente!? nil(g) di g:

gotonong.

§10 AUTOMORFISMI SPECIALI

PropPoOsIZIONE 10.1 Sia g un’algebra di Lie su un campo k di caratteristica zero
e siano n il suo ideale nilpotente massimale ed n il suo radicale nilpotente. Allora
Aut, = {exp(X)| X € n} e  Aut,, = {exp(X)| X € no}

sono sottogruppi normali di Aut(g) contenuti in Aut,(g).
DiMm. Basta osservare che sia n che ny sono ideali caratteristici di g, cioe invarianti
per automorfismi di g. O

Gli elementi di Auty,(g) si dicono automorfismi speciali di g.
Vale la seguente precisazione del Teorema VI1.5.2:

12 Anche l’inclusione ng C n puo essere propria. Ad esempio, se g & un’algebra di Lie abeliana,
abbiamo n = g e ng = {0}.
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TEOREMA 10.2 Se [, I’ sono due sottoalgebre di Levi di un’algebra di Lie g su un

campo k di caratteristica zero, allora esiste un automorfismo speciale a € Auty,,(g)
tale che I' = a(l).
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CAPITOLO VII

GRUPPI DI LIE ASTRATTI

§1 GRUPPI E ALGEBRE DI LIE ASTRATTE

Abbiamo definito un gruppo di Lie G come un gruppo topologico separato lo-
calmente isomorfo a un sottogruppo di Lie del gruppo lineare reale.

Possiamo dare una definizione equivalente dicendo che un gruppo di Lie ¢ un
gruppo topologico separato su cui ¢ definita una struttura di varieta analitica reale
tale che 'applicazione

GXGE(Ql,gg)HQIIQQEG

sia analitical3.

Le traslazioni a destra e a sinistra in un gruppo di Lie G sono diffeomorfismi
analitici.

Denotiamo con X(G) lo spazio vettoriale reale dei campi di vettori di classe
C> su G. Un campo di vettori X € X(G) su G si dice invariante a sinistra se
Ly, X = X perogni g € G. Chiaramente un campo di vettori invariante a sinistra e
analitico. Indichiamo con X% (G) I'insieme dei campi di vettori invarianti a sinistra
su G. Vale il:

TEOREMA 1.1 Con l'operazione di commutazione di campi di vettori:

e con la struttura naturale di spazio vettoriale su R, I'insieme X (G) dei campi di
vettori invarianti a sinistra é un’algebra di Lie.
L’applicazione X¢(G) > X — X, € T.G & un isomorfismo lineare.

Sia £(G) lo spazio tangente nell’identita del gruppo di Lie G. Su di esso
definiamo una struttura di algebra di Lie reale mediante I'identificazione con X% (G)
del teorema precedente: se X,Y € £(G), indichiamo con X e Y i corrispondenti
campi di vettori invarianti a sinistra e poniamo [X,Y] = [X,Y]..

Se X € £(G), indichiamo con exp(tX) € G la soluzione dell’equazione differen-
ziale ordinaria

d ~

L exp(tX) = X = Loyoixy X

(_I_) dt eXp( ) p(tX),
exp(0 X) = exp(0) =e.

131] teorema di Gleason, Montgomery e Zippin (cf. Montgomery, Zippin ” Topological Trans-
formation Groups” Interscience, N.Y., 1955) dice che un gruppo topologico localmente euclideo
ha una ed una sola struttura analitica in cui le operazioni di gruppo sono analitiche.
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Poiché si verifica facilmente che exp(t1 X ) exp(to X ) = exp([t1 +t2] X) se t1,ta,t1+to
appartengono all’intervallo di esistenza della soluzione di (f), si verifica facilmente
che la soluzione esiste per ogni t € R.

Se G = GL(n,k), con k uguale a R o a C, allora £(G) = gl(n,k) ed otteniamo

il sistema:

% exp(tX) =exp(tX)o X

exp(0- X) =exp(0) = I,
che ha come soluzione I’esponenziale definito sulle matrici nel capitolo II. III §5

Se G e un gruppo lineare, o un sottogruppo di lie di un gruppo lineare, la
definizione di algebra di Lie data in precedenza coincide con la definizione astratta
che abbiamo ora introdotto (cf. la discussione dei sottogruppi di Lie del gruppo
lineare in III §5).

In modo analogo al caso dei sottogruppi di Lie dei gruppi lineari, anche per i
gruppi di Lie astratti vale il:

TEOREMA 1.2 Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. L’applicazione espo-
nenziale:
g5 X —exp(X) e G

definisce un diffeomorfismo tra un intorno aperto di 0 in g ~ R¢ e un intorno aperto
dell’identita in G.

Un omomorfismo tra due gruppi di Lie G; e G5 € un’applicazione ¢ : G; — Go
che ¢ al tempo stesso un omomorfismo di gruppi ed un’applicazione differenziabile.
Esso si dice un isomorfismo di gruppi di Lie se e invertibile ed anche l'inversa
¢~ 1 : Gy — G; & un omomorfismo di gruppi di Lie.
TEOREMA 1.3 Sia ¢ : G — H un omomorfismo di gruppi di Lie. Allora:
(1) doe : £(G) — £(H) é un omomorfismo di algebre di Lie.
(2) ker ¢ é un sottogruppo chiuso normale di G, con algebra di Lie ker d¢,.
(3) ¢(G) é un sottogruppo di Lie di H, con algebra di Lie d¢.(L£(QG)).
(4) Un isomorfismo di gruppi topologici tra due gruppi di Lie é anche un iso-
morfismo di gruppi di Lie.

3
4

Due gruppi di Lie G e H si dicono localmente isomorfi se esiste un omeomorfismo
analitico ¢ : U — V di un intorno U di eg in G su un intorno V' di eyy in H tale
che ¢(g1)0(g2) = ¢(g192) per ogni g1, g2 € U tali che g1g2 € U. In questo caso, il
differenziale di ¢ nell’identita definisce un isomorfismo d¢.. : £(G) — £(H) tra le
loro algebre di Lie.

Piu in generale, chiamiamo omomorfismo locale tra due gruppi di Lie G e H
un’applicazione analitica ¢ : U — H definita su intorno aperto U di eq in G
tale che ¢(g1)d(g2) = @(g192) se g1, 92, g192 € U. 1l suo differenziale nell’identita
doee : £(G) — £(H) ¢ allora un morfismo di algebre di Lie.

Il fatto che ogni gruppo di Lie sia localmente isomorfo a un sottogrupo di Lie
del gruppo lineare ¢ conseguenza del seguente teorema'*

14La dimostrazione di questo risultato & dovuta ad I.D.Ado [Rappresentazione matriciale di
algebre di Lie (in russo) Usp. Math. Nauk 2 no. 6 (1947 pp.159-173)] per i campi di caratteristica
0, e a K. Iwasawa [On the representation of Lie algebras Japan J. Math 19, (1948), pp.405-426]
per campi di caratteristica qualsiasi.
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TEOREMA 1.4 (ADO-IwASAWA) Ogni algebra di Lie g di dimensione finita su un
campo k ammette una rappresentazione fedele di dimensione finita. Esiste cioé per
qualche intero positivo n un omomorfismo iniettivo di algebre di Lie g — gl(n, k).

Il gruppo di Lie G sara quindi localmente isomorfo al gruppo analitico associato
a una qualsiasi rappresentazione matriciale fedele della sua algebra di Lie.

Vale il seguente:

TEOREMA 1.5 Sia G un gruppo di Lie. Allora il suo rivestimento universale G
ammette un’unica struttura di gruppo di Lie che rende la proiezione di rivestimento
7 : G — G un omomorfismo di gruppi di Lie e un isomorfismo locale. Il particolare
T : £(G) — £(G) ¢ un isomorfismo di algebre di Lie.

Data un’algebra di Lie reale g esiste unico, a meno di isomorfismi, un gruppo di
Lie connesso e semplicemente connesso Gy la cui algebra di Lie ¢ isomorfa a g.

Se G ¢é un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso ed H un qualsiasi
gruppo di Lie, allora per ogni omomorfismo ¢ : £(G) — £(H) delle loro algebre di
Lie esiste un unico omomorfismo ¢ : G — H tale che ® = d¢,, .

Se G e un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso ed H un qualsiasi
gruppo di Lie, allora ogni omomorfismo locale di G in H é restrizione di un
omomorfismo globale, univocamente determinato.

Sia G un gruppo di Lie. Un sottogruppo di Lie di G € un suo sottogruppo
H, dotato di una struttura di varieta analitica tale che I'immersione H «— G sia
un’applicazione analitica. Osserviamo che la topologia di H e, in generale, piu fine
della topologia di sottospazio.

In modo analogo al caso dei sottogruppi del gruppo lineare abbiamo:

TEOREMA 1.6 Ogni sottogruppo chiuso H di un gruppo di Lie G é un suo sotto-
gruppo di Lie con la topologia indotta.

Per ogni sottoalgebra di Lie b dell’algebra di Lie g di un gruppo di Lie G esiste
una e uno e un solo sottogruppo di Lie connesso H di G che ha algebra di Lie .

Un’azione ¢'° (sinistra) di un gruppo di Lie G su una varieta differenziabile M
e un’applicazione differenziabile:
GxM>(g,x) = ¢(g9)(z) e M tale che
$(9192)(x) = ¢(91)(d(92)(%)) Vg1,92 € G, Vr € M, ¢(e)(v) =2 Vre M.
Vale il seguente:

TEOREMA 1.7 Sia ¢ un’azione a sinistra di un gruppo di Lie G su una varieta
differenziabile M, sia xo un punto di M. Consideriamo ’applicazione differenziabile:
Gzo G239 — ¢(9)(x0) € M. Allora:

(1) Lo stabilizzatore G,, = {g € G |¢(g)(xo) = xo} é un sottogruppo di Lie
chiuso di G con algebra di Lie uguale a ker d.¢,,,.

(2) L’orbita Gxg = ¢, (G) = {&(g9)(z0) | g € G} ¢ una sottovarieta differenzia-
bile di M.

15In modo analogo si definisce un’azione a destra di un gruppo di Lie G su una varietd dif-
ferenziabile M come un’applicazione differenziabile: M X G > (z,g) — z - ¢(g) € M tale che
z-P(g9192) = (v - ¢(91)) - #(92) Vg1,92 € G, Ve e M, z-¢d(e) =z Vre M.
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§2 STRUTTURA DEI GRUPPI DI LIE ASTRATTI

Descriviamo in questo paragrafo alcune proprieta generali dei gruppi di Lie
astratti, che si ricollegano ai risultati sulla struttura delle algebre di Lie esposti
nel capitolo VI.

TEOREMA 2.1 Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso, con
algebgra di Lie g. Sia a un ideale di g e A il corrispondente sottogruppo analitico
di G. Allora A é un sottogruppo normale chiuso di G.

DiM. Sia H un gruppo di Lie analitico con algebra di Lie g/a. Poiché G &
semplicemente connesso, esiste un omomorfismo di gruppi di Lie ¢ : G — H il cui
differenziale nell’identita d¢. : g — g/a sia la proiezione canonica nel quoziente.
Allora A & la componente connessa dell’identita del nucleo di ¢, e quindi € un
sottogruppo chiuso normale di G. O

Il sottogruppo A risulta essere semplicemente connesso'®. Vale infatti il se-
guente:

TEOREMA 2.2 Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso e sia
A un suo sottogruppo analitico normale. Allora A é chiuso e sia A che G/A
sono semplicemente connessi. Inoltre il fibrato G = G/A ammette una sezione
analitica globale.

Dividiamo la dimostrazione del teorema in una serie di lemmi.

LEMMA 2.3 Sia g un’algebra di Lie su un campo k di caratteristica zero ed a un
suo ideale, massimale tra gli ideali propriamente contenuti in g. Allora esiste una
sottoalgebra b di g tale che g=a & b.

Dim. Poiché a & massimale, I'algebra quoziente g/a e semplice, quindi o ha
dimensione uno, o € semisemplice. Nel primo caso, ¢ sufficiente scegliere b = k X
per un qualsiasi X € g\ a. Nel secondo caso, osserviamo che il radicale v di g e
contenuto in a. Quindi, se g = v @ s ¢ una decomposizione di Levi-Malcev di g,
aNs e un ideale di s e quindi s = (s Nt) ® b per un ideale b di 5. Quindi b & una
sottoalgebra di g per cui risulta g = a & b. O

LEMMA 2.4 Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso, con
algebra di Lie g. Siano a un ideale e b una sottoalgebra di g tali che g = a ® b,
e siano A e B i sottogruppi analitici generati da a e b rispettivamente. Allora
l’applicazione

AxB>(a,b) »abe G
e un isomorfismo di gruppi di Lie. In particolare A e B sono entrambi chiusi e
semplicemente connessi e abbiamo:

AB=G, AnB=/{e}.
DiM.  Siano A e B gruppi di Lie analitici semplicemente connessi con algebre di
Lie a e b. Poiché B ¢ semplicemente connesso, 'applicazione

b> X — ad(X)|q € glg(a)
si estende a un’applicazione -

ad : B3 b — ady, € Aut(A)

16A. Maléev ”On the simple connectedness of invariant subrups of Lie groups” Doklady
Akademii Nauk SSSR 34 (1942) pp.10-13.
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e possiamo quindi definire il prodotto semidiretto G’ = AxB ponendo
(CLl,bl) . (ag,bg) = (aladbl ((12), blbg) se a1, a2 € Ae bl,bg € B.
Poiché topologicamente G’ & prodotto cartesiano di connessi e semplicemente
connessi, € connesso e semplicemente connesso, con algebra di Lie a x b. Quindi
I'isomorfismo naturale tra a X b e g definisce un isomorfismo tra i gruppi di Lie G’

e G. Ne segue la tesi, in quanto A e B sono le immagini di A e B nell’isomorfismo
di G’ su G. O

LEMMA 2.5 Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso, con

algebra di Lie g. Siano by, by, ..., b, sottoalgebre di Lie di g, tali che
(i) 9 = D b,
(i1) ap—1 = @y ;<) b € un ideale di ap, = @y <y bj perognih=1,...,m.

Allora, per ogni h = 0,1, ..., m, il sottogruppo analitico By, di G con algebra di
Lie by, & semplicemente connesso e I'applicazione:

B0XB1X"-XBmB(bg,bl,...,bm)—>b0'b1"'bm€G

e un diffeomorfismo.

Dim. Indichiamo con Ay i sottogruppi analitici di G con algebra di Lie ap (h =
0,1,...,m). Utilizzando il lemma precedente, si ottiene per ricorrenza che per
ogni h = 1,...,m i sottogruppi A,,—; € B,,_r+1 sono semplicemente connessi e
A n XBo_py1 2 (a,b) —a-be A,y € un diffeomorfismo. Poiché A, = G,
otteniamo la tesi da

Gx~A,,_1 xB,~A,_2xB,, xB,, >A,,_3 xB,,, xB,,, xB,,
2---2A0XBl---XBm:B()XBl"-XBm.

O
La dimostrazione del Teorema VII.2.2 si ricava dai lemmi precedenti: se a e
I’algebra di Lie di A, possiamo costruire una catena massimale di sottoalgebre
a:ao;al ;"';Céam—1 ;ang
tale che ogni a;, sia un ideale in a;4;. Usando il Lemma VII.2.3, possiamo trovare

sottoalgebre by, tali che a5, = a;,_1 @by, per ogni h = 1,...,m. Posto allora by = agp,
abbiamo g = @), by e possiamo applicare il Lemma VII.2.5 per ottenere la tesi
del Teorema VII.2.2. U

COROLLARIO 2.6 Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con
algebra di Lie g. Sia 3 il centro di g. Il sottogruppo analitico Z di G con algebra
di Lie 3 é semplicemente connesso.

63 1L COMMUTATORE
Il commutatore G’ di un gruppo G ¢ il sottogruppo generato dagli elementi
(a,b) = aba=1b~1, al variare di a e b in G.

LEMMA 3.1 Il commutatore G’ ¢ un sottogruppo normale di G ed é il suo pit
piccolo sottogruppo normale per cui il quoziente G /G’ sia un sottogruppo abeliano.

DiMm. Se a,b,g € g, allora ad, ((a,b)) = (adg(a),ady(b)). Quindi G’ & un sotto-
gruppo normale. Se A ¢ un qualsiasi gruppo abeliano e ¢ : G — A un omomorfismo
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di gruppi, allora G’ C ker ¢, e quindi G’ ¢ il piu piccolo sottogruppo normale di G
per cui il quoziente G/G’ sia abeliano. O

Il commutatore di un’algebra di Lie g su un campo k e il sottospazio vettoriale
g’ generato dagli elementi della forma [X, Y] al variare di X,Y in g. Abbiamo:

LEMMA 3.2 Il commutatore g’ di un’algebra di Lie g su k é un’ideale di g; esso &
il piu piccolo ideale per cui il quoziente g/g’ sia un’algebra di Lie abeliana.

Sia g 'algebra di Lie di un gruppo di Lie G. Allora ¢’ = [g,g| é I'algebra di Lie
del commutatore G’ di G.

Se G & connesso e semplicemente connesso allora il suo commutatore G’ & un
sottogruppo chiuso e connesso di G, ed ¢ il sottogruppo analitico di g’.

Dim. Le prime affermazioni sono di facile verifica e ne tralasciamo percio la
dimostrazione.

Supponiamo ora che G sia un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso.
Consideriamo ’algebra di Lie g/g’. Essa ¢ abeliana e quindi possiamo considerarla
come l'algebra di Lie del gruppo additivo R* per qualche intero positivo k. Per il
Teorema VI.1.5, 'omomorfismo canonico g — g/g’ ¢ il differenziale nell’identita di
un omomorfismo di algebre di Lie ¢ : G — R¥. Il suo nucleo & un sottogruppo
chiuso normale H di G, con algebra di Lie g’. Poiché G/H ~ RF & abeliano,
HD>G'.

Dico che H ¢ connesso. Siano infatti a,b due punti distinti di H. Poiché G &
connesso per archi, possiamo trovare un cammino continuo s : [0,1] — G con s(0) =
a, s(1) = b. Allora ¢(s(t)) & un laccetto continuo in R¥, con ¢(s(0))é(s(1)) = 0. Sia
F:[0,1]x[0,1] > (t,7) — F(t,7) € R* un’omotopia di ¢os con il laccetto costante:
F(0,7) =0, F(1,7) =0 per ogni 7 € [0,1] e F'(¢t,1) = 0 per ogni t € [0, 1]. Poiché
¢ € una fibrazione localmente banale, la F' si rialza a un’applicazione continua
F:[0,1] x [0,1] 3 (t,7) — F(t,7) € G con F(t,0) = s(t) per t € [0,1], F(0,7) = a
ed F(1,7) = b per ogni 7 € [0,1], ¢ o F = F. Poiché F(t,1) = 0, abbiamo
F(t,1) € H per ogni t € [0,1] e quindi [0,1] 3 t — F(t,1) € H & un cammino
continuo in H che congiunge a a b. Percio H € connesso per archi.

Quindi H ¢ il sottogruppo analitico con algebra di Lie g’. Otteniamo cosi

I'inclusione H C G’, e quindi, poiché vale anche I'inclusione opposta, concludiamo
che H=G'. O

Da questo lemma si ricava subito la:

ProrosizioNE 3.3 Sia G un gruppo di Lie connesso, con algebra di Lie g. Se
g = [g, 9], allora G coincide con il suo commutatore G'.

Sia ora G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. Se h € una sottoalgebra di
Lie dell’algebra di Lie g di un gruppo di Lie G, in generale il sottogruppo analitico
H generato da h non e chiuso in G. Possiamo allora considerare il pit piccolo
sottogruppo chiuso Q di G che contiene H. La sua algebra di Lie q si indica con
bM e si dice la chiusura di Maléev di b in g.

Vale il:

TEOREMA 3.4 Se b e una sottoalgebra dell’algebra di Lie g di un gruppo di Lie
G e bM  allora il suo commutatore b’ ¢ uguale al commutatore della sua chiusura
di Maléev (h™)’.
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Dim. Sia
H, ={g€ G|(Ad; - I3)(h) Cb'}.
Allora H; € un sottogruppo chiuso di G e la sua algebra di Lie e
by = {X € glad(X)(h) Cb'}.
Poiché b C by, abbiamo hM C i, cioe [h™,h] C b'.
Consideriamo quindi il sottogruppo chiuso:
H, = {g € G|(Ady —I5)(b") C b'}

ho = {X € glad(X)(h") C b'}.
Poiché by D b, ne segue che h™ C b, cioe (h™) = [h™,hM] C B’ come volevamo
dimostrare. O

con algebra di Lie

|Im

Utilizzando questo teorema, possiamo dimostrare la:

PROPOSIZIONE 3.5 Sia H un sottogruppo di Lie analitico di un gruppo di Lie G.
Se F é la chiusura di H in G, ed F = F il rivestimento universale di F, allora
il sottogruppo analitico H = (7r_1(H))e ¢ un sottogruppo chiuso di F localmente
isomorfo ad H.

DiMm. 11 gruppo F ¢ il sottogruppo analitico di G che ha come algebra di Lie f
la chiusura di Maléev h™ dell’algebra di Lie h di H. Osserviamo ora che F/F’
e un gruppo di Lie semplicemente connesso con algebra di Lie abeliana, e quindi
isomorfo al gruppo additivo di uno spazio vettoriale R™. Poiché b’ = §', il quoziente
h/h’ & una sottoalgebra di Lie dell’algebra di Lie §/f' di f‘/ F’. 1l corrispondente
sottogruppo analitico A & un sottospazio vettoriale di F / F’ ~ R™ e quindi chiuso.
La sua 1mmag1ne inversa in F rispetto alla proiezione F—>F / F/ & un sottogruppo
chiuso, di cui H ¢ la componente connessa dell’identita. O

Se G1 e G4 sono due sottogruppi normali di un gruppo G, allora il sottogruppo
(G1, G2) generato dai commutatori glgggflggl con g1 € Gy e go € G, ¢ ancora
un sottogruppo normale di G, che si dice il mutuo commutatore di G; e Go.

In modo analogo il commutatore [g1, g2] di due ideali di un’algebra di Lie g e
ancora un ideale dell’algebra di Lie g.

Enunciamo il seguente teorema, che ci sara utile per discutere la struttura dei
gruppi di Lie risolubili e nilpotenti.

TEOREMA 3.6 Se G, Go sono due sottogruppi di Lie normali connessi di un
gruppo di Lie G, allora il loro mutuo commutatore & ancora un gruppo di Lie
normale connesso. La sua algebra di Lie ¢ £((G1, G2)) = [£(G1), £(G2)].

Se b1 e ha sono due ideali dell’algebra di Lie g di G e b}, b} le loro chiusure
di Malcev, abbiamo:

[[31,52] = [b{\/fvbéw]-

84 GRUPPI DI LIE NILPOTENTI E RISOLUBILI
Dato un gruppo G poniamo:

D(G) =DYG)=(G,G) D*G)= D" YG),D"YG)) per k>1
C(G)=CG)=(G,G) CFG)=(C"1(G),G) per k>1.
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TEOREMA 4.1 Sia G un gruppo di Lie connesso con algebra di Lie g. Allora, per
ogni k > 1, D¥(G) e C*(G) sono sottogruppi di Lie connessi e normali di G, con
algebre di Lie £(D*(G)) = D%(g) e £(C*(G)) = ¢*(g). Se G ¢é anche semplicemente
connesso, allora D¥(G) e C¥(G) sono chiusi e semplicemente connessi.

Questo teorema e un’immediata conseguenza del Teorema VII.3.6.

Ricordiamo che un gruppo G si dice nilpotente (o unipotente) se C™(G) = {e}
per qualche intero m > 0. Un gruppo G si dice risolubile se se D" (G) = {e} per
qualche intero m > 0.

Ricaviamo ancora come corollario:

COROLLARIO 4.2 Un gruppo di Lie connesso € nilpotente se e soltanto se la sua
algebra di Lie é nilpotente.

Un gruppo di Lie connesso e risolubile se e soltanto se la sua algebra di Lie é
risolubile.

Se H é un sottogruppo normale nilpotente di un gruppo di Lie G, anche la sua
chiusura H ¢ un sottogruppo normale nilpotente di G.

Se H ¢é un sottogruppo normale risolubile di un gruppo di Lie G, anche la sua
chiusura H é un sottogruppo normale risolubile di G.

Un gruppo di Lie G si dice semisemplice se la sua algebra di Lie ¢ semisemplice,
cioe se ogni suo sottogruppo di Lie normale risolubile & discreto!”.
Abbiamo:

COROLLARIO 4.3 Se G é un gruppo connesso semisemplice con algebra di Lie g,
allora (G,G) =G e [g,g] = 9.

I gruppi di Lie connessi nilpotenti e risolubili hanno rivestimento universale
Euclideo. Abbiamo infatti:

TEOREMA 4.4 Se G é un gruppo di Lie nilpotente connesso con algebra di Lie g,
allora ’applicazione esponenziale
g5 X —exp(X) e G

e un rivestimento. L’immagine inversa dell’identita mediante ’applicazione espo-
nenziale é un sottogruppo additivo discreto I' di g, contenuto nel centro 3 di g,
isomorfo al gruppo fondamentale 71(G), ed abbiamo un diffeomorfismo G ~ g/T".
Dim. Per l'esponenziale vale la formula del differenziale che abbiamo dimostrato
nel caso delle matrici:

(@exp)(X) = (L) (e) 0 &= 2]

VX eg,

avendo identificato T'x g con g.

Utilizziamo il teorema di Ado per rappresentare g come una sottoalgebra di Lie
di glg(V) per uno spazio vettoriale reale V' di dimensione finita. Per il Teorema
di Engel possiamo, scegliendo un’opportuna base di V, identificare g a un’algebra
nilpotente di matrici triangolari inferiori. Possiamo cosi verificare direttamente
che la trasformazione (I; — exp(—ad(X)))/ad(X)) ha determinante 1 per ogni X

17Questa definizione differisce da quella che si utilizza ad esempio nella teoria dei gruppi finiti,
in cui si richiede che G non contenga sottogruppi normali risolubili non banali.
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ed & quindi invertibile: I'esponenziale g 5 X — exp(X) € G & una sommersione
differenziabile.

Siano A, B due elementi di g per cui exp(A) = exp(B). Poiché Ad(exp(X)) =
exp(ad(X)) per ogni X € g, avremo anche exp(ad(A)) = exp(ad(B)). L’ espo-
nenziale di matrici & iniettivo sull’insieme delle matrici nilpotenti (Teorema 11.2.2),
onde si ha ad(A) = ad(B), cioe C' = A — B € 3. Poiché C € 3, otteniamo:

exp(B) = exp(A) = exp(B + C) = exp(B) exp(C) = exp(C) exp(B)
e quindi exp(C) = e.
Otteniamo percio la caratterizzazione:

I'={Zcj;|exp(Z) =e}.

Osserviamo che I' € un sottogruppo additivo di g perché e contenuto in 3 e quindi,
se Z1,Z2 € I', abbiamo exp(Z1 + Z3) = exp(Z1) exp(Z2) = e.

Per completare la dimostrazione osserviamo che 1’esponenziale di matrici Exp :
gl (V) — GLg(V) definisce un diffeomorfismo tra g e il gruppo nilpotente di
matrici G = Exp(g). Esso si identifica quindi al rivestimento universale di G e
I’applicazione di rivestimento si ottiene dal diagramma:

g Exp G

b

g —— G,

da cui si ricavano le altre affermazioni del teorema. O

TEOREMA 4.5 Sia G un gruppo di Lie risolubile connesso e semplicemente con-
nesso. Sia Xi,...,X,, una base di g adattata alla sequenza di sottoalgebre {ay}
descritta nel Teorema VI.8.6. Allora ’applicazione

R™ 3 (t1,...,tm) — exp(t1X1) - - exp(tmXm) € G

e un diffeomorfismo di R™ su G.

DiM. La dimostrazione ¢ un’applicazione immediata del Lemma VII.2.5. Poiché
le algebre di Lie b; = R X; soddisfano le ipotesi del Lemma VII.2.5, i sottogruppi a
un parametro B; = {exp(tX;) |t € R} sono semplicemente connessi e I’applicazione
By x:---xBy, 2 (b1,...,b) — by by, € G & un diffeomorfismo. O

COROLLARIO 4.6 Se G ¢ un gruppo di Lie risolubile connesso e X1, ..., X,, una
base di g adattata alla sequenza di sottoalgebre {ay} descritta nel Teorema VI.8.6.
Allora I’applicazione

R™ > (t1,...,tm) — exp(t1X1) - -exp(tmXm) € G

¢ un rivestimento di G.
Dal Teorema VII.4.5 ricaviamo:

TEOREMA 4.7 I sottogruppi analitici di un gruppo di Lie risolubile semplicemente
connesso sono chiusi e semplicemente connessi.
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Dim. Sia G un gruppo di Lie risolubile, connesso e semplicemente connesso, con
algebra di Lie g, sia B un sottogruppo di Lie connesso di G, con algebra di Lie b.
Fissiamo una bandiera completa di sottoalgebre di g:

(1) {0}=ayCayC---Cap1Cay =g

con aj_1 ideale in ay e ap/ap_1 algebra di Lie abeliana di dimensione uno per ogni
h=1,...,m. Consideriamo le intersezioni bNay,. E dim(bNay) < 1+dim(bNaj_;)
e quindi possiamo fissare una base X1, ..., X,, di g, adattata alla bandiera (1) tale
che, per una sequenza 1 < h; < --- < h, < m, i vettori Xy,,..., X}, formino
una base di b. Allora B risulta uguale all'immagine del sottospazio vettoriale
V={teR™|t; =0sej # hi,...,h,} mediante il diffeomorfismo
R™ >t —exp(t1X1) - exp(tmXm) € G
e quindi chiuso e semplicemente connesso. 0

TEOREMA 4.8 Sia G un gruppo di Lie connesso, con algebra di Lie g. Sia
v il radicale di G e sia s una sottoalgebra di Levi di g, cioé una sottoalgebra
semisemplice e massimale di g tale che g = t @ s. Indichiamo con R il sottogruppo
analitico generato da t e con S il sottogruppo analitico generato da s.

Allora:

(1) R ¢ un sottogruppo chiuso normale di G.

(2) G=RS;

(3) Se S’ & un altro sottogruppo di Lie analitico semisemplice massimale in G,

allora’ S e S’ sono coniugati in G, abbiamo S’ = gSg~! con g € N dove Ny
e il sottogruppo analitico che ha come algebra di Lie il radicale nilpotente
ngdig,eG=RS/;

(4) Se G ¢ semplicemente connesso, allora R e S sono chiusi e semplicemente

connessi e I’applicazione

R xS>(a,b) —abe G

e un diffeomorfismo.
DiMm. Osserviamo che, se t™ ¢ la chiusura di Maléev di t, da [t™ tM] = [t,1]
segue che R & ancora risolubile e quindi, poiché la chiusura di un sottogruppo
normale & ancora normale, R = R & chiuso. In modo analogo si ottiene che anche
il sottogruppo analitico IN la cui algebra di Lie e I'ideale nilpotente massimale di g
e chiuso.

Poiché R & un sottogruppo normale di G, il prodotto RS & un sottogruppo di
G. L’applicazione R x S 5 (a,b) — ab € G e differenziabile ed il suo differenziale
e surgettivo in (er,es). Percio la sua immagine contiene un intorno dell’identita
di G e quindi, essendo un sottogruppo ed essendo G connesso, coincide con G.

Se G e semplicemente connesso, allora, per il Lemma VII.2.4, S e semplicemente
connesso e I'applicazione R x S 3 (a,b) — ab € G & un diffeomorfismo.

La 3) & conseguenza del Teorema VI.10.2. g

COROLLARIO 4.9 Sia G un gruppo di Lie connesso, con algebra di Lie g. Siano t
il radicale di g, n I'ideale nilpotente massimale di g e ng il radicale nilpotente di g.
Allora i sottogruppi analitici R con algebra di Lie v, N con algebra di Lie n, sono
chiusi. Se G é semplicemente connesso, R, N e Ny sono chiusi e semplicemente
connessi.
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Dim. Osserviamo che il fatto che R e N siano chiusi € una conseguenza del
Corollario VII.4.2, in quanto R & ancora risolubile e N ¢ ancora nilpotente. Nel
caso in cui G sia semplicemente connesso, (G, G) ¢ chiuso e quindi anche Ny =
NN (G, G) e chiuso. Inoltre R & semplicemente connesso per il Teorema VIL.4.8 e
quindi lo sono anche N e Ny in quanto sottogruppi analitici di un gruppo risolubile
semplicemente connesso. U

5 RAPPRESENTAZIONI LINEARI DI GRUPPI DI LIE

Chiamiamo rappresentazione lineare di dimensione finita di un gruppo di Lie
G il dato di uno spazio vettoriale reale V e di un omomorfismo di gruppi di Lie
p: G — GLg(V).

La rappresentazione p si dice

irriducibile se non esiste nessun sottospazio vettoriale p(G)-invariante W di V

con {0} ; w % v,

indecomponibile se non esistono due sottospazi lineari p(G)-invarianti Wy, Wo
diversi da {0} e tali che V- = Wy & Wy,

totalmente decomponibile se esistono sottospazi p(G)-invariante Wy, i = 1,...  k,
tali che V =@, Wi e pi : G 3 g — p(g)|lw, € GL(W,) sia irriducibile per ongi i.

Diciamo che un gruppo di Lie G ¢ linearizzabile se ammette una rappresentazione
lineare di dimensione finita fedele (cioe iniettiva).

Per le rappresentazioni lineari vale il

TEOREMA 5.1 (LEMMA DI SCHUR) Sia G un gruppo di Lie esia p : G — GLg(V)
una sua rappresentazione di dimensione finita irriducibile. Se 21 é un sottoanello
commutativo unitario di Endgr(V) i cui endomorfismi commutano con tutte le
applicazioni di p(G), allora 2 é un campo, isomorfo a R o al campo C dei numeri
complessi.

DiMm. Infatti, se T & un qualsiasi endomorfismo di 2, ker T" ¢ p(G)-invariante e
quindi & uguale o a {0}, o a V. In particolare tutti gli elementi di 2 diversi da 0
sono invertibili e quindi 2 & un’estensione algebrica del campo dei numeri reali.

Per il Teorema di Ado, ogni gruppo di Lie € localmente isomorfo a un sottogruppo
di Lie di un gruppo lineare GL(n, C), ma non tutti i gruppi di Lie sono globalmente
isomorfi a sottogruppi di Lie di un gruppo lineare.

Per costruire un esempio, possiamo utilizzare il:

TEOREMA 5.2 Se G é un sottogruppo connesso semisemplice di un gruppo lineare,
allora il suo centro Z(G) é finito.

DiM. Supponiamo che G sia un gruppo di Lie connesso semisemplice e che la rap-
presentazione G C GLg(V) sia irriducibile. Il centro Z(G) € un sottogruppo chiuso
discreto di G. Per il Lemma di Schur, I’anello unitario 2 di Endg(V') generato da
Z(G), e isomorfo o al campo R o al campo C. Poiché g = [g, g], ogni elemento
X € g C glg(V) ha traccia nulla e dunque ogni elemento di G ha determinante 1.
Quindi gli unici multipli dell’identita che possono essere contenuti in G sono +Iy .
Supponiamo che Z(G) contenga un elemento a che non sia un multiplo dell’identita.
Esso ha due autovalori complessi distinti A, A con |A\| = 1. Poiché Z(G) & chiuso
e discreto in G, A = € (con 6 € R) deve essere una radice intera dell’unita e
{a" | h € Z} isomorfo a un sottogruppo finito di S* = {z € C||z| = 1}. Inoltre V
si decompone nella somma diretta di sottospazi di dimensione due: V' = @ W; su
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ciascuno dei quali a si rappresenta come una rotazione di angolo 6. Per il Lemma di
Schur Z(G) C R[a]. Quindi Z(G) si puo considerare come un sottogruppo discreto
del gruppo SO(2) e quindi & un gruppo finito.

Se la rappresentazione fedele G C GLg(V') non ¢ irriducibile, utilizziamo la
proprieta di totale decomponibilita delle rappresentazioni lineari dei gruppi di Lie
semisemplici'®: scriviamo V = @y, Vi come una somma diretta di sottospazi
vettoriali, ciascuno dei quali sia G-irriducibile. Indichiamo con p;, la rappresenta-
zione lineare su V}, indotta dalla restrizione. Per la prima parte della dimostrazione,
Z(pn(G)) e finito. Poiché I’applicazione

Z(G)3a— (pi(a), ..., pm(a)) € Z(p1(G)) X -+ X Z(pm(G))
¢ iniettiva per la fedelta della G C GLg(V'), ne segue che Z(G) ¢ finito. O

Se G 5 G @& un rivestimento connesso di un gruppo di Lie connesso G, allora
71 (eq) & contenuto nel centro di G: infatti, se a € 77! (eq), 'applicazione adg (a)
¢ un automorfismo di G che coincide con l'identita in un intorno di eg e quindi su
G. In particolare, il rivestimento universale di un gruppo di Lie semisemplice che
abbia gruppo fondamentale non finito non ¢ linearizzabile.

Ad esempio, il rivestimento universale SL(2,R) di SL(2, R) non ¢ linearizzabile e
il suo centro/vé isomorfo a Z. In modo analog/g/ non sono linearizzabili i rivestimenti
universali SO(p,2) di SO(p,2) se p > 1 ed SU(p, q) di SU(p,q) se p,q > 1.

La condizione di avere un gruppo fondamentale finito & necessaria ma non suffi-
ciente per la linearizzabilita di un gruppo di Lie semisemplice: sappiamo!® infatti
che per ogni n > 1 il gruppo SL(2,R) ammette un rivestimento A,, a n fogli, che
non & linearizzabile??.

Per i gruppi di Lie risolubili vale il criterio?!:

TEOREMA 5.3 Un gruppo di Lie semisemplice connesso G ammette una rappre-
sentazione lineare fedele se e soltanto se (G, G) é semplicemente connesso.

Citiamo infine il seguente teorema di Djokovic??:

TEOREMA 5.4 Se un gruppo di Lie connesso ammette una rappresentazione lineare
fedele, allora é isomorfo, come gruppo di Lie, a un sottogruppo chiuso di un gruppo
lineare.

18Vedi il Capitolo X: per un gruppo di Lie semisemplice connesso la totale decomponibilita delle
sue rappresentazioni lineari ¢ facile conseguenza di quella delle corrispondenti rappresentazioni
lineari della sua algebra di lie

19Vedi V.V.Gorbatsevich, A.L.Onishchik, E.B.Vinberg ” Structure of Lie groups and Lie alg-
ebras’, in Lie groups and Lie Algebras III, Encyclopaedia of Mthematical Sciences 41, Springer,
Berlin 1994, p.153

20Un gruppo di Lie connesso linearizzabile G ammette una complessificazione G: se G C
GL(n,R) & una linearizzazione di G, allora G & il sottogruppo analitico di GL(n,C) la cui
algebra di Lie & la complessificazione C ®g £(G) dell’algebra di Lie di G. L’affermazione segue
quindi dal fatto che SL(2, C) & semplicemente connesso: infatti ogni gruppo di Lie linearizzabile e
connesso con algebra di Lie isomorfa a gl(2,R) & generato in un SL(2,C) dall’immagine mediante
lesponenziale di gl(2,R), ed & quindi isomorfo a SL(2,R).

21 A L.Maléev ” On piecewise connected locally closed groups” Dokl. Akad. Nauk SSSR 40
(1943) pp.108-110.

22D.Djokovic ” A closure theorem for analytic subgroups of a real Lie group” Can. Math. Bull.
19 (1976) pp.435-439
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CAPITOLO VIII

MISURA DI HAAR E RAPPRESENTAZIONI LINEARI

§1 LA MISURA DI HAAR SUI GRUPPI TOPOLOGICI LOCALMENTE COMPATTI

Cominciamo ricordando alcune nozioni di teoria della misura.

Una tribu € una famiglia ¥ di sottoinsiemi di un insieme assegnato E che contiene
la differenza A\ B di ogni coppia A, B di suoi sottoinsiemi e I'unione e l'intersezione
U A, A, di una sua qualsiasi sottofamiglia { A, },earcn finita o numerabile.

Si dice musura su E una funzione pu, definita su una tribu ¥ di E

p:T3A— u(A) €l0,+00] C RU{+o0}

che sia completamente additiva, cioe:

,u(UAn>:Z,u(An) se {AntnemenCT e ApNA, =0 VYm#ne M;

e che goda inoltre della proprieta:

VA€T HAnlnewn CT con p(Ay) <400 YneN e A=|]A4,.
neN

Gli insiemi di ¥ si dicono misurabili. La misura p si dice completa se tutti i
sottoinsiemi di un insieme misurabile di misura nulla sono misurabili. Ogni misura
si puo completare a una misura completa, estendendone la definizione alla piu
piccola tribu T che contenga sia ¥ che tutti i sottoinsiemi degli insiemi misurabili
di misura nulla.

Una funzione reale f : E — R, a valori non negativi, si dice misurabile rispetto
a p se per ogni numero reale ¢ > 0 l'insieme {z € E|f(z) > t} & misurabile.
Sono allora misurabili tutti gli insiemi E(f;s,t) = {z € F|s < f(z) < t} con
0 < s <t < 4o00. Definiamo il suo integrale mediante:

/f )du(x) = sup thu (fitjtjs1)) |0 <ty < - <ty <tpg1 =+00
7j=1

Se il suo integrale ¢ finito, la f si dice integrabile.

Una funzione f : E — R si dice misurabile se f* = max{f,0} ed f~ =
max{—f,0} sono entrambe misurabili, ed integrabile se sono entrambe integrabili.
In questo caso si pone

[ t@aduta) = [ rr@du) - [ 1@
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Una f : E — C si dice misurabile (risp. integrabile) se lo sono sia la sua parte reale
Re f che la sua parte immaginaria Im f. Se e integrabile poniamo

/E F(@) du(z) = /E Re f(z) du(z) + i [E I f(2) dpu(z)

Supponiamo ora che E sia uno spazio topologico localmente compatto e sia
C.(FE,C) lo spazio delle funzioni continue a valori complessi nulle fuori da un com-
patto di E. Indichiamo con C.(E,R*) C C.(E,C) il sottoinsieme delle f che
assumono valori reali non negativi.

Sia p una misura su E per cui tutte le funzioni di C.(F,C) siano integrabili:
allora

CB.C)3 1~ 1(0) = [ f@)dnte) e
¢ un funzionale lineare tale che
I(f) >0 perogni feC.(E,R").

Vale il Teorema di Riesz-Markoff23:

TEOREMA 1.1 Sia F uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff e
sial : C.(F,C) — C un funzionale lineare tale che I(f) > 0 per ogni f € C.(E,R").
Allora risulta univocamente determinata una misura p, definita sulla piu piccola
tribu B(F) di E che contiene tutti i sottoinsiemi compatti di E, tale che

w(K) =1inf{I(f)| f € C.(E,RT) e f(x) >1Vxr € K} V compatto K C E.

Le funzioni f € C.(E,C) sono integrabili rispetto a p e

/E f(x) du(x) = I(f) ¥f € Co(E,C).

La tribu B(FE) generata dai compatti di F si dice la tribu di Borel di E e la misura
definita nel Teorema VIII.1.1 si dice una misura di Radon su E.

Sia G un gruppo topologico. Si dice misura di Haar su G una misura di Radon
4 non nulla e invariante a sinistra su G. L’invarianza a sinistra di p significa, in
modo equivalente, che pu(g- A) = pu(A) per ogni A € B(G) e g € G, ovvero che
[ flg-x)du(z) = [, f(x)du(x) per ogni f € C.(G,C) e per ogni g € G. In questo
caso chiamiamo il funzionale I(f) = [, f(x) du(x) un integrale di Haar su G.
Dimostriamo il seguente?*

TEOREMA 1.2 Ogni gruppo topologico localmente compatto ammette una misura
di Haar. Essa é unica, a meno di moltiplicazione per una costante positiva.

Dim. Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Indichiamo con P
'insieme delle funzioni f € C.(G,R™) non identicamente nulle. Se f € C.(G,C) e

23Vedi: S.Berberian, Measure and integration, Chelsea, New York, 1965; p.227
24 A Haar, Der Maassbegriff in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Comp. Math. 34
(1933), 147-169
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g € G, indichiamo con f; la funzione di C.(G, C) definita da f,(x) = f(g~'-x) per
ogni x € G.

Per dimostrare l'esistenza di una misura di Haar su G, basta costruire un
funzionale Iy : P — R che goda delle proprieta:

Iy )>O VfeP,

(f
In(fi + f2) = Io(f1) + Lo(f2) VYfi,f2€P,
I()(k? )_kf()(f) Vk‘ER, k>0, VfG,P,
Io(fy) = Io(f) VfeP.

Si verifica facilmente infatti che, posto Ip(0) =0 e

I(f) = Io([Re f]7) = In([Re f]7) + i {Io(Im f]*) — Io([Im f] ")} ,

I’applicazione C-lineare:
I1:C.(G,C)>f—1I(f)eC

¢ allora un integrale di Haar, cui per il Teorema VIII.1.1 risulta associata un’unica
misura di Haar su G.

Dividiamo la dimostrazione del Teorema in diversi lemmi.

LEMMA 1.3 Se f,¢ € P, allora esistono un numero finito di elementi g1, ..., g, di
G e numeri reali non negativi k, ..., k, tali che

2) <Y kidg(x) VoeG.
=1

DiM. Sia U la parte interna del supporto di ¢. Osserviamo che U # () perché
qb_ € P. Fissiamo un elemento hy € U e un intorno aperto W di hy in U con
W compatto e contenuto in U. Allora V = L,-1(W) ¢ un intorno aperto di e,

0

relativamente compatto in G. Gli aperti L, (1), al variare di g in G, ricoprono
il compatto K = supp f. Possiamo allora fissare un numero finito di elementi
hi,...,h, di G tali che K C ., Ly, (V). Sia ¢ il minimo di ¢(x) sul compatto
W. Poiché W & contenuto nella parte interna del supporto di ¢, il numero cq &
positivo. Per ognii=1,...,n, sia k; = (mathi(V) f)/co e sia g; = hihg . Allora

flw) < sup kigg, (¥) <D kidy,(x) Va €suppf,

1<i<n

da cui segue la tesi. O

Siano f,¢ € P. Definiamo il rapporto tra f e ¢ come il numero:

(f : ¢) = inf {Zk

Vale poi il seguente:

391,... ,gn € G tali che f(z <Zkz¢g VxeG}
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maxg f

maxg ¢
DiM. Infatti, se f(z) <Y i, kidg, (z) Vo € G, abbiamo:

f(z) < (Zzzlkl> mélX¢.

Passando agli estremi superiori dei due membri, otteniamo la tesi. O

LEMMA 1.4 Se f,¢ € P, allora (f : ¢) >

Nel lemma seguente elenchiamo alcune proprieta del rapporto tra due funzioni
positive la cui verifica ¢ immediata:

LEMMA 1.5 Sia ¢ € P. Valgono allora le proprieta:

(1) (fg:0)=(f:¢) VfEeP, Vg€G,

() (2) (kf:9)=k(f:¢) VYke€eRconk>0,VfeP,
3) (itfo:d)<(fr:d)+(fo:@)Vf1,[2€P,
(4) fi,fa€Pefi<fo=(fi:0)<(f2:9)

Abbiamo poi:
LEMMA 1.6 Se f,¢,v € P, allora

(f) <(f:0)(@:9).

Div.  Infatti, se f <3 kigg, € ¢ < 3 Lithy,, allora f <37 kiljtgn,;. O
COROLLARIO 1.7 Se f,¢,v € P, allora

1 (f:9)
W D= W:9)

E (f: f) =1perogn f e P. Infatti (f : f) < maxg f/maxgf = 1 e da
(f:f)<(f:f)(f:f)ricaviamo che & anche 1 < (f : f), da cui l'uguaglianza.

<(f:1).

Fissiamo ora una ¢ € P con ¥(e) > 0 e per ogni coppia di funzioni f,¢ € P
poniamo:
(f:0) [

< lwm

A5(6) = (f w>] .

Sia

=1 [ ven]

fepr

Per il teorema di Tychonoff X & uno spazio topologico compatto. Consideriamo
I’applicazione
A:G3¢— Alg) = (Af(9))ser € X.

Per ogni intorno aperto V di e in G, definiamo

Fv={A@@)|¢p P, ¢lg)=0(g')Vge G e supppC V}.
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E Fy # 0 per ogni intorno V di e in G. Infatti W =V N{g~*|g € V} ¢ ancora un
intorno di e in G e, per ogni funzione n € P con supporto contenuto in W, posto

o(9) = n(g) +n(g™1), 'elemento A(¢) appartiene a Fy .
Osserviamo che, se V; C V5 sono intorni aperti di e in G, allora Fy, C Fy,.

Indichiamo con Fy la chiusura di Fy in X. Poiché X e compatto e 'intersezione
di un qualsiasi numero finito di insiemi Fy,, al variare di V tra gli intorni aperti di
e in G non e vuoto, ne ricaviamo che

I = ﬂ Fv #0

V aperto de

LEMMA 1.8 Un punto I = (Iy)sep di I definisce un funzionale
[:P>f—I(f)=1I;€R

che soddisfa le condizioni

(1) I(f)>0 VfeP,

(©) (2) I(fi+f) <I(f) +1(f) Vfi.faeP,
(3) I(kf)=kI(f) YO<keR VfeP,
(4) I(fy)=1I(f) VfEP,VgeG.

DiMm. La tesi ¢ una conseguenza immediata del Lemma VII.1.5. Infatti le condi-
zioni (<{») valgono per ciascuna delle f — A¢(¢) e quindi per continuita valgono le

(V) per la f — I(f). O
Per completare la dimostrazione dell’esistenza della misura di Haar, bastera
verificare che nella (2) di (©) possiamo sostituire l'uguaglianza alla diseguaglianza.

Fissiamo due funzioni ny,7m2 € P, con 11(g) + n2(g) < 1 per ogni g € G. Poiché
esse sono uniformemente continue, per ogni € > 0 possiamo trovare un intorno V
di e in G tale che, per ogni g € G ed h € L, (V), risulti

m1(h) = n1(g)| + In2(h) —n2(g)| <e.

Fissiamo una ¢ € P con supporto contenuto in V e ¢(g~ 1) = ¢(g) per ogni g € G.
Sia f € P e siano ¢1,...,9, € G e ky,...,k, reali positivi tali che f(z) <
S kigg, (z) per ogni z € G. Osserviamo che ¢, ha supporto contenuto in

L, (V) e quindi
) £ kidy, ()

ove Y significa che la somma & ristretta agli indici i per cui # € L,, (V). Poiché
ni(x) < n;i(g;) +e€sex € Ly, (V), avremo anche

f@m(@) <3 kiln(g) + g, (@)

per i = 1,2. Otteniamo percio

(fm @)+ (fm2:¢) < (Zkz) (1+ 2¢)

=1
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da cui segue che:

(fm o)+ (fne: ) < (f:0)(1+2¢)

per un € arbitrariamente piccolo, purché ¢ abbia supporto in un opportuno intorno
V di e in G. Da questa relazione ricaviamo

(%) I(fm) +1(fn2) < I(f).
Se f1, f2 € P, fissiamo una f € P che sia uguale a 1 in un intorno di supp (f1 + f2)

€ poniamo
_ [ filw)/f(x)  se f(z)>0
ni(x) =
0 se x ¢ supp f;
per i = 1,2. Allora dalla (%) e dalle (V) segue che

I(fi+ f2) = I(f1) + I(f2) Yfi,f2€P.

Cio completa la dimostrazione dell’esistenza dell’integrale di Haar.

Dimostriamone ora 'unicita, a meno di moltiplicazione per uno scalare.
Sia p una misura di Haar e indichiamo con I(f) = [ f a x) il corrispondente
integrale di Haar. Se f,¢ € Pe f < 21:1]{7 Dgs» mtegrando ambo i membri

otteniamo:
Z kil (¢g,) = (Z k; )

da cui ricaviamo che
I(f)/1(¢) < (f:9).

Fissiamo ora una f € P e sia ¢ > 0. Per I'uniforme continuita di f, esiste un
intorno V' di e in G tale che |f(x) — f(gx)| < e perogniz € Geg e V. Sia ¢ € P,
con ¢(x) = ¢p(x~1) per ogni x € G e supporto contenuto in V. Consideriamo
Pintegrale [ f(x) p(x~g) du(x). Poiché ¢p(x~'g) = ¢(g~'x) si annulla quando
non appartiene a gV = Ly(V), e f(x) > f(g) —€ se x € gV, otteniamo:

/f (v~'g) du(a) —e/m tg)du(z) = [f(g) —d 1(6).

Quindi:
flg) - e < (1/1( /f (+g) du(x)
Poiché ¢ e uniformemente continua, per ogni § > 0 possiamo trovare un intorno W
di e in G tale che |¢p(z) — d(y)| < dseyxzt € W.
Siano g1, ...,9, € G tali che supp f C i, Ly, (W) e sia {¢);}1<i<n C P una

partizione dell’unita su supp f subordinata al ricoprimento {L,, (W) }1<i<y. Poiché
; ha supporto contenuto in Ly, (W), otteniamo:

Ja @ e(xg) du(z)= Y1y [ f( )p(z~tg) du(x)
< Yo I(f) [%1(9) + 0] .
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Posto k; = I(f1;)/I1(¢), abbiamo Y 1 k; = I(f)/I(¢) e
F@)<e+6> kit kidg,(x).
i=1 i=1

Se f € P ¢ maggiore o uguale di 1 sul supporto di f, avremo:

f(z) < <e+(5 Zh) f(x)%—Zklgbg(x)

Poiché 6 > 0 puo essere scelto arbitrariamente piccolo, abbiamo:

(%) (f:0) <e(f:0)+I(f)/1(9)).

Sia fo un’altra funzione di P. Essendo (fy : ¢) > I(fo)/I(¢), abbiamo (dividendo i
due membri di (%) per (fo : ¢) e tenendo conto del fatto che (I(f)/I(¢))/(fo: ¢) <

(L(N/1(¢)/(L(fo)/1(¢)) = I(f)/1(fo)):

(f: ) (f: )
S d) = o )

Ora, possiamo prendere € > 0 arbitrariamente piccolo purché il supporto di ¢
sia contenuto in un opportuno intorno V di e. Questo dimostra che il rapporto
I(f)/I(fo) & univocamente determinato e quindi l'integrale di Haar & unico a meno
di un fattore moltiplicativo. O

I(f)/1(fo) + I()/I(fo) <e(f: fo) +I(f)/I(fo).

§2  GRUPPI UNIMODULARI
Sia G un gruppo topologico localmente compatto e p una misura di Haar su G.
Fissato un elemento g € G, consideriamo il funzionale

CG.O)3 [ = 1,(f) = [ f (g™ dula) €R.

Poiché esso € un integrale di Haar, otteniamo:

1,(f) = A(g) - /G f (@) du(z) = Mg) - I1(f)

(ove abbiamo indicato con I(f) I'integrale di Haar associato alla misura p) per una
funzione A : G — R™ \ {0}. Osserviamo che

M9192)1(f) = Lgg0(f) = AMg1) g, (f) = Ag1)A(92) I(f)
V1,92 € G, Vf € C(G,C)

e quindi A : G — RT \ {0} & un omomorfismo di gruppi. Poiché per f € C.(G,C)
fissata, I'applicazione G 2 g — R} . f € Cc(G,C) (ove R}, f(z) = f (xg™') per
ogni x € G) & continua, I’applicazione A & continua.

In particolare, se G ¢ connesso, ci sono due possibilita: o A(G) = R \ {0},
oppure A\(G) = {1}.
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TEOREMA 2.1 Vale la formula di cambiamento di variabile nell’integrale:
L s e dnw) = [ f@ane) s e R).

Dim.  Consideriamo il funzionale J(f) = [q f(z7")A(z™!) du(z). Abbiamo:

= Jo flgz™ )\ @) du(z)
—fG f(lzg™ 17D (@) du(z)
=Ja fy™! ) du(y g)
= Jo F DN DAY NI M) du(y)] = I (f)

Quindi J(f) € un multiplo dell’integrale di Haar. Scegliendo delle f € P con
f(z) = f(z~1) e supporti che variano in un sistema fondamentale di intorni di e in

G, si verifica facilmente che il rapporto J(f)/I(f) approssima, e quindi & uguale

11 gruppo topologico localmente compatto G si dice unimodulare se A\(G) = {1},
cioe se la misura di Haar 1 su G ¢ invariante sia a sinistra che a destra:

Jo f(@)du(z) = [ f(g-2) du(z) = [g [ (z-g) du(z)
Vf € C.(G,C), Vg e G.

TEOREMA 2.2 Ogni gruppo topologico compatto e localmente compatto &€ unimo-
dulare.

DimM. Se G & compatto e localmente compatto, allora A\(G) € un sottogruppo
compatto di R \ {0} e quindi ¢ uguale a {1}. O

In generale, U = A71(1) & un sottogruppo normale chiuso di G, e il quoziente
G /U ¢ isomorfo a un sottogruppo additivo del gruppo additivo R dei numeri reali.
Se G & connesso e non € unimodulare, allora G/U ~ R.

§3 MISURE RELATIVAMENTE INVARIANTI SUGLI SPAZI OMOGENEI
Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Una misura di Radon n su G
si dice relativamente invariante se vi & una funzione «, : G — R \ {0} tale che

/fg 'z)dn(x /f Ydn(z VfeC.(G,C), VgeG.

Osserviamo che la x, ¢ necessariamente continua ed ¢ un omomorfismo di G nel
gruppo moltiplicativo Rt \ {0}.
Data f € C.(G,C), consideriamo la funzione z — F(z) = r; ' (z) f(z). Risulta
F(g~'z) = ﬁgl(g’lw)f(g’lx) = kin(g) m?l( ) f(g™ )

e quindi il funzionale lineare f — I(f) = [qr," (z) dn(x) soddisfa I(L;f) =
I(f) per ogni f € C.(G,C) ed & dunque un mtegrale di Haar. Abbiamo quindi
ottenuto:
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TEOREMA 3.1 Sia G un gruppo topologico relativamente compatto e sia p una
sua misura di Haar. GIi integrali di Radon relativamente invarianti su G sono allora
tutti e soli i funzionali della forma:

=k [ f@r()dute)  feCG.0)
ove k & un numero reale positivo e  : G — R \ {0} un omomorfismo continuo.

Estendiamo ora la nozione di misura relativamente invariante al caso degli spazi
omogenei.

Sia H un sottogruppo chiuso di un gruppo topologico G, e sia X = G/H il
corrispondente spazio omogeneo. Indichiamo con 7 : G — X la proiezione nel
quoziente.

Si dice misura relativamente invariante su X una misura di Radon v su X per
cui esista una funzione x, : G — R\ {0} tale che v(g(A)) = k,(g) - v(A) per ogni
compatto A di X: per il corrispondente integrale di Radon avremo:

/fg La) du(x /f )dv(z) Vg€ G, VfeC(G,C).

Poiché H ¢ un sottogruppo chiuso di G, esso ¢ a sua volta un gruppo localmente
compatto. Su di esso vi € quindi una misura di Haar pyg.

Possiamo definire un’applicazione C.(G,C) — C.(X,C) mediante integrazione
lungo la fibra: ad f € C.(G,C) associamo

:/f(mh)duH(h) sem(z) =€ eX;
H

il valore dell’integrale a secondo membro non dipende infatti dal particolare rap-
presentante z di £ € X in G.

LEMMA 3.2 L’integrazione lungo la fibra é un’applicazione surgettiva C.(G,C) —
Cc(X,C) ed associa a funzioni di P(G) funzioni di P(X).

Dmm. Sia f € C.(X,C). Poiché la proiezione 7 : G — X ¢& aperta, per ogni
¢ € supp f esiste un aperto Ug relativamente compatto in G tale che 7(Uy) sia un
intorno aperto di ¢ in X. Poiché supp f € un compatto, esisteranno un numero
finito di punti &, ...,&, tali che supp f C U;—, 7(Ug,). Fissiamo ora una funzione
reale non negativa F' con supporto compatto in G e che sia uguale a 1 in un intorno
del compatto |J;_, Ug,. La funzione F(£) & continua e strettamente positiva in un
intorno di supp f: ne segue che la f(z) = F(z) f(m(z))/F(r(z)) & ben definita e

continua con supporto compatto in G, ed abbiamo f = f. L’ultima affermazione
del lemma e evidente. U

Supponiamo ora Vi sia su X una misura di Radon relativamente invariante v, e
indichiamo con J(f) = [5 f( ) il corrispondente integrale sulle f € C.(X, (C)
Mediante l’integramone sulla ﬁbra p0881amo ad esso associare un funzionale I’ su
C.(G,C), ponendo I'(f) = J(f) per ogni f € Cc(G,C). Abbiamo

A

I'(Lyf) = J(Lf) = kg™ (f) = rulg™HI'(f) -
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Quindi, per la discussione sulle misure relativamente invarianti su G, avremo, per
una misura di Haar pug su G:

/(/th d,UH(h)> /f 2V (z) dug (z) Vf € Co(G,C).

Indichiamo con Ag e Ag gli omomorfismi, relativi ai gruppi H e G, definiti come
all'inizio del §2. Applicando la formula (#) sia ad f che ad R} _, f otteniamo:

h) Jo f(@)r(z) dpc (= h) Jx (Jea £ (@ k) dpm(k )) v(m(x))

= fx (fH fekh™) dpum(k)) dv(n(z))

= fc, flah™) Hu(wh_ ) ( )due(fc)

= riy(h) Aa(h) [ f(@)ky (2) dpa(z)
Vf € CC(G, C),

da cui ricaviamo la relazione:
A (h) =k, (h) Ag(h) Vh € H.

Da queste considerazioni segue il:

TEOREMA 3.3 Condizione necessaria e sufficiente affinché esista una misura di
Radon relativamente invariante sullo spazio omogeneo X = G/H é che vi sia un
omomorfismo continuo k : G — R\ {0} tale che

(1) k(W) Ag(h) = Au(h), VheH.

Le misure di Radon relativamente invarianti su X sono tutte e sole quelle che
soddisfano

/ (/ f(xh) dHH(h)) = k/ f(@) 5(z) dpa(z) Vi e C(G,C)

per una k che soddisfa (f) e una costante positiva k € R.

DiM. Per completare la dimostrazione, occorre dimostrare la sufficienza: a questo
scopo bastera mostrare che, data una ¢ € C.(X,C), il secondo membro della (I)
dipende solo da ¢ e non dalla scelta di una f € C.(G,C) con f = ¢. Bastera, per
la linearitd, mostrare che, se f € C.(G,C) e f = 0, allora Jo k(x) f(2) dpe(z) = 0.
Da f = 0 ricaviamo (vedi Teorema VIII.2.1) che anche

[ £ N dpsa ) 0.
H
Sia F' € P. Scambiando 'ordine d’integrazione otteniamo:

0= fq (Jg f@h ) Au(h™ ) duu(h)) F(z) s(z) duc(z)
= fH (fG F(x)f(z h_l)f@(x)d,u(;(a;)) Ma(h™Y) dug(h).
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Ponendo y = xh~! otteniamo:

=

0= Ju (Jo Fyh) f(y)k(y h)duc (yh)) Au (™) dus (h)

(

= Ju (Jg Fyh) f()r(y)a(h)Aa (h)dua(y)) Ma(h™") dus (h)
(
(z)

=

= Ju (Jg Fyh) f(y)r(y)dpa(y)) dpm(h)
= [qr(x) f(z ([ F(zh) dpm(h)) duc(z).

Per concludere, & sufficiente scegliere una F tale che [ F(xh)dup(h) = 1 per ogni
x € supp f. A questo scopo fissiamo una p € P uguale a 1 in un intorno U di supp f
e una Y € P, uguale a 1 in un intorno di supp f e con supporto contenuto in U e
poniamo

F(z) = { Y(z)p(x)/ [z p(xh) dps(h) se zeU,
Lo se z¢suppy. O

Applicando il Teorema VIII.3.3, osserviamo che, in particolare, se H & un sot-
togruppo normale di G, si puo prendere k(g) = 1 per ogni g € G. Ne segue che
U= )\al (1) & un gruppo unimodulare, e tutti i suoi sottogruppi normali chiusi sono
unimodulari. In particolare U ¢ il piu grande sottogruppo unimodulare di G.

Osserviamo infine che se H ¢ un sottogruppo chiuso unimodulare di G, allora
possiamo scegliere k uguale a 1/\g, e quindi X = G/H ammette una misura di
Radon relativamente invariante.

84 MISURA DI HAAR NEI GRUPPI DI LIE

Ricordiamo che un gruppo di Lie & un gruppo topologico G su cui sia assegnata
una struttura differenziabile per cui applicazione G x G > (z,y) — 2~y € G sia
differenziabile.

In un gruppo di Lie G le traslazioni a sinistra L4, a destra R, e ’aggiunzione ad,
sono diffeomorfismi. Indichiamo con £(G) lo spazio vettoriale dei campi di vettori
invarianti a sinistra, cio¢ delle sezioni globali £ € C*°(G,T'G) tali che Ly _(§) = &
per ogni g € G. Il differenziale della traslazione a sinistra definisce un isomorfismo
Ly, :T.G — T,G e ci permette di associare ad ogni vettore X € T.G un campo
di vettori invariante a sinistra © — X} = L, (X).

Indichiamo con g lo spazio tangente a G nell’identita e. L’applicazione

g5 X — X* e £(G)
¢ un isomorfismo di g con lo spazio dei campi di vettori invarianti a sinistra su
G. Possiamo allora definire un prodotto su g mediante il commutatore di campi di
vettori invarianti a sinistra:

[X,Y] = (XY" —Y*X")..

Con questo prodotto g ¢ un’algebra di Lie reale, che si dice associata al gruppo di
Lie G.

L’applicazione ¥ : TG — g che associa a v € T,;G l'elemento X = ¥4(v) tale che

Xy =1L, (X)=wvsidice la forma di Cartan su G. Per definizione essa ¢ invariante

a sinistra: Ly = o per ogni g € G.
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Essa ci permette di associare ad ogni prodotto scalare reale b su g una metrica
Riemanniana invariante a sinistra g su G mediante:

g(v,w) = b(?(v),d(w)) .

Chiaramente?® la misura associata ¢ una misura di Haar su G.

Indichiamo con Ad(a) : g — g il differenziale nell’identita dell’automorfismo
interno ad(a) : G > * — axa ! € G. Esso ¢ un automorfismo dell’algebra di
Lie g.

LEMMA 4.1 Se G é un gruppo di Lie, abbiamo:
Ag(a) = |det Ad(a)|]”™' Vae G.
Cio significa che, se pug € una misura di Haar di G:

fG d:UJG fG z)dpc(za) = (1/|det Ad(a fG r) dp ()
Va € G, Vf eC.(G,C).

DiM. Abbiamo infatti per la forma di Cartan:
Ri9=RioL: 9 =Ad(a')od.

Localmente la misura di Haar dug € proporzionale alla forma ¥ A --- A Y (dove n
—_——

n volte
¢ la dimensione di g). Per la definizione del determinante otteniamo:

Ad(@™ o9 A AAd(a ) o9 =det Ad(a )P A~ A Y.
~ ~ _ N——
n volte

n volte

Da questa formula segue la tesi. U

Esempio 4.1 Consideriamo GL(n, R) come un aperto dello spazio vettoriale delle
matrici reali n x n. Nelle coordinate canoniche, la forma di Cartan di GL(n,R)
¢ ¥ = x~'dx. Possiamo fissare il prodotto scalare b(X,Y) = tr XY per X,Y €
gl(n,R). Allora la metrica Riemanniana invariante a sinistra associata e definita
da:

g.(X,Y) =tr ((a ' X)(a'Y)) =tr (*X(ata)"'Y).

Utilizzando la metrica Riemanniana possiamo calcolare la misura di Haar. Rispetto
alla misura di Lebesgue dV () sull'aperto GL(n,R) di gl(n,R) ~ R™, essa ¢ data
da du(x) = |det z| =™ dV (x).

Per verificare quest’uguaglianza, ricordiamo che, se A, B sono due endomorfismi
dello spazio vettoriale V', di dimensione finita n su K, il determinante del loro
prodotto tensoriale A ® B, (I’endomorfismo di V ® V tale che (A ® B)(v ® w) =

25Se g & una metrica Riemanniana sulla varieta differenziabile G di dimensione m, la metrica
associata si definisce in coordinate locali z!,..., 2™ mediante dug = +/det(g;,j) dX, ove X & la
misura di Lebesgue in R™ e la matrice (g;,;)1<i, j<m € definita da g;; =g (G/Gxi, 0/0x7).
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A(v) ® B(w) per ogni v,w € V), & il prodotto delle potenze n-esime dei loro
determinanti: det(A ® B) = (det A)" - (det B)™.

Le matrici F; j = (8;,n - 0j,k)1<h,k<n formano una base ortonormale per b. Ab-
biamo:

tr (*Eij(ata) " Epy) = tr (EjiEng(ata)™) = dkl(ata)  in
V1 <ijhk<n.

2

Quindi, rispetto alle coordinate cartesiane globali su GL(n,R) C gl(n,R) ~ R™",

abbiamo g(; j) k(@) = 6 kl(a’a)™")];n e quindi la matrice (g ;) ) (a)) € il

prodotto tensoriale (ata)™! @ I,,. Quindi:

1
\/det(g(i,j),(h,k:) (a)) = |detal|™

ci da dugrmr)(z) = |detx|~" dV (x) ove V ¢ la misura di Lebesgue su R,

Osserviamo infine che, identificando gl(n,R) al prodotto tensoriale R™ ® R™,
abbiamo Ad(a) ~ a ® a™! e quindi det Ad(a) = 1 per ogni a € GL(n,R) e quindi
GL(n,R) & unimodulare.

0
matrici reali 2 x 2 triangolari superiori invertibili. Si verifica allora che

detAd(a b) S
0 ¢ c

e quindi il gruppo lineare T4 (2,R) non ¢ unimodulare.

Esempio 4.2 Sia T (2,R) = {(a ﬁ)

a,b,c e Rcon ac# O} il gruppo delle

ESEMPIO 4.3 Piu in generale, se n > 1 e G ¢ il sottogruppo di GL(n,R) di tutte
le trasformazioni a che mandano in se il sottospazio vettoriale generato dai primi
m vettori della base eq,...,e,, con 1 < m < n, né G, né G N SL(n,R) sono
unimodulari.

ESEMPIO 4.4 Sia T4 (n,R) il gruppo delle matrici reali n x n triangolari superiori.
In questo caso abbiamo

aj; a2 ... Qinp
agzo ... QA2p _ _ _
det Ad , _ =ataly? o adlm
Ann

e quindi il gruppo lineare T (n,R) non ¢ unimodulare.

ESEMPIO 4.5 Se G & un gruppo lineare, possiamo supporre?® che G € GL(n, R).
La forma di Cartan di G & la restrizione a G della forma di Cartan 2 'dz di
GL(n,R).

Rea —Ima

Ima Rea
associare ad ogni gruppo lineare G C GL(n,C) un sottogruppo chiuso G’ di G C

isomorfo a G come gruppo topologico.

26Facendo corrispondere ad ogni matrice a € GL(n,C) la matrice ( ) possiamo

GL(2n,R),
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Se esiste una forma bilineare simmetrica non degenere b su g tale che
b(Ad(a)(X),Ad(a)(Y)) =b(X,Y) per ogni X,Y € g,

allora G ¢ unimodulare.

ESEMPIO 4.6 Se g e un’algebra di Lie sul campo k, per ogni X € g possiamo
definire una derivazione interna Ad(X) di g mediante:

Ad(X):g2Y = Ad(X)(Y) = [X,Y] € g.

Se g e ’algebra di Lie del gruppo lineare G, ’endomorfismo Ad(X) ¢ il differenziale
in e € G dell’automorfismo ad(exp(X)). Abbiamo quindi:

Se G é un gruppo lineare connesso, condizione necessaria e sufficiente affinché
sia unimodulare e che

tr (Ad(X)) =0 VX e€g.

§5 RAPPRESENTAZIONI DEI GRUPPI TOPOLOGICI

Sia G un gruppo topologico. Una rappresentazione di G su uno spazio di Hilbert
complesso V' & un omomorfismo ® : G — G(V') di G nel gruppo G(V') degli isomor-
fismi lineari di V in V' che sono continui con i loro inversi, tale che ’applicazione
G xV 3 (g,v) — ®(g)(v) € V sia continua.

Osserviamo che vale il seguente

LEMMA 5.1 Siano G un gruppo topologico, V uno spazio di Hilbert complesso
e ®: G — G(V) un omomorfismo. Condizione necessaria e sufficiente affinché ®
sia una rappresentazione nel senso precisato sopra € che siano soddisfatte le due
condizioni:

(1) Per ogniv € V l'applicazione G 3 g — ®(g)(v) € V é continua in g = e;
(i) Esistono un intorno aperto U di e in G e una costante C' tali che

12(9)l| = supyjuy=1 [®(g)(v)[| < C per ogni g € U.

DiMm. Le condizioni (i) ed (i7) sono chiaramente necessarie. Viceversa, la (i7)
implica che la ® ¢ continua in e e quindi, essendo G e G(V') gruppi topologici, &
continua. Resta da verificare la continuita della G x V' 3 (g,v) — ®(g)(v) € V.
Siano g,g9 € G e v,v9 € V. Abbiamo:

12(g)(v) = ®(g0) (vo) < |2(g0)II - |2 (90 " 9) (v) — woll
< 1290l - 1@ (95 9) (v = vo)
+112(g0)1l - 12 (90 ") (v0) — woll
< 12 (g0)ll - 1@ (95 "9) | llv = ol

+1®(g0)|l - 1@ (g5 "9) (vo) — vol| -

Sotto le ipotesi (i) ed (i7) i due addendi nelle ultime due righe della diseguaglianza
tendono a zero quando g — gopin G e v — vg in V. |

Una rappresentazione ® di G su uno spazio di Hilbert V' si dice unitaria se
|2(g)[| =1 per ogni g € G.
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Se G C GL(n,C), la rappresentazione
G xC">(g,v) — g(v)eC”

si dice la rappresentazione standard.

EsemMpiO 5.1 Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi complessi in n indeterminate,
omogenei di grado k. Otteniamo una rappresentazione di GL(n,C) su V ponendo:

O(g9)(p)(x) =plg~"(x)) per z="(z',...,2").

Esempio 5.2 Sia V' lo spazio vettoriale complesso dei polinomi omogenei di grado
k di 2n variabili reali x1,...,Zn,y1,...,yn. Utilizzando le variabili complesse z; =
zj +1iyj, zZ; = x; — iyj, poniamo z = *(21,...,2,), 2 = Y(Z1,...,2,) e scriviamo
ogni p € V come un polinomio p(z, Z). Definiamo allora un’azione di U(n) su V
mediante:

®(g)(p)(2,2) = plg~"(2), ‘9(2)) .

ESEMPIO 5.3 Sia A*C™ la potenza esterna k-esima di C™. Vi ¢ allora un’unica
azione di GL(n,C) su A*C" per cui risulti:

P(g)(v1 A Awvg) =gvr) A Aglog)  Vor,...,u €C".

EseEMPIO 5.4 Consideriamo il gruppo additivo G = R™. Sia L?(R") lo spazio
vettoriale delle funzioni a valori complessi su R™ che sono di quadrato sommabile
in R™. Allora R™ x L2(R") > (v, f) — f(- + v) € L?>(R™) & una rappresentazione
unitaria.

EsemMpPIO 5.5 Piu in generale, sia G un gruppo topologico localmente compatto,
sia p una misura di Haar su GG. Risulta allora definita una rappresentazione unitaria
® su L*(G,du) mediante ®(g)(f)(z) = f(gx) per ogni g,z € G, per ogni f €
L?(G,dp).

Esempio 5.6 Sia X = G/H uno spazio omogeneo del gruppo topologico local-
mente compatto G, con sottogruppo di isotropia chiuso H, e sia v una misura
di Radon relativamente invariante su X. Allora ® : G x L*(X,v) > (g,f) —
(Ly), (f) € L*(X,v) & una rappresentazione di G. Essa & unitaria se la funzione
K, € identicamente uguale a 1.

Sia ® : G — G(V) una rappresentazione di un gruppo topologico G su uno
spazio di Hilbert complesso V. Un sottospazio W di V si dice invariante per ® se
®(g)(W) C W per ogni g € G; in questo caso®’, se W & chiuso in V, otteniamo
una sottorappresentazione di G su W e una rappresentazione quoziente su V/W nel
modo ovvio. La rappresentazione ® si dice irriducibile se non esistono sottospazi
invarianti non banali.

270sserviamo che, se W & invariante, anche la sua chiusura W in V & invariante.
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Due rappresentazioni ® : G — G(V) e ¥ : G — G(W) si dicono equivalenti se
esiste un isomorfismo lineare, continuo e con inversa continua, ¢ : V. — W tale che

U(g)o¢p=¢od(g) per ogni g € G.

ESEMPIO 5.7 Sia k un intero positivo e sia V lo spazio vettoriale dei polinomi
complessi delle variabili reali xq,...,x,, omogenei di grado k. Poniamo x =
Y(x1,...,2p) e definiamo ® : SO(n) — GL¢(V) mediante:

O(g9)(p)(x) =p (9 '(z))  VgeSO(n), VpeV.
Introduciamo l'operatore di Laplace A = (82/0z3) + -+ - + (9%/022) e definiamo
A:Vop— (i +-+a2) (Alp) € V.

Si verifica che ®(g) o A = Ao ®(g) per ogni g € SO(n). Ne segue che ker A e A(V)
sono due sottospazi invarianti per ®.

§6 RAPPRESENTAZIONI DEI GRUPPI LINEARI
Consideriamo ora il caso in cui il gruppo G sia un sottogruppo chiuso?® di un
gruppo lineare GL(n, C).

TEOREMA 6.1 Ogni rappresentazione di dimensione finita di un gruppo lineare é
di classe C*°.
Dmm. Sia G € GL(n,C) un gruppo lineare e sia 7 : G — GL(N,C) una sua

rappresentazione lineare di dimensione finita.

Fissiamo un intorno U di e in GL(N, C) tale che ogni elemento g € U abbia in
U un’unica radice quadrata ¢g'/2 € U: a questo scopo @ sufficiente fissare un intorno
aperto 2V di 0 nell’algebra di Lie gl(N,C) di GL(N,C) tale che X — exp(X) sia
un diffeomorfismo di 2V su un intorno aperto di e in GL(N, C) e porre U = exp(V).
Possiamo supporre che U sia una palla aperta di C™ contenuta in GL(n,C).

Dimostriamo il teorema nel caso particolare in cui G sia il gruppo moltiplicativo
dei reali positivi. Scegliamo e sufficientemente piccolo in modo che 7w(e') € U per
ogni t € [—¢,¢]. Sia Y € gl(NV,C) tale che 7(e®) = exp(eY). Otteniamo allora,
per 'unicita della radice quadrata in U, che m(e/?") = exp(55Y) per ogni intero
m > 0 e quindi che exp(e“/?") = exp(;f; Y) per ogni ¢ € Z ed m € N. Poiché
7 ¢ continua, ne segue che m(e!) = exp(tY) per ogni ¢ € R. Chiaramente la
rappresentazione Rt \ {0} 3 ¢/ — exp(tY) € GL(n,C) ¢ differenziabile di classe
C*°, perché composta di applicazioni differenziabili di classe C*°:

R+\ {0} 2220 GV, ©) =2 GL(n, C).

Il ragionamento che abbiamo svolto nel caso particolare in cui G = R* \ {0} ci
permette, in generale, di definire un diagramma commutativo:

g —— gl(N,C)

(%) e"pl lexp

G —— GL(N,C)

28]] teorema seguente vale pit1 in generale per un qualsiasi gruppo di Lie.
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in cui 'applicazione II e lineare. Ne segue che la 7 e di classe C* in un intorno di
e = exp(0) (perché exp & un diffeomorfismo in un intorno di 0) e quindi dappertutto.
O

Dalla dimostrazione del Teorema VIII.6.1 segue il:

COROLLARIO 6.2 Se ® : G — GL(n,C) ¢é una rappresentazione di dimensione
finita di un gruppo lineare G, allora il suo differenziale nell’origine:

d®, : g — gl(n,C)

e un omomortismo di algebre di Lie.
Un omomorfismo ¢ : g — gl(n,C) di un’algebra di Lie reale g si dice una rappre-
sentazione di dimensione finita di g.

Dalla dimostrazione del Teorema VIII.6.1 segue ancora il

COROLLARIO 6.3 Sia G un gruppo lineare connesso e semplicemente connesso
e sia g la sua algebra di Lie. Ad ogni rappresentazione di dimensione finita di g
corrisponde un’unica rappresentazione lineare di G.

DiM. Basta osservare che in questo caso all’omomorfismo IT di algebre di Lie
corrisponde un omomorfismo 7 di gruppi di Lie che rende (*) commutativo.

§7 OPERATORI DI RADON

Sia G un gruppo, sia § una famiglia di funzioni su G. Un’applicazione lineare
T:3F — § & un operatore (a sinistra) del gruppo G se sono soddisfatte le seguenti
condizioni:

(i) § & G-invariante: cioe {z — R} f(z) = f(zg)} € & per ogni f € F.
(ii) T commuta con l'azione del gruppo: cioe R (T(f)) = T(R;f), ovvero
(T()(xg) = Tu(f(zg))-

Osserviamo che se f € § e costante sulle classi laterali sinistre gH di un sottogruppo
H di G, anche T'(g) sara costante sulle classi laterali sinistre di G: quindi ogni
operatore del gruppo G induce un operatore sulla corrispondente classe di funzioni
definita su un qualsiasi spazio omogeneo G /H.

Per ogni g € G, la traslazione a destra R definisce un operatore del gruppo G
su una qualsiasi classe di funzioni complesse § su G che sia G-invariante.

Se poniamo S, = L;,l, le Sy (con il prodotto di composizione) formano un
gruppo isomorfo a G e la trasformazione g — S, ¢ un isomorfismo di gruppi.

Le loro combinazioni lineari a coefficienti complessi

(*) T= iklsgz
i=1

formano un anello.
Se v € una misura a valori complessi definita su G, possiamo associare ad essa
un operatore

() T, f(z) = /G fy ) du(y)

Osserviamo che T}, ¢ della forma (%) nel caso di una misura a valori complessi con
il supporto concentrato in un numero finito di punti.
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Se G ¢ localmente compatto, & particolarmente interessante il caso in cui v sia
una misura complessa di Radon, e allora T, si dice un operatore di Radon. Se la
misura v ha massa finita, diremo che 7,, &€ un operatore di Radon limitato.

Se f ¢ limitata e uniformemente continua a destra (se cio¢ per ogni € > 0 esiste
un intorno aperto U di e in G tale che |f(zg) — f(z)| < e per ogni g € U ed = € G)
e v una misura di Radon limitata, allora

T, f(xg) — T, f(x) = /G (Flyag) — fy~'2)) dv(y)

e quindi

T, f(xg) — T, ()] < /G Fly " ag) — fy"0)| duy) < c /G ()| VzeG,

e T, f e anch’essa uniformemente continua a destra.
Se v1 e vy sono due misure di Radon complesse di massa finita, abbiamo chiara-
mente 7, + 71, =T,,+.,, e vale inoltre:

T, oT,(f)(x) = / /G T ) (o) doaoe).

Il secondo membro di quest’uguaglianza ¢ un integrale di Radon, rispetto a una
misura di Radon di massa finita v:

T, o T, (f)(x) = /G fy ) du(y),

per cui risulta: v(G) = v1(G) - 12(G).
In particolare,

PROPOSIZIONE 7.1 Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Con il
prodotto di composizione gli operatori di Radon limitati formano un anello.

Sia ora pug la misura di Haar su G. Indichiamo con LP(G) lo spazio di Banach
delle funzioni misurabili di potenza p sommabile su G:

LP(G) = {f & pg-misurabile e /G |f(z)[Pdpc(x) = | flb < —l—oo}

Se v e una misura di Radon complessa di massa totale finita abbiamo:

/GTy(f)(x)-¢(w)duG( = [t [ 17'a) 6@ dua )

)| < ([ 1avts ) 115 Il

Vf e LP(G), Vo € L (G) (ove 1 < p,p’ <+ooe_+;7—1)-
Abbiamo ottenuto:

e quindi ‘ / (x) dug(x

TEOREMA 7.2 L’anello degli operatori di Radon limitati opera sugli spazi LP(G)
per ogni p €]1, +o0|.
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§8 PRODOTTO DI CONVOLUZIONE

Sia G un gruppo topologico localmente compatto. Allora anche il prodotto
diretto G <1 G € un gruppo topologico localmente compatto. Siano pug e paxac le
loro rispettive misure di Haar. Per i corrispondenti integrali di Haar abbiamo:

[ase F(@,9) duama (2, 9)= [g duc(y) [g F(z,y) dua(z)
= Jadnc(y) [o Fly 'z, y) duc(z).

Quindi: la trasformazione
GG >3 (z,y) — (y 'z,y) e GG

¢ un omeomorfismo che lascia invariata la misura di Haar di G <1 . In particolare,
se ¢, sono due funzioni pug-misurabili su G, il loro prodotto tensoriale
¢ @Y(z,y) = ¢(x)(y) & misurabile, e risulta misurabile anche la ¢(y~1x)(y), e
la y — ¢(y~ 1)y (y) & misurabile per quasi tutti gli  di G.

Supponiamo ora che 1 € L'(G). Allora 1 (z)dug(z) definisce una misura di
Radon di massa finita su G e quindi un corrispondente operatore di Radon x* del
gruppo G. Data ¢ € LP(G) la funzione di L?(G):

=/ V(y) oy 'z) duc(y /z/):z:y y ) duc(y)
G

si dice prodotto di convoluzione di Y e ¢.
Osserviamo che vale la

[V % dllLe(a) < 1Yl e)lldllr(a) -

Data una qualsiasi funzione f su G, sia f la funzione su G definita da f(z) = f(z ')
per ogni =z € G.
Vale la

PROPOSIZIONE 8.1 Sed € LP(G) e € Lp/(G), conl <p,p <+ooe %—1— 1% =1,
allora 1) x ¢ € una funzione continua e

¢+ o) < 9l (@)llllre) Vo eG.
Nel caso di un gruppo unimodulare, Papplicazione f — f & un’isometria su ciascuno
degli spazi LP(G), per 1 < p < 4+o00. Abbiamo:

TEOREMA 8.2 Sia G un gruppo topologico unimodulare. Allora il prodotto di
convoluzione gode delle proprieta:

(i) Sep e LP(G) et) € Li"/(G), conl <p,p <+ocoe Il) - z% =1, allora ¢ * ¢
¢ una funzione continua e limitata e

19+ @l (@) < 1Yl Lo @y 9l r(a) -
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P
e € L1(G), il prodotto di convoluzione ¢ x ¢ ¢ una funzione di L"(Q)

vale la maggiorazione:

1Y * ¢l ey < IWllLae) |9l r(a) -

(#i) Siano p,q,r numeri reali > 1 e tali che % =14 % — 1. Allora, se ¢ € LP(G)
e

(i73) 11 prodotto di convoluzione gode della proprieta associativa®®

(1% P2) * 3 = D1 * (P2 * P3) 1= 1 * P2 * 3.

89  OPERATORI ASSOCIATI A UNA RAPPRESENTAZIONE

Sia G un gruppo topologico localmente compatto ed unimodulare e sia pug una
sua misura di Haar. Se ® e una rappresentazione di G sullo spazio di Hilbert
V, associamo ad ogni f € L'(G), con supporto compatto, un operatore lineare
O(f): V — V mediante la formula

(#) /f v)dpg(z) YweV.

Se f € L'(G) ha supporto compatto, abbiamo

[@(NH @) < sup [ @@)] - [|fllere) - lvlv YoeV

rEsupp f

e quindi ®(f) & un operatore limitato.

Osserviamo che, se W C V' & un sottospazio chiuso invariante ®(G)-invariante
di V, allora W ¢ anche ®(f)-invariante.

Se ® ¢ unitaria, allora ®(f) & definito, mediante la formula (#), per tutte le
f e LY(G). E un operatore limitato su V con:

SN < W f 1L @) -

Osserviamo ancora che:

LEMMA 9.1 Se ® é una rappresentazione unitaria di un gruppo topologico local-
mente compatto e unimodulare z, allora:

@) =@(f*) con  fi(x)=fla7l), cioe fT=Ff,

ed inoltre

D(f1) 0 O(f2) = D(f1* f2) Vfi,f2 € LY(G).

Dim. Poiché ® & unitaria, abbiamo [®(z)]* = ®(z~1). Tenuto conto del fatto che
su un gruppo unimodulare [ h(z™!) duc(x) = [ h(z) duc () per ogni h € LY(G)
(vedi Teorema VIII.2.1), abbiamo.

/ fla (v) dpic () = /G Fla (@) (v) dug (z) = (f°)(v).

298¢ il gruppo G non & commutativo, non lo & in generale nemmeno il prodotto di convoluzione.
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Risulta poi:

®(f1) o (f2)(v fol P (y) (fo2 (z)(v )dx) dy
—ffoGfl (y) f2(2) P (yz)(v) dy d
:ffoGfl () fo(y~'2)®(2)(v) dy da
= Jg (Jg L) foly™ ) dy) ®(z)(v) da
= Jg (f1* f2)(2)2(z)(v) dz
= O(f1* f2)(v).
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CAPITOLO IX

RAPPRESENTAZIONI DEI GRUPPI COMPATTI

§1 RELAZIONI DI ORTOGONALITA DI SCHUR
Sia G un gruppo compatto. Indichiamo con dx la misura di Haar di G, norma-
lizzata in modo che risulti fG dx = 1.

PROPOSIZIONE 1.1 Se ® é una rappresentazione di G su uno spazio vettoriale V
di dimensione finita, allora esiste un prodotto scalare Hermitiano su V' che rende ®
unitaria.

Dim. Fissiamo un qualsiasi prodotto scalare Hermitiano (| ) su V e definiamo
un nuovo prodotto scalare su V' ponendo

Cleos = [ (©@)0) [Bl)w), & Yowe V.
G
I1 nuovo prodotto scalare (| ), ha chiaramente le proprieta richieste. O

COROLLARIO 1.2 Ogni rappresentazione ® di un gruppo compatto G su uno
spazio vettoriale di dimensione finita V si decompone in una somma diretta di
rappresentazioni irriducibili: abbiamo cioé una decomposizione V=V, & ---dV,,
di V' in una somma diretta di sottospazi ®(G)-invarianti irriducibili.

DiM. Possiamo infatti fissare su V un prodotto Hermitiano che renda la @
unitaria. Osserviamo allora che se il sottospazio W e ®(G)-invariante, lo ¢ anche
il suo ortogonale W+, U

TEOREMA 1.3 (LEMMA DI SCHUR) Siano ® e @’ due rappresentazioni lineari
irriducibili non banali del gruppo compatto G sugli spazi vettoriali di dimen-
sione finita V e V' rispettivamente. Supponiamo esista un’applicazione lineare
L :V — V' tale che L o ®(x) = ®(z) o L per ogni x € G. Allora L é o un
isomorfismo lineare oppure I'applicazione nulla.

Dim. Infatti ker L e L(V') sono sottospazi invarianti di V' e di V' rispettivamente,
e quindi o ker L = {0} e L(V) = V', oppure ker L =V e L(V) = {0}. O

COROLLARIO 1.4 Sia ® una rappresentazione irriducibile del gruppo compatto G
sullo spazio vettoriale di dimensione finita V. Allora ogni endomorfismo L di V' che
commuti con tutte le ®(x), al variare di x in G, & un multiplo dell’identita:

{L € Hom¢(V,V)|Lo ®(z) =P(x)o LVz € G} =C - Iy .

DiMm. Sia L un endomorfismo L di V' che commuta con tutte le ®(x), al variare
di z in G, e sia A € C un autovalore di L. Per il Lemma di Schur L — A Iy, = 0. [
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TEOREMA 1.5 (RELAZIONI DI ORTOGONALITA DI SCHUR)  Siano ®, ® due rap-
presentazioni unitarie irriducibili e non equivalenti del gruppo compatto G sugli
spazi vettoriali di dimensione finita V', V', rispettivamente. Allora per ogniu,v € V
e uw,v" € V' le due funzioni x — (®(z)(u)lv),, e x — (®'(x)(')]v'),, sono
ortogonali in L*(G):

(1) /G(@(w)(U)Iv)V (@' (z)(u)[v")y dz = 0.

Abbiamo inoltre, per ogni uy,us,v1,vs € V:

@ [ e, FE, b = Gl

DiM. Sia L : V' — V una qualsiasi applicazione lineare e definiamo una nuova
applicazione lineare L : V/ — V mediante:

L= /G O(x)oLod (z71)dx.

ChiaramenteNQD(y) oL=1Lo ®'(y) per ogni y € G e quindi, poiché ® e &’ non sono
equivalenti, L = 0 per il Lemma di Schur. Scegliamo ora L(v') = (v'|u’) u. Allora:

‘LEMKHWWAWM@meZlg@@mwww@@Wszﬂ

e facendo il prodotto scalare in V' per v otteniamo (1).

Per ottenere la (2) ripetiamo il ragionamento precedente: partendo da una
qualsiasi applicazione lineare L : V. — V, la L = [, ®(z)o Lo ® (z~")dx & un
multiplo dell’identita: L = M. Calcolando la traccia di ambo i membri, abbiamo:

tr L = Adim¢V = tr L.

Da questa uguaglianza ricaviamo che

#) o)y = oo

(vi|v2)y -
Poniamo ora L(v) = (v|ug)yui. Allora tr L = (uq|us)y e quindi la (#) da la (2).0
Sia {q)(“)} un insieme massimale di rappresentazioni unitarie irriducibili, due

a due non equivalenti, del gruppo topologico compatto G. Per ogni indice « sia
n(® il grado della rappresentazione ®(®), cio¢ la dimensione dello spazio vettoriale

complesso V(¥ su cui operano le ®(®)(z) (z € G); per ogni « sia ega), e efﬁi)
una base ortonormale di V(). Allora le funzioni

() () — e (a) ()| (@) - (a)
(X)) ¢ (x) = (n(@) <<I> (z)e; | €; >V<a) (reG), 1<i,j <n'¥,

per le relazioni di ortogonalita di Schur, formano un sistema ortonormale di vettori

di L2(G).
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Data una rappresentazione unitaria ® : G — GL¢(V) di grado finito di un
gruppo compatto G, si dice coefficiente (matriciale) della rappresentazione una
funzione della forma:

G>oz — (®(x)ulv), €C.
Si dice carattere della rappresentazione ® la funzione

ne

Goz — xolz) =trd(z) = Z (®(2)eil i)y

i=1
(dove ng ¢ il grado di ® ed eq,...,e,, una base ortonormale di V).

PROPOSIZIONE 1.6 [ caratteri x¢ e x¢’ di due rappresentazioni unitarie irriducibili
di grado finito di un gruppo compatto G soddisfano:

(i) xa(z™!) = Xg(x) per ogni x € G;
(i) xa * xor = 0 se ® e &' non sono equivalenti;

(iii) Xa * Xo = ng ' Xo-
Dimm. (i) Con le notazioni introdotte in precedenza abbiamo:

xa (™= 20 (B e ei),,
=it (e @(@)es)y
= >t (2(2)esler)y
= Xo () -
Per verificare (i7) e (iii), osserviamo che
Xao * Xo (%)= [q xo(zy)xe (y~1)dy
= S0 S0 fo (@(zy)(es) ey (@ ()(€))]e)),,dy
= 30 20 g (@) (@(x)(en)led)v (O (y)(€))]€]),, dy -

Se ® e @' sono irriducibili e non equivalenti, otteniamo la (i¢) dalle relazioni di
ortogonalita di Schur.
Se ® = ¢’ otteniamo invece:

Xo * X ()= 315 [o (@) (@(@)(e:)len)v (D(y)(e)]es)y dy
=y 1%< <x><ei>|ej>v<ez-|ej>v
=ng xo(z),
e quindi la (ii). O

§2 1L TEOREMA DI PETER-WEYL
Dimostriamo in questo paragrafo il teorema di Peter-Weyl, che € di importanza
cruciale nella teoria delle rappresentazioni:

TEOREMA 2.1 (DI PETER-WEYL) Sia G un gruppo compatto. Valgono allora:

(A) I coefficienti matriciali delle sue rappresentazioni unitarie di grado finito
generano un sottospazio vettoriale denso in L?(G).
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(B) Se {®(®},c4 & una famiglia massimale di rappresentazioni unitarie di grado
finito di G, due a due non equivalenti, la famiglia

(¢ laeA, 1<i,j<n@)
(dove le (bz(-? sono defininite da ("[)) ¢ una base ortonormale di L*(G).

(C) Ogni rappresentazione irriducibile di G ha grado finito.

(D) Ogni rappresentazione unitaria di G su uno spazio di Hilbert V si decom-
pone nella somma diretta di rappresentazioni irriducibili di grado finito su
sottospazi invarianti di V.

(E) Sia ® una rappresentazione unitaria di un gruppo compatto G sullo spazio
di Hilbert V. Per ogni rappresentazione unitaria irriducibile T di G, sia E.
la proiezione ortogonale di V' sulla chiusura della somma diretta di tutti i
sottospazi invarianti irriducibili di V' su cui la ® € equivalente a 7. Allora

E. = n7'¢(>27') ,

ove n, ¢ il grado della rappresentazione T e X, il suo carattere.
Abbiamo

/ . .
E,oFE., =0 seT eT non sono equivalenti

e vale la decomposizione ortogonale
v = Z E.(v),

ove la somma ¢é fatta rispetto a tutte le classi di equivalenza 1| di rappre-
sentazioni unitarie irriducibili di G.

Dmm. (A) Sia U la chiusura in L?(G) dello spazio vettoriale generato dai coeffi-
cienti matriciali delle rappresentazioni unitarie irriducibili di G.

Osserviamo che, se h(z) = (®(z)(v)|u)w & il coefficiente matriciale di una rap-
presentazione unitaria ® di grado finito, allora anche

h(x) = h(z=1)= ((z)(u)|v)y
Lyh(x) = h(gz)= (2(z)(u)|2(g~1)(v)),
Rgh(z) = h(zg)= (®(x)[®(g)(u)]|v)y

sono coefficienti matriciali della stessa rappresentazione.

Ne segue che U e invariante rispetto alle operazioni h — h*, h — Lih ed
h — R;h.

Supponiamo per assurdo che U # L?(G). Allora U* & un sottospazio chiuso
non banale di L?(G), anch’esso invariante per le operazioni di aggiunzione e di
traslazione sinistra e destra.

Dimostriamo che U+ contiene allora una funzione continua non banale. Se f €
U+, per ogni intorno aperto w di e in G consideriamo la funzione caratteristica .,
di w. Indichiamo con |w| la misura di Haar di w. Allora ﬁ Xw * [ € una funzione

continua perché convoluzione di due funzioni di L?(G). Ne segue che f ¢ limite in
L?(G) di una successione di funzioni continue.
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Infatti, per ogni € > 0 ﬁssato esiste un intorno w di e in G tale che

Jo | f(x) (y L2)|? dz < €2 per ogni y € w
(la traslazione a sinistra & una rappresentazione unitaria di G su L?(G)). Con tali
€ ed w abbiamo:

o (£@) = e+ @) - v(@)do|= | f (£@) = 2 [ Fy @) dy]) - v(a) da|
= 7 oty e (f@@) = fy™"2)) - v(2) da]|
< Ly fo | 7) = fu )] - o) da
<o LI =L flleee - ollz2e) dy

< €l|vllz2(q)
Quindi, se tutte le funzioni continue |71|X‘*’ x f appartenessero ad U, anche f

apparterrebbe ad U. Cio dimostra che U+ contiene una funzione f; continua e
diversa da 0. Possiamo supporre che fi(e) = 1. Definiamo

x) = /G flyry™')d

Questa funzione & ancora continua, appartiene ad U+ perché tutte le z — f(yxy~!),
al variare di y in G, appartengono ad UL. Inoltre fa(e) = fi(e) = 1 e fo(grg™!) =
fa(z) per ogni z, g € G. Poniamo finalmente:

Fla) = 5 (o) + 5 @) = (@) + Rl D)

Allora:
F € Ut ed ¢ continua,

F(gzg™')=F(z) Vr,9€G,
F(r) = F*(z) = F(z™1),
F(e)=1.

Poniamo #(z,y) = F(z~1y). Abbiamo (la misura di Haar & normalizzata in modo
che [, dz =1):

k(y,z) = k(z,y) e //G o \k(z,y)|?de dy = /G |F(2)? dz < +o0.

Quindi I'operatore

To(x) = /G k(. y)oy) dy

¢ un operatore di Hilbert-Schmidt3® T': L?(G) — L?(G). Osserviamo che T' non
e nullo perché F # 0. Questo operatore ha dunque un autovalore reale non nullo A

30Sija H uno spazio di Hilbert. Se A : H — H & un’applicazione lineare di rango finito, pos-
siamo definire la traccia di A mediante tr A = Zle (A(e;)|e;) per una qualsiasi base ortonormale
e1,...,ep di A(H) (il valore tr A non dipende dalla scelta della base). Se A ha rango finito, anche la
sua aggiunta A* ha rango finito, la composizione A* A ha rango finito e || Al| g g(g) = (tr A*A)Y/2?
€ una norma sullo spazio vettoriale F degli endomorfismi lineari di rango finito di H. Si chiamano
operatori di Hilbert Schmidt su H gli endomorfismi lineari di H che appartengono alla chiusura
di F nello spazio degli endomorfismi rispetto alla norma || - || gs(m)-
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e il corrispondente autospazio Vy = {¢ € L?(G)|T(¢) = A\¢} ha dimensione finita
(la somma dei quadrati degli autovalori di T, ripetuti con la loro molteplicita, &
uguale a [ |F(z)[? dz < +00).

Il sottospazio V) e invariante rispetto alla rappresentazione regolare a sinistra
L;_l, che € una rappresentazione unitaria di G; infatti 7' commuta con L;—l per

ogni g € G:
T(L: 1 ¢)(x)

Ja Fla™y)o(g™ y) dy
Jo Flaz™ gy)o(y) dy

Jo F(z7 gy) ()dy

= (To) (g 'w) = L} (T9)(x).

Poiché ha dimensione finita, V) contiene un Sottospazm invariante irriducibile W.
Sia ¢1,..., ¢, una base ortonormale di W). I suoi coefficienti matriciali sono:

i3 () = (sl o) = /G bi(x 1 y)di(y) dy

e per definizione stanno in U. Quindi otteniamo:

0= [q F(x)Yii(z) dx
ffoG (z)pi(z~1y)pi(y) dy dx
= [Jaxe F@)gi(z=1y)¢i(y) dz dy
)

(x

= [Jaxe Flyz™")di(x)di(y) dz dy
= Ja o Fla™'y)di(y) dy

= Jg (T9:)(2)pi(x) da

=\ Jq |oi(2)]?dx

e questo contraddice il fatto che A # 0 e W) # {0}.
Questo mostra che U+ = {0} e quindi U = L?(G).

Ko

g
o
D

Abbiamo chiaramente (A)<(B). (C) ¢ conseguenza di (D). Dimostriamo quindi
che vale (D).

Sia ® una rappresentazione unitaria di G su uno spazio di Hilbert V. Per il
Lemma di Zorn, possiamo trovare una famiglia massimale di sottospazi invarianti
di dimensione finita, due a due ortogonali, di V. Sia U la chiusura della loro somma.
Allora U+ & un sottospazio invariante chiuso. Per dimostrare che U = V, bastera
dimostrare per contraddizione che se U # V, allora U+ contiene un sottospazio
invariante di dimensione finita.

Sia v un vettore non nullo di U+. Per ogni intorno aperto w di e in G possiamo

considerare 1
Vo = Xw = /
] Jwl

Tutti i v, appartengono a U=, e poiché v appartiene alla chiusura di {v,}, esiste
un intorno aperto w di e in G per cui v, # 0.
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Se h € una combinazione lineare di coefficienti matriciali di rappresentazioni
irriducibili di grado finito di G, allora appartiene a un sottospazio di dimen-
sione finita W, invariante per la rappresentazione regolare sinistra, di L?*(G). Sia
hi,...,h, una base di un tale sottospazio W C L?(G). Se g & un qualsiasi elemento
di G, abbiamo L} ,h = >, ¢ih; per opportuni ¢; € C. Allora:

®(g)®(h)v= 0(g th 2)® () (v) da
- fG ( ) dx
- fG (z)(v) d
= Z¢=1 ci fc; i(2)®(x)(v) d,

e quindi il sottospazio di dimensione finita ) - ; C®(h;)(v) & un sottospazio ®(G)-
invariante. Se quindi possiamo dimostrare che ®(h)(v) # 0 per qualche com-
binazione lineare h di coefficienti matriciali, troveremo una contraddizione, che
dimostrera il punto (D).

Per (A), possiamo trovare una combinazione lineare h di coefficienti matriciali
tale che

oo = hllzs e < e = bllzze) < 31200)@Y /o,

Abbiamo allora:

[P (xw)(v) = @(h) (V) [lv< [[@(xw — M) (V)]lv < IXw = bllLr@)llvllv
< lxw = hllzz@llvllv < 5l1200) (@)llv

e quindi

[eW) Wy = [20e)®)] — [9(6)(v) ~ 2R @) v > 5|90y > 0.

Questo dimostra (D) e quindi anche (C).

Dimostriamo infine il punto (E).
Per le proprieta dei caratteri, posto, per ogni rappresentazione unitaria di grado
finito 7,
E;=n® (YT) )

abbiamo:

B =n,® (%) =n®(X,) = E,
E.E. =nn ®(xr*X;) =0 se7 e non sono equivalenti

Quindi le E, sono delle proiezioni ortogonali e due di queste proiezioni che cor-
rispondano a rappresentazioni unitarie irriducibili di grado finito non equivalenti
commutano.

Sia U un sottospazio irriducibile di V' per cui ®|y sia equivalente a 7. Sia
ui, ..., Uy una base ortonormale di U e consideriamo i coefficienti matriciali

bij(r) = (®(x)uiluy), per 1 <i,j < n.
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Allora
Xr(2) =200 dia(z) e (x)(uy) = 30, big(2)(uy) -

Per le relazioni di ortogonalita di Schur otteniamo:

Er(ug)=nr [ xr(2) () (u;) do

=nr Jq 2ik Prn(T) diy(2)(wi) do

:u]'.

Se u ¢ un vettore di un sottospazio irriducibile di tipo 7/ non equivalente a 7, allora
E.(u) = E; o E./(u) = 0. Considerando una decomposizione di V' in una somma
diretta di sottospazi ®(G)-invarianti irriducibili, si verifica infine facilmente che E;,
€ proprio la proiezione sulla somma diretta di quei sottospazi della decomposizione
che sono di tipo 7.

La dimostrazione e completa. U

§3 APPLICAZIONI DEL TEOREMA DI PETER-WEYL
Ricordiamo che la norma di Hilbert-Schmidt di un operatore T': V' — V definito
su uno spazio di Hilbert V' & definita da

1Tl msoy =D _IT (eI} .

dove {e;} € una qualsiasi base ortonormale di V.

Come conseguenza della parte (B) nell’enunciato del teorema di Peter-Weyl,
otteniamo il

TEOREMA 3.1 (FORMULA DI PARCEVAL-PLANCHEREL) Se f € L?(G), allora
e = [ @R e = S nal®() s
]

ove la sommatoria e estesa a tutte le classi di equivalenza di rappresentazioni
unitarie irriducibili ® (di grado ne, sullo spazio di Hilbert di dimensione finita
V(®),

Abbiamo ancora, per la rappresentazione regolare a sinistra:

TEOREMA 3.2 Sia 7 una rappresentazione unitaria irriducibile del gruppo com-
patto G. Allora ogni decomposizione di L*(G) in sottospazi irriducibili per la
rappresentazione regolare sinistra di G contiene esattamente n., sottospazi di tipo
7, ciascuno di dimensione n.. La somma diretta dei sottospazi di tipo T di L?(G)
¢ un sottospazio L*(G)-invariante di dimensione n?.

DiM. Sia infatti V7 lo spazio della rappresentazione 7. Fissiamo una base orto-
normale uy,...,u,, di V7. Allora i coefficienti matriciali

(7(2)(wi)luj) 1<i,5<ns

formano una base di un sottospazio L*(G)-invariante di L?(G), che generano
I'immagine della proiezione E, per le relazioni di ortogonalita di Schur. u
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COROLLARIO 3.3 Sia ® una qualsiasi rappresentazione unitaria del gruppo com-
patto . Sia T una rappresentazione unitaria irriducibile di G. Allora il numero di
sottospazi irriducibili di tipo T in una decomposizione di V® in somma diretta di
sottospazi ®(G)-invarianti irriducibili ¢ indipendente dalla scelta della decomposi-
zione.

Esso si indica con [® : 7] e si dice la molteplicita di T in ®.

Se ® e 7 sono due rappresentazioni lineari dello stesso gruppo G, indichiamo con
Homg (V®,V7) lo spazio vettoriale di tutte le applicazioni lineari T : V® — VT
tali che 7(g) o T =T o ®(g) per ogni g € G.

LEMMA 3.4 Siano ® e 7 due rappresentazioni unitarie dello stesso gruppo com-
patto G e supponiamo che T sia irriducibile. Allora

[@ : 7] = dimcHomg (V®, V") = dimcHomg (V7, V?).

DiM. Per il Lemma di Schur ed il teorema di Peter-Weyl, ogni applicazione lineare
in Homg (V®, V™) si annulla sul sottospazio (ET(VCI)))L. Decomponiamo il sotto-
spazio E.(V®) nella somma diretta di sottospazi irriducibili V(®). Ciascuno di
essi & equivalente a V7 (punto (E) del Teorema di Peter-Weyl). Utilizzando il
Lemma di Schur, otteniamo che, per ogni «, lo spazio Homg(V(O‘), V™) ha dimen-
sione 1 (uguale alla dimensione di Homg (V7,V7)). Da questa osservazione segue
che [® : 7] = dimcHomg(V®, V7). L’ultima uguaglianza segue dal fatto che gli
elementi di Homg (V", V?®) sono gli aggiunti di quelli di Homg(V®,V7) e quindi i
due spazi vettoriali hanno la stessa dimensione. O

Sia H un sottogruppo chiuso di G e sia ¢ una rappresentazione unitaria di H su
uno spazio di Hilbert W7. Chiamiamo rappresentazione indotta la rappresentazione

® = ind§(0)
che opera sul completamento V' in L?(G, W?) dello spazio delle funzioni f : G —

W¢ continue, tali che f(xh) = o(h)~1(f(x)) per ogni z € G ed ogni h € H,
mediante la formula3!

O(g)(f(2)) = f(g~'x) Va,g€G.

TEOREMA 3.5 (TEOREMA DI RECIPROCITA (FROBENIUS)) Sia H un sottogruppo
chiuso di un gruppo compatto G e sia ¢ una rappresentazione unitaria irriducibile
di H su uno spazio di Hilbert W?. Sia T una rappresentazione unitaria irriducibile

310sserviamo che, se H = G, allora la relazione f(xy) = o(y~')(f(x)) per ogni =,y € G
implica che f(z) = o(z71)(f(e)) per ogni * € G. Otteniamo in questo modo un isomorfismo
lineare

W 3w — {z — fu(x) =0 ) (w)}eV®

che & un’equivalenza di rappresentazioni unitarie. Abbiamo infatti
fo(g)w) (@) = a(z™ ) (0(9)(w) = a(z 7 g)(w) = fu(g™ " x) = ®(9)(fuw)(=).

Quindi: indg (o) é equivalente a o per ogni rappresentazione unitaria o di G.
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di G su uno spazio di Hilbert V™ e sia ® = indﬁ(a), che agisce sullo spazio di
Hilbert V®. Allora:

[indg(a) 7] =[7m ;o]

DiM.  Osserviamo che V® & contenuto in L2(G, W?), e quest’ultimo spazio & la
somma diretta di n, copie di L?(G) = L*(G,C). Percido 7 ha molteplicitd n,n,
in L?(G,W?), e quindi al pitt nyn, in V®. Per il lemma di Schur, 'immagine di
ogni elemento di Homg (V7, V?®) & formata da funzioni continue. In particolare, ha
senso considerare il valore in e € G di una funzione nell’immagine di un elemento
di Homg(V™,V?®). Poniamo .(f) = f(e).

Per ogni v € V7, A € Homg(V7,V?®), h € H, abbiamo:

o(h)(ee(A(v))=o(h)[(A(v))(e)] = (A(v))(h™1)
= (2(h)(A(v)))(e) = (A(T(h)(v)))(e) = ec(A(T(h)(v))) -

Qundi e.(A) € Homg(V",W?) ed otteniamo cos{ un’applicazione lineare
g : Homg(V™,V?®) — Homy(V7, W?).
Per dimostrare il Teorema, utilizzando il Lemma precedente, bastera dimostrare
che quest’applicazione € un isomorfismo.
Per dimostrare che ¢, & iniettiva, supponiamo che per un A € Homg(V7,V?®)

risulti A(v)(e) = 0 per ogni v € V™. Posto v = 7(z~1)(v') per un qualsiasi v’ € V7
e x € GG, abbiamo:

Questo dimostra che A(v’') = 0 e quindi, per arbitrarieta di v’, che A = 0.
Rimane da dimostrare che ¢, € surgettiva. Fissiamo B € Homyg(V7,W?7).
Definiamo allora

(A(W))(z) = B(r(z™H(w)) YoeV™, Ve eG.
Poiché per ogni x € G ed h € H:

(A())(zh) = B(r(h™) o m(a= 1) (v))= o(h™") (B(r(z~1)(v)))
=o(h™) ((A(v)) (x),

abbiamo A(v) € V®. In effetti A € Homg(V7™,V?®) perché
(®(20)(A(v)))(2) = (A(v))(zg ') = B(r(z—1)((z0)(v)) = A(7(z0)(v))(2),

da cui ®(zg) o A = Ao 7(xg). Infine, e.(A) = B perché

Questo dimostra che ¢, e surgettiva e completa quindi la dimostrazione del teorema.

O
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84 GRUPPI DI LIE COMPATTI
Un gruppo di Lie &€ un gruppo topologico G su cui & assegnata una struttura di
varietd differenziabile di classe? C> paracompatta tale che

GxG>3(z,y) -z lycG

sia differenziabile.

TEOREMA 4.1 Un gruppo di Lie compatto G ammette una rappresentazione
unitaria fedele di grado finito ® : G — GL(n, C).

Dim. Per (A) nel Teorema di Peter-Weyl, per ogni x € G \ {e}, esiste una
rappresentazione unitaria irriducibile 7, tale che 7.(x) # Iy-. Fissiamo z; # e
in G e consideriamo il sottogruppo G; = kerr,,: esso ¢ un sottogruppo di Lie
di G di dimensione strettamente minore di quella di G. Se G; ha dimensione
positiva, scegliamo zo € (G1)e \ {e} e consideriamo la rappresentazione unitaria
Tz, @ To,. Il suo nucleo € un sottogruppo di Lie di dimensione minore di quella
di G;. Procedendo per ricorrenza, otteniamo una rappresentazione unitaria ®g :
G — GL(ng,C) il cui nucleo ha dimensione zero. Poiché G & compatto, ker ®( &

finito. La
e P
reker g
¢ allora la rappresentazione unitaria cercata. U

32La struttura differenziabile & in effetti di classe C¥ (cio¢ analitica reale).
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CAPITOLO X

CRITERI DI CARTAN E ALGEBRE DI LIE SEMISEMPLICI

§1 LA DECOMPOSIZIONE DI WEDDERBURN

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K. Ricordiamo che
un endomorfismo K-lineare A di V' si dice semisemplice (o completamente riducibile)
se ogni sottospazio A-invariante di V' ammette un complemento A-invariante. Se
K & algebricamente chiuso, gli endomorfismi semisemplici sono tutti e soli quelli
diagonalizzabili.

Ricordiamo i seguenti risultati:

LEMMA 1.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché un endomorfismo A di V
sia semisemplice é che il suo polinomio minimo 4 sia prodotto di fattori primi
semplici distinti.

LEMMA 1.2 1l solo endomorfismo che sia al tempo stesso nilpotente e semisemplice
e endomorfismo nullo.

LEMMA 1.3 Sia K un’estensione algebrica di K. Sia V' uno spazio vettoriale di
dimensione finitan su K e A € glg(V). SiaV =K ®g V e A I'endomorfismo di V
corrispondente ad A. Allora A é semisemplice se e soltanto se A é semisemplice.

LEMMA 1.4 Se S1,S5s € glg(V) sono semisemplici e [Sy, Se] = 0, allora S1 + Sy &
semisemplice.
Da essi possiamo ricavare il TEOREMA DI WEDDERBURN:

TEOREMA 1.5 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K
di caratteristica zero. Allora ogni endomorfismo A € glg (V') si decompone in modo
unico nella forma:

con
Sa semisemplice,
(1.2) N4 nilpotente,
[Sa, Al = [Na, Al = [Sa,Na]=0.
Inoltre S, Na € K[A] e possiamo esprimere S, ed N4 come polinomi di A privi
di termine costante.

DiM. Dimostriamo innanzi tutto ’esistenza di una decomposizione (1.1) che sod-
disfa (1.2). Sia pug = plfl ... pFm la decomposizione del polinomio minimo di A
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in potenze di polinomi primi distinti. Se k; = --- = k,, = 1, A e semisem-
plice e otteniamo la decomposizione desiderata con S, = A, Ny = 0. Suppo-
niamo quindi k; > 1 per qualche i e consideriamo l'ideale n di K[A] generato da
f(A) =p1(A)o---opy,(A). Dimostriamo per ricorrenza che ¢ possibile determinare
A (1 <k <n) tali che

(1 3) { Ay € K[A] ,

' Ap=A+ N, con N enF, f(A;)€nk.

Per k =1 e sufficiente porre A; = A. Supponiamo ora di aver gia costruito Ay per
qualche k£ > 1. Cerchiamo di teterminare Ag4; nella forma Apy; = Ax + 71 con
T € vw*. Dalla formula di Taylor ricaviamo:

(1.4) f(Ap1) = f(AR +T) = f(A) + f(Ap) o T+ Ty

con T € nF*1. Poiché f ¢ prodotto di fattori primi semplici, f ed f’ sono primi
tra loro. Poiché il polinomio minimo di Ay & divisibile per f, ne segue che f'(Ay)
¢ invertibile. Possiamo scegliere quindi

T = —[f'(Ax)] 7" o f(Ag) € 0.

Abbiamo

{A;H_l:Ak—l-T:A-I-(Nk-I—T) con Ngy1=Np+T€eEn,
f(Ak+1) =T € nkH .

Per k = n abbiamo f(A,) = 0 e quindi Sy = A,, & semisemplice e otteniamo la
decomposizione desiderata ponendo N4 = —N,, € n.

Per dimostrare che Sy = p’'(A) e Na = p”(A) per polinomi p’,p” € K[z]| privi
di termine costante, osserviamo innanzi tutto che questo ¢ ovvio nel caso in cui A
non sia invertibile: il sottospazio ker A € S4 ed N 4-invariante. Poiché la restrizione
di Na a ker A & nilpotente, vi & allora almeno un elemento v € ker A \ {0} tale
che A(v) = Na(v) = Sa(v) = 0 e quindi qualsiasi espressione di S4 e di Ny
come polinomio di A non puo contenere termine costante. Se A & invertibile, per
il teorema di Hamilton-Cayley l’identita si puo scrivere come un polinomio senza
termine costante di A, onde per ogni polinomio p € K[z] possiamo trovare un
polinomio ¢ € K[z] privo di termine costante tale che p(A) = q(A).

Dimostriamo ora l'unicita. Se A = S + N & un’altra decomposizione con S
semisemplice e N nilpotente che commutano con A, allora [S,S4] = 0ed [N, N4| =
0 perché S4, Ny € K[A]. Quindi S—S4 e Ngy—N sono rispettivamente semisemplice
e nilpotente e quindi dall'uguaglianza S—S4 = Ng— N segueche S = Spe N = Ny
in quanto S — 5S4 = 0 perché al tempo stesso semisemplice e nilpotente.

TEOREMA 1.6 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K di
caratteristica zero. Sia A € glg (V') un endomorfismo lineare di V e sia A = Sp+Na
la sua decomposizione di Wedderburn, con S 4 semisemplice e N 4 nilpotente. Allora
adgp, (v)(Sa) e adgy, (v)(Na) sono rispettivamente la componente semisemplice e la
componente nilpotente della decomposizione di Wedderburn di adgy, (v(A).
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§2 IL CRITERIO DI RISOLUBILITA DI CARTAN

LEMMA 2.1 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K di
caratteristica zero. Siano W, C Ws due sottospazi vettoriali di glg(V') e sia

M = {X € g[K(V) ]adg[K(V) (X)(WQ) C Wy }

Se X e M etry(XY) =0 perogni Y € M, allora X ¢é nilpotente.

Dmm. Sia X = Sx + Nx la decomposizione di Wedderburn di X. Possiamo
supporre nella dimostrazione che K sia algebricamente chiuso. Esiste allora una
base eq,...,e, di V in cui Sx si rappresenta mediante una matrice diagonale

diag()\l, cen ,/\n) .

Vogliamo dimostrare che A\; = --- = A\, = 0. A tale scopo indichiamo con F il
Q-sottospazio vettoriale di K generato da A1,...,A,. Per dimostrare che E = {0}
dimostriamo che il suo duale £* = Homg(E,Q) ¢ {0}. Fissiamo f € E*.

Sia Y ’endomorfismo diagonale di V' corrispondente alla matrice diagonale

Sia r € Klz] un polinomio con r(0) = 0, 7(A\; — Aj) = f(N) — f(Aj) per ogni
1<i,j<n.

Abbiamo adg, (v)(Y) = r(adgy (v)(Sx)). Poiché adgy, (v)(Sx) ¢ la componente
semisemplice di adg, (v)(X), esso ¢ un polinomio di adg,(v)(X) privo di termine
costante: dunque adg,(1)(Y) € un polinomio di adg, (v)(X) privo di termine
costante. Percio abbiamo adg, (v)(Y)(W2) C Wi e dunque Y € M. In particolare

try (XY) Zf

Applicando fa Y ;" f(\)\; € E, otteniamo Y1, f(Xi)? =0, onde f = 0. Quindi
E* =0, E =0 e la tesi ¢ dimostrata.

La traccia soddisfa:
LEMMA 2.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K.

Allora

(2.1) try ([X,Y]Z) = try (X[Y, Z])  VX,Y,Z € gle(V).

DiMm. Abbiamo:

try ([X,Y]Z)= try (XY Z) — try (Y X Z)
=try (YZX — ZY X)
= try([Y, Z]X)
= try (X[Y, 2)),
VXY, Z € glx(V).

Otteniamo quindi il CRITERIO DI RISOLUBILITA DI CARTAN:
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TEOREMA 2.3 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K
di caratteristica zero. Condizione necessaria e sufficiente affinché una sottoalgebra
di Lie g di glx (V') sia risolubile & che

(2.2) try (XY) =0 VX cg, vy eg.

DiMm. Possiamo supporre che il campo K sia algebricamente chiuso. La necessita
segue allora dal fatto che, in un’opportuna base eq,...,e, di V gli elementi di g si
possono rappresentare con matrici di ¢(n,K) e quelli di g™ con matrici di n(n, K).

Supponiamo viceversa che valga la (2.2). Applichiamo il Lemma 2.1 con W; =
g e W, = g. Sia quindi

M={X eglx(V)|[X,g] C g™}
Se X,Y € ge Z € M abbiamo:
try ([X,Y]Z) = try (X[Y, Z]) =0

per la (2.2) perché [Y, Z] € g™) per definizione di M e X € g. Poiché i commutatori
[X,Y], al variare di X e Y in g, generano g\, otteniamo try (AZ) = 0 per ogni
Ae g e Ze M. Peril Lemma 2.1, ogni elemento di g(*) & nilpotente; quindi
g & nilpotente per il teorema di Engel e da cid segue che g & risolubile.

TEOREMA 2.4 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K di
caratteristica zero. Condizione necessaria e sufficiente affinché g sia risolubile é che
valga la:

(2.3) trg(ady(X)adg(Y)) =0 VX € g, VY cg.

DiM. Lanecessita e ovvia. Dimostriamo il viceversa. Se vale la (2.3), allora adg4(g)
e risolubile per il teorema precedente. Poiché il nucleo Z,(g) della rappresentazione
aggiunta e risolubile in quanto abeliano, ne segue che g e risolubile.

63 LA FORMA DI KILLING
Sia g un’algebra di Lie su un campo K. Un ideale a di g si dice caratteristico se
D(a) C a per ogni derivazione D € Derk(g).

LEMMA 3.1 Sia g un’algebra di Lie su K e sia a un ideale caratteristico di g. Allora
ogni ideale (risp. ideale caratteristico) di a € un ideale (risp. ideale caratteristico)
di g. Se a, b sono ideali caratteristici di g, anche a +b, aNb e [a,b] sono ideali
caratteristici di g.

OSSERVAZIONE Gli ideali ®™g e €™g sono caratteristici per ogni intero non
negativo m.

Una forma bilinerare simmetrica 3 : g x g — K sull’algebra di Lie g si dice
movariante se:

completamente tnvariante se:

(3.2) B(D(X),Y)+B(X,D(Y)) =0 VX,Y €g, VD € Derx(g).
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LEMMA 3.2 Sia g un’algebra di Lie su K e sia 3 una forma bilineare simmetrica
invariante su g. Sia a un ideale di g e poniamo

at ={X eg|B(X,Y)=0 VY ea}.

Allora:
(1) at & un ideale di g;
(2) se B & completamente invariante e a & caratteristico, anche a' & caratteri-
stico;
(3) se 3 ¢ non degenere, allora a N at & abeliano.

LEMMA 3.3 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K e p : g —
glx (V') una rappresentazione lineare di dimensione finita. Allora

(3.3) Bo(X,Y) = try (p(X)p(Y)) VX,V €g
e una forma bilineare simmetrica invariante su g.

LEMMA 3.4 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su K e sia p : g — glg (V)
una rappresentazione lineare di dimensione finita di g. Allora:

(3.4) B,(X,Y)=0 VX €g, VY €nil(g) = gV nrad(g) .

Dim. Consideriamo una bandiera di sottospazi p(g)-invarianti di V:

VWw={0cWc---CV,=V
£ £ F

tali che i g-moduli V;/V;_; siano irriducibili per ogni ¢ = 1,...,m. Scegliamo
una base eq,...,e, tale che per ogni ¢« = 1,...,m vi sia un intero positivo n; < n
tale che eq,...,e,, sia una base di V;. Gli elementi di p(g) si rappresentano in

questa base come matrici triangolari superiori a blocchi e quelli di p(nil(g)) hanno
blocchi nulli sulla diagonale principale. Quindi gli endomorfismi p(X) o p(Y') con
X € g, Y € nil(g) sono matrici triangolari superiori a blocchi con blocchi nulli sulla
diagonale principale e quindi hanno traccia nulla.

DEFINIZIONE Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K. La
forma bilineare simmetrica invariante:

(3.5) Kg(X,Y) = trg(adg(X)adg(Y)) VX,V €g

si dice forma di Killing di g.

TEOREMA 3.5 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su K e sia a un ideale
di g. Allora

(3.6) ka(X,Y) =kg(X,Y) VXY €a.
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TEOREMA 3.6 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K. La sua
forma di Killing €; ¢ completamene invariante.

DiM. Se g non ha derivazioni esterne, non c’e nulla da dimostrare. Supponiamo
quindi che g ammetta derivazioni esterne. Sia D una derivazione esterna di g. Allora
g =g®K D e un’algebra di Lie che contiene g come un ideale di codimensione uno.
La tesi segue allora dal fatto che k3|g = kg per il teorema precedente.

TEOREMA 3.7 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K. II suo
radicale rad(g) & I'ortogonale di g(") per la forma di Killing.
DiM. Siano X,Y € g, Z € rad(g). Allora [Y, Z] € gV Nrad(g). Quindi

ﬁg([X7 Y], Z) = HE(Xa Y, Z]) = 0.

Dunque, se t & lortogonale di g(*) per la forma di Killing, abbiamo rad(g) C t.
D’altra parte, per il criterio di risolubilita di Cartan, v € un ideale risolubile e
quindi v C rad(g) e i due insiemi sono uguali.

In particolare, otteniamo:

TEOREMA 3.8 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K di
caratteristica zero. 1l suo radicale rad(g) e il suo radicale caratteristico nil(g) =
gV Nrad(g) sono ideali caratteristici.

Poiché un ideale di un ideale caratteristico di g € un ideale di g, abbiamo:

LEMMA 3.9 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K di carat-
teristica zero. Allora g é semisemplice se e soltanto se non contiene ideali abeliani

7 {0}.

DiM. Infatti, rad(g) # {0} se e soltanto se contiene un ideale abeliano diverso da
{0}
Possiamo quindi enunciare il CRITERIO DI SEMISEMPLICITA DI CARTAN:

TEOREMA 3.10 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K di
caratteristica zero. Condizione necessaria e sufficiente affinché g sia semisemplice &
che la sua forma di Killing k4 sia non degenere.
DiMm. Osserviamo che g+ ¢ un ideale risolubile per il criterio di risolubilita di
Cartan. Quindi, se g & semisemplice, deve essere g= = {0} e percio kg non degenere.
Supponiamo viceversa che g~ = {0} e sia a un ideale abeliano di g. Se X € a,
Y € g, allora adg(X)oady(Y)(g)  a e quindi (adg (X) 0 adg(Y))? (g) € [X, a] = {0}
ci dice che adg(X)oady(Y) e nilpotente. Dunque, se X € a, abbiamo k4(X,Y) =0
per ogni Y € g e dunque X = 0 per l'ipotesi che g fosse non degenere. Cio
dimostra che a = {0} per ogni ideale abeliano di g, cio¢ che g & semisemplice.

§4 ALCUNE PROPRIETA DELLE ALGEBRE DI LIE SEMISEMPLICI
Supporremo sempre in questo paragrafo che K sia un campo di caratteristica
zero e che le algebre di Lie considerate siano di dimensione finita su K.

TEOREMA 4.1 Tutte le derivazioni di un’algebra di Lie semisemplice g sono in-
terne. Ogni ideale di un’algebra di Lie semisemplice é semisemplice e caratteristico.
DiMm. Poiché k4 ¢ non degenere su g, se a ¢ un ideale di g, allora an at & un ideale
abeliano. Poiché g e semisemplice, esso deve essere {0}. Quindi la restrizione di
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kg ad a, che coincide con kg4, ¢ non degenere e a ¢ semisemplice per il criterio di
Cartan.

Poiché g ¢ un’algebra di Lie semisemplice, I’applicazione adg : g — Derk(g) €
un monomorfismo ed induce quindi un isomorfismo di g sull’algebra intk(g) delle
derivazioni interne di g. Questa ¢ dunque un ideale semisemplice di Derk(g).
Indichiamo con & la forma di Kiling di Derg(g). Essa & non degenere su intg(g) ed
abbiamo quindi la decomposizione in somma diretta di ideali:

Derk(g) = intg(g) ® intK(g)J‘

Da
[intk (g), intx (g)"] = {0}

ricaviamo che ady(D(X)) = [D,ady(X)] = 0 per ogni D € intg(g)t ed X € g.
Ma adg € un monomorfismo e percio da D(X) = 0 per ogni X in g deduciamo che
D = 0. La dimostrazione e completa.

TEOREMA 4.2 Se g ¢ semisemplice, allora g(*) = g e per ogni ideale a di g si ha
[a,a] = [a,g] = a.

DiM. Infatti Portogonale di g rispetto alla forma di Killing & un ideale abeliano
e quindi zero. L’ultima osservazione segue dal fatto che tutti gli ideali di g sono
semisemplici.

TEOREMA 4.3 Ogni algebra di Lie semisemplice g si decompone in modo unico
come somma diretta di ideali semplici.

DiM. (i) Esistenza della decomposizione. ~ Sia a un ideale di g. Allora aNat &
un ideale abeliano di g: quindi ¢ {0} ed abbiamo la decomposizione:

g=adat

in somma diretta di ideali. Inoltre k4 = (kg)|s € non degenere su a e quindi a (e
analogamente a') & semisemplice per il criterio di Cartan.

Da queste considerazioni segue l’esistenza della decomposizione: se g € semplice,
non c’e¢ nulla da dimostrare. Altrimenti scegliamo un ideale proprio a; di g di
dimensione minima. Chiaramente a; € semplice perché, essendo caratteristico, ogni
suo ideale proprio sarebbe un ideale proprio di g di dimensione inferiore a quella
di a;. Se anche af ¢ semplice abbiamo finito. Altrimenti scegliamo un ideale non
nullo ay di dimensione minima in ai-. Se (a; @ az)* & semplice o {0} abbiamo finito.
Altrimenti ripetiamo il ragionamento svolto sopra, definendo as come l’'ideale non
nullo di dimensione minima di (a; @ az)*. Iterando questo procedimento, poiché g
ha dimensione finita otteniamo la decomposizione di g in somma diretta di ideali
semplici:

(4.1) g=01P---Day,.

(74) Unicita Sia (4.1) una decomposizione di g in somma diretta di ideali semplici.
Se a € un ideale semplice di g, abbiamo:

a:[a,g]:[al,a]@"'@[amaa]
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da cui segue che tutti tranne uno degli ideali a secondo membro sono uguali a zero,
ed uno di essi, diciamo [a;, a], € uguale ad a. Abbiamo quindi a = [a;, a] = a; perché
sia a che a; sono semplici e questo dimostra che gli ideali nella decomposizione (4.1)
sono tutti e soli gli ideali semplici di g. Cio prova l'unicita.

TEOREMA 4.4 Sia g un’algebra di Lie semisemplice e sia p : g — glg(V') una
sua rappresentazione lineare di dimensione finita fedele, tale cioé che ker p = {0}.
Allora la forma bilineare invariante (3, ¢ non degenere su g.

Dim. Consideriamo in g 'ideale

a={XeglB,(X,Y)=0 VYeg}.

Per il criterio di risolubilita di Cartan, p(a), essendo ortogonale a Dp(g) = p(gM)), &
risolubile. Poiché abbiamo supposto che p & fedele, questo implica che a e risolubile,
e quindi {0} perché g ¢ semisemplice.

§5 L’ELEMENTO DI CASIMIR DI UNA RAPPRESENTAZIONE
Anche in questo paragrafo supporremo che K sia un campo di caratteristica zero
e tutte le algebre di Lie considerate si intendono di dimensione finita sul campo K.

TEOREMA 5.1 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su K e sia p : g —
glx (V') una rappresentazione lineare di dimensione finita di g. Sia a un ideale di g
su cui la forma bilineare simmetrica invariante (3, sia non degenere. Fissiamo una
base X1,...,X,, dia esiaYy,...,Y,, la base di a tale che

(5.1) Bp(X5,Yj) =06;5 V1<i,j<m.

Allora I’'endomorfismo ¢ = c(p,a) di V definito da:

m

(5.2) c =Y p(Xi)op(Y;) € Endg (V)

1=1

commuta con tutti gli elementi di p(g) ed é indipendente dalla scelta della base
X1, X
DiM. Fissiamo un elemento Z di g e scriviamo:

(5.3) [Z2,X;)=dX;, [Z2,Y:]=0bY;, con al,b) €K per 1<i,j<m.
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I coefficienti a] e b] si possono determinare mediante:

(54) a0 = B2, X:),Y;) = =Bp(Xi, [Z,Y]) = b 1<i,j<m.

Otteniamo quindi:

[c, p(Z)]=
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Questo dimostra che ¢ appartiene al centralizzatore di p(g) in glg (V).
L’invarianza dell’elemento c rispetto alla scelta della base Xi,...,X,, € una
semplice verifica.

L’elemento ¢ = ¢(p, a) si dice elemento di Casimir della rappresentazione p su a.

TEOREMA 5.2 Sia g — glg(V) una rappresentazione lineare di dimensione finita
dell’algebra di Lie g, sia a un ideale di g su cui 3, é non degenere e sia ¢ il corri-
spondente elemento di Casimir di p su a. Allora

(55) tI‘V (C) = dlmK(a) .

Se p e irriducibile, allora c e invertibile. Se K e algebricamente chiuso, allora

dimKa
5.6 = -Idy .
( ) ¢ (diva> v

DiMm. Infatti, con le notazioni del lemma precedente, abbiamo:
trv(c) = > trv(p(X) o p(Ys)) =D Bo(Xi,Y:) = m,
i=1 i=1

ove m = dimga. Se p e irriducibile, per il lemma di Schur c & invertibile e, se K e
algebricamente chiuso, ¢ € un multiplo dell’identita.

Supponiamo ora che g sia semisemplice e sia p : g — glg(V) una sua rappre-
sentazione lineare di dimensione finita. Il nucleo di p € un ideale di g ed ammette
quindi un complementare a = (ker p)* (ortogonale rispetto alla forma di Killing
Kg), su cui la 3, &€ non degenere. La (3, ¢ non degenere su a per il Teorema 4.4.
Porremo

(57) Cp = C(,O, a)

e chiameremo questo endomorfismo di V' 1’elemento di Casimir della rappresenta-
zione p.

86 IL TEOREMA DI WEYL
Al solito supponiamo che il campo K abbia caratteristica zero e che tutte le
algebre di Lie (su K) considerate abbiano dimensione finita.

LEMMA 6.1 Sia g un’algebra di Lie semisemplice. Se p : g — glg(V) é una
rappresentazione di dimensione finita di g, allora p(g) C slg (V).
Dmm. Poiché g = [g, g], otteniamo

p(g) = [p(g), p(g)] C [glk(V), gl (V)] = slk(V).

Dimostriamo ora il TEOREMA DI WEYL:

TEOREMA 6.2 Sia g un’algebra di Lie semisemplice. Allora ogni rappresentazione
lineare g : glg (V') di dimensione finita ¢ completamente riducibile.

DimM. Se dimg (V) <1, la tesi ¢ banalmente vera. Supporremo quindi nel seguito
che n = dimgV > 1.
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(1) Consideriamo dapprima il caso in cui V' contenga un sottospazio g-invariante
W di codimensione uno in V. Ragioniamo per ricorrenza su n = dimgV'.

(l1a) Mostriamo che possiamo ricondurci al caso in cui W sia un g-modulo irridu-
cibile.
Se {0} # U C W & un sottospazio g-invariante, possiamo considerare la succes-
£

sione esatta di g-moduli:

0 —— WU —— V/U K 0.

Poiché dimg (V/U) < dimg V', per I'ipotesi induttiva esiste un sottospazio di dimen-
sione uno g-invariante Wi /U di V/U tale che

V/U = W/U & W1 /U .

Allora la
0 U Wy K 0

¢ una successione esatta di g-moduli. Poiché dimgW; < dimgV', e U ha codimen-
sione uno in Wy, per l'ipotesi induttiva W; contiene una retta g-invariante L tale
che Wi = U & L. Da questa ricaviamo che V =W & L e quindi abbiamo ottenuto
un complemento g-invariante di W in V.

(Ib) Supponiamo quindi che W sia un sottospazio di codimensione uno di V'
e un g-modulo irriducibile. Sia c, 'elelemento di Casimir della rappresentazione
p. Poiché ¢, commuta con gli elementi di p(g), e p(g)(V) C W in quanto le
rappresentazioni uno-dimensionali di un’algebra di Lie semisemplice sono banali
per il Lemma 6.1, abbiamo c,(W) C W e kerc, ¢ un sotto-g-modulo di V. Inoltre
c, ¢ invertibile su W e nullo su V/W. Quindi kerc, ¢ una retta g-invariante di V'
tale che V =W @ kerc,,.

(2) Consideriamo ora il caso generale.
Se V & un g-modulo irriducibile, non c¢’e nulla da dimostrare. Supponiamo che vi
sia un sotto-g-modulo W con {0} # W ; V. Consideriamo la rappresentazione W

indotta da p su Homg (V, W). Sia V il sottospazio di Homg (V, W) che consiste delle
applicazioni lineari o : V' — W la cui restrizione a W sia un multiplo dell’identita
su W:

a(w) =ky-w YweW.

Se X €g, weWeaecV, abbiamo:
Y(X)(a)(w) = p(X)((w)) — ap(X)(w)) = 0.

Sia W il sottospazio delle o di V che si annullano su W. Anch’esso & un sottospazio
U (g)-invariante; inoltre U(g)(V) C W e V/W ha dimensione uno. Per la parte
(1) della dimostrazione, esiste una retta W(g)-invariante £ tale che ¥V = W @ L.
Fissiamo un generatore o di £. Abbiamo

p(X)oag—agop(X)=0 VX €Eg

perché tutte le rappresentazioni uno-dimensionali di g sono nulle. Quindi ker ay ¢
un sotto-g-modulo di Ve V =W & ker ay.
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La dimostrazione ¢ completa.

87 ALGEBRE DI LIE SPEZZABILI

Sia K un campo di caratteristica zero.

Un’algebra di Lie lineare g C glg (V) si dice spezzabile se per ogni elemento X
di g la sua componente semisemplice Sx e la sua componente nilpotente Nx nella
decomposizione di Wedderburn sono anch’esse elementi di g.

LEMMA 7.1 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su K. Allora ’algebra
Derg(g) delle sue derivazioni é spezzabile.

DiMm. Possiamo supporre che K sia algebricamente chiuso. Sia D una derivazione
di g e siano S ed N rispettivamente la sua componente semisemplice e la sua
componente nilpotente nella decomposizione di Wedderburn. Se A € K, indichiamo
con g* il sottospazio U,,>oker(D — A\)™. Si verifica allora che [g't, g*2] C ghtF22:
cio deriva dall’identita:

(D= (A +22))" (X, Y]) = 3200 ()P = A)™(X), (D = Ag)" (V)]
vn=20,1,2,..., X, Yeg

che si dimostra facilmente per induzione su n. Ne segue che
S([X/\17X/\2]) = (>‘1 + AQ)[X/\NX/\Q] VX/\1 S gAla X/\2 S gAQ

e da questa formula segue facilmente che S, e quindi N = D — S, & una derivazione
di g.

In particolare, data un’algebra di Lie semisemplice g, poiché tutte le derivazioni
di g sono interne, potremo associare ad ogni suo elemento X gli elementi Sy ed
Nx tali che
adg(X) = ady(Sx) + adg(Nx)

sia la decomposizione di Wedderburn della derivazione adg(X) di g. Chiameremo
Sx ed Nx le componenti semisemplice e nilpotente, rispettivamente, di X in g.

TEOREMA 7.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e sia g una
sottoalgebra di Lie semisemplice di glg(V'). Allora g contiene le componenti semi-
semplice e nilpotente di ogni suo elemento.

Dim. Possiamo supporre che K sia algebricamente chiuso. Per ogni sottospazio
lineare W di V indichiamo con ay la sottoalgebra di Lie di glg(V') formata dagli
endomorfismi lineari X tali che X(W) C W e tryy(X) = 0. Poiché g = gV,
abbiamo in particolare g C ay per ogni sotto-g-modulo W di V. Sia allora g
'intersezione del normalizzatore di g in glg (V') con le algebre di Lie ay al variare
di W tra i sotto-g-moduli di V. Sia X € g e siano Sx ed Nx le componenti
semisemplice e nilpotente della sua decomposizione di Wedderburn. Poiché Sx ed
Nx sono polinomi di X privi di termine costante, abbiamo Sx, Nx € g.

Mostriamo che g = g. Osserviamo che g € un ideale semisemplice di g e quindi,
detto gt l'ortogonale di g in g rispetto alla forma di Killing di g, abbiamo la
decomposizione di g in somma diretta di ideali: § = g ® g~. Sia W un sotto-
g-modulo irriducibile di V. Per il Lemma di Schur, la restrizione di un qualsiasi
elemento A di g* ¢ un multiplo dell’identitd su W. Poiché A ha traccia nulla su

W, ne segue che A = 0. Poiché V' & somma diretta di g-moduli semplici, da questa
osservazione deduciamo che gt = {0} e quindi g = g.
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TEOREMA 7.3 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K. Sia X €
slg(V). Allora X = Sx + Nx é la sua decomposizione di Wedderburn se e soltanto
se ads, (v)(Sx) e adgy, (vy(Nx) sono le componenti semisemplice e nilpotente nella
decomposizione di Wedderburn di ad, v)(X).

DiMm. Osserviamo che, se X = Sx + Nx ¢ la decomposizione di Wedderburn
di X, allora adg, (v)(Sx) e adgy(v)(Nx) sono rispettivamente semisemplice e
nilpotente. La tesi segue dall’unicita della decomposizione di Wedderburn. (Nota
che try (Sx) = try (X) — try(Nx) = 0 e quindi Sx € slg(V)).

Vale il seguente:

TEOREMA 7.4 Sia p : g — glg(V) una rappresentazione lineare di dimensione
finita di un’algebra di Lie semisemplice. Allora p(X) = p(Sx)+ p(Nx) &, per ogni
X € g, la decomposizione di Wedderburn dell’endomorfismo p(X) di V.

DiMm. Possiamo ricondurci al caso in cui K sia algebricamente chiuso. Fissiamo
X € gesiag=®\cxg” la decomposizione spettrale di g rispetto all’endomorfismo
adg(X). Se Y € g* abbiamo:

[p(Sx), p(Y)] = p([X,Y]) = Ap(Y)

e quindi otteniamo la decomposizione

p(8) = Drexp(9) = Orexp(g’) .

Chiaramente ad,)(p(Sx)) e ad,g)(p(Nx)) sono le componenti semisemplice e
nilpotente di ad,4)(p(X)). Poiché p(g) ¢ semisemplice, abbiamo p(g) C slk (V).
Ne segue che p(Sx) e p(Nx) sono la componente semisemplice e nilpotente di p(X)
per il Teorema 7.3.
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CAPITOLO XI

SISTEMI DI RADICI DELLE ALGEBRE DI LIE SEMISEMPLICI

81 POTENZE TENSORIALI, SIMMETRICHE E ALTERNATE DI UNA RAPPRESENTA-
ZIONE

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K. Indichiamo
con T(V) la sua algebra tensoriale e con T™ (V') il sottospazio vettoriale di T'(V)
formato dai tensori omogenei di grado m: abbiamo la decomposizione T'(V) =
Do T7(V).

Sia Z l'ideale bilatero di T'(V') generato dai tensori della forma v ® w — w ® v al
variare di v, w in V. Z & un ideale omogeneo e quindi 'algebra quoziente S(V') =
T(V)/Z ¢ un’algebra graduata:

(1.1) S(V)=@&p s™(v).

L’algebra S(V') si dice algebra simmetrica di V; gli elementi di S™ (V') si dicono
tensori simmetrici omogenei di grado m.
Sia J l'ideale bilatero di T'(V') generato dai tensori della forma v ® v, al variare

di v in V. Esso ¢ un ideale graduato di T'(V') e quindi I'algebra esterna A(V) =
T(V)/J di V, & un’algebra graduata:

(1.2) AV)=EPAm(V).
m=0

Essa e un’algebra di dimensione finita 2".

Osserviamo che, in modo naturale, T°(V) ~ S°(V) ~ A%(V) ~ K e TH(V) ~
S V)~ AY(V)~V.

Abbiamo:
LEMMA 1.1  Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su K e sia p : g —

glk (V') una sua rappresentazione lineare di dimensione finita. Allora esiste un’unica
rappresentazione lineare T'(p) di g su T'(V') che goda delle seguenti proprieta:

(1) T(p)(X) € Derg(T(V)) VX €g,
(1.3) (1) T(p)(X)(k) =0 VX €g, VEe K~T%V),
(i1)T(p)(X)(v) = p(X)(v) VX €g, VveV =THV).

Abbiamo inoltre:

T(p)(@)(T™(V)) cT™(V) Vm €N,

(1.4) T(p)(8)(T) C T, T(p)(a)(J)C JT.
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In particolare, per ogni m € N la p induce rappresentazioni lineari di dimensione
finita

T (p) : 8 — glx(T™(V)),
(1.5) S™(p) 19 — gl (S™(V)),

A™(p) - g — glg(A™(V)).

ESEMPIO  Se scegliamo una base ey, ..., e, di V, vi € un unico isomorfismo naturale
dell’algebra S(V') con l'algebra K[z, ..., z,] dei polinomi in n indeterminate, che fa
corrispondere agli elementi della base i monomi x4, ..., x,, rispettivamente.

§2 RAPPRESENTAZIONI LINEARI DI sl(2, K)
Sia K un campo algebricamene chiuso di caratteristica 0. Consideriamo 'algebra

di Lie s((2,K) delle matrici 2 x 2 a coefficienti in K con traccia nulla. Consideriamo
la base standard di s[(2, K):

0 1 0 0 1 0
v x= (00 vo (00w () Y
Le regole di commutazione si esprimono nella base standard mediante:
(2.2) (X,)Y]|=H, [H,X]=2X, [HY]=-2Y.

Abbiamo quindi, nella base standard:

0 0 -2
adgier)(X)=10 0 0 [,
0 1 0
0 0 0
(2.3) adgi2,i)(Y)=| 0 0 2],
-1 0 0
2 0 O
ads[(z,K)(X): 0 -2 0
0 O

e quindi la forma di Killing ha, come matrice associata nella base X,Y, H la

0 4 0

(2.4) [Ks12.1)] 0
8

S =~
o O

Per il criterio di Cartan s[(2,K) & semisemplice ed & ovviamente semplice perché
ha dimensione 3.

A Pesi e vettori massimali di una rappresentazione

Sia V' un sl(2,K)-modulo di dimensione finita. H definisce un elemento semi-
semplice di glg(V) e quindi, avendo supposto K algebricamente chiuso, abbiamo
una decomposizione di V' in somma diretta:

(2.5) V =®rexV, con V,\:{UGV|H'UZ)\U}.
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I A € K tali che V) # {0} si dicono pesi della rappresentazione V' e il V) corrispon-
dente spazio di peso o autospazio di V corrispondente a A. La dimensione di V), si
dice la molteplicita del peso A\ della rappresentazione V.

Dalle formule di commutazione (2.2) otteniamo:

H- (X-v=X-(H-v)+[H,X]-v=X -(H -v)+2X v,
(2.6) H- (Y-v)=Y -(H-v)+[H,Y]-v=Y -(H -v)—2Y v,
YoeV.

Vale percio:

LEMMA 2.1 Sia V un sl(2,K)-modulo di dimensione finita. Allora

(2.7) X -V\C Vo, Y -VNCVygo.

In particolare, se V' # {0}, vi ¢ un A € K tale che V) # {0} e Vy;2 = {0}. Un tale
A si dice peso massimale della rappresentazione V' e ogni v € V) \ {0} un wvettore
massimale di V.

B Classificazione delle rappresentazioni irriducibili di sl(2, K)
Sia V' (con 0 < dimgV < oo0) un sl(2,K)-modulo irriducibile, sia A un peso
massimale e v € Vy \ {0} un vettore massimale. Definiamo:

w—1:07
(28) Wo =17,
wj:%Y-wj_lzﬁYj'v per j>1.

LEMMA 2.2 Con le ipotesi e le notazioni itrodotte sopra abbiamo:

i) H - wj = (A= 2j)wy,
Vj e N.

Dim. iii) segue dalla definizione e i) dal Lemma 2.1. Dimostriamo la i) per
induzione. Essa ¢ vera per j=0. Supponiamo i > 0 e la 4i) valida per 0 < j < i.

Allora

=Hw;,+Y X w;
= ((+ 1A —2i — i+ i) w;
=G+ 1DH(A—=dw;.
Questo completa la dimostrazione.
Poiché V' ha dimensione finita, vi € un piu piccolo intero non negativo m tale
che wy,, # 0 e w; = 0 per j > m. Il sottospazio W generato da wg,w1,...,wn

¢ un sotto-s((2, K)-modulo di V' e quindi coincide con V perché V ¢ irriducibile.
Esso ha dimensione (m + 1) in quanto i wj, essendo autovettori corrispondenti a
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differenti autovalori di H-, sono linearmente indipendenti. Dalla i7) otteniamo, per
j=m+1:
0=X wn+1 = (A —m)wy,

e quindi A = m perché w,, # 0. Quindi il peso massimale A & un intero non negativo
m e gli autovalori di H sono:

{m—-2j10<j<m}.

Otteniamo quindi:

TEOREMA 2.3 Le rappresentazioni irriducibili di s1(2,K) di dimensione positiva
sono isomorfe alle rappresentazioni S™(K?): in particolare ogni rappresentazione
irriducibile di sl(2,K) é completamente determinata, a meno di equivalenza, dalla
sua dimensione e per ogni intero m > 0 vi e, a meno di equivalenza, una e una sola
rappresentazione irriducibile di dimensione m.

C Rappresentazioni di dimensione finita di s[(2,K)

TEOREMA 2.4 Sia V un sl(2,K)-modulo di dimensione finita. Allora i pesi di
V' formano un sottoinsieme di 7, simmetrico rispetto a 0. V si decompone nella
somma diretta di dimgVy + dimgV; sotto-sl(2, K)-moduli irriducibili.

Esemp1o 1 Consideriamo T2 (K?). Scelta la base canonica {e; ®e; |1 < 14,5 < 2},

abbiamo:
T2(H)(€1 & 61) =2e1 ®eq,

Tz(H)(el X 62) = 0,
T2<H)(€2 X 61) = 0,
TQ(H)(GQ (029 62) = —262 & €9 ]
e quindi otteniamo T2(K?) ~ S°(K?) @ S?(K?).
EseEmpio 2 S?(K?) @ S?(K?) ~ SO(K?) & S?(K?) @ S4(K?).

I pesi dell’sl(2, K)-modulo S?(K?) ® S?(K?) sono le somme di tutte le coppie dei
pesi della rappresentazione S?(K?): otteniamo quindi 44 con molteplicitd 1, +2
con molteplicita 2, 0 con molteplicita 3: avremo quindi una decomposizione nella
somma diretta dei tre moduli irriducibili di pesi massimali rispettivamente 4, 2 e 0.
EseEMpPIo 3 A?(S°(K?)) ~ SO(K?) & S4(K?) @ S®(K?).

I pesi del 5[(2,K)-modulo A%(S°(K?)) sono le somme di tutte le coppie di pesi
distinti di S°(K?): otteniamo quindi £8 con molteplicita 1, £4 e £2 con molteplicita
2 e 0 con molteplicita 3. Quindi A?(S®(K?)) si decompone nella somma diretta di
tre moduli irriducibili, di pesi massimali rispettivamente 0, 4 e 8.

83 SOTTOALGEBRE TORALI
In questo paragrafo g indica un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione posi-
tiva finita su un campo algebricamente chiuso K di caratteristica 0.

Sia S l'insieme degli elementi semisemplici di g. Osserviamo che & non ¢ vuoto
per il teorema di Engel.
Chiamiamo torale una qualsiasi sottoalgebra di g contenuta in S.

LEMMA 3.1 Ogni sottoalgebra torale di g é abeliana.
Dim. Sia a C S una sottoalgebra torale di g. Se a non fosse torale, vi sarebbe
un X € a tale che [X,a] # {0}. Quindi ad,(X) dovrebbe avere un autovalore
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A # 0 e vi sarebbe percio Y € a tale che [X,Y] = AY # 0. Poiché ad4(Y)
¢ semisemplice, e Y & un autovettore di ad,(Y) corrispondente all’autovalore 0,
possiamo trovare una base Xi,..., X, di a formata da autovettori di ads(Y’) con
X1 =Y. Sia [Y, X;] = \;X;. Esprimiamo X come combinazione lineare di elementi

della base {X;}: da X = Zle £'X; ricaviamo:

0# -\ = [V, X] =D NEX;,

i>2

e quindi una contraddizione perché Y = X7 e X5, ..., Xy sono linearmente indipen-
denti.

LEMMA 3.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e sia a una
sottoalgebra di glg(V') formata da endomorfismi semisemplici. Per ogni o € a* =
Homg (a, K) poniamo:

Ve ={veV|AWw)=a(A)v VAeca}.

Allora V. =P .- V.

DiMm. Ragioniamo per induzione su ¢ = dimga. Se ¢ = 0 non c’¢ nulla da
dimostrare e se £ = 1 la tesi si riduce al fatto che un endomorfismo semisemplice e
diagonalizzabile in quanto K e algebricamente chiuso.

Supponiamo ora che n > 1 e la tesi sia vera per algebre di endomorfismi
semisemplci di dimensione < n. Poiché a & abeliana, un iperpiano b di a ¢ una sot-
toalgebra abeliana di endomorfismi semisemplici di V. Avremo quindi V = wh
con WP = {v € V|B(v) = B3(B)v VB € b}. Fissiamo A € a\ b. Poiché
[A,b] = {0}, i sottospazi W# sono A-invarianti. Poiché A & semisemplice, abbiamo
WP =@,k (Wﬁ)/\ per ogni # € b*. L’applicazione a* 3 o« — (a|p, @(4)) € b*®K
¢ bigettiva ed abbiamo V¢ = (W“"’)a(A), da cui la tesi.

Fissiamo ora una sottoalgebra torale massimale h di g. Per ogni o € h* poniamo
(3.1) g ={Xeg|[H,X]=a(H)X VHEebh}.

Gli a € a*\ {0} tali che g* # {0} si dicono radici di g rispetto ad b, o della coppia
(g,bh). Indicheremo con R(g,h), o con R quando cid non ingeneri confusione, il
sistema delle radici della coppia (g, ).

Per i Lemmi 3.1 e 3.2 abbiamo una decomposizione di g:

(3.2) s=0"0 Pe*.

aER

Osserviamo che g° ¢ il centralizzatore di b in g. Poiché ovviamente [h, g%] = g“

a € R, se ne conclude che g° ¢ anche il normalizzatore di b in g.

se

TEOREMA 3.3 Sia b una sottoalgebra torale massimale di g. allora
(i) [9* ¢°] C g**P per ogni o, B € b*;
(ii) Se o € R, ogni elemento X di g* é nilpotente;
(7i1) 1 sottospazi g%, per a € R, sono totalmente isotropi rispetto alla forma di
Killing Kg;
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(iv) se o, € a* e a+ [ # 0, i sottospazi g* e g” sono ortogonali per la forma
di Killing Kg;

(v) per ogni a € R la forma di Killing ¢ non degenere su g @® g~
un accoppiamento di dualita tra g* e g—;

(vi) la forma di Killing kq & non degenere su g°.

% e definisce

LEMMA 3.4 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su K e siano A, N
endomorfismi di V tali che [A, N] =0 ed N é nilpotente. Allora try (AN) = 0.
Dim. Infatti (AN)™ = A™N™ per ogni intero non negativo m e quindi anche
AN ¢ nilpotente.

TEOREMA 3.5 Ogni algebra torale massimale di g coincide col suo normalizzatore
ing.

DimM. Sia h una sottoalgebra torale massimale di g. Dobbiamo dimostrare che
g’ =h.

Sia X € g° e siano Sy, Nx € g la componente semisemplice e nilpotente di
X. Poiché ady(Sx) e adg(INx) sono polinomi senza termine costante di adg(X),
abbiamo Sy, Nx € g°. Inoltre, poiché la somma di endomorfismi semisemplici che
commutano tra loro € ancora un endomorfismo semisemplice, h contiene tutti gli
elementi semisemplici di g°. Per il Lemma 3.4, kg(HN) = 0 per ogni elemento
nilpotente N di g°. Quindi, per il punto (vi) del Teorema 3.3, k4 & non degenere su
b ed abbiamo una decomposizione ortogonale g° = h @ (l‘)L N go), in cui il secondo
addendo diretto € o {0} o un sottospazio di dimensione positiva su cui la forma
di Killing & non degenere. Ma quest’ultima possibilita e da scartare perché per il
Teorema di Engel adg (f)L N go) e un’algebra di Lie nilpotente di endomorfismi di

g.

Una sottoalgebra ¢ di una sottoalgebra di Lie a che sia nilpotente e coincida col
suo normalizzatore si dice una sottoalgebra di Cartan di a.
Quindi il Teorema 3.5 si puo riformulare:

TEOREMA 3.6 Ogni sottoalgebra torale massimale di un’algebra di Lie semisem-
plice g, di dimensione finita su un un campo K, algebricamente chiuso e di carat-
teristica zero, é una sottoalgebra di Cartan.

OSSERVAZIONE B vero viceversa che tutte le sottoalgebre di Cartan di un’algebra
di Lie semisemplice sono torali massimali; 1’enunciato rimane vero anche senza
I'ipotesi che K sia algebricamente chiuso.

Abbiamo quindi ottenuto:

TEOREMA 3.7 Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita su un un
campo K, algebricamente chiuso e di caratteristica zero, e sia h una sottoalgebra
torale massimale di g. Sia R il sistema di radici della coppia (g, 5). Abbiamo allora
la decomposizione:

(3.3) s=he P
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Poiché kg ¢ non degenere su b, per ogni elemento o € h* vi ¢ uno e un solo
elemento T, in § tale che

(3.4) a(H) = kg(H,T,) VYaeb®, VHeY.

§4 ALCUNE PROPRIETA DEL SISTEMA DELLE RADICI

TEOREMA 4.1 Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita su un un
campo K, algebricamente chiuso e di caratteristica zero, e sia h una sottoalgebra
torale massimale di g. Sia R il sistema di radici della coppia (g, ). Allora

(a) R genera b*;

(b)) a e R = —a €R;

(c) seaeReX,€g* X_ €g?, allora

(4.1) [Xo, X_a] = kig(Xa, X—a) Ta

e quindi [g%, 97 % =K - T,;
(d) a(To) = kg(Ta,Ta) # 0 per ogni a € R;
(e) sia a € R. Poniamo

2T,
4.2 H,=——"—.
(4.2) kg(To, To)

Fissato X,, € g* \ {0}, possiamo trovare X_,, € g~ tale che:
(4.3) (Xay X_o]=Hy, [Ho,Xo| =2Xo, [HooX_o]=-2X_,.

11 sottospazio s, generato da X, X_., H, € una sottoalgebra semplice di
g, isomorfa a s[(2,K).

Dim.

(a) Se R non generasse h*, potremmo trovare H € b tale che a(H) = 0 per
ogni @« € R. Da [H,h] =0 e [H,g% = 0 per ogni a € R seguirebbe allora che
H € Z(g), e questo di da una contraddizione in quanto Z(g) = {0} perché g ¢
semisemplice.

(b) & conseguenza del punto (iv) del Teorema 3.3.
(c) Se X, €g% X_o €9 %e H €h, abbiamo:

’%Q(H7 [Xa, X_a]) = ’%9([X7 Xal, X—a) = O‘(H)HE(XOHX—OZ) :

Poiché [ X, X_o] € b, a(H) = kg(H,T,), il punto (c) segue dal fatto che k4 € non
degenere su b.

(d)  Supponiamo per assurdo che x(7T,,T,) = a(T,) = 0 per qualche a € R.
Siano X, € g% e X_, € g~ * tali che kg(Xo, X_o) = 1. Allora per (c) il sottospazio
vettoriale v di g generato da X, X_,, T, € una sottoalgebra risolubile di g e K-T}, =
t(). Per il teorema di Lie adg (7% ) sarebbe allora un endomorfismo nilpotente di g.
Ma, essendo al tempo stesso semisemplice, dovremmo avere ady(7,) = 0, che ci da
una contraddizione.

La verifica di (e) € a questo punto immediata.
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TEOREMA 4.2 Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita sul campo
K di caratteristica zero e algebricamente chiuso. Sia § una sottoalgebra torale
massimale di g ed R = R(g,b) il corrispondente sistema di radici. Allora:

(1) dimgg® = 1 per ogni a € R;
(2) se a € R, allora +« sono i soli multipli di o contenuti in R;
(3) sea, B € R, allora 3(Hy) € Z e f — B(Hy)a € R;
(4) se o, B,a+ B € R, allora [g*, g°] = g**F;
(5) siano «, 8 € R, con (3 # £« e siano r,q i piu grandi interi positivi tali che
6—ra € R, 8+ qa € R. Allora R contiene tutte le radici 3 + ha con
—r<h<qgefB(Hs)=1—g;

(6) g & generata dai sottospazi g* con o € R.
DiM. Sia a € R e sia s, la sottoalgebra di g isomorfa a s(2, K) del punto (e) del
Teorema 4.1. Consideriamo il sotto-s,-modulo di g:

M=bo P .

keK\{0}

I pesi di M sono 0 e i numeri ka(H,) = 2k con k € K\ {0} per cui g** # {0}. Poiché
i pesi delle rappresentazioni finite di s[(2,K) sono interi, otteniamo che 2k € Z se
gre # {0}. Inoltre s, opera banalmente sulliperpiano kera di b e s, & un sotto
s5,-modulo irriducibile di M, di peso massimale 2. Quindi i pesi pari dell’s,-modulo
M sono 0 e 2; in particolare hao ¢ R se h € Z\ {£1}. Chiaramente da questo segue
che nemmeno «/h puo' appartenere a R se h & un intero non nullo diverso da +1.
In conclusione M = ker a & s, e da questo otteniamo (1) e (2).

Fissiamo ora 8 € R non proporzionale ad «. Consideriamo 'a-stringa per (:

essa e I’s,-modulo:
Ms = Pa™"e.
heZ

I pesi di Mg sono {B(H,) + 2h|h € Z, g#th® £ {0}} C Z. Poiché 3+ ha # 0 per

ogni h € Z, tutti i pesi di Mg hanno molteplicita uno e quindi Mg ¢ irriducibile.

Otteniamo percio Mz = @7__ gt con g#th® +£ {0} per ogni intero h con

—r < h < q. Inoltre
{ B(Hy) —2r =—m
B(Hy) +2q=m

per qualche intero non negativo m, e quindi

(4.4) B(Hy)=r—q€Z.
Infine, poiché —r < —r + ¢ < g, otteniamo che
(4.5) B—pB(Hy)aeR.

Abbiamo cosi dimostrato (3), (4) e (5).
La (6) segue dal fatto che [g*, g~%] = K- T, per ogni a € R, e le T,,, al variare
di « in R, generano b.

§5 PROPRIETA DI RAZIONALITA DEL SISTEMA DELLE RADICI
Sia g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita su un campo K al-
gebricamente chiuso di caratteristica zero. Fissiamo una sua sottoalgebra torale
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massimale h e indichiamo con R il corrispondente sistema di radici. Per ogni
a € h* sia T, 'elemento di § tale che

a(H) =rke(H,T,) VH €h.
Possiamo allora definire una forma bilineare simmetrica su h* ponendo

(5.1) (a]B) = kg(To, T3) Vo, B € h*.

Poiché R genera h*, possiamo fissare una base {a1,...,a,} di h* contenuta in R.

LEMMA 5.1 Ogni o € R é una combinazione lineare a coeflicienti razionali degli
elementi della base {a1,...,a;} CR.

Dim. Sia a = Zle a’a;, con a' € K. Abbiamo per ogni i = 1, ..., ¢:

¢
(afei) = d (alai)
j=1
e quindi
¢
2afos) _ g~ g 2oglo) =y
(i) = (aifo)
cioe:
¢
ZSa(Hal):Za]aj(Haz), i=1,...,¢
j=1
Questo & un sistema lineare, nelle incognite a', ..., af, a coefficienti interi. Poiché

kg € non degenere su b, la forma bilineare simmetrica (-|-) ¢ non degenere su h*
e quindi anche la matrice a coefficienti interi (o;(Hq,))1<i,j<¢ € non degenere. Il

i

sistema lineare ha percid un’unica soluzione razionale a', ..., a’.

Sia Eg il sottospazio Q-lineare di h* generato da R. Per il Lemma 5.1, la
dimensione di Eg su Q ¢ uguale alla dimensione di h* su K. Poniamo FF = R®q Eg.

LEMMA 5.2 La forma bilineare simmetrica
(5.2) Eg x Eg 3 (o, 8) — Q

si prolunga a un prodotto scalare su E.
DiMm. Scegliamo una base di g i cui elementi siano o in h oppure in g* per a € R.
Ogni T¢, per £ € b, si scrive in tale base in forma diagonale. Abbiamo percio:

(5.3) (&) = rg(Te, Tp) = Y al(Te)a(Ty).

aER

In particolare, se 3 € R:

(5.4) BI8) =Y _ (alB)*.

aER



156 CAP. XI - SISTEMI DI RADICI DELLE ALGEBRE DI LIE SEMISEMPLICI

Abbiamo
4

B8 > (a(Hg))* €z

e quindi otteniamo che ((|3) &, per ogni € R, un numero razionale positivo.
Poiché 2(«|3)/(5|5) € Z, concludiamo che («|3) € Q per ogni «, 5 € R, e quindi
(&]m) € Q per ogni &,n € Eg. Poiché (a|¢) € Q per ogni o € R e & € Ep,

(£16) =) (al¢)® @& razionale >0 V¢ € Eg\ {0}

a€ER

Essendo (-|-) definita positiva, essa si estende a un prodotto scalare su F.
Possiamo riassumere i risultati ottenuti nel

TEOREMA 5.3 Sianog, h, R, E, (-|-) definiti come sopra. Allora E é uno spazio
Euclideo e:

(R1) R C E\ {0} é un sistema di generatori di E;
2(8|a)

(R2) per ogni a, € R, s4(8) = — a €R;
(afa)
(R3) per ogni o, 3 € R, 2Bl € Z;
(afa)

(R4) a e R =2a ¢ R.

Le proprieta (R1), (R2), (R3) caratterizzano i sistemi di radici in E. Quando vale
anche la (R4) il sistema di radici si dice ridotto. Per la classificazione delle algebre
di Lie semisemplici (di dimensione finita su un campo K algebricamente chiuso
di caratteristica 0), classificheremo prima tutti i sistemi di radici di uno spazio
Euclideo E e mostreremo poi che ad ogni tale sistema corrisponde effettivamente
un’algebra di Lie semisemplice.
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CAPITOLO XII

SISTEMI ASTRATTI DI RADICI

§1 DEFINIZIONI PRINCIPALI

Sia /' uno spazio vettoriale reale, di dimensione finita ¢ > 1. Sia a € E. Chia-
miamo riflessione di vettore a una trasformazione lineare di E che lascia fissi i
punti di un iperpiano di E e trasforma « in —a.

Una riflessione o di vettore o determina univocamente una forma lineare o¥ €

E*\ {0} tale che

(1.1) o(B)=03—-a"(Ba, VBEE, a’(a) =2.

Se o & una riflessione, abbiamo 02 = e, ove ¢ indica I'identita di GLg(FE).

LEMMA 1.1 Sia R un sistema finito di generatori di E e sia o € R\ {0}. Allora
vi é al pit una riflessione o di vettore « tale che o(R) = R.

DiM. Supponiamo che s e ¢ siano due riflessioni, di vettore a € R, tali che
s(R) = 0(R) = R. Consideriamo la composizione 7 = s o o. Abbiamo 7(a) = «
e la 7 definisce, per passaggio al quoziente, 'identita su E/R - a.. Il suo polinomio
minimo & quindi una potenza di (x — 1): p, = (x — 1)¥ per un intero positivo
k. D’altra parte la 7 agisce come una permutazione sugli elementi di R e quindi
potremo trovare un intero positivo h tale che 7*(3) = 3 per ogni 3 € R. Poiché R
¢ un sistema di generatori di E, ne deduciamo che 7" = e e dunque il polinomio
minimo di 7 divide ¥ — 1. Il massimo comun denominatore dei polinomi (z — 1)*
ex —1ex—1; quindi p,(x) =2 — 1 e 7 = e. Otteniamo percio s =0 ! =0, e
quindi la tesi.

DEFINIZIONE Un sottoinsieme R di E si dice un sistema di radici in E se:
(R1) R é finito, 0 ¢ R ed R genera F;
(R2) per ogni a@ € R esiste un funzionale o¥ € E* tale che aV(a) = 2 e la
riflessione

(1.2) sa(§) =E—a’(§a VE€E

trasforma R in sé;

(R3) per ognia € R, & a¥(R) C Z.

Osserviamo che la (R3) € ben posta, in quanto, per il Lemma 1.1, la s, in (R2),
e quindi la oV, & univocamente determinata.

Gli elementi a0 di R si dicono radici e la dimensione di F il rango del sistema di
radici R.

Dato un sistema di radici R, indichiamo con A(R) il gruppo delle trasformazioni
lineari di F che lasciano R invariante e con W (R) il sottogruppo di A(R) generato
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dalle riflessioni s, di (R2), per « € R. 1l gruppo A(R) si dice il gruppo degli
automorfismi di R e W(R) il suo gruppo di Weyl.

Osserviamo che A(R) e W(R) sono gruppi finiti.

Ricordiamo il seguente:

LEMMA 1.2 Sia G un gruppo finito di trasformazioni lineari dello spazio vettoriale
di dimensione finita E su R. Possiamo allora definire su E un prodotto scalare G-
invariante, tale cioé che gli elementi di G siano trasformazioni ortogonali di E
rispetto a tale prodotto scalare.

DiM. Sia g: E x E — R un qualsiasi prodotto scalare su F. Definiamo allora

(1.3) Eln) =) gla®),a(n)  VEneE.

aeG

Chiaramente (-|-) € un prodotto scalare G-invariante su E.

Utilizzando il lemma 1.2, considereremo fissato nel seguito un prodotto scalare
W (R)-invariante su E. In particolare potremo identificare E con il suo duale E*.
Essendo le s, simmetrie ortogonali, avremo:

200

(1.4) a¥ =
lex]?

Vo e R.

TEOREMA 1.3 SiaR un sistema di radici in E, su cui pensiamo fissato un prodotto
scalare A(R)-invariante. Allora:
(i) W(R) é un sottogruppo normale di A(R);

(i1) RY ={aY|a € R} & un sistema di radici in E;

(4ii) oV = o per ogni a € R;

(iv) W(RY)=W(R) e A(RY) = A(R).
DiM. (i) Siaa € R esiao € A(R). Allora 0o s, 0o~ ! & una riflessione che
trasforma R in sé, di vettore o(a). Otteniamo:

(1.5) 005,00 " = S,(a) VaeR, VoeA(R).

Poiché le s, per a € R, generano W(R), ne segue che oW (R)o~! € W(R) per
ogni 0 € A(R) e quindi W(R) & un sottogruppo normale di A(R).
(i7),(7i7) Chiaramente R" & finito, contenuto in E\{0} e genera E. Se o, 3 € R

abbiamo: 25.(5) 250(8)
v S S v
=T faa(ap ~
perché s, & un’isometria. Quindi RY soddisfa (R2) e W(RY) = W(R); poiché
Sa = Sqv, si ha chiaramente " = a; quindi anche (R3) & verificata ed RY & un
sistema di radici.

(iv) Poiché abbiamo scelto un prodotto scalare A(R)-invariante, gli a € A(R)
sono isometrie. Quindi a(3Y) = (a(B))" per ogni § € R. Questo dimostra che
A(R) C A(RY). Ma, essendo RV = R, vale anche I'inclusione opposta e quindi i
due gruppi coincidono.

OSSERVAZIONE  Se fissiamo su F un prodotto scalare che sia soltanto W (R)-
invariante, il punto (iv) puo non essere piu verificato: il teorema ci dice comunque
che i gruppi A(R) e A(RY) sono canonicamente isomorfi.



GRUPPI E ALGEBRE DI LIE 159

11 sistema di radici RY si dice inverso o duale di R.

Fissato un sistema di radici R, porremo

(1.6) (@, ) = (a]8") = % Va,BER.

Otteniamo

(o, ) =2 Va e R,

<—Oé,5> = <Oé,—ﬁ> = —<Oé,ﬁ> vaaﬁ S R7

<O‘7ﬁ> € Z, VOé,ﬁ ER

sea,feR, (o,B)=0< (a|f) =0< 54083 =530 S8q,.

(1.7)

§2 RELAZIONI TRA COPPIE DI RADICI
Sia R un sistema di radici in F, su cui ¢ fissato un prodotto scalare W (R)-
invariante.

Se a, 3 € R abbiamo:
(2.1) (o, B){(B, a) = 4 cos? aBe.

Quindi («, B) (5, o) puod assumere solo i valori 0, 1,2, 3, 4. Elenchiamo nel seguito le
diverse possibilita:

TABELLA 1
1) {a,8) ={(8,a)=0 afB =1/2 S © S5 ha ordine 2
2) (o,0)={(B,a)= OE\B =m/3 ]| = |IB]] Sq © Sg ha ordine 3
3) (o, ) =(B,a) = —1 af =27/3 ]| = || 8]l Sq © s ha ordine 3
4) (o, ) =1(B,a) =2 O/éB:TI‘/éL V2||lall = |B]] S« © sg ha ordine 4
5)(a,8) = -1 (B,a)=—-2  aB=3r1/4 V2|a| =8| Saossha ordine 4
6) (a,8)=1(3,a)=3 afB =m/6 V3l = 8] sa o ss ha ordine 6
o, B) =—1(0,a) = =3 af = 5m/6 V3|lall = IB]] S« © sg ha ordine 6
8) (a,B)=(B,a)=2 aB =0 a=4 Se 083 =¢
9) (a,0) = (B,a) = =2 &B:W a=-0 Sa0Sg=e¢e
10) (o,8)=1(8,a)=4 af =0 20 = 3 Se 083 =¢
W, B) =—-1(8,0)=—-4 aBf=n 20 = —f3 Se 08 =€

In particolare abbiamo:

TEOREMA 2.1 Sia R un sistema di radici in E.

(i)  Se due radici di R sono proporzionali, il loro fattore di proporzionalita
non puo essere che uno dei numeri +1, +2, :l:%.
(i)  Se «, B sono due radici non proporzionali e ||« < ||8]|, allora («, 3) €

{0,1,—1}.
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TEOREMA 2.2 Sia R un sistema di radici in E. Siano «, (3 due radici di R con
a # £06.

(i)  Se («a|B) >0, allora a — B € R;

(i)  Se («|B) <0, allora o+ € R.
Dim. (i) Possiamo supporre ||a|| < ||5]|. Allora, se « e 3 non sono proporzionali,
(o, B) =1 e quindi o — = sg(a) € R. Se a e [ sono proporzionali, allora § = 2«
ef—a=a€R.

(7i) segue da (i) sostituendo —f a (3.

COROLLARIO 2.3 Sea,f€eRea— ¢ R, a+ [ ¢R, allora («|F) =0.

Due radici a, 3 che soddisfino le condizioni del Corollario 2.3, si dicono fortemente
ortogonali.

PROPOSIZIONE 2.4 Sia R un sistema di radici in E. Siano «a,(3 € R due radici
non proporzionali. Allora:
(1) {j€Z|B+ ja € R} éun intervallo [—r,q] di Z contenente 0;
(17) sia S ={f+jal —r <j<gq, je€Z}. Allora s,(S) =5 e so(f+ qa) =
f—ro;
(ii7) (B,a) =1 —q.

DiMm. Siano r,q i piu grandi interi non negativi tali che § — ra, 8+ qa € R. Se
la (i) fosse falsa, potremmo trovare interi mi, my con —r < my < mgy < ¢ tali che
B4+mia,B+moa € R, ma f+ (my+1)aé¢ R, B+ (m2—1)a ¢ R. Per il Teorema
2.2, avremmo:

Sottraendo membro a membro troviamo
(my —my)lef* >0

e quindi una contraddizione perché (m; —msg) < 0, ||a|| > 0. Questo dimostra (7).
(7i),(i79) ~ Chiaramente s,(S) C S e vale 'uguaglianza perché S ¢ finito. Ab-
biamo

sa(B+ja)=0—((B,a)+2j)a Vi€
e quindi j — —((3, a)+2j) & una bigezione decrescente dell’intervallo {j € Z | —r <
j < q}. Otteniamo percio

sa(B+qa) = B — ((B,a) +2q)a = § —ra

da cui (B,a) =r —q.

PROPOSIZIONE 2.5 Siano o, 3 € R due radici non proporzionali. Allora I’a-stringa

per (3:
{B+jaeR|jeL}

contiene al piu 4 elementi.
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Dim. Con le notazioni della proposizione precedente: sia v = 3 — ra. e conside-
riamo la a-stringa per . Abbiamo (y,«) = —(r + q). Poiché |(v,a)| € {0,1,2,3}
per la Tabella 1, otteniamo la tesi.

TEOREMA 2.6 Se R é un sistema di radici in E, anche
(2.2) R ={aeR|2a ¢ R}

e un sistema di radici in E.

DiM. E chiaro che R’ soddisfa la (R1) e la (R3). La (R2) segue dal fatto che
le s, sono isometrie, e che per ogni radice a € R il sistema R’ contiene soltanto i
vettori di R proporzionali ad a di lunghezza massima.

Un sistema di radici R che soddisfi la proprieta:
(R4) aeR=2a¢R

si dice ridotto.

TEOREMA 2.7 Sia R un sistema di radici in E/ e sia ® un qualsiasi sottoinsieme
di R. Sia &' il sottospazio vettoriale di E generato da ®. Allora R' = RNE’ é un
sistema di radici in E’.

DiMm. La verifica ¢ immediata: per costruzione R’ C E’\ {0} ¢ un sistema di
generatori di &’; le restrizioni ad E’ delle simmetrie s, di R, al variare di o in R/,
sono riflessioni di R’ e chiaramente (a, ) € Z quando o, € R’ C R.

§3 BASI E CAMERE DI WEYL DI UN SISTEMA DI RADICI
Sia R un sistema di radici in E. Un sottoinsieme B di R si dice una base di R
se:
(B1) B¢ una base di E;
(B2) se B =3 ,c5b% € R, allora b* € Z e i coeflicienti b* sono o tutti > 0 o
tutti < 0.

Fissata una base B di R poniamo

RH(B) = {X,cpb®a € R0 €N},
R(B) ={>,cpb®a € R| —b* €N},

Per le (B1) e (B2) abbiamo:

(3.1)

(3.2) RTBYUR-(B)=R, R (B)NR(B)=0.

Le radici di RT(B) (risp. R~ (B)) si dicono positive (risp. negative) rispetto alla
base B.

Fissata una base B, introduciamo un ordinamento parziale sulle radici: se § =
Yoaepbaey =3 pc*asono radici distinte, diciamo che 3 E v se b* < ¢* per
ogni o € B.

LEMMA 3.1 Sia B una base del sistema di radici R in E. Se a # [ € B, allora

(@]8) < 0.
DiMm. Per la proprieta (B2), 8 —a ¢ R e quindi («|8) < 0.

Fissato il sistema di radici R in F, chiamiamo regolare un elemento £ di E tale
che (£{|a) # 0 per ogni @ € R. Gli elementi regolari formano un aperto denso
(aperto di Zariski) di E.
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Fissato un elemento regolare £ di E, poniamo
(3.3) RT(E) ={aeR|(al§) >0}, R7(§) ={a e R[(alf) <0}.
Abbiamo ovviamente:
(3.4) RTEUR (=R, R EONR (€ =0.

Una radice a € R () si dice &-decomponibile se esistono ag,as € R1(€) tali che
a = a1 + ao; altrimenti si dice &-semplice. Indichiamo con B(&) linsieme delle
radici &-semplici di RT(€).

TEOREMA 3.2 Sia R un sistema di radici in E e sia £ un elemento regolare di £
rispetto ad R. Allora B(§) é una base di R. Viceversa, ogni base B di R é della
forma B = B(§) per un elemento £ di E regolare rispetto ad R.

Dim. Sia £ € E un elemento regolare. Se B({) non fosse una base, potremmo
fissare 3 € RT(E\ {X1epe a®ala® € Z, a® > 0} con (B|§) minimo. Poiché 3
non ¢ &-semplice, avremo 3 = (31 + (B2 con (1, B2 € RT(£). Allora

(81€) = (B11€) + (B2[¢)

con 0 < ((1]€) < (BI€), 0 < (B=21€) < (B|§). Per la scelta di 3, sia 81 che (B2 sono
combinazioni lineari a coefficienti interi non negativi di elementi di B(£); quindi lo
¢ anche [ e questo di da una contraddizione: dunque B(&) soddisfa (B2) ed ¢ un
sistema di generatori.

Resta da dimostrare che B(§) ¢ linearmente indipendente. Osserviamo innanzi
tutto che (a|f) < 0se a # [ € B(§). Infatti, se fosse («|3) > 0, allora o — (e
B — « sarebbero radici. Uno dei due, diciamo « — 3, apparterra allora a RT(£) e
quindi @ = 4 (a — () non sarebbe semplice. Sia ora B(§) = {a1,...,a,} e siano
A, ..., A € Rtali che Y7, A\ja; = 0. Allora

A=) A ove A =max{);,0}, \] =max{-\;,0}.
=1 =1

Allora
DY A all> = D7 AFAS (ailey) <0
=1

1,j=1

mostra che >;_, Al a; =Y, A\ a; = 0. Quindi

(2

S (ile) = 30N (ailg) = 0
i=1 i=1

implica che \;” = A\; = \; = 0 per ogni i = 1,...,7r e quindi B(£) & anche
linearmente indipendente.

Viceversa, data una base B = {a1,...,a,} di R, & sempre possibile trovare un
elemento regolare ¢ tale che ({|a;) > 0 per i = 1,...,¢. Allora RT(B) = R*(£) e
B =B(¢).
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Indichiamo con C(R) le componenti connesse dell’aperto E \ Ugera’ degli ele-
menti regolari di F rispetto ad R. Gli elementi C' di C(R) si dicono camere di Weyl
di R. Per il teorema appena dimostrato, le camere di Weyl sono in corrispondenza
biunivoca con le basi di R.

Se C € C(R) e &£ € C, porremo

(3.5) B(C)=B(), R(C)=R"(), R(C)=R" ().
Osserviamo che valgono le relazioni:

(3.6) {R+(C)={ae7z|(a|§)>o VEEC Y
. C={¢ € E[({|a) >0Va e RT(C)} ={¢ € E[({la) > 0Va € B(C)}.

LEMMA 3.3 Sia B una base del sistema di radici R. Se 3 € R (B) non é semplice,
allora esiste o € B tale che (a|) > 0; in particolare esiste a € B tale che f — « €
R*(B).

Dmm. Sia B = {a1,...,a¢} e supponiamo sia ([|a;) < 0 per ogni i = 1,...,¢.
Abbiamo 8 = Zle bia; con b* € Z, b' > 0 per ogni i. Allora

V4
0<[IB]> = v*(Blas)
1=1

ci da una contraddizione, perché ogni addendo del secondo membro ¢ < 0.

Fissata una base B di R, chiamiamo altezza di una radice f = > b« il

numero naturale positivo

(3.7) htg(8) = Y [b%].

aeB

aEeB

LEMMA 3.4 Sia B una base del sistema di radici R, e sia Rt = R*(B) il corri-
spondente sistema di radici positive. Sia 3 € R e sia m = htg(3). Allora esiste

una m-upla (aq, ..., ay,) di elementi di B (non necessariamente distinti) tale che
m J

(3.8) ﬁ:Zah e, perognil <j<m Zah€R+.
h=1 h=1

Dim. Si applica I'induzione rispetto all’altezza della radice g e il Lemma prece-
dente.

LEMMA 3.5 Sia B una base del sistema di radici R e sia RT™ = R*(B) il corri-
spondente sistema di radici positive. Allora per ogni o € B abbiamo:

(3.9) s5a(RY) = (RT\ {a}) U{-a}.

DimM. Se B € R*™\ {a}, allora

8 =0+ Z b7y con b >0 per qualche v € B\ {a}.
veB\{a
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Allora
saB) == 0"+ D Vipa) |+ DY by,
veB\{a} yeB\{a}

Poiché b” > 0 per qualche vy € B\ {a}, abbiamo allora s,(8) € R™.

COROLLARIO 3.6 Sia B una base del sistema di radici R e sia Rt = RT(B) il
corrispondente sistema di radici positive. Poniamo § =) .p+ a. Se 3 € B, allora

85(5) =0 - ﬁ

LEMMA 3.7 Sia R un sistema di radici ridotto in E. Ogni radice di R appartiene
a una base di R.

DiMm. Sia a € R. Possiamo allora trovare un elemento regolare ¢ tale che 0 <
(&) < |(B)€)] per ogni § € R\ {£a}. Chiaramente o € B(§).

84 GRUPPO DI WEYL E CAMERE DI WEYL
Consideriamo fissati in questo paragrafo lo spazio vettoriale F, un sistema di
radici ridotto R in E e un prodotto scalare W (R)-invariante su E.

LEMMA 4.1 Sia B una base di R e sia (aq, ..., at) una t-upla di elementi di B. Se

Say O+ 084, ,(aq) € R™(B), allora esiste un indice k, con 1 < k < t, tale che

Say ©°7 0 8ay_1 ©8a; = Say O Sag_1 O Sapy1 ©7 7 Sa_y -

DiM. Scriviamo per semplicita s,, = s;, 0 = s1 0--- 0 s;, € poniamo:
Bi=si410--08_1(ay), se 0<i<t—2, [i1=oy.

Per ipotesi By € R™(B), mentre 3;_; € R™(B). Vi sara quindi un pilt piccolo
indice k, con 1 < k <t —1, tale che 8, € R (B). Abbiamo [;_1 = si(8k). Poiché
sk permuta tutti gli elementi di R*(B) diversi da ay, ne segue che Bx = ay e
Br_1 = —ai. Se k =1t — 1, abbiamo a;_1 = a; e quindi ¢ = sy 0---05;_9. Se
k <t—1, allora:

Q= Spy1 0+ 081()

e dunque
Sk = Say = (Sk+1 0" 51-1) 0840 (St—10" " Sk41) -

Sostituendo, otteniamo:

0=810+8k—10(Sk410-84-1)0840(S4_10"++08k41)0Skt10""S¢
=810+ 8,-108k4+10"--0S8¢_1.

COROLLARIO 4.2 Sia B una base di R e sia 0 € W(R) un elemento esprimibile
come prodotto di simmetrie s, con o € B. Se

0 =S84, O 0Sq, con o; €B e t minimo

allora (o) € R~ (B).
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TEOREMA 4.3 Sia B una base di R.

(1) Per ogni elemento regolare vy di E esiste un elemento o € W(R) tale che
(o(a)|y) > 0 per ogni a € B.
(2) Se B’ é un’altra base di R, esiste un elemento o € W(R) tale che o(B) = B’.
(3) Per ogni o € R esiste 0 € W(R) tale che o(a) € B.
(4) Le riflessioni s, con o € B, generano W(R).
(5) Seo € W(R) e o(B) = B, allora ¢ é I'identita.

Dmm. Sia W il sottogruppo di W(R) generato dalle riflessioni rispetto agli ele-
menti della base B. Dimostreremo innanzi tutto che (1), (2) e (3) valgono con W’
al posto di W(R); dimostreremo poi (4) e (5).

(1) Sia 6= %ZaERJF(B) a e scegliamo o € W' tale che

(o(1)10) = max (7(7)[9).

Abbiamo allora, per ogni o € B:

(@(1)0) = (sa 0 a(1)|0) = (a(7)|sa(0)) = (¢(7)[0) — (¢(7)]a)

e quindi (o(y)|a) > 0 per ogni @ € B. Poiché v ¢ un elemento regolare, vale la
maggiorazione stretta. Poiché o & un’isometria, (o(y)|a) = (071 (a)|y) ed otte-
niamo la tesi.

(2) Sia B’ un’altra base di R. Allora B’ = B(~) per un elemento regolare v di E.
Utilizzando il punto (1), esiste 0 € W' tale che (o(«)|y) > 0 per ogni o € B. Ma
questo implica che o(B) = B(v) = B'.

(3) Sia a € R. Possiamo fissare un elemento regolare v tale che

0 <(aly) <|(BM] V8 eR\{*a}.

Bastera a questo scopo fissare v in una palla di centro « la cui chiusura non contenga
altri elementi di R U {0}. Chiaramente « & una radice y-semplice ed appartiene
quindi a B(v). Per il punto (2) possiamo trovare o € W' tale che o(B) = B(y) e
quindi o071 () € B.

(4) Sia o € R. Per il punto (3) possiamo trovare ¢ € W' e f € B tale che
o(3) = a. Allora s, = cosgoo~! € W. Quindi W’ contiene tutte le riflessioni
di R e quindi coincide con il suo gruppo di Weyl W(R).

(5) Siaoc € W(R) tale che o0(B) = B. Se o non fosse I'identita, potremmo scriverla
come prodotto di un numero minimo ¢ di riflessioni rispetto ai vettori della base B:

g:salo...osat
cont >1e «a; € B. Ma, per il Corollario 4.2, avremmo o (o) € R~ (B), e quindi
una contraddizione.

Da questo teorema si ricava:

TEOREMA 4.4 1l gruppo di Weyl W (R) opera in modo semplicemente transitivo
sull’insieme C(R) delle camere di Weyl di R.
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DiM. Per la corrispondenza biunivoca tra l'insieme delle camere di Weyl e I’
insieme delle basi di R, la (2) del Teorema 4.3 ci dice che W(R) opera in modo
transitivo sulle camere di Weyl e la (5) che la sola trasformazione di W(R) che fissi
una qualsiasi camera di Weyl e I'identita.

LEMMA 4.5 Sia Cy € C(R) una camera di Weyl e sia Cy la sua chiusura. Allora
Co & un dominio fondamentale di W(R): cid significa che per ogni ¢ € E, I'orbita
W (R) - € interseca Cy in uno e un solo punto.

DiMm. Osserviamo che {C'|C € C(R)} & un ricoprimento di E. Quindi ogni
¢ € E appartiene alla chiusura di una camera di Weyl di R. Fissiamo un elemento
¢ € E\{0}. Esso appartiene alla chiusura di una camera di Weyl C¢. Poiché W(R)
opera in modo semplicemente transitivo su C(R), vi € un unico o € W(R) tale che

o(C¢) = Cp. Risultera allora anche Cy = (C¢) = (C¢) e quindi (&) € Cp.

Per concludere la dimostrazione, bastera verificare che, se £,7 € Cy ed esiste
o € W(R) tale che o(§) = n, allora { = 7. Ragioniamo per ricorrenza sul minimo
numero ¢t di riflessioni rispetto a vettori della base B(Cp) in cui si pud decomporre
o. Se t =0, allora ¢ e l'identita e £ = 7. Supponiamo che ¢ > 0 e che due elementi
di Cy trasformati I'uno nell’altro dal prodotto di meno di ¢ riflessioni rispetto a
vettori di B(Cp) coincidano. Sia 0 = sS4, 0 -+ 84, con a; € B(Cp) e t minimo. Per
il Corollario 4.2, o(ay) € R™(Cp) e quindi:

0> (nlo(ar)) = (07" (n)lew) = (€|aw) = 0.

Quindi sq,(§) = & perché € e a; sono ortogonali ed 7 = 54, © - Sq4,_, (£) implica
che & = n per l'ipotesi induttiva.

t

LeEMMA 4.6 Sia C € C(R). Allora C C R*(C).
DmM. Siaa € CNResiaa =3 5050 a®B. Abbiamo («|3) > 0 per ogni
BeB(R)e

0<flal? Y a’(ald),

BeB(C)

da cui ricaviamo che a” > 0 per qualche 3 € B(C) e quindi o € RT(C).

85 SISTEMI DI RADICI IRRIDUCIBILI
Osserviamo in primo luogo che vale il seguente:

LEMMA 5.1 Ogni rappresentazione lineare di un gruppo finito € completamente
riducibile.

Dim. Sia G un gruppo finito, £ uno spazio vettoriale reale di dimensione finita e
p: G — GLg(F) una rappresentazione lineare. Possiamo fissare su £ un prodotto
scalare p(G)-invariante. Allora, per ogni sottospazio p(G)-invariante W di E, anche
W+ & p(G)-invariante. Da questa osservazione la tesi segue facilmente per induzione
sulla dimensione di E.

LEMMA 5.2 Sia R un sistema di radici in uno spazio vettoriale reale E. Se E; #
{0} ¢é un sottospazio W (R)-invariante di E, allora Ry = R N Ey é un sistema di
radici in E;. Esiste un sottospazio W (R)-invariante Ey di E tale che E = E; @ Es
e

(5.1) R:R1UR2 con RlzRﬂEl,RQZRﬂEQ.
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Dim. Possiamo limitarci a considerare il caso E; # E. Fissiamo su E un prodotto
scalare W (R)-invariante e sia Fy = Ei-. Allora E = E; @ E, ed ogni radice a di
R si decompone in modo unico in una somma:s:

a=£+n con £€FE, nek,.

Poiché ||a||? = (a|€) + (a]n) > 0, sard o («|€) > 0 oppure (a|n) > 0. Supponiamo
per fissare le idee che sia (a|€) > 0. Allora:

sa(§) =1 —(§ )&~ (fa)n € Ey.
Poiché (£, ) # 0, questa relazione implica che n =0 e a = ¢ € F;. Quindi
R=(RNE)U(RN Ey)

e da questa ¢ facile ricavare che R1 = RN E; e Ro = RN E5 sono sistemi di radici
in Fy ed Es rispettivamente.

TEOREMA 5.3 Sia R un sistema di radici in uno spazio vettoriale reale F, su cui
pensiamo fissato un prodotto scalare W (R)-invariante.
Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(1) esiste una partizione
R =RiURs, con leRQZQ, Rl?é@, Rg?’é@

tale che
(Oé|ﬁ) =0 VaeRy, VBER,.

(2) Esiste un sottospazio W (R)-invariante Ey di E con {0} # E, # E.

DiM. (1)=(2). Siano E; ed E, i sottospazi di E generati da R; e da Ra
rispettivamente. Chiaramente essi sono sottospazi W (R)-invaranti di R, diversi da
{0} e da E.

(2)=(1). E una conseguenza del Lemma 5.2.

Un sistema di radici R per cui valgano le condizioni equivalenti del Teorema
5.3 si dice riducibile. Chiamiamo irriducibile un sistema di radici R che non sia
riducibile.

LEMMA 5.4 Siano F, ..., E,, sottospazi vettoriali di dimensione finita dello spazio

vettoriale reale E tali che E = @, E; e sia, per ogni i, R; un sistema di radici in

E;. Allora R = Ugl R; € un sistema di radici in F.

DiM. Se « e unaradice di R; ed sgf ) 1a corrispondente riflessione in F;, estendiamo
(4)

Sa’ a una riflessione s, in £ ponendo:

sgf)(f) se £eLy,
13 se €k, j#i.

Si verifica che R € un sistema di radici in F, con riflessioni s,. dei sistemi di radici
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LEMMA 5.5 Sia R un sistema di radici irriducibile in E. Sia o una qualsiasi radice
di R. allora {o(a)|oc € W(R)} é un sistema di generatori di E.

Dim. Infatti il sottospazio vettoriale di E generato da {o(a)|oc € W(R)} ¢
W (R)-invariante e # {0}. Esso deve quindi coincidere con E.

TEOREMA 5.6 Sia R un sistema di radici in E. Allora R si decompone in modo
unico nella somma diretta di sistemi di radici irriducibili in sottospazi di E.

DiM. Sia F = @;", una decomposizione di E in somma diretta di sottospazi
W (R)-irriducibili. Per i risultati precedenti R; = RN E; ¢, perogni i = 1,...,m
un sistema di radici irriducibile in F; ed R ¢ la somma diretta dei sistemi di radici
R;. Resta da verificare che la decomposizione ¢ unica. Ma questo e conseguenza del
Lemma 5.5, perché ogni sottospazio E; € uno dei sottospazi generati da {o(«) |0 €
W(R)} per qualche a € R.

Questo risultato riduce il problema della classificazione dei sistemi di radici a
quello della classificazione dei sistemi di radici irriducibili.

§6 PROPRIETA DEI SISTEMI DI RADICI IRRIDUCIBILI

In questo paragrafo indicheremo con E uno spazio vettoriale reale di dimensione
finita e con R un sistema di radici irriducibile in . Su E penseremo fissato un
prodotto scalare W (R)-invariante.

LEMMA 6.1 Sia B una base di R. Se R ha rango > 2, allora per ogni o € B esiste
B € B tale che («|3) < 0.

DiMm. Supponiamo per assurdo che « € B sia ortogonale a tutti gli altri elementi
B di B. Allora E; = Ra e il sottospazio generato Es da B\ {a} sono mutuamente
ortogonali ed invarianti rispetto ad sg per ogni 3 € B. Poiché le riflessioni rispetto
ai vettori di B generano W(R), ne concludiamo che E; ed E3 sono sottospazi
W (R)-invarianti, contraddicendo 'irriducibilita di R.

LEMMA 6.2 Sia B una base di R. Allora esiste un unico elemento & di R tale che

(6.1) agd Va € R\ {a}

e inoltre

(6.2) o= kP con kK’ >0 VBeB.
BeB

DiM. Sia & massimale in R rispetto all’ordinamento parziale é‘ Chiaramente
& € RT(B). Sia (6.2) lespressione di & come combinazione lineare di elementi
della base. Poniamo

Bi={aeB|k*>0}, By={aeB|k*=0}.

Chiaramente B = By U By (unione disgiunta) e By # (). Supponiamo per assurdo
che anche By # (). Poiché @ —a ¢ R se a € Ba, abbiamo (&|a) < 0 per ogni a € Bs.
D’altra parte, poiché R e irriducibile, per il Lemma 6.1, esisteranno o € By e § € Bo
tali che (a|8) < 0. Quindi

@8) =) K'(v8) <0

YEB:
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implica che a@ 4+ 8 € R, contraddicendo la massimalita di a.
Per la massimalita di & abbiamo quindi (&|a) > 0 per ogni a € R™(B) e quindi
a appartiene alla chiusura della camera di Weyl C' corrispondente a B.
Dimostriamo 'unicita di &. Se « fosse un altro elemento massimale di R rispetto
a g, avremmo

(@ly) =) k*(aly) >0

a€B
edunquen =a—~v € R. Sen € R", da & = v+n avremmo v g @, contraddicendo
la massimalita di v, se n € R~ (B), day = a@+(—n) avremmo & g ~, contraddicendo

la massimalita di &@. La dimostrazione ¢ completa.

LEMMA 6.3 Sia & una radice massimale di R rispetto a una base B. Allora
|&|| > [|e|| per ogni a € R.

DiM. Siaa € R. A meno di sostituirla con o(«) per qualche a € W(R) possiamo
supporre che o € C, ove C ¢ la camera di Weyl corrispondente a B. Poiché a—a ? 0,

abbiamo contemporaneamente:
(@la—a)>0 e (ala—a)>0,
da cui sommando membro a membro si ricava |&||? > |l«||?.

LEMMA 6.4 Supponiamo R ridotto. Allora I'insieme {|laf||a € R} contiene al
piu due elementi.

DiMm. Siano «, § due elementi di R. Possiamo supporre che ||| < ||3||. Poiché
{o(a)|oc € W(R)} genera E, possiamo supporre («|3) > 0. Allora ||5||/|le| €
{1,v/2,v/3}. Sia v un terzo elemento di R. Possiamo supporre che ||B] < ||v||.
Allora i tre numeri ||B]|/||al, I7VII/llell; [|[7]1/1|8]] devono tutti e tre appartenere
all’insieme {1,v/2,v/3}. Ma questo non & possibile se ||a|| < ||8]] < ||7I|.
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CAPITOLO XIII

CLASSIFICAZIONE DEI SISTEMI DI RADICI

In questo capitolo classificheremo i sistemi di radici astratti. A ciascuno di
essi assoceremo un diagramma di Dynkin. Troveremo prima condizioni necessarie
affinché un dato diagramma di Dynkin sia il diagramma di Dynkin di un sistema
di radici e mostreremo in seguito che queste condizioni sono anche sufficienti.

81  GRAFI

Si dice grafo (combinatorio) una coppia I' = (V, L) in cui V' & un insieme ed L
una famiglia di sottoinsiemi di V', composti ciascuno da due elementi. Gli elementi
di V sono i vertici e quelli di L i lati di T'.

Dato un grafo I' = (V| L) e un sottoinsieme W di V, indichiamo con Ly la
famiglia degli elementi di L che sono contenuti in W: il grafo I'|yy = (W, Ly) si
dice il sottografo di I' generato da W.

Un cammino in I' = (V, L) ¢ una sequenza finita ¢ = (o;)o<j<n di elementi di
V tali che {a;_1,a;} € L per ogni j = 1,...,n. In numero n si dice lunghezza
del cammino. Un cammino ¢ = (o;)o<j<n si dice aperto se oy # «,, € chiuso se
ag = . I cammini di lunghezza zero sono esempi di cammini chiusi. Un cammino
aperto ¢ = (o )o<j<n ha sempre lunghezza n > 1 e si dice semplice quando «; # «;
per ogni 0 < i < j <mn. Un cammino chiuso ¢ = (¢;)o<j<n si dice semplice se o ha
lunghezza zero, oppure se ha lunghezza positiva e ¢/ = (a;)o<j<n—1 € Un cammino
semplice aperto. Un cammino semplice chiuso di lunghezza positiva ha lunghezza
> 3 e si dice un ciclo di T.

Due vertici o, 8 € V si dicono legati se {«, 8} € L, connessi se esiste un cammino
¢ = (a;)o<j<n tale che ap = o, a, = . Diciamo in questo caso che ¢ connette a a
0.

La relazione di essere connessi ¢ una relazione di equivalenza tra i vertici V' di
un grafo I' = (V, L); le classi di equivalenza si dicono le componenti connesse del
grafo. Un sottoinsieme W di V si dice totalmente sconnesso se Ly = (), e si dice
connesso se due qualsiasi dei suoi vertici sono connessi da un cammino in I'|yy.

Un vertice o di un grafo I' = (V| L) si dice:

isolato se o ¢ UL;

estremo se appartiene al pit ad un elemento di L;

interno se appartiene ad almeno due elementi di L;

di ramificazione se appartiene ad almeno tre elementi di L.

Chiaramente un punto isolato € un estremo; un punto di ramificazione ¢ anche
interno e un punto interno non ¢ un estremo di I'.

Un grafo si dice una foresta se non contiene cicli; un albero se ¢ una foresta
connessa.
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TEOREMA 1.1 (i) Ogni foresta finita e non vuota contiene un estremo. (ii) I
vertici di una famiglia non vuota si possono ripartire in due insiemi totalmente
sconnessi.

Dim. (i) Sia I' = (V, L) una foresta non vuota. Se I' contiene un punto isolato,
allora questo ¢ un estremo. Possiamo quindi supporre che I' non contenga punti
isolati. Fissiamo allora in I' un cammino semplice aperto ¢ = (a;)o<;<n massimale.
Dico che a,, € un estremo di I'. Infatti, se cosi non fosse, ptremmo trovare un 3 € V'
con 3 # oy, tale che {ay,, 3} € L. Ma non puo essere 3 # «; per i =0,...,n — 2
perché allora il cammino semplice aperto (a;)o<i<n+1 ottenuto ponendo ay,41 =
avrebbe lunghezza n+1 maggiore di quella di ¢, né § = a; per qualche 0 < i <n—1
perché altrimenti I' conterrebbe il ciclo: (a; = 3, @iy1, ..., an, ). Quindi a,, € un
estremo e la (i) ¢ dimostrata.

Possiamo dimostrare la (i7) per induzione sul numero m di elementi di V. Fissato
un estremo « di ', e posto W = V' \{a}, per I'ipotesi induttiva applicata alla foresta
[l potremmo ripartire W in due sottoinsiemi totalmente sconnessi Wy e Wy, A
meno di scambiare gli indici, possiamo supporre che {«, 3} ¢ L per ogni f € Wj.
Allora Vi = Wy U{a} e Vo = W5 & una partizione di V' in due insiemi totalmente
sconnessi.

Un grafo I' = (V, L) si dice una catena se ¢ finito ed esiste un cammino semplice
aperto (a;)o<j<n tale che V ={a; |0 < j < n}.

LEMMA 1.2 Un alberoT' = (V, L) é una catena se e soltanto se non contiene punti
di ramificazione.
DiM. Supponiamo che I sia una catena e sia ¢ = (a;)o<j<, un cammino semplice
aperto massimale in I'. I vertici ag e «,, sono estremi; se ci fosse quindi un punto
di ramificazione esso sarebbe un «,. con 0 < r < n. Sia 0 < j < n tale che j #r+1
e {ay,a;} € L. A meno di cambiare 'ordine nel cammino ¢ possiamo supporre
0<j<j+1<r. Allora (o, ,j41,...,0.) sarebbe un ciclo in I

Viceversa, supponiamo che I' sia un albero privo di punti di ramificazione e sia
(aj)o<j<n una catena aperta massimale in I'. Se V' # {a; |0 < j < n}, esisterebbe
un 3 € V non appartenente alla catena, ma tale che {3, ;} € L. Dovrebbe essere
B # ag, o, perché questi sono estremi. Allora o sarebbe un punto di ramificazione

di F, perché {Oéj,()éjfl}, {Oéj,OéjJrl}, {Oéj,ﬁ} € L.

§2  MATRICI DI CARTAN

Sia F uno spazio vettoriale reale di dimensione £ > 1 e sia R un sistema di radici
in E. Su E consideriamo fissato un prodotto scalare W (R)-invariante.

Fissata una base B di R, associamo a R la matrice £ x /:

(2.1) Mz = (o, 8))q pen

Essa si dice la matrice di Cartan di R.

Osserviamo che, se B’ ¢ un’altra base di R, allora B’ = o(B) per un elemento
o del gruppo di Weyl W(R). Poiché (o(a),o(8)) = (o, 5) per ogni «, 5 € B, in
quanto ¢ € un’isometria di F, la matrice di Cartan non dipende dalla particolare
scelta della base B di R.

La matrice di Cartan caratterizza completamente un sistema di radici ridotto:

TEOREMA 2.1 Siano R un sistema di radici ridotto in E, R’ un sistema di radici
ridotto in E’. Supponiamo che dimgE = dimgE’ = ¢ e siano {aq, ..., a} una base
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di R e {ay,...,ap} una base di R'. Se (o, o)) = (ay,a;) per ogni 1 <i,j </,
e ¢: E — E' é lisomorfismo lineare tale che ¢(o;) = o peri = 1,...,¢, allora
P(R) =R e (p(a), ¢(3)) = (o, ) per ogni a, 3 € R.

DiM. 11 teorema segue dal fatto che il gruppo di Weyl di un sistema di radici
e generato dalle riflessioni rispetto ai vettori di una base e che ogni radice di un

sistema di radici ridotto ¢ immagine, mediante il gruppo di Weyl, di una radice
della base.

§3  DIAGRAMMI DI DYNKIN
Sia FE uno spazio vettoriale reale di dimensione finita ¢ > 1 e sia R un sistema
di radici in E. Fissiamo una base B di R e un prodotto scalare W (R)-invariante
in F.
Associamo ad R un diagramma nel modo seguente:
gli elementi della base B sono i vertici del diagramma; .
congiungiamo due radici distinte «, 3 di B con {a, 3){, o) = 4 cos? a3 lati;
se due vertici o, § € B sono connessi da lati, e ||a| < ||| aggiungiamo una
freccia che indica la radice piu corta a.

Osserviamo che due radici di B possono essere connesse al piu da tre lati: quelle
non connesse da alcun lato sono ortogonali; quelle connesse da un solo lato hanno la
stessa lunghezza; quelle connesse da due lati hanno lunghezze il cui rapporto ¢ v/2,
quelle connesse da tre lati hanno lunghezze il cui rapporto ¢ /3. Dal diagramma
di Dynkin possiamo ricavare la matrice di Cartan e quindi i sistemi di radici ridotti
sono completamente determinati (a meno di isomorfismi) dai loro diagrammi di
Dynkin. Chiaramente il diagramma di Dynkin non dipende dalla particolare scelta
della base B di R.

Indicheremo nel seguito con A(R) il diagramma di Dynkin del sistema di radici
ridotto R. Indicheremo ancora con I'(R) il grafo associato al diagramma di Dynkin:
fissata una base B di R, il grafo I'(R) ha come insime di vertici B e i lati sono

L(R) = {{a, B} CBla# B e (al)#0}.

Il numero di lati in A(R) che congiungono due radici «, 3 € B legate in I'(R) si
dice anche la molteplicita di {a, B} € L(R).

Nel seguito considereremo fissato lo spazio Euclideo F, un sistema di radici R
in E e una base B di R; il prodotto scalare in E ¢ W (R)-invariante.

LEMMA 3.1 Sia B’ un sottoinsieme di B, sia E’ il sottospazio vettoriale di E
generato da B' ed R’ = RN E’. Allora R’ é un sistema di radici in E', B’ é una
base di R’ e il diagramma di Dynkin A(R') di R’ si ottiene da A(R) cancellando
i vertici di B\ B’ e i lati che escono da essi.

DiMm. Basta osservare che s,(R’) C R' se a € R'.

LEMMA 3.2 SeR ha rango ¢, allora il numero di lati del grafo I'(R) é strettamente

minore di /.
Dim. Sia B ={ai,...,ar}. Poiché i vettori della base B sono linearmente indi-

pendenti,
¢
Q'
")/ =
2 ]

£0.
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Qundi abbiamo:

2(a; o
0<llr=cr Y e
2 Tl T
Abbiamo
(aia;) <0 perognil <i<j</
e
A(alp)?
——=—— € {1,2,3}, se {ay,a} € L(R).
[lexl[2(] B[] !
.. Q(Oéi’aj) . .
Quindi Tl ol < —1se{a;,a;} € L(R). Da questa osservazione segue la tesi.
a5 Qi

LEMMA 3.3 Il grafo I'(R) associato ad un sistema di radici non contiene cicli.
DiM. Per il Lemma 3.1, un ciclo di I'(R) sarebbe il grafo associato ad un sistema
di radici. Cio non e possibile per il Lemma 3.2.

LEMMA 3.4 In nessun vertice del diagramma di Dynkin A(R) di un sistema di
radici R concorrono piu di tre lati.

DiMm. Sia« € Besiano 3, ..., 0 le radici di B connesse ad «, in A(R), da almeno
un lato. Utilizzando il Lemma 3.1, possiamo supporre che B = {«, f1,..., 0 }. Per
B Bk

il Lemma 3.3, {3;,6;} ¢ L(R) se 1 < i < j < k. Quindi e e
161 1Bl

un sistema ortonormale in E. Completiamolo ad una base ortonormale di E con
laggiunta di un vettore y. Allora («|Fp) # 0 e

1 k

a=5 {000
h=0
Otteniamo:
2= (o, @) = § 3o (@ Bn) (B, @)
> %Z'Zzl (@, Br){(Bh, @)
onde

k
> {0, Bn) (Bn, @) < 4.

h=1

Poiché il primo membro di questa uguaglianza e il numero dei lati del diagramma
di Dynkin che escono da «, otteniamo la tesi.

LEMMA 3.5 Sia (aq,...,qr) un cammino semplice aperto in I'(R). Allora:

(i) a=a1+ - +ar €R;
(i) B =B\{a,...,ar} U{a} éla base di un sistema di radici R’ C R;
(7i7) 1l diagramma di Dynkin A(R') si ottiene da A(R) sostituendo ai vertici
Qai,...,qp e ail lati che li uniscono I'unico vertice ¢, e facendo convergere in
& tutti i lati che congiungevano uno dei vertici o; (1 < i < k) con i vertici

in B\ {a1,...,a}.
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Dmm. (i) Se f; = 22:1 «;, per i =1,...,k, abbiamo:
(ﬁi|ai+1) = (Oéi|Oéi+1) <0 ViI<i<k-—1.

Quindi per ricorrenza 3; € R per ogni ¢ = 1,...,k e in particolare & = 3 € R.

(i7) Sia E' il sottospazio vettoriale di E generato da B’. Allora R = R N E’
¢ un sistema di radici in E’. Chiaramente B’ ¢ un sistema di radici semplici in
R+ (B)NR' e quindi una base in R'.

(737) Poiché I'(R) non contiene cicli, ogni radice in B\ {aq, ..., ar} € legata ad
al pit una delle radici aq, ..., ar. Quindi
<dv 6><ﬂ7 OA'/> = 1rgza<xk<al7ﬁ><6v ai> vﬁ € B \ {a17 s ,O[k} )

da cui segue (7i7).
Otteniamo percio:

LEMMA 3.6 Sia A(R) il diagramma di Dynkin di un sistema di radici R ridotto
e irriducibile. Si hanno allora le seguenti alternative:

(1) II grafo T'(R) possiede un solo punto di ramificazione; allora due radici di
B sono connesse da al pit un lato in A(R).

(2) II grafo I'(R) ¢ una catena e A(R) contiene al piti una coppia di vertici
legati da piu di un lato.

Dmm. (1) Ragioniamo per ricorrenza sul rango ¢ di R. Supponiamo che le radici
in B siano aq,...,ap e che «; sia un punto di ramificazione di I'(R) legato alle
radici ag, as,ay. Se £ =4, non c’e nulla da dimostrare. Altrimenti, poiché I'(R) &
connesso, possiamo supporre che {ay, a5} € L(R). Il lato {ay, as} ha molteplicita 1
in A(R), perché altrimenti nel diagramma di Dynkin del sistema di radici generato
da a1 + ay, as, az, as dalla radice aq + a4 uscirebbero piu di tre lati.

Consideriamo ora il sistema di radici R’ con base {1, ag, ag, as+as, ag, . .., ag}.

Per l'ipotesi induttiva I'(R') ha il solo punto di diramazione «; e per ogni coppia di
radici legate 3,3 € B’ ¢ (3, 3') = —1. Ma questo implica che anche tutte le coppie
di radici legate di T'(R) sono collegate da una sola linea nel diagramma di Dynkin
A(R). Resta da dimostrare che a4 e a5 non sono punti di diramazione di I'(R).
Se a4 fosse di diramazione, a meno di cambiare gli indici potremmo supporre che
{a4, a6} € L(R). Ma nel diagramma ottenuto identificando a un punto i vertici a;
e ay avremmo allora quattro lati che escono da a;q + a4, e questo ci darebbe una
contraddizione. Analogamente si esclude la possibilita che aj sia di diramazione,
considerando il diagramma ottenuto identificando a un vertice i vertici aq, ay, as:
nel vertice ay + a4 + a5 convergerebbero almeno quattro lati.

(2) Se I'(R) non contiene punti di diramazione, allora ¢ una catena. Sia
(a1, ...,a¢) un cammino semplice aperto massimale in I'(R). Possiamo ragionare
per ricorrenza su £. Il caso £ < 2 & ovvio. Poiché non piu di tre lati del diagramma
di Dynkin possono uscire da uno stesso vertice, ci sara un indice i, con 1 <7 < £,
tale che a; e ;11 sono legati da un solo lato in A(R). Applichiamo allora
I'ipotesi induttiva al diagramma A(R') del sottosistema di radici R’ con base
B'={a;+aimtU{a;[1<j<t j#ii+1}
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LEMMA 3.7 SeT'(R) é una catena, allora possono darsi i casi seguenti:
(1) ogni lato di I'(R) ha molteplicita 1 in A(R) (tipo Ag);
(2) c¢’é un solo lato di T'(R) di molteplicita 2 in A(R), cui appartiene uno degli
estremi (tipi By e Cy);
(3) R ha rango quattro, un solo lato di molteplicita 2 e i vertici che gli appar-

tengono non sono estremi (tipo Fy);
(4) R ha rango 2 e il lato in I'(R) ha molteplicita 3 in A(R) (tipo G2).

DiM. Se I'(R) ha un lato di molteplicita 3 in A(R), allora ha necessariamente
rango due e un solo lato per il Lemma 3.4.
Supponiamo quindi che vi sia in I'(R) un lato di molteplicita due in A(R).
Abbiamo gia dimostrato che vi € al pit un lato di I'(R) di molteplicita maggiore di
uno in A(R). Una catena aperta massimale in I'(R) sara quindi della forma:

(al,...ap,ﬁq,...ﬁl)

con ]
i, aig1) = (g1, a4) = —1 se 1<i<p,

(
(Bi, Bix1) = (Big1, Bi) = —1 se 1<i<gq,
<O‘pvﬁq> =-1, <ﬁqaap> = -2,
<ai,aj = <Oéi>ﬁh> - <6h,ﬁk> =0 altrimenti,
18l = V2l se 1<i<gq 1<j<p.

Consideriamo i due vettori

P q
fzzhoéh e U:Zhﬁh-
h=1 h=1

Possiamo supporre per semplicita che ||o;|| = 1 per ogni 1 <i <pe ||3;|| = V2 per
1 <1i<gq. Allora:

- pp+1
€)1 = iﬁnr-z;;mh+D:_L?J

Il =235, p* =202 h(h+1) =g(g +1).
Otteniamo poi
(€ln) = paaq|By) = —pq.
Per la diseguaglianza di Cauchy, tenuto conto del fatto che £ ed 1 non sono
proporzionali, risulta:

2p°¢®> < p(p+1)g(qg+1), ovvero (p—1)(g—1)<2.

Avremo allora le seguenti possibilita:
p = 1, q arbitrario (tipo By),
q = 1, p arbitrario (tipo Cy),
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Il Lemma & dimostrato.

LEMMA 3.8 Supponiamo che I'(R) sia connesso e contenga un punto di dirama-
zione. Allora ogni lato di I'(R) ha molteplicita 1 in A(R) e possono darsi i seguenti
casi:
(1) II punto di diramazione e legato a due estremi di I'(R) (tipo Dy);
(2) il rango di R ¢ 06, 0 7 0 8 e il punto di diramazione é connesso a uno degli
estremi da un cammino semplice di lunghezza 2 e ad un altro estremo da
un cammino semplice di lunghezza 1 (casi Fg, E7, Es).

Dim. Sia 9 il punto di diramazione e siano

(Oél,...,Oép,l/J), (ﬂla"‘;ﬂqvw)7 (’717"'777‘7¢)7

con r < ¢ < p, i cammini semplici che lo connettono agli estremi di I'(R). Consi-
deriamo i vettori:

p q r
Ethah, n:Zhﬁh, 9:Zh’yh.
h=1 h=1 h=1

Essi sono due a due ortogonali e inoltre &, 17, 6,1 sono linearmente indipendenti in
E. Poiché tutti i vettori della base B hanno la stessa lunghezza per il Lemma 3.6,

possiamo senz’altro supporre che ||u|| = 1 per ogni p € B. Abbiamo allora:
o _ plp+1) o _ alg+1) o _r(r+1)
= = 9 - .
fel? = ZEED gz = 24D gy - TS
Inoltre:

NI oS

(1) = p(¥]ey)
(¥[n) = q($18y) = —
(10) = r(@lw) =

Dalla diseguaglianza:
cos” & + cos“ iy 4 cos Oy < 1

ricaviamo allora che

p*/4 q*/4 r? /4
Pt D2 gt DR2 it D2

<1,

da cul ricaviamo:

1_1_1%_1>
p+1 qg+1 r+1

Poiché 1 < r < g < p, otteniamo che » = 1. Le soluzioni della diseguaglianza

1 1 1

>
p+1+q—|—1 2

1.

sono allora

g =1ep>1 arbitrario (tipo Dy);
g=2ep=2,3,4 (tipi Eg, Er, Eg).
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§4 COSTRUZIONE DEI SISTEMI DI RADICI RIDOTTI IRRIDUCIBILI
In questo paragrafo dimostriamo 1’esistenza di sistemi dei radici di tipo Ay, By,
Cy, Dy, Fg, E7, Eg, Fy, G5 descritti nel paragrafo precedente.

Tipo Ay
Q3= 1y
Matrice di Cartan:
2—1 0 0 0 0
-1 2 -1 0o ... 0 0
0—1 2 -1 ... 0 0
A= ST
o0 ... -1 2 -1 0
00 ... 0 -1 2 -1
00 0 -1 2
In Rt fissiamo la base canonica eg, e; . . . , € €, posto e = eg+e1+. . .+e€,, definiamo
E = e*. Poniamo
(4.1) R:{aGZ”l]aGE, ||a|]2:2}.
Allora

Dimostreremo che R e un sistema di radici di rango ¢ e che una base di R & costituita
dalle radici:

(4.3) oy =e€e1 —€y, Qg =€ —€1, ..., Qg = €p — €y_1 .
Osserviamo che

(4.4) (o, B) € {1,0,—1} Va# 6B eR

e che per ogni 0 <i#j < ¢:

€h se h 7£ Za] ’
(4.5) Se;—e;(€n) = € se h=1,

€ se h=j.

Quindi s,(R) = R per ogni @ € R. Da queste osservazioni segue che R ¢ un
sistema di radici e che il suo gruppo di Weyl W(R) & isomorfo al gruppo &4
delle permutazioni dei vettori della base canonica di R¢*1.

La cardinalita di R ¢ ¢(¢ 4 1). Il fatto che B sia una base di R segue dal fatto
che, se 0 <i # j < {, abbiamo:

o ame={Thmen 020
. . &5 — .

] . .
=D h—it1 On se 1<7].
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La piu grande radice rispetto alla base B e

¢
(4.7) e —eg = Z ;.
i=1

Chiaramente il diagramma di Dynkin di R e una catena di lunghezza ¢ — 1, con lati
tutti di molteplicita 1 e quindi di tipo Ay.

Il gruppo quoziente A(R)/W(R) & isomorfo al gruppo degli automorfismi del
diagramma di Dynkin: esso consiste quindi dell’identita e della trasformazione
a; — ay_ijy1. Quindi A(R)/W(R) ~ Z ed abbiamo

S se (=1,
(4.8) A(R) ~ { ?
Syr1 X Zo se £>2,
Tipo By
Q1 QO3 —Qp_o—Qp_1 => Qy
Matrice di Cartan:
2—1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
By = - : :
00 ... —1 2 -1 0
00 ... 0 —1 2 =2
00 ... ... 0 —1 2
In E =R¢, ¢ > 2, con base canonica ey, . .., ey, consideriamo
(4.9) R={aecZ||a|?€{1,2} }.
Abbiamo:
Quindi R contiene 2¢ + 4 5 = 2¢“ radici. Chiaramente R C R\ {0} genera
R¢. Inoltre
(4.11) (o, B) € {0, 41,42} Va,B€R.

Abbiamo poi
en se h#1,

—e; se h=1;

Se, (€)= {

€h se h#luja

Se.—e.(€p)= < € se h=1,
(4.12) ey (en) 7 ,
[ € se h=y;
( €h se h%%]?
Seite;(€n)= —€; se h=1i,

—e; se h=y;
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Quindi s,(R) = R per ogni a € R e quindi R & un sistema di radici. Poniamo
(413) Q1 =€1 —€2, Qg =€2— €3, ..., Qg1 = €1 — €, Oy = €g.

Allora B ={aq,...,a,} ¢ una base di R. Infatti £ = (¢, —1,...,1) ¢ un elemento
regolare di R per R e:

(4.14) RY() ={e |1 <1< U{es—ej |1 <i<j<lU{eite;|1 <i<j<{}.

Abbiamo R (£) = R*(B). Infatti:

0
(4.15) ej=> ap, V1<i<l,
h=j
7j—1
(4.16) ei—ej =Y ap VI<i<j<C,
h=1
7j—1 J4
(4.17) eite; =Y an+2) o, VI<i<j<UL.
h=i h=j

La piu grande radice rispetto alla base R ¢

L

(4.18) 61+62:a1+22ah.
h=2

Il gruppo di Weil di R e il prodotto semidiretto del sottogruppo normale generato
dagli s.,, isomorfo a Z4, e del gruppo &, delle permutazioni degli elementi della base
canonica. L’unico automorfismo del diagramma di Dynkin e I'identita ed abbiamo
quindi:

(4.19) AR)=W(R)=7Z5x &,.

Tipo Cy

Qp—O—Q3— " —Qp_o—0yp_1 <= 0y

Matrice di Cartan:

2—-1 0 0 ... 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0—-1

Cy =

oS O O
(e}
|
—
\}
|
—
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Otteniamo i sistemi di tipo Cy come inversi dei sistemi di tipo By. Quindi, con
E = R’ abbiamo:

(4.20) R={£2¢; |1 <i<l}U{te;te;|1<i<j</l}.
Quindi R contiene 2¢2 radici e
(421) Q] =€ —€2, Qg =€2 —€3, ..., Qy_1 =€_1 — €, Oy = 26(

sono gli elementi di una base B di R. Le radici di R*(B) sono quelle della forma
2e;, per 1 <i </ elee; £e; per 1 <i<j </l Abbiamo:

-1
(4.22) 2;=2) on+ap, VI<i</,
h=j
j—1
(4.23) ei—ej:Zah, Vi<i<j<l/{,
h=i
j—1 -1
(4.24) eite; =Y an+2) aptay, VI<i<j<dL.
h=1 h=j
La radice massimale ¢
-1
(4.25) 2e1 =2 o +ay.
h=1
Abbiamo ancora
(4.26) A(R) ~ 75 &

Osserviamo che per £ = 2 i sistemi C3 e By sono isomorfi: possiamo quindi
limitarci a considerare i sistemi di tipo Cy per £ > 3.

Tipo Dy
Qy—1
Q= Q3 (-2 \
Oy
Matrice di Cartan:
2—1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0
0-1 2 -1 0 0 0

Dy, =

o O O O
o
|
—
[\]
|
—
|
—
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Poiché un grafo con un punto di ramificazione ha almento quattro vertici, deve
essere ¢ > 4.
Sia E = R’, con base canonica ey, ..., ey € poniamo

(4.27) R={acZ' |a) =2} ={Fe; +e; |1 <i<j<l}.
Quindi R contiene 2¢(¢ — 1) radici. La verifica del fatto che R sia un sistema di
radici ¢ immediata:

& chiaro che R genera R’; abbiamo poi

(4.28) (a, B) € {0,£1} Va#pBeR

ed inoltre da

(e, se h#i,7,
Sei—e;(€n)= ¢ € se h=1i,
L €i se h=y7;
(4.29)
en se h#i,j,
Seite;(€n)= —€; se h=1,
—e; se h=y;

\

segue che s,(R) = R per ogni € R. 1l vettore & = (£ — 1, —2,...,2,1,0) ¢
regolare e |(§|a)| > 1 per ogni @ € R. Abbiamo R (&) = {e; +e; |1 <i < j < /(}.
La base B relativa alla camera di Weyl che contiene £ e costituita dagli o« € R per
cui (§|a) = 1, cioe dai vettori:

(4.30) Q1 =€] —€3, g = €3 — €3, ..., Qy_1 = €p_1 — €p, Qg = €y_1 + €.
Abbiamo:

ei—ej:Z‘,j;iah se 1<i<j<U¥,

e; +e;j= %;10éh+22i;§-ah+044_1+044 se 1<i<j</(l-2,
(4.31) e; +e_1= Zfl:z oy, se 1<i</i-—1,

ei—f—eg:ZfL:iah se 1<i</l—-2,

er_1+er=ay

Osserviamo che ay_o ¢ 'unico punto di diramazione e quindi il diagramma di
Dynkin di R e effettivamente di tipo Dy.
Per ogni 1 < i < j < ¢ poniamo:

Oi,j = Se;i—ej O Seite; -
Abbiamo:

€h se h % 7'7.7 )
(4.32) oijlen) =< —e; se h=1,

—e; se h=j.
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Queste trasformazioni generano un sottogruppo normale di W(R), isomorfo a Zg_l,
mentre le s, ., generano un sottogruppo isomorfo a &y. Abbiamo quindi

(4.33) W(R)~Z5' % &,.

Se ¢ > 5, il gruppo di automorfismi del diagramma di Dynkin si riduce all’identita
e quindi

(4.34) AR)=W(R)~Z5'x &y se £>5.

Nel caso ¢ = 4, le permutazioni dei vertici ay, a3, ag sono isomorfismi del diagramma
di Dynkin e quindi, nel caso ¢ = 4, otteniamo

(4.35) A(Rp,) ~ (Z5 ' x &) x &3.
Tipo Ejg
& — &3 — @ — a5 — G — Q7 — Qg
85)

Matrice di Cartan:

2 0 -1 0 0 O 0 0
0 2 0 —1 0 O 0 O
-1 0 2 -1 0 O 0 O
[ 0o -1 -1 2 -1 0 0 O
* 1 0 0 0 -1 2 -1 0 0
0 0O 0 0 -1 2 —1 0
0 0O 0 0 0 -1 2 -1
0 o o0 o0 0 0 -1 2
Sia & = R®, con base canonica e, ..., eg. Consideriamo il sottogruppo additivo A
di R® definito da:
a=Yh_, ke,
2k, € 7Z V1 <1 <8,
(4.36) aeENe o
]{?i—k}jEZ v1§7l<j§8,
Z?:l k; € 27..
Sia
(4.37) R={acAl|a|?*=2}.

R contiene tutti i vettori della forma £e; £ e; con 1 <14 < j < 8 e quindi genera
R8. Scriviamo un elemento o di R nella forma:

8

azz%eh

h=1
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con ty,...,ts € Z. Poiché t; —t; € 2Z per ogni 4,5 = 1,...,8, i coefficienti ¢}, sono

o tutti pari o tutti dispari. Nel caso siano tutti pari, scriviamo t, = 2r, con r, € Z

per h = 1,...,8 e dalla condizione che Y 72 = 2 deduciamo che « ¢ della forma

+e; £ejconl <i<j <8 Seit, sono tutti dispari, poniamo ¢, = 2r, + 1 con

rn, € Z perogni h =1,...,8. Dalla }_ (21, + 1)? = 8, deduciamo che gli r;, devono

essere tutti uguali o a 0 o a —1, cioe i £} sono tutti uguali a 1 ed otteniamo quindi:
8

a:Zeiei con e €{l,—1} perogni i=1,...,8 e ZQ’E4Z-
i=1

Posto ¢; = (—1)%, la condizione Z§:1 €; € 47 equivale a 22:1 ki € 2Z.
Gli elementi di R sono quindi:

{:I:eiiej per 1<i<7<8,
%Ei:l (—1)*rep con  ky € {0,1}, Zizl kyn € 2Z.

Quindi il numero di elementi di R e

(4.38)

(8) 4427 =284+ 128 = 240.

2
Se a = > apen, S = brep appartengono a R, e o # +/3, abbiamo
(4:39) (0, 6) = 2(alB) = 23 anbn € {0,£1},

come si verifica facilmente utilizzando le (4.38).
Se o =) apen,f = brep appartengono a R, abbiamo:

(4.40) sa(B) = Z (bh — (Z ain-) ah> en

h=1

ed esaminando le varie possibilita in (4.38) si ricava che s,(R) = R per ogni a € R.
Consideriamo il vettore & = (0,1, 2,3,4,5,6,23) € R®. Esso & regolare perché:

(&l teitej)==x(GE—-1)£(j—1)#0 per 1<1<j<8
(€l +e;teg) =x(i—1)+£23#0 per 1<i<7

(&l £es+ Dy enen =23+ en(h — 1)
> h

‘Zeh(h—l)) <
h=1

Chiaramente |({|a)| > 1 Va =R e ({a) =1 per le radici:

6
<21.

o1 = %(61 +es) — %(62 +e3+es+es5+ e +er),
Qg = €1 + €2,
Q3 = €2 — €1,
(4.41) Qg = €3 — €2,
Q5 = €4 — €3,
Qg = €5 — €4,

Q7 = €6 — €5,

\ g = €7 — €4 .
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Esse formano quindi una base B di R.
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La radice ay e legata alle radici ais, a3 e a5 ed € dunque il vertice di diramazione
di I'(R). Si verifica facilmente che il diagramma di Dynkin ¢ di tipo Es.
Chiaramente (£|a) per a € R ha un massimo per o = ey + eg, che risulta quindi

il vettore di peso massimo:

(442) (&rd —|— €g — 20(1 + 30(2 + 40(3 + 60(4 + 50(5 + 40(6 + 30(7 + 20(8 .

11 gruppo di Weil W(R) coincide con il gruppo A(R) degli automorfismi di R e ha

ordine 2'4.35.52.7.
Tipo E~
& — (3 — Qg — &5 — Qg

05)

La matrice di Cartan eé:

2 0 -1 0 0 0
0 2 0 -1 0 0

-1 0 2 -1 0 o0

E,= 0 -1 -1 2 -1 0
o 0 0 -1 2 -1

O 0 0 0 -1 2

o 0 0 0 0 -1

= OO O OO

a7

Consideriamo R®, in cui ¢ fissato un sistema di radici R di tipo Eg, con base

ai, ..., ag descritta da (4.41).

Consideriamo il sottospazio E generato da aji,...,a7. Questa ¢ la base di un
sistema di radici R = RN E di tipo E7. I suoi elementi sono

+e; t e per 1<1<j<6,
(4.43) +(e7 — es),

+1 <e7 —eg + Z,ﬁlzl eheh) con ¢ € {£1}, 22:1 €n ¢ 27.

Il numero di radiciin F e 2 + (g) -4 426 =126.

I1 gruppo di Weyl coincide con il gruppo degli automorfismi e ha ordine 21°.3%.5.7.

Tipo Fjg

@« — Q3 — 04 — O —

%)
Matrice di Cartan:

2 0 -1 0 0
0 2 0 -1 0
-1 0 2 -1 0
Ee = 0 -1 -1 2 -1
0O 0 0 —-1 2
0O 0 0 0 —1

= OO OO

Q6
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Consideriamo R®, in cui & fissato un sistema di radici R di tipo Es, con base
aq,...,ag descritta da (4.41).

Consideriamo il sottospazio E generato da aq,...,as. Questa e la base di un
sistema di radici R = R N E di tipo Eg. I suoi elementi sono

+e; tej per 1<1i<j <5,
(4.44) L 5 5
5 (eg —er—es+ ) 14 eheh> con e, € {£l}, >, e, €2Z.

Il numero di radici e (g) 4425 =T72.
Il gruppo di Weyl W (R) ha ordine 27-3%.5 e il quoziente A(R)/W (R) & isomorfo
a ZQ.

Tipo F,

01— => x3—0y

Matrice di Cartan:
2 -1 0 0

-1 2 =2 0
0 -1 2 -1
0 0 -1 2

Fy, =

Consideriamo in R?* la base canonica e, eq, 3, e4 € poniamo e = e + es + e3 + 4.
Il sottogruppo additivo A di R* generato da eq,ea, es3, €4, %e si caratterizza come
I'insieme dei vettori oo = kieq + kaea + kses + kseq di R? tali che:

2k, € Z per i=1,2,3,4,
(4.45) o
ki—k; €Z per i,j=1,234.
Sia
(4.46) R={acAlla)=1}U{ac A|lal*=2}.

Allora R consiste dei vettori:

+e; per 1=1,23,4,
(4.47) +e;, tejper 1<i<j<A4,
%(:I:el + €9 + €3 + 64).

Si verifica che R ¢ un sistema di radici e che
1
(448) ] = €9 — €3, p = €3 — €4, (X3 = €4, Oy = 5(61 — €9 — €3 — 64)

¢ una base di R.

Poiché la matrice di Cartan di R e la Fy data sopra, questo ¢ un sistema di
tipo Fy. Poiché le radici di lunghezza massima formano un sistema di tipo Dy,
otteniamo

(4.49) A(R)=W(R) =~ (Z} x &4) x S3.
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Tipo Go
ap => ag

2 -1
()

Consideriamo in R? l'iperpiano E ortogonale a e = e; + e3 + e3. Sia

Matrice di Cartan:

(4.50) R={acZ?|(ale) =0, |a|* € {2,6} }.

Gli elementi di R sono della forma kye1+koeo+kses con ki, ko, ks € Z, k1 +ko+ks =
0ek?+ k3 + k3 € {2,6}. Otteniamo quindi i 12 elementi:
(4.51)
{ +(e; —ey), +(e1 — e3), £(ea —e3) di lunghezza /2
+(2e; — ey —e3), £(2e5 — 11 —e3), +(2e3 — e —e3)  di lunghezza /6.

Si verifica direttamente che (o, € {£1,£3} se « # € R e che s,(R) = R per
ogni a € R. Quindi R € un sistema di radici. Una sua base ¢

(452) ] = €1 — €9, (g = €9 + €3 — 261 .

Il gruppo di Weyl coincide con il gruppo degli automorfismi di R ed ¢ isomorfo al
gruppo diedrale di ordine 12, definito dai generatori a, b e dalla relazione (ab)® = 1.

85 SISTEMI DI RADICI NON RIDOTTI

Fissiamo uno spazio vettoriale reale F, su cui consideriamo fissato un prodotto
scalare (-|-). Considereremo in F sistemi di radici per R il cui gruppo di Weyl
sia un gruppo di trasformazioni ortogonali rispetto al prodotto scalare assegnato.
Ricordiamo che, se R C F e un sistema di radici, due radici proporzionali di R
possono avere, come fattore di proporzionalita, solo uno dei numeri £1, +2, i%.
Una radice o € R tale che /2 ¢ R si dice indivisibile.

TEOREMA 5.1 Sia R C E un sistema di radici irriducibile, non ridotto, di rango
> 2.
(i) L’insieme R’ = {a € R|a/2 ¢ R} & un sistema di radici irriducibile e
ridotto di E e W(R') = W(R).
(1) Sia A C R linsieme delle radici di lunghezza minima A in R. Allora due
qualsiasi radici non proporzionali di A sono ortogonali.
(iii) Sia D I'insieme delle radici di R di lunghezza A\\/2. Allora D # () ed ab-

biamo:

(5.1) R =AUD ed R=AUDU2A.

Dim.

(i) R’ C E\ {0} contiene un multiplo di ciascuna radice di R e quindi genera E.
Inoltre s4(R') = R’ per ogni a € R e quindi & chiaro che le proprieta (R1), (R2)
ed (R3) che definiscono i sistemi di radici sono soddisfatte.

(i), (ii7) Poiché R non ¢ ridotto, contiene almeno una radice « tale che 2« sia
ancora una radice. Poiché R e irriducibile e di rango > 2, vi € almeno una radice
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B € R tale che (§,«) > 0. Abbiamo %(ﬁ, a) = (f,2a) € Z. L’unica possibilita &
quindi che {8, a) >= 2, e dunque ||3|| = ||a||v/2. Poiché R’ & ridotto e irriducibile
le possibili lunghezze di elementi di R’ possono essere solo A e A\v/2, ove \ & la
minima lunghezza di un elemento di R.

11 gruppo di Weyl W(R') opera transitivamente sulle radici di lunghezza minima

A e quindi: per ogni a € A anche 2a € una radice ed otteniamo percio le decompo-
sizioni: R’ = AUDeR=AUDU2A.

Viceversa, abbiamo:

TEOREMA 5.2 Sia R un sistema di radici ridotto e irriducibile. Supponiamo che
{llallla € R} = {\,\W2}. Sia A= {a € R||al| = A\}. Se due qualsiasi elementi
di A sono tra loro ortogonali, allora R’ = R U 2A é ancora un sistema di radici,
non ridotto, di cui R é il sistema di radici indivisibili.
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CAPITOLO XIV

COSTRUZIONE DELLE ALGEBRE DI LIE SEMISEMPLICI

81 ALGEBRA INVILUPPANTE UNIVERSALE
Sia 2 un’algebra associativa su un campo K. Lo spazio vettoriale 2, con il
commutatore definito da

(1.1) [a,b] = ab —ba Va,b e 2

e un’algebra di Lie su K.
Sia g un’algebra di Lie ed 2 un’algebra associativa sullo stesso campo K. Chia-
miamo rappresentazione di g in 2 un omomorfismo di algebre di Lie:

(1.2) prg—A
per la struttura di algebra di Lie di 2 definita dalla (1.1). Cio significa che

(1.3) p([X,Y]) = p(X)p(Y) = p(Y)p(X) VXY €g.

Sia g un’algebra di Lie su K. Chiamiamo algebra inviluppante universale di g il
dato di un’algebra associativa unitaria 2 su K e di una rappresentazione v : g — A
tale che

(i) u(g) genera A come K-algebra associativa unitaria;

(ii) per ogni rappresentazione p: g — B di g in un’algebra associativa unitaria
B su K esiste un omomorfismo di K-algebre associative unitarie p : A — ‘B
che renda commutativo il diagramma:

€2
(1.4) uT Tp

Osserviamo che, per la condizione (i), ’estensione p di p € unica.

TEOREMA 1.1 Ogni algebra di Lie ammette un’algebra inviluppante universale,
unica a meno di isomorfismi.

DiMm. Sia g un’algebra di Lie sul campo K. Indichiamo con T'(g) = &5°_,T™(g)
I’algebra tensortiale del K spazio vettoriale g. Sia p : g — 8 una rappresenta-
zione di g in una K-algebra associativa unitaria 2. Per la proprieta universale
del prodotto tensoriale, la p si estende a un unico morfismo di algebre associative
unitarie

(1.5) T(p):T(g) — B.
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Poiché p & una rappresentazione, il nucleo di T'(p) contiene 'ideale bilatero Z(g)
generato dagli elementi della forma

(1.6) XY -Y®X-[XY], per X,Y €g.
Il quoziente

(L.7) Ug) = =2

¢ un’algebra associativa unitaria e per passaggio al quoziente otteniamo una rap-
presentazione u : g — $(g) definita dal diagramma commutativo:

(1.8) ul lﬁ

ove la ¢ & I'inclusione associata all’isomorfismo g ~ T(g) e la 7 & la proiezione nel
quoziente. Osserviamo che Z(g) Nu(g) = {0}, quindi v : g — U(g) ¢ iniettiva e
u(g) genera (g) perché T'(g) genera T'(g) come algebra associativa unitaria. In
particolare u : g — (g) verifica la condizione (7).

Poiché Z(g) & contenuto nel nucleo di T'(p), otteniamo un diagramma commuta-
tivo:

(1.9) g [7w)

che definisce la p. Quindi v : g — $U(g) soddisfa anche (ii) ed & un’algebra
inviluppante universale di g.

Dimostriamo ora 'unicita. Se v’ : g — 21 & un’algebra inviluppante universale di
g, otteniamo estensioni @ : A — U(g) e u' : U(g) — A diu:g— U(g)en :g — A
Osserviamo che v/ =@ ou:g — A eu=1uou : g — (g) sono rappresentazioni e
la prima si estende all’identita su 2, la seconda all’identita su 4(g): quindi @' o @ e
@ o @' sono rispettivamente 'identita su 2 e 4(g) e dunque 2 e 4U(g) sono isomorfi.

Quindi, a meno di isomorfismi, 'algebra $(g) costruita nella dimostrazione del
Teorema 1.1 e I'algebra inviluppante universale di g. Essendo il quoziente dell” alge-
bra graduata T'(g) rispetto all’ideale bilatero Z(g), I’algebra inviluppante universale
¢ dotata di una filtrazione canonica

(1.10) u(O)(g) C Ll(l)(g) CoC ﬂ(m)w) C .-
ove

(1.11) U™ (g) = m(T™(g)) -



GRUPPI E ALGEBRE DI LIE 191

Ricordiamo che vale il

TEOREMA 1.2 (POINCARE-BIRCHOFF-WITT) Sia g un’algebra di Lie su K e sia
i(g) la sua algebra inviluppante universale, su cui si considera la filtrazione cano-
nica. Allora il graduato associato all’algebra filtrata $(g):

> (m)
(112 SW@) = D gy

m=0

e isomorfo all’algebra simmetrica di g.
In particolare, se {X;};er € una base di g come spazio vettoriale su K e fissiamo
su I un ordinamento totale <, gli elementi

(113) 7T(X11®®sz) con il S <Zm

formano una base di $4(g) come spazio vettoriale su K.
Per la dimostrazione, vedi Bourbaki: Groupes et algébres de Lie I, §2, n. 7.

Una conseguenza del Teorema 1.2 e la seguente:

PROPOSIZIONE 1.3  Sia g un’algebra di Lie su K e sia u : g — (g) la sua algebra
inviluppante universale. Sia a una sottoalgebra di Lie di g e sia uq : a :— $(a) la
sua algebra inviluppante universale.

(¢)  Viéun monomorfismo canonico di algebre associative unitarie: i : (a) —
$U(g) che rende il diagramma:

o
(1.14) e | g

commutativo (1 : a — g é l'inculsione).

(i1) Seacunidealedigeug), : g/a — U(g/a) la sua algebra inviluppante uni-
versale, vi € un unico epimorfismo canonico di K-algebre associative unitarie
7 U(g) — U(g/a) che renda commutativo il diagramma:

g —— g/a

(1.15) “l l”wa
U(g) —— U(g/a).

T

II suo nucleo ¢ I'ideale bilatero di 4(g) generato da u(a).
(iii)  Se g = Djecrg; € una somma diretta di ideali g; C g, © € I, allora:

(1.16) () = @) (gi)

i€l
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DiM. (i) L’incusione ¢ : a — g si estende a un’inclusione 7'(¢) : T'(a) — T'(g) tra

le algebre tensoriali. Basta allora osservare che Z(g) N T (¢.)(T(a)) = T(¢)(Z(a)).

(74) L’epimorfismo lineare 7 : g — g/a induce un epimorfismo 7'(7) : T(g) —
T(g/a). Poiché I'immagine inversa di Z(g/a) in T'(g) contiene Z(g), chiaramente
otteniamo un epimorfismo 7 : 4(g) — (g/a) che rende il diagramma (1.15) com-
mutativo. Utilizzando il Teorema 1.2, si dimostra facilmente che il nucleo & I’ideale
bilatero generato da u(a) in U(g).

(737) Si verifica che anche questa ¢ una facile conseguenza del Teorema 1.2.

PROPOSIZIONE 1.4 Sia g un’algebra di Lie su K e sia u : g — $(g) la sua algebra
inviluppante universale. Se I' C g e un sistema di generatori di g come algebra di
Lie, allora g é isomorfa alla sottoalgebra di Lie di $4(g) generata da u(T).

Se 2 e una K-algebra associativa unitaria, chiamiamo rappresentazione lineare di 2
il dato di uno spazio vettoriale V' su K e di un omomomorfismo di algebre associative
unitarie p : A — Endg (V).

Sia ora g un’algebra di Lie su K e sia p una rappresentazione lineare di g su uno
spazio vettoriale V. Essa si prolunga in modo unico a una rappresentazione lineare
p di t(g) su V, che rende commutativo il diagramma:

g —— o)

(1.17) pl lﬁ

alx (V) Endg (V).

62 ALGEBRE DI LIE LIBERE
Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Chiamiamo algebra di Lie libera di V
il dato di un’algebra di Lie a su K e di un monomorfismo K-lineare

(2.1) t:V —a

tale che:
Per ogni algebra di Lie g su K ed ogni applicazione K-lineare ¢ : V' —
g esiste un unico omomorfismo di algebre di Lie ¢ : a — g che renda
commutativo il diagramma:

TEOREMA 2.1 Per ogni spazio vettoriale V su K esiste, unica a meno di isomorfi-
smi, un’algebra di Lie libera su V. La sua algebra inviluppante universale é isomorfa
aT(V).

Dim. Sia T'(V) l'algebra tensoriale di V. Consideriamo su T'(V') la struttura di
algebra di Lie definita da (1.1) e sia £(V') la sottoalgebra di Lie di T'(V') generata
da V =~ TY(V).
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Sia g una qualsiasi algebra di Lie su K e ¢ : V' — g un’applicazione K-lineare.
Essa si estende a un omomorfismo di algebre:

T(¢):T(V) —T(g)
che da, per passaggio al quoziente, un’applicazione:
moT(¢):T(V) — Ug),

ove u : g — (g) ¢ lalgebra inviluppante universale di g e 7 : T'(g) — U(g) la
proiezione canonica. Identifichiamo g a u(g), utilizzando la Proposizione 1.4.

Definiamo ¢ come la restrizione di 7oT(¢) a £(V). L'immagine di ¢ & contenuta
in g ed € un omomorfismo di algebre di Lie che rende commutativo il diagramma
(2.2) (con a = £(V)). L'unicita di ¢ segue dal fatto che V genera £(V) come
algebra di Lie.

L’unicita, a meno di isomorfismi, dell’algebra di Lie libera di V segue dalla
proprieta universale espressa dal diagramma commutativo (2.2). Se ¢4 : V — a &
un’algebra di Lie libera di V', otteniamo diagrammi commutativi:

Vv —— £(V) vV —— £(V)
a a a

eloly =1idg(v), la Ol = id, perché estendono rispettivamente 1 = totq € tq = Iq 0.
Sia ora 2 un’algebra associativa unitaria e sia p : £(V) — 2 una rappresenta-
zione di £(V). Identifichiamo V a «(V) C £(V). La restrizione p|V : V. — A si

estende in modo unico a un omomorfismo di K-algebre unitarie:
T(plV):T(V) — .

La restrizione di T'(p|V') a £(V)) C T(V') coincide con p perché V genera £(V) come
sottoalgebra di Lie di T'(V).

Sia ora g un’algebra di Lie su K e sia { X} };c; un sistema di generatori di g come
algebra di Lie. Sia V il sottospazio vettoriale di g generato da {X;};c;. L’inclusione
V' < g definisce un unico epimorfismo:

(2.3) m:L(V)—g.

Indichiamo con J(V,g) il nucleo di 7. L’algebra di Lie g & allora isomorfa al
quoziente £(V)/J(V,g). Osserviamo ancora che I'algebra inviluppante universale
di g & isomorfa al quoziente di T'(V') rispetto al suo ideale bilatero generato da

TV, 9).

Viceversa, dato uno spazio vettoriale V' su K e un ideale Z di £(V'), I'algebra di
Lie g = £(V')/Z risulta univocamente determinata da una base (X;);er di V e da un
sistema di generatori (Z;) e di Z. I generatori Z; si possono a loro volta scrivere
come polinomi di Lie Pj(...X;...) nei vettori X; della base assegnata di V. Diremo
allora che I'albebra di Lie g & definita dai generatori (X;);c; e dalle relazioni

(2.4) Pi(..X;.)=0 per jeJ.
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63 UNA COSTRUZIONE PRELIMINARE

Sia R un sistema di radici nello spazio vettoriale reale E, di dimensione finita
¢ > 1. Fissiamo una base B di R, e sia (nq,g), con ny g = (o, ), la matrice di
Cartan di R. Fissato un campo K di caratteristica zero, sia B lo spazio vettoriale
libero su K con base B. Sia T'(B) ’algebra tensoriale di B. Per ogni @ € B definiamo
degli endomorfismi K-lineari x,, ha, yo di T(B) ponendo:

(3.1) z4(1) = a, Tol@1 @ Qay) =@ @ - Qa, Vai,...a, € B,

ha(]') :07
(3.2) ha(01 ® ++ ® ) = (1) Naa) 01 @+ © oy
Val,...an EB,

e definiamo y,, per ricorrenza ponendo

ya(l):(),

Ya(B) =0 VBEB,

Yol1 ® - @ ) = (Tay ©Ya — da,0q) (A2 @ -+ @ uyy)
Vay,...ap, € B, n>2.

(3.3)

LEMMA 3.1 Per ogni o € B, I'endomorfismo x, ha grado 1, I’endomorfismo h,
ha grado 0, I'endomorfismo y,, ha grado —1. Valgono le relazioni:
(1) [Ta,Ya] = ha per ogni a € B;
(2) [ha,x3] =ngaxs per ogni o, f € B;
(3) [ha,ys) = —ng,ayp per ogni a, B € B;
(4) [ha,hg] =0 per ogni a, B € B;
(5) [Ta,ys) =0 per ogni o # 3 € B.

Dim. 1l fatto che z, abbia grado 1 e h, grado 0 segue immediatamente dalla
definizione. La relazione y,(T™(B)) C T™ 1(B) si verifica ancora facilmente per
induzione su m. La (4) ¢ ovvia dalla definizione.

Osserviamo che:
(Ta 0ys —yp o xa)(l) = ys(a) =0

se a, 0 € B; se v e un’altra radice in B otteniamo:

(Ta oys —Yp o wa) (V)= —yp 0 za(y)
= —ysla®")
= —(Ta 0 Yp — 0g,0ha)(7)
= 08,aMy,a7Y

e quindi la (1) e la (5) valgono per la restrizione di [x,,ys] a TY(B) & T'(B).
Abbiamo poi, per ogni ay,...,q, € B:

Ys 0 Ta(a1 @ - Qay)=yg(a@a; @+ @ )
= (zaoyﬁ_(sa,ﬁ)(al(@"'@an)

e quindi:
[0, ys)(a1 @ -+ ® ) = G phs(ar @ - @ ay)
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dimostra (1) e (5).
Verifichiamo la (2). Siano «, 3, a1, ..., a, € B. Allora:

[ha, z5)(1) = ha 0 25(1) = ng.aB = ngazs(l),
[how‘rﬁ](al Q- an): ha(ﬁ Qo Q- an) - (Z?:l nai,a)ﬂ(g) o Q- Qo
=ngarp(a1 ® - Q).
Per dimostrare la (3), consideriamo per «, 3,7 € B:
0= [ha, [z8, Y4 ]]

= [nﬁ’aa%’»yv] + [37,6’7 [P, yv]]
= [z, My,0Yy + [ha, Y5 ]] -

Osserviamo che ([ha, Y] + 1y ayy)(t) = 0 se t € T(B) & T (B). Abbiamo poi, se
at,...,0p €B:

([ha,y’y] + n%ayfﬁ(al ® “e ® O[n): ([ha,gry] + n'y,ay'y) (@) [L’al (a2 ® PN ® an)
= Tay © ([has Y] + nyaty) (@2 @ - @ an)

da cui si dimostra per ricorrenza su n che
([ha> Yy] + 1yay,)(T"(B)) =0 VneN

e quindi vale la (3).

LEMMA 3.2 Gli endomorfismi {, ha, Yo | @ € B} sono linearmente indipendenti.
Dim. Gli z,, per a € B sono linearmente indipendenti perché gli x,(1) = a sono
linearmente indipendenti. Gli h,, a € B, sono linearmente indipendenti perché le
loro restrizioni a B sono definite da:

hoz(ﬁ) :nﬁ,aﬁa a,ﬁEB

e la matrice di Cartan e invertibile.
Consideriamo una combinazione lineare nulla degli y,:

Zkayazo~

aeB

Abbiamo allora

0= [xﬂv Z koéya] = kﬁhﬁ
a€eB

e quindi kg = 0 per ogni 8 € B.
La tesi segue infine dal fatto che gli z,, hs, Yo hanno rispettivamente gradi 1, 0
e —1.

Sia ora a algebra di Lie definita dai generatori H,, X, Y, (o € B) e dalle
relazioni:

(3.4)
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Indichiamo con R l'ideale delle relazioni.

LEMMA 3.3 Vi é un’unica rappresentazione

(3.5) p:a— Endg(T(B))
definita da
p(on) =Ta,
P(Ya) = Yo,
(36) p(HOé) - h’Oé 9

per ogni o € B.

In particolare gli elementi {X,, Yy, Hy | € B} sono linearmente indipendenti
in a.

LEMMA 3.4 Esiste un unico isomorfismo involutivo 0 : a — a tale che

6<Xa) =Y,
0(Ya) = X,
(37) Q(Ha) = —H,
VaeB.

Sia Q@ C R lo Z-modulo libero generato da B. Possiamo definire su a una Q-
graduazione, in cui gli elementi X, Y, e H, abbiano rispettivamente gradi o, —c«
e 0. Poiché gli elementi di R sono omogenei, 'ideale Z, generato da R & omogeneo
e quindi a € un’algebra di Lie )-omogenea:

(3.8) a=Pa’.

LEMMA 3.5 Sia Z € a. Condizione necessaria e sufficiente affinché Z € a?, q € Q,
e che

(3.9) [Ho, Z) = (¢, ) Z  Va e B.

Dim. Poniamo per ogni q € Q:
a9 ={Zcal|lH,, Z] = {q,0)Z Va€eB.

Chiaramente a(? Na(?) = {0} se q # ¢'. Bastera quindi verificare che a? C al®) per
ogni g € Q. Ora, per ogni o € B, I’endomorfismo di a definito come moltiplicazione
per (q,a) su a?, per ogni g € @, ¢ una derivazione di grado zero di a che coincide
con la derivazione interna ad,(H,). Poiché per ogni ¢ # 0 & (g, a) # 0 per qualche
«a € B, otteniamo la tesi.

Poniamo

{QJFZ{ZaeBkaO"kOéEN’ ZaeBka>0}7

(3.10) ) .
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Poiché QT + QT Cc QT e Q™ +Q~ C Q, i sottospazi

(3.11) at = @ ¢ e a = @ a?

qeQT q€Q™
sono sottoalgebre di a.

PROPOSIZIONE 3.6

(1) at ¢ la sottoalgebra di a generata da (X, )acs;
(2) a= ¢ la sottoalgebra di a generata da (Yy)aen;
(3) (Hu)aep € una base di a°;
(4) a=aT®a’Ba.
DiMm. Siaa't (risp. @) la sottoalgebra di a generata da (Xa)aecs (risp. (Ya)aen)-
Indichiamo poi con b il sottospazio vettoriale di a generato da (Hy)aep. Esso e
una sottoalgebra abeliana di a.

Osserviamo che a* sono sottoalgebre Q-graduate, con at C at, a~ C a~. Inoltre
abbiamo:

\ perogniacehB.

Posto a =a’ +bh+a~, la a & stabile per ad(X,), ad(H,), ad(Y,) per ogni a € B.
Quindi e una sottoalgebra di a, che contiene un sistema di generatori di a e quindi
coincide con a. Otteniamo quindi a*™ =a*, a” =a~, a® = b.

PROPOSIZIONE 3.7 Siano V, e V_ i sottospazi vettoriali di a generati da (X)aeB
e (Ya)aen rispettivamente. Allora ay e a_ sono le algebre di Lie libere degli spazi
vettoriali V., V_ rispettivamente.

Dim. Ricordiamo che B ¢ lo spazio vettoriale su K con base B. Sia £(B) C T(B)
I'algebra di Lie libera di B. Definiamo ’applicazione lineare ¢ : B — a* ponendo
$(a) = X,. Essa si estende a un morfismo di algebre di Lie ¢ : £(B) — a™.
Utilizziamo la rappresentazione p di a su T(B). La composizione p o ¢ & una
rappresentazione di a* su T(B) e pop(X,) coincide con la moltiplicazione a sinistra
per a. Quindi p 0(5 ¢ iniettiva e percio gg ¢ iniettiva. E un isomorfismo perché
{p(a) = X | v € B} genera a™.

Utilizzando 1’ involuzione 6, si dimostra che lo stesso vale per a™.

§4 COSTRUZIONE DELL’ALGEBRA DI LIE SEMISEMPLICE
Utilizziamo le notazioni del paragrafo precedente.
Per ogni coppia di elementi distinti «, § € B definiamo:

Xop = (ada(Xa))' """ (Xp),
(4.1) Yo = (ada(Ya))l_nB’a (Ya),
a,BeB, a#f.
LEMMA 4.1 Per ogni a, 8 € B, con o # 3, abbiamo:

(4.2) [a",Yapl =0  [a=,Xas=0.
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DiM. Per verificare la prima uguaglianza, é sufficiente verificare che [ X, Y, g] =0
per ogni v € B. Consideriamo i tre casi possibili:

(1) v # B

In questo caso [X,,Y,] = [X,,Y3] = 0 e da questa segue immediatamente che
[X’77 Ya,beta] =0.
(ir) ~v=p.

In questo caso [X,Y,] = 0 e quindi:

(X5, Ya,pl= (ada(Ya))' """ ([Xg, Yal)
= (ada(Ya))' """ (Ha)
= Na,p (ada(ya))_nﬁya (Ya)-

Se ng o # 0, allora [Xg, Y, g] = 0 perché [Y,,Y,] = 0; se ng,, =0, anche no g =0
e dunque [Xg,Y, 3] = 0.
(1i1) v = a.

Abbiamo:

ada(Xa) 0 ada(Ya)' 7" (¥p) = [ada(Xa), ada(Ya)' ™" ](Y)
perché adq(Yg) = [Xa, Y3] = 0. Utilizziamo ora 'uguaglianza:

[ada(Xa),ada(Ya)l_"ﬁya]
=300 ada(Ya)" o [ade(Xa), ade(Ya)] 0 adg (Ve ) "o ="
= hng “adq(Ya ) oad,(Hy) o ada(ya)—nﬁ,a_h

Tenuto conto del fatto che:

adg(Hy) o adg(Ye)F= ad (Y ¥ oada(Hy)
—I—Eh Oad (Y,)" o [ada(Hy), adq(Ya)] 0 adq(Yy)F 1
= ady(Yy)¥ oade(H,) — 2Zh Oad( o) radg (Yo )P
= adq(Yy)" oade(H,) — 2k - adq(Ya)",

otteniamo:

[ada(Xa), adq(Ya) "8
— Z;:g’a adq (V)" ( da(Yy) 0o —had, (H,) + 2(ng.a + h)adu(ya)—nﬁya_h)
= (1 —ng,q)adq(Ya) ™ >ade(Hy)

—Ng,«a 1+n a —
+2 (ng,a(1+n5,a)+ P, (2 P, )>adu(Ya) np.a

=(1—ngq)ade(Ya) " (adq(Ha) + ng,alda) -

Poiché (adq(Ha) + ng,aldy) (Y3) = 0, otteniamo [X,, Y, 5] = 0.
Cio dimostra la prima uguaglianza. La seconda si ottiene utilizzando 1’ involu-
zione 0:

Yy, Xap] = [0(X5),0(Ya,p)] = 01Xy, Ya,5]) = 0

LEMMA 4.2 L’ideale ny di ai generato da (Xa,5)azpen € un ideale di a.
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Analogamente l'ideale n_ di a_ generato da (Y, g)axpes € un ideale di a.

Dim. Sia n/, il sottospazio vettoriale di a generato da (Xa,3)azges. Poiché
gli X g sono elementi @Q-omogenei, [h,n’ | C n/,. Sia U(a) I'algebra inviluppante
universale di a e sia p la rappresentazione di {(a) su a indotta dalla rappresentazione
aggiunta. Allora l'ideale di a generato da n/_ ¢ p(t4(a))(n’ ). Dalla decomposizione
a=a; B bhada_, peril Teorema di Poincaré-Birchoff-Witt abbiamo:

p(Ua)) () = p(U(ar))p((h)) p(U(a-))(n—4) = p(U(at))(n]) = ny

e questo dimostra la prima asserzione del lemma. La seconda si ricava dalla prima
utilizzando 'isomorfismo 6 e il fatto che (ny) =n_.

Poniamo
(4.3) n=ny@en_.

Otteniamo cosi un ideale di a, che e Q)-graduato, perché ammette un sistema di
generatori omogenei. Quindi anche ’algebra quoziente:

e @Q-graduata:
(4.5) g= @ g?.
q€Q

Inoltre, poiché a? = {0} se ¢ ¢ QTUQR~ U{0}, anche g? = {0} se ¢ ¢ QTUQ~ U{0}.
Tenuto conto della definizione di a e dell’ideale n, I'algebra di Lie g su K e definita
dai generatori (X, Ha, Yo )aen € dalle relazioni:

( [Hy, Hg) = Yo, € B,
[Hy, X5) = np.aXs Vo, € B,
[Hy, Y3 = —ng.aY5 Vo, € B,
(4.6) (X, Ya] = Hy Va € B,
[Xa, Y] =0 Va # B € B,
(adg(Xa))' " (Xg) =0  Va#BeB,
[ (adg(Ya)) ™ (Y3) =0  Va#BeB.

Poiché a® Nn = h N n = {0}, la proiezione di frakh = a° in g & un isomorfismo:
indicheremo ancora con f la sua immagine: essa ¢ una sottoalgebra abeliana che
coincide con il sottospazio vettoriale di g generato da (Hy)aep. Poiché n & 6-
invariante, I’ismomorfismo 6 definisce per passaggio al quoaziente un isomorfismo
di g, che indicheremo ancora con 6.

LEMMA 4.3 Per ogni o € B, gli endomorfismi adg(X,) e adg(Yy) per a € B sono
localmente nilpotenti.?3

33Un endomorfismo T di uno spazio vettoriale V si dice localmente nilpotente se per ogni
v € V '\ {0} esiste un intero positivo m(v) tale che T™(*)(v) = 0. Chiaramente un endomorfismo
nilpotente € anche localmente nilpotente e i due concetti coincidono se V' ha dimensione finita.
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DiM. Sia a € B e sia b il sottoinsieme di g formato dagli elementi Z € g tali che
adg(Xa)P(Z) = 0 per qualche p € N. Poiché ady(X,) € una derivazione di g, il
sottoinsieme b ¢ una sottoalgebra di g. Ma Xg, Hg, Y3 € b per ogni 3 € B e quindi
b=g.

LEMMA 4.4 Siano q,q € Q e supponiamo che o(q) = ¢' per qualche 0 € W(R).
Allora esiste un automorfismo v di g tale che ¥ (g?) = g¥ .
Dim. Poiché W(R) ¢ generato dalle riflessioni rispetto agli elementi di una base,

possiamo limitarci a considerare il caso in cui ¢ = s, per una radice a € B.
Definiamo
(4.7) o = e2da(Xa) g gmada(Ya) o pade(Xa)

Per il lemma precedente, v, ¢ ben definita ed ¢ un automorfismo di g. Per ogni
B € B abbiamo:

eadg(xa)(Hg) = Hﬁ — naﬁXa .

Otteniamo percio:

Ya(Hp)= e*'0Xe) 0 o720 (e) (Hy —ny 5 Xo)
= ea(Xa) (Hg —ng 3Ye — nas(Xo + Hy — Ya))
= 6ad9(Xa)<Hg — naﬁHa — naﬁXa)
= Hg - na,ﬁXa -+ 2na’ﬁXa - na,ﬁXa
= Hg - na,ﬁHa .

Quindi:
[Hp, o (2)] = ¥o ([Wa(Hp), Z]) = (salq), B)a ' (Z) VZ eg?, VGeB.

Cid dimostra che ¥ *(g9) C g°(@. Applicando nuovamente v si ottiene 1" inclu-
sione opposta e quindi l'uguaglianza.

LEMMA 4.5 Supponiamo che q € () non sia multiplo di un elemento di R. Allora
esiste 0 € W(R) tale che o(q) = ) .3 k“a con i coefficienti k* € Z non tutti dello
stesso segno.

DiM. Per ipotesi, Iiperpiano ¢ & distinto dagli iperpiani v+ per v € R. Possiamo
quindi trovare un elemento regolare £ € E tale che ({|¢) = 0. Sia C¢ la camera
di Weyl che contiene . Poiché W (R) opera transitivamente sulle camere di Weyl,
esiste 0 € W(R) tale che 0(C¢) = C(B). Abbiamo quindi (c(§)|er) > 0 per ogni
a € B. Siao(q) =) .5 k%a. Abbiamo:

aEB

0= (lg) = (@(&)lo(@) = > k*(o(&)]e).

aeB

Poiché (o(§)|a) > 0 per ogni o € B e i coefficienti £* non sono tutti nulli, ne segue
che essi non possono avere tutti lo stesso segno.

LEMMA 4.6 Sia q € Q). Allora:

(1) se0# q ¢ R, allora g? = {0};
(2) se g € R, allora dimgg? = 1.
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DiMm. Se ¢ non e multiplo di un elemento di R, allora esiste 0 € W(R) tale che
o(q) ¢ QT UQ~. Poiché a®@ = {0}, ne segue che g°@ e quindi g? sono uguali a
{0}.

Se a € B ed m un intero positivo, abbiamo a™® = {0} e quindi g™* = {0}.
Cio segue dal fatto che a; & 'algebra di Lie libera con generatori (X, )aes. Non
puo essere g* = {0} perché questo vorrebbe dire che X, € ny Cid non & possibile
in quanto [X,,Y,] = H, e hNn = {0}. Quindi dimgg® = dimga® = 1 per ogni
a € B. La tesi segue quindi dal fatto che ogni elemento v di R ¢ immagine di un
elemento di B mediante una trasformazione o di W(R).

Abbiamo quindi il

TEOREMA 4.7 g e un’algebra di Lie semisemplice su K; h e una sua algebra torale
massimale (una sua algebra di Cartan) e R(g,h) = R.
Dim. Per il lemma precedente, g ha dimensione finita, uguale alla somma delle
cardinalita di R e di B.

Sia t un ideale abeliano di g. Poiché [t, h] C t, l'ideale t & Q-graduato. Quindi

t=(tnpo@Ptng”.

YER

Per ogni o € B, g* @ g~ * ® K- H, ¢ una sottoalgebra di g isomorfa a s[(2,K).
Utilizzando gli automorfismi di g corrispondenti agli elementi del gruppo di Weyl,
otteniamo che ogni g7, v € R, € contenuto in una sottoalgebra di g isomorfa a
s[(2,K). Da questo segue che tN g = {0} per ogni v € R. Quindi t C h. Ma per
ogni H € b\ {0} esiste un a € B tale che [H, X,| = o(H)X, # 0. Cio dimostra
che t = {0}: quindi {0} & I'unico ideale abeliano di g e g & semisemplice.

Le stesse considerazioni ci dicono che h ¢ torale massimale in g ed abbiamo
R(g, h) per la costruzione precedente.

OSSERVAZIONE L’algebra di Lie g ¢ semplice se e soltanto se il grafo I'(R) corri-
spondente al diagramma di Dynkin del suo sistema di radici R € connesso. Infatti,
se g non fosse semplice, R si spezzerebbe nell’unione R’ U R di due sottoinsiemi
non vuoti di radici mutuamente ortogonali. Viceversa, dato un tale spezzamento,
g risulterebbe uguale alla somma diretta dei due ideali semisemplici g’ e g” corri-
spondenti ai sistemi di radici R’ e R” rispettivamente.
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CAPITOLO XV

SOTTOALGEBRE DI CARTAN E DI BOREL

§1 ELEMENTI REGOLARI E ALGEBRE DI CARTAN

Si aV uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K. Sia A €
Endg (V) un endomorfismo lineare di V. Scriviamo il suo polinomio caratteristico
nella forma:

(1.1) pa(z) = det(z — A) = Y ap(A)z".
h=0

Ricordiamo che

(1.2) an(A) = (—=1)" Mr(A""hA)

e quindi, per ogni 0 < h < n, ’applicazione

(1.3) ap : Endg(V) 3 A — ap(4) € K
¢ polinomiale ed omogenea di grado n — h.

Indichiamo con v(A) il piu piccolo intero non negativo h tale che ap(A) # 0. 11
numero v(A) ¢ la dimensione del sottospazio vettoriale

(1.4) VO(A) = | ker A",
h=0
Per ogni A € K porremo ancora:

(1.5) VAA) = G ker(A — A)P.
h=0

Supporremo nel seguito che il campo K abbia caratteristica 0.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita n > 1 su K. Per ogni elemento
X € g useremo le notazioni semplificate: px () = paa,(x), an(X) = an(ady(X)),
v(X) = v(adg(X)), g°(X) = g°(adg(X)).

Se £ ¢ un sottoinsieme di g, indicheremo ancora con

(1.6) g°(2) =[] ¢°(X)
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e, pill in generale, se a : £ — K ¢ una qualsiasi applicazione, porremo:

(1.7) 6°(2) = () 8" (A — adg(X))) .
Xeg

L’intero positivo £ = min{v(X) | X € g} si dice il rango dell’algebra di Lie g e si
indica con rk(g). Gli elementi X di g tali che v(X) = ¢ = rk(g) si dicono regolari
in g.

Poiché l'insieme degli elementi regolari in g ¢ l'insime degli X € g tali che
a¢(X) # 0, gli elementi regolari in X formano in g un aperto di Zariski, e quindi
un aperto denso per la topologia Euclidea dello spazio vettoriale g, nel caso K sia
R o C.

LEMMA 1.1 Sia g un’algebra di Lie su K e sia a una sua sottoalgebra di Lie. Se a
contiene un elemento A regolare in g, allora tale elemento A é anche regolare in a.

Dmm. Per ogni X € a, indichiamo con X’ ’endomorfismo adq(X) di a e con
X" T'endomorfismo di V' = g/a ottenuto da ady(X) per passaggio al quoziente.
Abbiamo allora: px(z) = px/(x) - px»(x) e quindi v(X) = v(X') + v(X"). Se ¢’ &
il rango di a ed ¢” il minimo dei v(X") al variare di X in a, abbiamo v(X') = /¢ e
v(X") =¢" per X in un aperto di Zariski non vuoto di a. Inoltre, per la definizione
del rango ¢ di g, abbiamo ¢/ + ¢ > (. Se A € a & regolare in g, allora da v(A") > ¢/,
v(A") > 0" ev(A) =v(A") +v(A”) =4, otteniamo che v(A") =¥/, v(A”) =" ein
particolare A & regolare il a.

TEOREMA 1.2 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita n > 1 su K, di rango ¢.

Se H € g é un qualsiasi elemento regolare in g, allora h = g°(H) & una sot-
toalgebra nilpotente massimale di g, di dimensione {, e coincide con il proprio
normalizzatore in g.

Viceversa, sia  una sottoalgebra nilpotente di g che coincide con il proprio
normalizzatore in g. Allora esiste un elemento H di b regolare ing e h = g*(H) =
g°(h).

DiM. Sia H € g regolare in g. Alora h = g°(H) ¢ una sottoalgebra di g. Per il
Lemma 1.1, H & regolare in f). Poiché ady(H) € nilpotente, ne segue che ady(X) &
nilpotente per ogni X € h. Quindi b e nilpotente per il Teorema di Engel. Abbiamo
dim b = ¢ = rk(g) perché H ¢ regolare.

Sia ora Y un elemento del normalizzatore di h in g. Abbiamo in particolare
[H,Y] € h = g°(H) e quindi adyg(H)™(Y) = 0 per m € N sufficientemente grande:
quindi Y € h e dunque h coincide con il proprio normalizzatore.

Per dimostrare che h e massimale, possiamo ricondurci al caso in cui K sia
algebricamente chiuso. Consideriamo la la decomposizione spettrale di g rispetto
ad adg(H):

(1.8) g=boPe(H)
h=1
ove Aq, ..., Ay € K sono gli autovalori non nulli di adg(H). Osserviamo che se a &

una qualsiasi sottoalgebra di g contenente b, essa ¢ ady(H )-invariante e quindi

a=ha (e (H)Na).
h=1
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Poiché ady(H) ¢ invertibile su g* (H), ne segue che, se a ¢ nilpotente, allora a =
e quindi h € massimale nilpotente.

Supponiamo ora che b sia una sottoalgebra nilpotente di g che coincide con il

proprio normalizzatore:
h={XeglX,h]Ch}.
Poiché b & nilpotente, g°(h) contiene il normalizzatore di b in g.

Dimostriamo ora 'inclusione opposta. Consideriamo la rappresentazione di b su
W = g°(h)/b indotta per passaggio al quoziente dalla rappresentazione aggiunta.
Se fosse g¥(h) # b, per il Teorema di Engel potremmo trovare X € g*(h)\ b tale che
[X,b] C h. Ma un tale X apparterebbe allora al normalizzatore di § in g, contro
I’ipotesi che b coincida con il suo normalizzatore in g.

Abbiamo quindi g°(h) = b. Per concludere la dimostrazione, possiamo ricondurci
al caso in cui K sia algebricamente chiuso. Abbiamo allora una decomposizione:

(1.9) g=boPe(h)
j=1

con g, ..., o, € h*\{0}. Bastera quindi scegliere un elemento H € b con a;(H) #
0 per j =1,...,m per ottenere h = g°(h) = g°(H).

Una sottoalgebra b di g che sia nilpotente e coincida con il proprio normalizzatore
in g si dice un’algebra di Cartan di g.

Il Teorema 1.2 ci dice quindi:

TEOREMA 1.3 Ogni albegra di Lie K di dimensione finita n su K ammette sotto-
algebre di Cartan.

Ogni sottoalgebra di Cartan di g & della forma b = g°(H) per un elemento H
regolare in g.

Tutte le algebre di Cartan di g hanno la stessa dimensione, uguale al rango di g.

OSSERVAZIONE

Se g ¢ nilpotente, allora h = g ¢ 'unica sottoalgebra di Cartan di g.

Abbiamo dimostrato in precedenza che, se g € semisemplice, allora le sue sotto-
algebre di Cartan sono abeliane e coincidono con le sottoalgebre torali massimali
di g.

§2 CONIUGAZIONE DELLE SOTTOALGEBRE DI CARTAN DI UN’ALGEBRA DI LIE
RISOLUBILE

Sia K un campo di caratteristica zero. Sia g un’algebra di Lie di dimensione
finita su K e sia p : g — glg(V') una rappresentazione lineare di dimensione finita
di g. Chiameremo un elemento H di g regolare per la rappresentazione p se

(2.1) dimgV°(p(H)) = min{dimg(V°(p(X)) | X € g}.
Dimostriamo il Lemma di Fitting per algebre di Lie nilpotenti:

LEMMA 2.1 Sia b un’algebra di Lie nilpotente, di dimensione finita su K. Sia V'
un h-modulo di dimensione finita. Posto

(2.2) V'(h) =[] b"(V),
h=0
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abbiamo la decomposizione di V :
(2.3) vV =V°0h) @ V'(h)

in somma diretta di sotto-h-moduli.
DiM. Fissiamo un elemento H di b, regolare per la rappresentazione V. Abbiamo

V/(h) D V'(H) = MiZoH"(V),

V() c VO(H) = U jker H"

VO(h) NV'(h) = {0}.

Basta quindi dimostrare che VO(h) = VO(H) per avere anche V'(h) = V/(H) ed
ottenere quindi il Lemma di Fitting per un’algebra di Lie nilpotente dal lemma di
Fitting per un singolo endomorfismo.

Sia X un qualsiasi elemento di h. Abbiamo allora per ogni intero positivo m:

H™. X = hi; (7;:) ady (H)™"(X) - H™ "

Poiché b ¢ nilpotente, otteniamo che X - VO(H) C VO(H) per ogni X € h. Quindi
VO(H) & un sotto-h-modulo di V. Gli elementi regolari della rappresentazione V
sono anche elementi regolari della sottorappresentazione V°(H). Quindi, poiché
I'elemento regolare H & nilpotente su VV(H), tutti gli X € b definiscono endomor-
fismi nilpotenti di V°(H) ed otteniamo percio VO(h) = VO(H). Cid completa la
dimostrazione del lemma. Osserviamo che abbiamo ottenuto anche V'(§) = V'(H)
se H € b e un elemento regolare della rappresentazione V.

LEMMA 2.2 Sia b un’algebra di Lie nilpotente, di dimensione finita su K. SianoV,
W due h-moduli di dimensione finita e sia ¢ : V. — W un epimorfismo di h-moduli.
Allora

(2.4) ¢(VO(h)) = W°(h).

quindi, se ¢ e

() = W'(b) .

LEMMA 2.3 Sia b un’algebra di Lie nilpotente, di dimensione finita sulcampo K
di caratteristica zero. Sia V un h-modulo tale che VO(h) = {0}. Se¢p:h — V ¢
una derivazione di b in V', cioé se

DiMm. Osserviamo che ¢(VO(h)) € WO(h), ¢(V'(h )) c W'(b)
surgettiva, devono valere le uguaglianze: ¢(V°(h)) = WO(h), ¢(

¢([Hy, Ho]) = Hy - ¢(Hz) — Hy - ¢(Hy)  VHy,Ha € b,
allora esiste un v € V tale che

o(HY=H-v VHEeEW.
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DiMm. Consideriamo lo spazio vettoriale W =V @ K e poniamo
(%) H-(v,k)=(H-v—ko(H),O0) V(v,k) e W.

Abbiamo allora:

[Hy, Hy] - (v, k)= ([Hy1, Ha] - v — ko([Hy, H2]), 0)
= (Hl . H2 U — kHl . ¢(H2),0)
—(H2 . Hl U — kHQ : ¢(H1),O)
= Hy - (Hz-v—k¢(Hz),0)
—Hs - (Hy — k¢(H1),0)
=Hy - Hy-(v,k)— Hy - Hy - (v, k)
VHy, Hac b, (v,k) € W.

Quindi la (*) definisce su W una struttura di h-modulo. La proiezione naturale
m: W 3 (v,k) — k € K & un epimorfismo di h-moduli, di W sull’h-modulo banale
K. Quindi 7(W9(h)) = K = K°(h). Poiché V & {0} & un sotto-h-modulo di W
isomorfo a V e VO(h) = {0}, abbiamo che W°(h) ha dimensione 1 ed ¢ generato da
un vettore della forma (v, 1). Esso & isomorfo all’h-modulo banale K e quindi:

H-(v,1)=(H -v—¢(H),0)=(0,0) VH e b,

cioe ¢(H) = H - v per ogni H € b.

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K di caratteristica zero.
Consideriamo la sua serie centrale discendente {€"(g)}, ove

g) =g
(25) { ¢h(g) =[g,€" (g)] se h>0,
e poniamo
(2.6) € (g) = Nz () -

Osserviamo che €>°(g) & {0} quando g e nilpotente ed & in un ideale nipotente di g
se g ¢ risolubile: infatti in questo caso €!(g) = [g, g] & un ideale nilpotente di g che
contiene € (g).

Se quindi g & risolubile, per ogni X € €°°(g) possiamo definire 'automorfismo
di g:

(2.7) a(X) = exp (adg (X)) = 3 7 (adg (X))
h=0

11 sottogruppo S(g) di Aut(g) generato dagli a(X) al variare di X in €>°(g) si dice
il gruppo degli automorfismi speciali di g.

TEOREMA 2.4 Sia g un’algebra di Lie risolubile, di dimensione finita sul campo
K di caratteristica zero. Se b, i’ sono due sottoalgebre di Cartan di g, allora esiste
un automorfismo speciale a € S(g) tale che

(2.8) a(h) =b'.
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Dim. Ragioniamo per induzione sulla dimensione n di g. Se n < 1, allora g e
nilpotente e quindi ogni sottoalgebra di Cartan di g € uguale a g e non c¢’e nulla da
dimostrare.

Supponiamo ora che n > 1 e che il teorema sia vero per algebre risolubili di
dimensione < n.

Siano b, b’ due sottoalgebre di Cartan di g. Fissiamo un ideale abeliano di g, di
dimensione minima tra tutti gli ideali abeliani # {0} contenutiin g. Sianw: g — g/a
la proiezione nel quoziente. Allora 7(h) e m(h’) sono sottoalgebre di Cartan di g/a.
Poiché g/a & un’algebra risolubile di dimensione < n su K, possiamo applicare
l'ipotesi induttiva. Tenuto conto del fatto che €*°(g/a) = m(€>(g)), gli automor-
fismi speciali di g/a si ottengono per passaggio al quoziente dagli automorfismi
speciali di g: esiste quindi un automorfismo speciale ag di g tale che

ao(h+a) =ag(h) +a="H +a.

A meno di sostituire ad h la sottoalgebra di Cartan ag(h), potremo supporre nel
seguito della dimostrazione che

h+a=bh"+a.
Se g’ =h+a#g, allora h e h’ sono sottoalgebre di Cartan di un’algebra risolubile
g’ di dimensione < n su K. Osservando che €>(g') C €>°(g), otteniamo in questo

caso la tesi per l'ipotesi induttiva.
Supponiamo percio nel seguito che

g=b+a=bH"+a.
Poiché a & minimale, avremo o [g,a] = 0, oppure [g,a] = a. Nel primo caso a &

contenuta nel centro di g e quindi in ogni sottoalgebra di Cartan di g: abbiamo
allora h = h’ = g e la tesi ¢ dimostrata. Consideriamo dunque il caso in cui

g,a] =a.
Poiché [a,a] = {0}, essendo a abeliana, questa relazione equivale a:

a=1[h,a
e dunque aNh = {0}. Analogamente ¢ aNh’ = {0} e quindi

g=hda=hH da.
In particolare, possiamo definire un’applicazione ¢ : h — a associando ad ogni
elemento H € b 'unico elemento ¢(H) € a tale che H — ¢(H) € b'. Osserviamo
che, se Hi, Hy € b,
[Hy, Hs] — [Hy, ¢(Hz2)| — [¢(H1), Ho] = [Hy — ¢(H1), Hy — ¢(H2)] € B’

Quindi
¢([H1,H2]) = [H17¢(H2)] + [¢(H1)=H2] VHy, Hy € ha
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e ¢ : h — a & una derivazione. Poiché a®(h) = {0}, essa ¢ interna: esiste cioé un
elemento A € a tale che ¢(H) = [A, H| per ogni H € b, cioe:

H-[AHl ey  VHeHp.
Chiaramente A € €*°(g) e
a(—A)(X) =X — [A, X] VX €g

in quanto (adg(A))2 = 0. Quindi ' = a(—A)(h) per un automorfismo speciale
a(—A) € S(g). La dimostrazione & completa.

83  AUTOMORFISMI ELEMENTARI

Sia g un’algebra di Lie, di dimensione finita su un campo K. Se X € g & un
elemento nilpotente di g, tale cioe che adg(X) sia un endomorfismo nilpotente di g,
allora solo un nunero finito di termini della serie

o0

(31) e(X) = 3 o (adg (X))

h=0

¢ diverso da zero. La e(X) € quindi ben definita ed ¢ un automorfismo dell’algebra
di Lie g.

Gli elementi del sottogruppo E(g) di Aut(g) generato dagli automorfismi e(X)
al variare di X tra gli elementi nilpotenti di g si dice il gurppo degli automorfismi
elementar: di g.

Poiché, se a € Aut(g) e X & un elemento nilpotente di g, abbiamo:

(3.2) aoe(X) oa" ! = e(a(X)),

gli automorfismi elementari formano un sottogruppo normale di Aut(g).
Osserviamo che, se g e risolubile, allora S(g) C E(g).

§4 SOTTOALGEBRE DI BOREL

Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K. Si dice sottoalgebra
di Borel di g una sottoalgebra risolubile massimale di g.

Osserviamo che ogni sottoalgebra di Borel di g contiene il radicale di g, e quindi
le sottoalgebre di Borel di g sono in corrispondenza biunivoca con quelle dell’algebra
semisemplice g/t.

LEMMA 4.1 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita su K e sia b una sua
sottoalgebra di Borel. Allora b coincide con il suo normalizzatore in g.

Dim. Infatti il normalizzatore di b € una sottoalgebra risolubile di b che contiene
b, e quindi coincide con b perché b ¢ massimale.

Supponiamo ora che K sia algebricamente chiuso, di caratteristica zero. Sia
g un’algebra di Lie semisemplice, di dimensione finita n su K. Sia h una sua
sottoalgebra di Cartan, R = R(g, ) il sistema di radici corrispondente. Fissiamo
una base B di R e consideriamo il sistema delle radici positive RT = R (B).
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LEMMA 4.2 Con le notazioni introdotte sopra:

(4.1) b=bo P ¢

aER*

e una sottoalgebra di Borel di g.

DiM. Chiaramente b e risolubile. Se non fosse massimale, poiché h C b, la sotto-
algebra b conterrebbe uno dei sottospazi g=% con a € R™ e quindi una sottoalgebra
isomorfa a s[(2,K). Ma, contenendo una sottoalgebra semisemplice, non potrebbe
essere risolubile.

PROPOSIZIONE 4.3 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K, che
supponiamo di caratteristica zero ed algebricamente chiuso.Sia b una sottoalgebra
di Borel di g. Allora b contiene un’algebra di Cartan di g.

DiM. Sia b una sottoalgebra di Borel di g. Per ogni X di b, indichiamo con X’
'endomorfismo lineare di g/b definito da adqy(X) per passaggio al quoziente. Per
il Teorema di Lie, gli endomorfismi X’ possono essere simultaneamente triangola-
rizzati: esistono quindi dei funzionali lineari v1,...,7,,, € b* tali che, in una base
opportuna di g/b, ogni X’ sia rappresentato da una matrice della forma:

7 (X) * * *
0 v2(X) s *
0 0 73(X) *
000 ()

Ogni 7;(X) & autovalore di X’. Se fosse, per qualche i con 1 < i < m, v;(X) = 0 per
ogni X € b, allora esisterebbe per il Teorema di Lie un Y € g\ b tale che [Y, b] C b.
Ma cio non ¢ possibile perché allora b’ = b & K - Y sarebbe una sottoalgebra
risolubile di g che contiene propriamente b e cio contraddice la massimalita di b.
Quindi b\ U ker~; € un aperto di Zariski non vuoto di b. Esso contiene percio
un elemento H regolare in b: esso & anche regolare in g e g°(H) ¢ una sottoalgebra
di Cartan contenuta in b.

LEMMA 4.4 Sia R un sistema astratto di radici ridotto nello spazio Euclideo E e
sia S un sottoinsieme di R che gode delle proprieta:

(1) Sea,peSea+eR,alloraa+peS;
(2) Sea €S, allora —a ¢ S.

Allora esiste una base B di R tale che S C R™(B).
Dim. Ragioniamo per induzione sulla dimensione di F. Il caso in cui E abbia
dimensione 1 e banale.

Possiamo allora supporre che § generi E: altrimenti consideriamo il sistema di
radici R’ che si ottiene intersecando R con il sottospazio E’ di E generato da S.
Possiamo allora, per ipotesi induttiva, trovare un elemento regolare £’ di E’ tale
che (&|a) > 0 per ogni a € S e bastera quindi scegliere un elemento regolare £ di
F sufficientemente vicino a & per avere S C R (§).

Mostriamo che nessuna somma aq + ...+, di elementi di S € nulla. Ragioniamo
per induzione su m. Il caso m = 1 ¢ banale. Supponiamo quindi m > 1 e I’enunciato
vero per una somma qualsiasi di meno di m elementi di S. Se a1 + ... + a,, = 0,
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allora (ap|ag + ... + apm) = —|lag + ... + @ ||? < 0 e quindi esiste un indice j, con
2 < j < m, tale che (a1|a;) < 0. Ma questo implica che a1 + o; € R e dunque
a1 + a; € § perché somma di radici di §. Dalla

(Oél —I—Oéj) —|—042 —|—...+Oéj,1 +Oéj+1 —|——|—Oém :0

otteniamo una somma di m—1 radici di § uguale a zero, e quindi una contraddizione.

Mostriamo ora che esiste un elemento v € E \ {0} tale che (v|a) > 0 per ogni
a € S. Se cosi non fosse, potremmo trovare una successione {a,, } ey C S tale che
B, = Z}VL:O a,, sia un elemento di S per ogni v € S. Infatti, se ag, ..., @, sono stati
gia costruiti in modo che 3, € S, abbiamo 3, # 0 e quindi esisterebbe un o, 11 € S
tale che (B,|a,11) < 0. Ma questa condizione implica che 8,41 = 3, + a,41 € R e
quindi f#,4+1 € S per la proprieta (1). Ma S contiene un numero finito di elementi
e dunque dovrebbe essere 3; = (; per due indici 0 < 7 < j e cio di da una
contraddizione perché 3; — 3; sarebbe una somma nulla di elementi di S.

Fissiamo quindi 7 € E \ {0} con (y|aw) > 0 per ogni a € S. Consideriamo
S =8Nyt eR = RN~yt. Per lipotesi induttiva sulla dimensione, esiste un
v € v+ tale che (y'|a) > 0 per ogni a € SN~+. Allora £ = v + €y &, per
e > 0 sufficientemente piccolo, un elemento non nullo di E tale che ({|a)) > 0 per
ogni a € §. Bastera quindi scegliere un 7 regolare sufficientemente vicino a £ per
ottenere S C R™(n).

PROPOSIZIONE 4.5 Sia g un’algebra di Lie semisemplice sul campo K, di caratte-
ristica zero ed algebricamente chiuso. Sia b una sottoalgebra di Borel di g ed b una
sottoalgebra di Cartan di g contenuta in b. Allora per un sistema di radici positive
Rt di R =R(g,h), vale la (4.1).

Dim. Poiché h C b, la sottoalgebra b € somma diretta di h e di sottospazi g®
per « in un sottoinsieme S di R. Poiché b ¢ risolubile, se o € S, allora —a ¢ S;
inoltre, poiché b ¢ una sottoalgebra, se o, € S e a+ € R, allora a4+ 3 € S.
Sotto queste condizioni S ¢ contenuto in un sottoinsieme di radici positive R* di
R: quindi b & contenuta in una sottoalgebra risolubile della forma (4.1) e quindi,
essendo massimale, coincide con essa.

Da questa proposizione otteniamo:

PROPOSIZIONE 4.6 Sia g un’algebra di Lie semisemplice sul campo K, algebrica-
mente chiuso e di caratteristica zero. Sia ¢ = rk(g) e sia 2n la cardinalita di un
sistema di radici R di g rispetto a una sua sottoalgebra di Cartan ). Allora g ha
dimensione 2n + ¢ ed inoltre:

(1) Ogni sottoalgebra di Borel b di g ha dimensione n + ¢;

(2) per ogni algebra di Borel b di g, il suo derivato n = [b,b] & un ideale
nilpotente di b di dimensione n;

(3) per ogni sottoalgebra di Borel b di g, la sottoalgebra n = [b, b] é ortogonale
a b rispetto alla forma di Killing di g.

PROPOSIZIONE 4.7 Sia g un’algebra di Lie, di dimensione finita su un campo K
algebricamente chiuso. Siano b e b’ due sottoalgebre di Borel di g. Allora b N b’
contiene una sottoalgebra di Cartan di g.

DiM. Supponiamo che g sia semisemplice.
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Sia ¢ = rk(g) e, posto n = [b,b] n’ = [b’,b'], sia n = dimn = dimn’. Osserviamo
quindi che dimb = dimb’ =n + ¢ e dimg = 2n + £.
Poniamo a = bN b’ e dimostriamo che

(4.2) b=a+n.
Per la formula di intersezione di Grassmann abbiamo:
dima > dimb + dimb’ —dimg =2(n+¢) — (2n+ ) = £.

Gli elementi di a N n sono nilpotenti e appartengono a b’; essi appartengono percio
an’ e quindi:
anncann’.

D’altra parte, n C b+ e n’ C n/ l, ove gli ortogonali sono calcolati utilizzando la
forma di Killing, che & non degenere su g. Abbiamo percio:

non cotne = (b+b)".
Per la formula di intersezione di Grassmann:
dim(b+b") =2(n + /) —dima
e quindi
dim(b+ b))t = (2n+¢) — ((2(n 4 £) — dima) = dima — £.

Otteniamo percio:
dim(ann) < dima —¢.

Utilizzando ancora la formula di intersezione di Grassmann otteniamo:
dim(a+n) =dima+ dimn —dim(aNn) > dima+n — (dima—¥¢) =n+£.

Poiché a +n C b e dim(a + n) > dim b, ne segue che a +n = b.

Fissiamo ora un elemento H di b regolare in g. Possiamo allora scrivere H =
A+ Z con A € a, Z € n. Poiché b ¢ risolubile, e Z & nilpotente, ady(H) e adg(A)
hanno allora lo stesso polinomio caratteristico e quindi A € b N b’ & un elemento
regolare in g. L’algebra di Cartan b = g°(A4) ¢ allora contenuta sia in b che b’.

Cio completa la dimostrazione nel caso di una g semisemplice. Nel caso generale,
consideriamo il radicale v di g e sia 7w : g — g/t la proiezione nel quoziente. Allora
7(b) e w(b’) sono sottoalgebre di Borel di g/t e per la prima parte della dimostra-
zione esiste un’algebra di Cartan h C w(b) N «(b’). Bastera allora considerare la
sottoalgebra w1 () D t e scegliere in essa un elemento H tale che 7(H) sia regolare
in g/t e adg(H) ristretto a v abbia nucleo di dimensione minima: allora H & regolare
in g e g°(H) ¢ una sottoalgebra di Cartan contenuta in b N b’.

TEOREMA 4.8 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K, di carat-
teristica zero e algebricamente chiuso. Il gruppo E(g) agisce transitivamente sulle
algebre di Borel di g.
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DiM. Poiché tutte le algebre di Borel di g contengono il radicale v di g ed esso
e trasformato in sé da ogni elemento di Aut(g), possiamo limitarci a considerare il
caso in cui g sia semisemplice.

Siano b e b’ due sottoalgebre di Borel di g. Fissiamo un’algebra di Cartan b di
g contenuta in bNb’. Sia R = R(g, h) il sistema di radici di b in g. Allora, per due
camere di Weyl C,C" € C(R) risulta:

b=be P ¢, bv=he P

a€RT(C) a€ERT(C)

L’elemento 0 € W(R) che trasforma C' in C’ corrisponde a un automorfismo a, €
E(g) che lascia fissa b e trasforma b in b’.

§5  CONIUGAZIONE DELLE ALGEBRE DI CARTAN

TEOREMA 5.1 Sia g un’algebra di Lie di dimensione finita sul campo K, algebri-
camente chiuso e di caratteristica zero. Allora il gruppo E(g) degli automorfismi
elementari di g agisce transitivamente sulle sottoalgebre di Cartan di g.

DiM. Siano h e b’ due sottoalgebre di Cartan di g. Possiamo allora costruire due
sottoalgebre di Borel b e b’ di g che contengano rispettivamente h e h’. Sia h” una
sottoalgebra di Cartan di g contenuta in b N b’. Poiché h e h” sono sottoalgebre
di Cartan dell’algebra risolubile b, esiste un automorfismo speciale a di S(b) tale
che a(h) = h”. Analogamente, esiste un automorfismo speciale a’ di S(b’) tale che
a’(h’") = b". Poiché S(b) e S(b") sono sottogruppi di E(g), abbiamo

b=a""'od € E(g) e b(h') = .
OSSERVAZIONE  Se g e un’algebra di Lie di dimensione finita su un campo K

non algebricamente chiuso, due sottoalgebre di Cartan di g possono non essere
coniugate. Consideriamo ad esempio l’algebra di Lie reale s[(2,R). Le due matrici:

1 0 0 1

0 -1 -1 0
generano due sottoalgebre di Cartan di s[(2,R) che non sono coniugate da nessun
automorfismo di s((2, R).



215

CAPITOLO XVI

COOMOLOGIA DEI GRUPPI CLASSICI
E DEI LORO SPAZI OMOGENEI

§1 ANELLO DI COOMOLOGIA DI UNO SPAZIO TOPOLOGICO

Indichiamo con I" il cubo n-dimensionale
I"={t=(t1,...,t,) eR"|0<t; <1Vi=1,...,n}.

Siam < n, a:{l,...,m} — {1,...,n} una sequenza strettamente crescente
ed € = (€1,...,€n—m) € {0,1}"™. Poniamo a(0) = 0 e definiamo 95, : I — I"
mediante:

sj se a(j)=1
05,(81, -y 8m) = (t1,...,t,) con t;= ali-1)<i<a(j)
€n  Se 1<j<me
j+h=i.
Se 1 < h <nedee {01}, denotiamo mediante 95 : I""1 — I" la 95, ove

ak(j) = {jil ZE;;: se k <neda,(j)=jperj=1,...,n—1; indichiamo con
T : I" — 1" 1 la proiezione my(t1, ... tn) = (t1, .. lp ..o tn).

Sia X uno spazio topologico. Un n-cubo singolare in X e un’applicazione conti-
nua u : I" — X. La sua faccia k, € & 'applicazione composta u§, = uwo 9§ : I""! —
X.

Un n-cubo singolare u : I" — X (con n > 0) si dice degenere se esiste un n — 1
cubo singolare v : I"™! — X e un indice 1 < k < n tale che u = v o 7, se cioe u
non dipende dalla variabile ;.

Indichiamo con Q,,(X) il gruppo abeliano libero generato dagli n-cubi singolari
di X e con D,(X) il sottogruppo generato dagli n-cubi singolari degeneri di X.

Chiamiamo il quoziente C,,(X) = Q,(X) /D (X) 9ruppo delle n catene singolari

cubiche di X e la somma diretta Z Cn(X) il compesso delle catene cubiche di X.
n>0

Definiamo un omomorfismo 9, : C,,(X) — C,—1(X) per passaggio al quoziente

dall’omomorfismo 0, : Q,(X) — Q,_1(X), definito sugli n-cubi singolari v : I" —

X mediante: .

On(u) = (=1)* (OQu — d4u) .

k=1
Esso & ben definito perché, se u & degnere, allora 9, (u) € D,_1(X). Osserviamo
ancora che 0,_1 0 9,, = 0 ed otteniamo quindi un complesso di catene:

- Cp(X) O Cr_1(X) _On-1 Cro(X) ——

s aX) 2 X)) ——  Z —— 0
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CAPITOLO XVII

GRUPPI E ALGEBRE DI LIE COMPATTI

§1 FORMA COMPATTA DI UN’ALGEBRA SEMISEMPLICE COMPLESSA
Sia g un’algebra di Lie su un campo k. Ricordiamo che una forma bilineare
B :gxg— ksidice invariante se

Un esempio di forma invariante e la forma di Killing, definita da
(1.2) kg(X,Y) = tr (adg(X) oady(Y)) VX, Y eg.

Piu in generale, se p : ¢ — gl(n,k) & una qualsiasi rappresentazione k-lineare di
dimensione finita di g, la

(1.3) Bp(X,Y) =tr (p(X)op(Y)) VXY eEg

¢ bilineare simmetrica alternante su g.

Un’algebra di Lie reale g si dice compatta se ammette un prodotto scalare
invariante.

Abbiamo:

ProprosiziONE 1.1 Condizione necessaria esufficiente affinché un’algebra di Lie
reale g sia compatta é che sia I’algebra di Lie di un gruppo di Lie compatto.

Dmm. Sia G un gruppo di Lie compatto. Per il Teorema 4.1 del Capitolo IX,
esso ammette una rappresentazione fedele r : G — O(n) per qualche intero n >
0. Allora dr(e) : g — o(n) € una rappresentazione fedele dell’algebra di Lie g e

<_6dr(e)) :
(—=Bar(e))(X,Y) = —tr (dr(e)(X) odr(e)(Y)) = tr (dr(e)(X) o ldr(e)(Y)])

¢ un prodotto scalare invariante su g.
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CAPITOLO XVIII

FIBRAZIONI DI MOSTOW

§1 LO SPAZIO DELLE MATRICI REALI DEFINITE POSITIVE

Indichiamo con ‘B, lo spazio delle matrici reali simmetriche di tipo n X n e con
B+ il sottoinsieme di 9B,, formato dalle matrici reali simmetriche definite positive.
Abbiamo mostrato che I’esponenziale di matrici definisce un’applicazione bigettiva
Exp : B, — B,. Indicheremo la sua inversa con Log : BF — PB,,.

Il gruppo lineare GL(n,R) agisce transitivamente su B;" mediante ’azione :

(1.1) p: GL(n,R) x B, > (a,b) — aobo ‘ac P .
Lo stabilizzatore della matrice e = I,, € Bt & il gruppo ortogonale
O(n) = {a € GL(n,R) |aoc 'a=c¢}.

In particolare, possiamo identificare ;7 ad uno spazio omogeneo :
(1.2) P+ ~ GL(n, R) /O(n) .

Poiché P & un aperto dello spazio Euclideo B,, ~ R™"*+1/2 possiamo identificare
il suo spazio tangente T*B;" al prodotto cartesiano ;7 x PB,,. Con questa identifi-
cazione, definiamo su ;" una metrica Riemanniana g ponendo

(1.3) IX2 = go(X, X) = tr [(a"'X)?] Vac Pl VX € Pn.

La || X||? & positiva perché la traccia del quadrato di una matrice ¢ la somma dei
quadrati dei suoi autovalori. Poiché tutti gli autovalori di una matrice simmetrica
reale sono reali, la traccia del suo quadrato ¢ sempre non negativa e nulla solo
quando essa e nulla.

Se a € GL(n,R), il differenziale dell’azione p(a) : B 52 — aoxo 'a € Pl di
a ¢ I'applicazione p(a), : P > X — ao X o ‘a € P,,. Abbiamo allora, per ogni
b € P;b fissato ed ogni X € P, :

||,0(a)*(X)||;2>(a)(b): tr [((a obo ta)_l ao Ata>2}

=tr [(071X)?] = || X[}

(1.4)

Quindi le trasformazioni p(a), al variare di a in GL(n,R), sono isometrie dello
spazio Riemanniano (B, g).

LEMMA 1.1 Siaz € B} e sia X = Log(z). Allora~:[0,1] 3t — Exp(tX) € B,
e I'unica geodetica che congiunge l'identita e al punto x.
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DiM. Sia « : [0,1] — B un cammino differenziabile di classe C' con «(0) = e
ed o(1) = z. Allora A(t) = Log(a(t)) € un cammino A : [0, 1] — P, differenziabile
di classe C! che congiunge 1’origine 0 ad X. Abbiamo:

o) k
d 1 r—1 A k—r
S Exp(A(1)) = ; o (;A (t)o A(t)o A (t)>
e quindi:
: 2
()5
k1 k2 AT1Th1—15 joak1tko—r1 =725 40aT2+ho—1

o0 o
(71)h1 +ho Z
I tl" rp=1 ro=1
- h1'holkqlko!

k1,k2=1h1,h2=0

k1 k2 tr(A'r1+h1710AoAk:1+k:27r177‘2OA'OA'I'2+h271)

o0 o0
(—phithe
— rp=1 ro=1
- hi'holkylky!

]{31 ,k’2:1 hl 7h2:0

x (_1)h1+thh1+h2+k1+k‘2A2

SIS
1holk o
by by e a0 hilholkqilks!

= trA2

dove, nel passaggio dalla seconda alla terza riga abbiamo usato la continuita della
traccia e in quello dalla terza alla quarta il fatto che la traccia di un prodotto di
matrici non dipende dall’ordine dei fattori e di nuovo la continuita.

Otteniamo allora:
1/2

[ = A

J(®) oy = [ox (A2@)] T = [tr (A(t) o *Ace))]

Abbiamo percio:
1 1
/O 6t 12 0t = / VAPt

Dunque, se « & una geodetica in 7, allora A & una geodetica in B,, per la metrica

Euclidea associata alla norma || - ||o. E quindi il segmento [0,1] 3t — t- X € P.,.
U

COROLLARIO 1.2  Siano zg, 1z, € ;| e siano

{ Xo = Log(zo),
X = Log(Exp(—Xo/2) o 21 o Exp(—Xo/2)) .

Allora 7 : [0,1] 3 t — Exp(Xo/2) o Exp(tX) o Exp(X/2) é I'unica geodetica che
congiunge xg ad x.

DiMm. Infatti Iisometria B > = — Exp(—Xo/2) o x o Exp(—Xy/2) € B
trasforma una geodetica per x( in una geodetica per e. U



GRUPPI E ALGEBRE DI LIE 221
Le geodetiche di B;F verificano il sistema di equazioni :

(1.5) T = a0 (ac_l) ozx

ed otteniamo quindi le equazioni del trasporto parallelo nella forma:

(1.6) Y = (to(z7' )oY +Yo(z')od).

N =

Se z(t) = aoExp(tX)oa, cona € P, ed X € P, ¢ una geodetica in P, risolvendo
la (1.6) troviamo che un vettore parallelo lungo la geodetica ¢ della forma:

(1.7) Y (t) = Exp(Qt/2)oYooExp(‘Qt/2) con Q=aoXoa™' e Y;=Y(0).
Ricordiamo la decomposizione di Cartan delle matrici di GL(n,R).

Se r € GL(n,R), indichiamo con @w(z) = vz o tx € PF I'unica matrice simme-
trica definita positiva w(z) il cui quadrato ¢ uguale ad x o *z. Allora

z = w(x)o ([w(z)] 'oz) con w(x)e P! e ([w(x) 'ox)eOn).

Infatti

Abbiamo quindi un diagramma commutativo :

GL(n,R) T
(1.8) pr N\ / pr’

GL(n.R) / o(n)

dove abbiamo indicato con pr la proiezione nel quoziente e con pr’ 'omeomorfismo
che si ottiene restringendo pr a ;'
Indichiamo con 7, lazione di GL(n,R) su ;" che corrisponde all’azione di

GL(n,R) sul quoziente GL(n,R) /O(n) :

(1.9) To i B2 — 70(2) =w(aox) =Vaox?otaec P.

LEMMA 1.3 Sia a € B;}. II differenziale dr,(e) : TP ~ B, — P ~ T, B,
associa ad ogni vettore X € B, il suo trasporto parallelo lungo la geodetica che
congiunge e ad a.
Dim. Abbiamo:

Tale +1X)=\/ao(e+tX)20a
= aove+2tX +t2X2%20/a
=a —i—t(\/EoXo\/E)—I—O(t2)
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e quindi

(1.10) dry(e)(X) = vVao X ova.

Ricordiamo ora che, se A = Log(a), allora la geodetica che congiunge e ad a ¢ la
[0,1] 2t — Exp(tA) € B, ed il trasporto parallelo del vettore X € T, B ~ B, ¢
dato da X (t) = Exp(At/2) o X o Exp(At/2). Quindi X (1) = dr,(e)(X). O

Associamo ad ogni X € ‘B,,, applicazione lineare :
(1.11) Ox :P.2Y — [X,[X,Y]] € B

Vale il seguente :

LEMMA 1.4 Se X,Y €°‘8,, abbiamo

0 h
(1.12) dExp(X)(Y) = dragp(x)(e) 0 Z ((29}5(—_‘(}/1))‘ .
h=0

DiMm. Ricordiamo la formula del differenziale dell’esponenziale di matrici:

dExp(X)(Y) = Bxp(X) 0 3 H)h%
h=0

VX,Y € gl(n,R).

Abbiamo w(Exp(X)) = Exp(X) per ogni X € PB,. Percio, differenziando la
restrizione dell’esponenziale a ‘,,, otteniamo

o) h
dExp(X)(Y) = dw o Exp(X) o ;ZB (—1)h%y VXY € B, .

Ora, indicando con L, la traslazione a sinistra (L,(z) = a o z), abbiamo:
wo Ly(x) =T1,0w(z) Va,z € GL(n,R).

Quindi
dwo Ly, =dr,odw VYa € GL(n,R).
Otteniamo percio, per ogni X,Y € [, :
S [

h
dExp(X)(Y)= dw(Exp(X)) o dLgyp(x)(€) <h:o (—1>h%Y>

h
o dw(e) ([ad(X))" (V)
= dTExp(X)(e> © Z (_1) (h + 1)|

h=0
11 differenziale dw(e) : gl(n,R) — PB,, ¢ la proiezione X — (X + 'X)/2 di gl(n,R)
su P, con nucleo o(n). Poiché ad(X)"(Y) & una matrice di 9,, quando h & pari e
di o(n) quando h & dispari, otteniamo la tesi. O
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Richiamiamo ora alcune nozioni e risultati di Geometria Riemanniana che ci
saranno utili per la discussione dei sistemi tripli di Lie in ;.

Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Una sua sottovarieta N si dice totalmente
geodetica se contiene ogni geodetica di M che le sia tangente in un punto. Vale il
seguente :

LEMMA 1.5 Sia M una varieta Riemanniana ed N una sottovarieta differenziabile
connessa di M. Sono equivalenti :

(i) N é totalmente geodetica ;
(#i) il trasporto parallelo lungo curve che giacciono in N trasforma vettori
tangenti ad N in vettori tangenti ad N.

Dim. Sia m la dimensione di M, n la dimensione di N e scegliamo coordinate
locali ',... 2™ in un intorno U di un punto pg € N in modo che 27 (py) = 0 e la
componente connessa Ny di pg in U N N sia descritta da:

No={pecU|a'(p)=0VYn<j<n}.

La condizione che Ny sia totalmente geodetica si puo esprimere in termini dei
simboli di Christoffel I'; della connessione di Levi-Civita nelle coordinate locali:

Ny e totalmente geodetica se e soltanto se
(*) e(p) =0 Vi>n, Vjk<nVpeN,.

Consideriamo infatti il sistema di equazioni delle geodetiche di U :
m

(1) B4 Y Thd'd" =0 per j=1,....m
Jok=1

e il sistema

(1) x—I—ZFkﬁcaj per j=1,...,n
7,k=1

Supponiamo valga la (x). Allora, da ogni soluzione
t —a'(t) = (z(t),...,2"(t)) € R™

di (1), otteniamo una soluzione

t —a(t) = (z'(t),...,2"(t),0,...,0) € R™

di (4).
Quindi, se vale (x), ogni geodetica in U con condizioni iniziali 27 (0) = 0, #7(0) =
0 per j > n e contenuta in Ny.
Viceversa, se questo & vero, otteniamo facilmente la (x) osservando che #7(0) = 0
per ogni soluzione di () che soddisfi le condizioni iniziali 27(0) = 0, 47(0) = 0 per
j > n: per le (1) otteniamo szzl I‘;k(p)vjvk = 0 per ogni p € Ny ed ogni scelta
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div!,...,v"™ € R. Poiché i simboli di Christoffel sono simmetrici rispetto agli indici
in basso, cio equivale alle (x).

Ricordiamo che I'equazione del trasporto parallelo di un vettore Y lungo una
curva 7 si esprime nelle coordinate locali mediante :

(t1) Y+ Z Fék:i:ij per i=1,...,m,
J,k=1

ove 2(t) = 2*(y(t)). Consideriamo il sistema :

(11) Y+ Z F;kaYk per i=1,...,n,
k=1

Supponiamo che v sia una curva in Ny. Se vale (x), ogni soluzione
t—=Y'(t) = (Y(t),...,Y"(t)) € R"
di (1) da una soluzione
t—=Y(t)=(Y'),...,Y"(t),0,...,0) € R™

di (t1). Per l'unicita della soluzione del problema di Cauchy, ne segue che ogni
soluzione di (1) che soddisfa la condizione iniziale Y*(0) = 0 per i > n ha Y(t) = 0
per ogni 7 > n ed ogni ¢.

Viceversa, se cid & vero, abbiamo Y?(0) = 0 per ogni soluzione di (1) con
Y*(0) = 0 per i > n. Sostituendo abbiamo Y=, _, T, (p)#7(0)Y*(0) = 0 per ogni
scelta di p € Ny e #1(0),...,2"(0) € R e di Y!(0),...,Y™(0) € R e da queste
uguaglianze ricaviamo le (x). O

Formuliamo ora il teorema che caratterizza i sistemi di Lie tripli di 3,,. Vale il
seguente :

TEOREMA 1.6 Sia [ un sottospazio vettoriale di *B3,, e sia N = Exp([). Sono allora
equivalenti :
(1) N ¢ una sottovarieta totalmente geodetica di B;".
(ii) Se x,y € N, allora anche xyx € N.
(131) [X,[X,Y]] € Iper ogni X,Y € L.
(iv) [X,[Y,Z]] €l perogni X,Y,Z €l
DiM. (i) = (i) Siano x,y € N e siano X = Log(z), Y = Log(y) € . 11
vettore x oY ox & ottenuto per trasporto parallelo, da oa 22, di Y € [ ~ T,N lungo
la geodetica t — Exp(tX). Poiché abbiamo supposto N totalmente geodetica, per
il Lemma 1.5, z oY oz ¢ tangente ad N nel punto z?. Ancora per I'ipotesi che N
fosse totalmente geodetica, la geodetica x o Exp(tY') oz & tutta contenuta in N, ed
in particolare per t = 1 abbiamo che zyx € N.

(1) = (¢i7)  Utilizziamo le formule per il prodotto di esponenziali di matrici:
Exp(tA) o Exp(tB)
(113) = Exp (HA+ B) + 5[4, Bl + & (1A, [A, B + [, B], B)) + O(t)))
VA, B € gl(n, R)
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Exp(tA) o Exp(tB) o Exp(—tA)
= Exp [Exp(tA) o B o Exp(—tA)]
= Exp(tB + t*[A, B] + [A [A, B]] + O(t%))
VA, B € gl(n,R)

Siano X, Y € [. Se vale la (ii), per ogni t € R il punto Exp(tX)oExp(tY) o Exp(tX)
appartiene ad N. Poniamo Z(t) = Y +t[X, Y] + £[X,[X, Y]]. Allora

(1.14)

Exp(tX) o Exp(tY') o Exp(tX)
= (Exp(tX) o Exp(tY') o Exp(—tX)) o Exp(2tX)
= Exp(tZ(t) + O(t*)) o Exp(2tX)

= Bxp |H(Z(8) + 2X) + S12(0),2X] + 5 ([2(8), [2(8), 2X]) + [[2(2), 2X], 2X))

+O0(t*)]
— Exp(W (1))

per una curva t — W (t) € [ di classe C*°. Abbiamo:

[Z(t), X] = —[X, Y] = t[X, [X, Y]] + O(t?)

[Z2(t),[Z (1), X]] = [V, [Y, X]] + O(t)

[Z(t), X], X] = [X, [X, Y]] + O(#)
e percio

W(t)=t (Y X, Y]+ LX, X, Y]+ 2X>

—t* ([X, Y]+ t[X,[X,Y]])

g (1Y [¥. X]] +4[X, [X. Y]))

+O0(t%)

= H(Y +2X) + 5 ([v, [V, X]) = [X, [X, Y])) + O(t).
Da questa ricaviamo facilmente che [Y,[Y, X]] — [X, [X,Y]] € [ per ogni X,Y € [.
Y

Sostituendo 2X a X troviamo che anche Y, [Y, X]] — 2[X, [X,Y]] € le, infine, che
X, [X, Y]] = (v, [V, X]] - [X, [X, V]]) — ([V,[Y; X]] — 2L, [X, V]}) € .
(i4i) = (iv) Siano X,Y,Z € . Supponendo che valga (7ii), abbiamo:

[3[X+Y,[X+Y,2)] = [X,[X, 2] + [V, ], Z]] + [X, Y, Z]) + [V, [X, Z]].
Quindi otteniamo che
(X,[V,Z]] +[Y,[Y,Z] el VX,Y,Z€l.
Ne segue che
(5lY,[Z, X]] + [2,[Y, X]] + 2 ([X, [V, Z]] + [V, [X, Z]])
=[Z,[V. X]| + [X,[Y, Z]] + [X, [V, Z]| + [V, [X, Z]]
=3[X,[Y,Z]] VX,V,Zel.
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e quindi [X, [Y, Z]] € [ per ogni X,Y,Z € L.

(iv) = (i) Osserviamo che [I,1] C [P, Bn] C o(n). Di pin, so = [,1] ¢ una
sottoalgebra di o(n). Infatti, se Xy, X5,Y7,Ys € [ abbiamo:

[ X1, Xa], [Y1, Ya]| = [[[ X1, Xa], V1], Yo + [V1, [ X1, Xo], Yo] C [[, Y] + [¥1,1] C 5o

e quindi [sg, 0] C s0 ed sp € una sottoalgebra di Lie di gl(n,R), contenuta in o(n).
Sia s la sottoalgebra di Lie:

s={X €o(n)|ad(X)(I) C [}.

Allora s ¢ una sottoalgebra di Lie di gl(n, R) che contiene sy ed & contenuta in o(n).
Essa ¢ I’algebra di Lie del gruppo di Lie

K = {a € O(n) | Ad(a)() C 1},

che & compatto perché ¢ chiuso e contenuto nel sottogruppo compatto O(n).
Sia g = [ & s. Poiché

lg,gl C L+ [ls]+[s,8] Cso+[+5=4,

g € una sottoalgebra di Lie di gl(n,R). Sia G il sottogruppo analitico di GL(n,R)
con algebra di Lie g. Esso contiene il sottogruppo analitico compatto K. con algebra
di Lie s, che ¢ la componente connessa dell’identita di K.

Consideriamo l'orbita N’ di G per il punto o = w(e) € B,I'. Poiché lo stabi-
lizzatore di o per I'azione di GL(n,R) su ;" ¢ O(n), lo stabilizzatore di 0 in G
¢ l'intersezione G N O(n). Esistono un intorno V4 di 0 in [ ed un intorno Wy di
0 in s per cui l'applicazione Vj x Wy 3 (X,Y) — Exp(Y) o Exp(X) € G ¢ un
diffeomorfismo su un intorno di e in G. Abbiamo

TExp(Y)oExp(X) (0): \/EXp(Y) © EXp(2X) ° EXp(—Y)

= Exp [2Exp(Y) 0 X o Exp(—Y)]

Poiché l'esponenziale & bigettivo da P, a P}, abbiamo Texp(v)erxp(x)(0) = 0 se e
soltanto se Exp(Y') o X o Exp(—Y) = 0, cio¢ se X = 0. Cio dimostra che 'algebra
di Lie dello stabilizzatore in G del punto o ¢ s. Sia K’ lo stabilizzatore di o in G.
Abbiamo allora K, ¢ K’ € K. In particolare K’ & un sottogruppo compatto ed
abbiamo un diffeomorfismo su N’ dello spazio omogeneo G/ K- E N C N’ perché
Exp(X) € G per ogni X € [. Inoltre T,N' = T,N = dw(e)(l). In particolare, tutte
le geodetiche di B;} uscenti dal punto o e tangenti ad N’ in o sono contenute in
N’. 1l gruppo G opera transitivamente su N’ come un gruppo di isometrie. Poiché
le isometrie trasformano geodetiche in geodetiche, la sottovarieta N’ ¢ totalmente
geodetica. Poiché ;" & completa, anche N’ & completa®! e quindi coincide con N,

34Utilizziamo il TEOREMA DI HOPF-RINOW: Sia (M, g) una varieta Riemanniana e sia dg la
distanza definita dalla metrica g. Sono equivalenti :

(1) M, con la distanza dg, & uno spazio metrico completo;
(2) Ogni sottoinsieme chiuso e limitato di M é compatto;
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in quanto contiene tutte le geodetiche che congiungono un suo punto al punto o.
Dall’'uguaglianza N’ = N segue dunque che N & totalmente geodetica. U

Un sottospazio vettoriale [ di 3,, che soddisfi
(1.15) (X, [Y,Z]] el VX,Y,Z el
si dice un sistema di Lie triplo in B,,.

COROLLARIO 1.7 Sia | un sistema di Lie triplo in ‘33,,.

(a) N ={Exp(X)|X €[} & una sottovarieta chiusa di ;" .

(b) [I,1] & una sottoalgebra di Lie di gl(n,R).

(¢) s ={X €o(n)|ad(X)(l) C [} & una sottoalgebra di Lie di o(n) che contiene
[0 1.

(d) g=1+s=1[1&ds e una sottoalgebra di Lie di gl(n,R).

(e) Siano G e K. i sottogruppi analitici di GL(n,R) con algebre di Lie g e s
rispettivamente. Allora G é un sottogruppo chiuso di GL(n,R), K. & un
sottogruppo compatto massimale di G e I’applicazione :

(1.16) [xK.> (X,a) > Exp(X)oca e G
¢ un diffeomorfismo.
Dmm. (a) L’applicazione
(%) PBn x O(n) 3 (X,a) — Exp(X) oa € GL(n,R)
¢ un diffeomorfismo. Quindi I'immagine N del chiuso [ x {e} ¢ chiusa in GL(n,R)
e contenuta in P, C GL(n,R), quindi chiusa in ;.

(b), (¢), (d) sono state provate nel corso della dimostrazione dell’implicazione
(iv) = (i) del Teorema 1.6.

(e) Nel dimostrare I'implicazione (iv) = (i) del Teorema 1.6, abbiamo fatto
vedere che, se K’ ¢ lo stabilizzatore di 0o € B} in G, allora G /i = N. Poiché
N ¢ omeorfo a [ e quindi semplicemente connesso, cio implica che K’ ¢ connesso e
quindi coincide con la propria componente connessa dell’identita K..

Siano ora X € P, e a € O(n) tali che b = Exp(X)oa € G. Poiché N 3 7,(0) =
w(Exp(X)oa) = Exp(X), abbiamo X € [ e quindi a = Exp(—X)obe GNO(n) =
K.. Questo dimostra che I'appicazione (1.16) & surgettiva e dunque, essendo la
restrizione del diffeormorfismo (x), ¢ un diffeomorfismo. 4

§2 SISTEMI TRIPLI DI LIE

LEMMA 2.1 Sia g un’algebra di Lie reale e sia | un sottospazio vettoriale di g.
Sono condizioni equivalenti :

(1) [X,[X,Y]] € [ per ogni X,Y € [;

(13) [X,[Y,Z]] € per ogni X,Y,Z € I.

gni geodetica massimale in é una curva R 3t — ~(t) € efinita per ogni valore
3) Ogni deti imale in M é R>t t M definit i val
del parametro reale t € R.

Se M soddista le condizioni equivalenti (1), (2), (3) si dice una varieta Riemanniana completa.
In una varieta Riemanniana completa M, per ogni coppia di punti x,y € M esiste un arco di
geodetica 7y : [0,1] — M di lunghezza dg4(x,y) con v(0) =z e y(1) = y.
(Vedi ad esempio il §10 del Capitolo I di: Sigurdur Helgason Differential geometry, Lie
groups, and symmetric spaces. Pure and Applied Mathematics, 80. Academic Press, Inc.
[Harcourt Brace Jovanovich, Publishers], New York-London, 1978. xv+628 pp)
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Chiaramente (ii) = (i) e quindi basta dimostrare 'inclusione opposta. Siano
X,Y,Z € 1. Supponendo che valga (i), abbiamo:

(3 [X+Y,[X+Y,2)] = [X,[X,Z]] + [V, [V, Z]] + [X, [V, Z]) + [V, [ X, Z]].
Quindi otteniamo che
(X,[Y,Z]|+ [Y,[Y,Z]| €l VX,Y,Z €.
Ne segue che
(S[Y,[Z, X]] + [Z,[Y, X]] + 2([X, Y, Z]| + Y, [ X, Z]])
=[Z, [V, X]| + [X, [V, Z]| + [X, [V, Z]] + [V, [X, Z]]
=3[X,[Y,Z]] VX,Y,Zcl.
Ne segue che [X, [Y, Z]] € [ per ogni X,Y,Z € L. O

Un sottoinsieme [ di un’algebra di Lie reale g, che soddisfi le condizioni equivalenti
(7) ed (i7) del Lemma 2.1 si dice un sistema di Lie triplo.

§3  FIBRAZIONI COVARIANTI

Sia G un gruppo di Lie, G, un suo sottogruppo chiuso ed M = G/G, il corri-
spondente spazio omogeneo.

Sia F' uno spazio topologico e sia A un’antirappresentazione continua di G, su
F. Cio significa che

(3.1) N:GxF53(gf)—Ng,f)eF

e un’applicazione continua e che:

(3.2) Ae, f)=1[, Ag1,Ag2, f)) = Ag291, f) Vg1,92 € G, Vf€F.

Sul prodotto cartesiano G x F' definiamo una relazione di equivalenza ~, identi-
ficando la coppia (g, f) a tutte le coppie (gh, A(h, f)) con h € G,. Indichiamo
con

(3.3) 9, f1 = {(gh, A(h, f)) [ h € Go}

la classe di equivalenza di (g, f) € G x F.
Indichiamo il quoziente G x F'// ~ mediante G x g, F'. Indicando con 7 : G — M
la proiezione sul quoziente, definiamo una proiezione :

(3.4) w:Gxg, Folg,f] = m(g) e M.

LEMMA 3.1 Law: G xg, F 3 [g,f] — w(g) € M ¢é una fibrazione localmente
banale con fibra tipica F' e gruppo strutturale G,.
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DiM. Ad ogni sezione continua ¢y : U — G del fibrato principale G = M,
definita su un aperto U di M, associamo una trivializzazione locale :

(%) ¢u:UxF3(z,f)— o), flew ' (U)CGxg, F.
Quest’applicazione e bigettiva, e la sua inversa ¢ data da:

@ '(U) 2 g, ] = (7(9), Mou(m(9))g™ ", f) €U x F.

Data un’altra sezione ¢y : V — G del fibrato principale G - M, definita su un
altro aperto V di M, abbiamosu U NV :

oyt 0 du(z, f) = oy ([m(du (@), f1) = (2, Aov (@)¢u ()7, f)).

Osserviamo che U NV 2 z — ¢y (z)dy(z)~! & una funzione continua a valori in
G,. Quindi le (x), al variare di ¢y tra le sezioni continue del fibrato principale
G 5 M, definiscono un atlante di trivializzazione e quindi una struttura di fibrato
topologico con fibra F' e gruppo strutturale G, sul fibrato G xg, F = M. O

84  FIBRAZIONI COVARIANTI DI UNO SPAZIO DI KLEIN

Uno spazio di Klein € una varieta differenziabile M su cui un gruppo di Lie
G opera transitivamente. Se G, e il gruppo di isotropia di un punto o di M,
I’applicazione 7, definita dal diagramma commutativo :
G % M

(41) T \ / To
G/Gq

¢ un omeomorfismo.

Una fibrazione covariante di uno spazio di Klein M ~ G/G, ¢ una fibrazione
vettoriale M =5 N, con fibra F ~ RF, tale che:

(i) Esiste un sottogruppo compatto K di G che opera transitivamente sulle
fibre di M = N ;

(43) Per ogni fibra F, di M - N il sottogruppo K -1(p) delle trasformazioni
di K che lasciano invariata la fibra @=1(p) & un gruppo di trasformazioni
lineari di F),.



