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CAPITOLO 1
Fibrati principali

1.1. Gruppi di Lie

Definizione 1.1.1. Un gruppo di Lie ¢ un gruppo G su cui ¢ fissata una struttura di
varieta differenziabile per cui I’operazione di gruppo G X G > (a,b) — ab™' € G
sia differenziabile.

Poiché G & localmente connesso, la componente connessa dell’identita G° di
G ¢ connessa per archi ed ¢ un sottogruppo normale aperto e chiuso in G.

GY & numerabile all’infinito e quindi condizione necessaria e sufficiente affin-
ché lo sia anche G & che il quoziente G /G sia al pit numerabile.

Per ogni elemento a di G, le

le traslazioni a sinistra : L,:G>g—ageg,
le traslazioni a destra : R,:G>g— gaegG,
gli automorfismi interni : ad(a) :G > g — aga”' € G,

sono diffeomorfismi di G in sé.
A volte scriveremo per semplicita

aX per L, (X) ed Xa per R, (X), se aecG, XeX(G).

Definizione 1.1.2. Un campo di vettori X € X(G) si dice invariante a sinistra se
aX = L,,(X) = X, perognia € G.

Proposizione 1.1.3. I campi di vettori invarianti a sinistra formano una sottoalge-
bra di Lie reale £(G) di X(M). L’applicazione

(1.1.1) T.G > X, - {X, = Ls.(X,) | a € G} € L(G)
e un isomorfismo lineare. O

Definizione 1.1.4. Indichiamo con g, e chiamiamo algebra di Lie di I Spa-
zio vettoriale T,G, con la struttura di algebra di Lie reale che rende —un
isomorfismo di algebre di Lie.

Notazione 1.1.5. Denoteremo con X* € £(G) il campo di vettori invariante a
sinistra corrispondente all’elemento X di g.

Proposizione 1.1.6. I/ campo X* € L(G) genera un gruppo a un parametro ¢x(t)
di diffeomorfismi di G.
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DimostrazZIONE. Sia X € g. Se y € €, G) ¢ una curva integrale di X",
abbiamo y =y - X. Il flusso ¢x(a, t) di X* soddisfa quindi la

dx(a, 1) = ab '¢x(b,t)  Va,b € G,

ed, a priori, per [f sufficientemente piccolo. Questa formula ci permette di esten-
dere la definizione di ¢x(a, t) per ogni t € R. Se infatti ¢x(e, r) ¢ definita per [f] < €,
dalla

Px(a, 1+ s) = ¢px(dx(a, 1), s) = px(a, HNPx(e, 5)

ricaviamo che la ¢x(a, t) definita su un intervallo (¢;,#,) C R, si pud estendere
all’intervallo (#; — €, > + €) ponendo

dx(a,1) = ox(a,t)px(e,t’”), se ' e(t,n), [{'I<e t=1+1". O
Definizione 1.1.7. L’applicazione
(1.1.2) g3 X — exp(X) = ¢x(e, 1) € G
sidice I” applicazione esponenziale di G.

Poiché

(1.1.3) exp((t; + 1)X) = exp(t1 X) exp(t2X) Vti,tp €R,
I’insieme {exp(tX)|t € R} & un sottogruppo abeliano di G.

Definizione 1.1.8. {exp(1X)|t € R} si dice il sottogruppo a un parametro di G
generato da X € g.

Proposizione 1.1.9. [l gruppo a un parametro di diffeomorfismi di G generato dal
campo di vettori invariante a sinistra X* € g associato ad X € g ¢ descritto dalla

(1.1.4) G xR 3 (a,f) — ¢x(a, 1) = a-exp(tX) € G. O

Proposizione 1.1.10 (coordinate di prima specie). L’applicazione esponenziale de-
finisce un diffeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno aperto di e
in G.

DimosTrAZIONE. Infatti, il differenziale in O dell’applicazione esponenziale &
I’identita e quindi la tesi & conseguenza del teorema dell’applicazione inversa. O

Esempio 1.1.11. Il gruppo delle matrici reali n X n invertibili GL(#n, R) &€ un gruppo
di Lie, di dimensione n?. La sua algebra di Lie gl(n, R) & I’algebra di Lie di tutte le
matrici reali n X n e I’esponenziale coincide con quello definito per le matrici :

[Se]

1
(1.1.5) expX) = > —X".
£ b

11 suo sottogruppo SL(n, R) delle matrici con determinante 1 ¢ anch’esso un gruppo
di Lie. Ha dimensione (n*—1) e la sua algebra di Lie sl(n, R) ¢ formata dalle matrici
reali con traccia nulla.
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Esempio 1.1.12. Il gruppo delle matrici complesse n X n invertibili GL(#n,C) &
un gruppo di Lie di dimensione 2n%. La sua algebra di Lie gl(n, C) consiste di
tutte le matrici complesse n X n. L’esponenziale anche in questo caso coincide con
I’esponenziale di matrici.

1l suo sottogruppo normale

(1.1.6) SL(n,C) = {a € GL(n,C) | deta = 1}

& un gruppo di Lie di dimensione 21 — 1, con algebra di Lie

(1.1.7) sl(n,C) = {A € gl(n,C) | tr(A) = 0}.

Esempio 1.1.13. Il gruppo ortogonale

(1.1.8) O(n) ={ae GLm,R) |‘a=a!}

¢ un gruppo di Lie compatto di dimensione @ La sua algebra di Lie
(1.1.9) o(n) = {A € gl(n,R) | A +'A = 0}

consiste delle matrici reali antisimmetriche.
1l suo sottogruppo normale
(1.1.10) SO(n) = {a € O(n) | deta = 1}

ha indice due in O(n) ed O(n) ed SO(n) hanno la stessa algebra di Lie o(n).

Se n > 3, il gruppo fondamentale di SO(n) € isomorfo a Z,. 1l suo rivestimento
fondamentale, a due fogli, & un gruppo di Lie compatto, che si indica con Spin(n)
e si dice gruppo di spin.

Esempio 1.1.14. 11 gruppo unitario & il gruppo

(1.1.11) U(n) = {a € GL(n,C) |a* =a™"}

& un gruppo di Lie compatto di dimensione n2, con algebra di Lie

(1.1.12) un) ={A € glin,C) | A+ A" =0}.

1l gruppo speciale unitario

(1.1.13) SUn) = {a € U(n) | deta = 1}

& un suo sottogruppo di Lie normale, di dimensione n> — 1, con algebra di Lie
(1.1.14) su(n) = {A € w(n) | trac A = 0}.

Abbiamo un isomorfismo di gruppi di Lie SU(2) ~ Spin(3).

Esempio 1.1.15. Indichiamo con J,, 1a matrice (2n) X (2n)

(1.1.15) L=(07).
Il gruppo
(1.1.16) Sp(n) = {a € UQ2n) | Jua = J,a)

si dice il gruppo simplettico compatto, o simplettico unitario, o simplettico ortogo-
nale. Ha dimensione n(2n + 1) ed algebra di Lie

(1.1.17) sp(n) = {A € un) | AJ, + J,A = 0}.
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1.1.1. La rappresentazione aggiunta.

Proposizione 1.1.16. Per ogni a € G, il differenziale nell’identita Ad(a) dell’ au-
tomorfismo ad(a) di G definisce un automorfismo dell’algebra di Lie g.

DimostrAZIONE. Siano X € g ed a € G. Abbiamo, con le notazioni introdotte
in precedenza per i differenziali delle traslazioni a destra ed a sinistra,

[ad,].(X}) = aX*a™" = axXa™" = axa™'(aXa™") = [ad(@) (X))} -
Questo dimostra che i campi X* ed (Ad(a)(X))* sono ad(a)-correlati e percio
[(ad(a)). X", (ad(a)).Y*] = (ad(@)).([X",Y*]), VX,Y €g.

Qundi il diffeomorfismo ad(a) definisce un automorfismo dell’algebra di Lie £(G).
La tesi segue perché, per definizione, [X*, Y*] = [X, Y]*. O

Indichiamo con Autg(g) il gruppo
(1.1.18) Autr(g) = {h € GLR(9) | [MX),MY)] = M[X, Y]), VX, Y € g}.

degli automorfismi dell’algebra di Lie reale g.
Si verifica immediatamente che

Proposizione 1.1.17. L’applicazione G > a — Ad(a) € Aut(g) e un omomorfismo
di gruppi. O

Definizione 1.1.18. L’omomorfismo G 3 a — Ad(a) € Autr(g) si dice la rappre-
sentazione aggiunta di G.

1.2. Sottogruppi di Lie

Definizione 1.2.1. Un sottogruppo H di G ¢ un suo sottogruppo di Lie se ¢ anche
una sottovarieta differenziabile di G, e con tale struttura differenziabile ¢ un gruppo
di Lie.

L’algebra di Lie §) di un sottogruppo di Lie H di G ¢ una sottoalgebra di Lie di
g. Infatti i campi di vettori invarianti a sinistra su H sono restrizioni ad H di campi
di vettori invarianti a sinsitra di G.

Viceversa, per ogni sottoalgebra di Lie b di G il sottogruppo H di G generato
da exp(h) € un un sottogruppo di Lie connesso di G. Questo & conseguenza del fatto
che i campi di vettori invarianti a sinistra corrispondenti agli elementi di f) generano
una distribuzione vettoriale di rango costante formalmente (e quindi totalmente)
integrabile in G.

Ogni omorfismo differenziabile ¢ : G; — G, di gruppi di Lie determina un
omomorfismo d¢(e) : g1 — g, delle loro algebre di Lie. Il viceversa non & sempre
vero; lo € quando G, ¢ semplicemente connesso.

In particolare, la G 3 a — ad(a) € Aut(G) definisce un’applicazione G 3 a —
Ad(a) € Aut(g), che si dice la rappresentazione lineare aggiunta di G.

Vale il

Teorema 1.2.2. Sia G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g.
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(1) Se H ¢ un sottogruppo di Lie di G, la sua algebra di Lie e
(1.2.1) h={Xegl|exp(tX)eH, VteR}.
(2) Ogni sottogruppo chiuso H di G e un suo sottogruppo di Lie.

Esempio 1.2.3 (Gruppi lineari). Un gruppo lineare & un sottogruppo chiuso di un
gruppo GL(n, C).

Per il teorema di AdaE], ogni algebra di Lie su un campo k & isomorfa ad una
sottoalgebra di Lie di gl(n, k).

Per un teorema di Djokovicﬂ ogni algebra di Lie reale ¢ I’algebra di Lie di un
gruppo lineare.

Tutti 1 gruppi di Lie compatti sono isomorfi a gruppi lineari.

Si pud definire sul rivestimento universale G di un gruppo di Lie connes-
so una struttura di gruppo di Lie per cui la proiezione canonica G — G siaun
omomorfismo di gruppi di Lie.

I rivestimenti universali gi(n, R) dei gruppi di Lie SL(#n, R) sono gruppi di Lie
che non sono isomorfi a gruppi lineari.

1.3. La forma di Maurer-Cartan

1.3.1. Forme differenziali a valori vettoriali. Siano V uno spazio vettoria-
le reale di dimensione finita ed M una varieta differenziabile. Indichiamo con
Q"(M, V) lo spazio delle forme differenziali alternate di grado & a valori in V. Esse
sono le applicazioni € (M)-multilineari alternate :

a: X(M)X---XX(M) > EC°(M,V).

h volte

Ad esse si estende im modo naturale la definizione del differenziale. Naturalmente,
se V non ha una struttura di algebra reale, non ha senso considerare il prodotto
esterno di due forme a valori in V. Nel caso in cui V sia un’algebra, possiamo
estendere la definizione del prodotto esterno in modo che, sulle forme di grado
zero, coincida puntualmente con il prodotto definito in V. In particolare, nel caso
delle algebre di Lie, possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 1.3.1. Se V = a ¢ un’algebra di Lie reale, il prodotto esterno di due
forme differenziali @ € QP(M, a), B € Q4(M, a), & la forma [a A B] € QPTI(M, a)
definita da:

[@ ABIX1 -, Xpag) = D BN Koy X)), By > Xy )]

TEC g
I<o|<<op<p+q
1Sa—p+l <'"<(T]7+qsp+q

11 prodotto si estende poi per bilinearita a tutto Q*(M, a).

"Matrix representations of Lie algebras, Usp. Mat. Nauk 2 (1947), pp. 159-173.

2A closure theorem for analytic subgroups of a real Lie group, Can.Math. Bull. 19 (1976), pp.
435-439.



12 1. FIBRATI PRINCIPALI

In particolare, se @ e 8 sono 1-forme a valori in a, abbiamo:

[a ABIX,Y) = [a(X),5(Y)] = [a(Y), B(X)],

[ A @](X,Y) = 2[a(X), a(V)], VXY € X(M).

1.3.2. Forme differenziali invarianti. Sia G un gruppo di Lie con algebra di
Lie g.

Definizione 1.3.2. Una forma differenziale w € Q*(G) si dice invariante a sinistra
se Lyw = wperognia € G.

Per una forma w € Q'(G) di grado uno essere invariante a sinistra & equivalente
al fatto che, per ogni campo di vettori X € £(G) invariante a sinistra su G, la
funzione w(X) sia costante. Analogamente, una forma omogenea @ € Q9(G) ¢
invariante a sinistra se, e soltanto se, per ogni scelta di Xi,...,X, € £(G), la
funzione a(Xi, ..., X,) ¢ costante.

1.3.3. La forma di Maurer-Cartan.
Teorema 1.3.3. Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie . L’applicazione
(1.3.1) Gxg3(@aX) —aXeTG

e un diffeomorfismo. In particolare, i gruppi di Lie sono varieta differenziabili
parallelizzabili ed X(G) ¢ il €*°(G)-modulo generato da L(G).

DmostrazIONE. L’applicazione inversa della dﬁ%—lla
TG 3v — ((v),7(v)"' - v) € G x g,
ove n: TG — G ¢ la proiezione canonica del fibrato tangente sulla base. O
Proposizione 1.3.4. L’applicazione
(1.3.2) wg3v— ) veg
e una forma differenziale invariante a sinistra a valori in g. O
Osserviamo che
(1.3.3) og(X;))=X, VXeg, YaeG.
Definizione 1.3.5. La wg si dice la forma di Maurer-Cartan del gruppo G.

Proposizione 1.3.6. La forma di Maurer-Cartan wg € Q'(G, g) di Lie G & inva-
riante a sinistra e soddisfa I’equazione di Maurer-Cartan

(1.3.4) dog + 1 [og A wg] =0.
DimosTrRAZIONE. Siano X, Y € g. Allora:
dwg(X*,Y") = X' 06(Y") - Y'ue(X") — 0o6([X", Y*])
= —[wc(X"), w(Y)]
= —1 o A wgl (X7, Y7).

Poiché £(G) genera ¥(M) come % *°(G)-modulo, otteniamo la tesi. O
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Lemma 1.3.7. (1) La forma di Maurer-Cartan wg di G soddisfa :
(1.3.5) Riog = Ad(a™) o 0g .

(2) Ogni forma differenziale n € Q'(G, V), invariante a sinistra su G ¢ della
forman =T o wg, per un’applicazione linerare T : ¢ — V.

DiMosTRAZIONE. Se X € g, abbiamo

Rau(X*) = Ry. 0 L1 ,(X*) = Ad(a™),(X") = (Ad(a™")(X))"

Cio significa che, per X € g, il campo R, (X™) ¢ ancora invariante a sinistra (perché
le traslazione a sinistra commutano con le traslazioni a destra) e coincide con il
campo di vettori invariante a sinistra corrispondente all’elemento Ad(a~")(X) € g.

Se n € Q'(G, V) & invariante a sinistra, abbiamo = T o wg con
T=ne:¢=T,G—- V. O

Esempio 1.3.8. Consideriamo GL(#n, R) come un aperto dello spazio Euclideo R™
ed identifichiamo la sua algeh gli 1Lie gl(n, R) con lo spazio vettoriale delle matrici
reali nx n. Utilizzando la %ﬁppmsentiamo il suo spazio tangente TGL(n, R)
come il prodotto cartesiamo GL(#n, R) X gl(n,R). In particolare, X(GL(n,R)) si
identifica allo spazio € *°(GL(n,R), gl(n,R)). Poiché la traslazione a sinistra R,
¢ la restrizione a GL(n, R) della moltiplicazione a sinistra per la matrice a, che ¢
un’applicazione lineare, il suo differenziale coincide in ogni punto con la molti-
plicazione a sinistra per a. In particolare, i campi di vettori invarianti a sinistra
corrispondono alle applicazioni

GL(n,R) > x — xA € gl(n,R))

al variare di A in gl(n,R)). In questo sistema di coordinate, la forma di Maurer-
Cartan di GL(n,R) ¢ la
OGL(nR) = x dx.
In modo analogo, i campi di vettori invarianti a destra su GL(#n, R) si scrivono
nella forma
GL(#n,R) 2 x — Ax € gl(n,R)

al variare di A in gl(n, R).
La forma che associa ad ogni vettore v tangente in x il valore A in e del campo
di vettori invariante a destra *A con *A, = v & dato da

dxox! = ad(x) o OGL,R)-
7
La discussione nell’Esempi(%_giustiﬁca la

Notazione 1.3.9. Se o € (I, G) ¢ un arco differenziabile nel gruppo di Lie G,
poniamo

a”! (Da() = Be(a(®), o (1) = ad(a())B(a(r)).

Concludiamo questo paragrafo con una costruzione che generalizza 1’esponen-
ziale.
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Proposizione 1.3.10. Siano G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g.
Sia I un connessodiR, ty e l, go € Ged X € Sa”k(l, a), con k > 0. Allora sono
univocamente determinati a,b € %k“(l ,G) tali che

(13.6) a(to) = go,

o a'(Ha@) = X(©) Vrel,
(13.7) b(to) = go,

o bb~'(1) = X(r) Vrel.

DmosTrRAZIONE. L’enunciato € conseguenza del fatto che le traslazioni a sini-
stra agiscono sulle soluzioni a valori in G dell’equazione o' ()a(r) = X(¢), ed
analogamente le traslazioni a destra agiscono sulle soluzioni a valori in G dell’e-

quazione B(1)B~' (1) = X(¢), e possiam gpyndi ripetere 1’argomento utilizzato nella
dimostrazione della Proposizione%ﬁ o

1.4. Gruppi di Lie di trasformazioni

Definizione 1.4.1. Sia G un gruppo di Lie e P una varieta differenziabile. Chia-
miamo azione differenziabile a destra di G su P un’applicazione differenziabile:

(1.4.1) PxG>(o,a) >0c-a€P

tale che, per ogni a € G I’applicazione (traslazione a destra):

(1.4.2) R,: P30 —>0-a€P

sia un diffeomorfismo di P in sé e

(1.4.3) (c-a))-ay=p-(aqyaa) VYoeP, Vaj,a €G.

L’azione di G su P si dice effettiva se

(cra=0,YoeP)=a=ce.

L’azione di G su P si dice libera se
(JoePtc.oa=0)=—a=e.

L’azione di G su P si dice transitiva se

Yoi,00€P daeG tc. o1-a=o0>,.

1.5. Fibrati principali

Definizione 1.5.1. Siano § = (P N M) un fibrato differenziabile e G un gruppo
di Lie. Un’azione differenziabile a destra di G su § ¢ un’azione differenziabile a
destra di G su P che operi sulle fibre di E.

Richiediamo cioe che

(1.5.1) P,a=P, VYpeM, YacG.

In particolare, per ogni a € G, la traslazione a destra R, su P definisce un’equiva-
lenza di € in sé.
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Definizione 1.5.2. Un fibrato principale ¢ il dato di un fibrato differenziabile E, di
un gruppo di Lie G, che si dira il suo gruppo strutturale, e di un’azione differen-
ziabile a destra di G su § che sia libera e transitiva sulle fibre di E.

;1632
Richiediamo cio¢ che valgano la d%_e che inoltre

(1.5.2) ocg€P, abeG, c-a=0c-b=a=0>,
(1.5.3) VYpeM, Voi,00€P,, dacG taleche o =01 -a.

. . ;1633 . .
L’unico elemento a € G per cui vale la dﬁﬁ indica con 0'1‘10'2.

SiaE = (P = M) un fibrato principale, con gruppo strutturale G.

Definizione 1.5.3. Un suo atlante di trivializzazione of = {(Uy,0) | @ € I} ¢l
dato di un ricoprimento aperto {U, | @ € I} di M e, per ogni indice o € I, di una
sezione 0y € ['t(Uy, P).

Alla coppia (U, o) corrisponde la trivializzazione locale

(1.5.4) By Ua X G 3 (p,a) — 04(p)-a € Ply, =1 (Uy).
Per ogni coppia di indici @, 8 € I con U, g = U, N Ug # 0 definiamo

(1.5.5) Yag: Uap 3 p — 0, (p)os(p) € G.

Le (yop € €C(Uap,G) | Uap # 0} si dicono le funzioni di transizione
dell’atlante ..

Proposizione 1.5.4. Siano § un fibrato principale ed o = {(Uy, 0 o)} aer un suo
atlante di trivializzazione. Le sue funzioni di transizione {{, g} soddisfano le con-
dizioni

(156) lpa,a(p) =e, VP € Ua,a = Ugq,
(1.5.7) l//(,ﬁl//ﬁ’y = (//a,y su Ua”g’y =U,N Ulg N Uy. O

Teorema 1.5.5. Siano M una varieta differenziabile, G un gruppo di Lie, {U,} un
ricoprimento aperto di M. Sia data una famiglia

{'7b(z,ﬁ € ng(U(z,ﬁ, G) | Ua,ﬂ * 0}
:14.318:14.3.9

di funzioni che soddisfino le u_élqi I.577). Allora esiste un fibrato principale &
su M, con gruppo strutturale G, per cui le Y g siano le funzioni di transizione di
un atlante di trivializzazione corrispondente al ricoprimento {U,}. Tale fibrato é
unico, a meno di diffeomorfismi che commutino con [’azione di G.

DmosTtrAZIONE. Definiamo

P = U U, xG.
ael
leq:14.3.8leq:14.3.9

Per le (T.3:6) ed (I.53.7), Ia
UsXG3(p,a)~(q.b)eUsgxG & (p=q, b=avap(p))
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¢ una relazione d’equivalenza su Pt Poniamo P = Pﬁ/ ~. Indichiamo con i, :
Uy xG — Phle applicazioni naturali. Detta @ : Pf > Pla proiezione nel
quoziente, otteniamo per ogni « applicazioni

Y, : U, xG SN la(UaXG)CPﬁ SN wouUy, xG)=Ply,,

che sono omeomorfismi su aperti di P. Risulta allora definita su P un’unica strut-
tura di varieta differenziabile che renda le ¥, diffeomorfismi.
Definiamo 7 : P — M in modo che il diagramma

Yo
Uy xG —— P

prunl ln

v, ——mM
C

. . . N . . . s .
sia commutativo. Otteniamo cosi un fibrato differenziabile & = (P — M), su cui
definiamo un’azione a destra di G che renda commutativo il diagramma

Y, xidg
U, xGxG —% pxG
(p,a,b)ﬁ(p,ab)l l(p,a)—>p~a

UsxG —— P

@

Abbiamo cioe

n(Yo(p,a)) = p,
lP(I(p9 Cl) b= ‘{’a/(pe Clb)

In questo modo § = (P M ) acquista una struttura di fibrato principale con
gruppo strutturale G.
Per ogni «,
g :Uy>dp— Yylp,e)eP
¢ una sezione differenziabile di P su U, ed &/ = {(U,,0,)} € un suo atlante di
trivializzazione di &, con funzioni di transizione {{/, g}.

Se& = (P = M) & un altro fibrato principale con gruppo strutturale G, che
ammette un atlante di trivializzazione &/ = {(U,,07,) | @ € I}, con 0";10';3 = Yap,
definiamo un’equivalenza f : P — P’ ponendo

f&o(p,a) =0i(p)-a, Yael, pelU, acG.
La condizione che le {1}, s} siano le funzioni di transizione di 27’ ci dice che la f &

ben definita. O

1.6. Morfismi di fibrati principali

Siano &; = (P; N M;), i = 1,2, due fibrati principali, con gruppi struttura-
li G;.
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Definizione 1.6.1. Un morfismo di fibrati principali di €, in & & il dato di un
morfismo di fibrati differenziabili

F

P, — p,
(1.6.1) m| |
M] T) MZ,

e di un omomorfismo ¢ : G; — G di gruppi di Lie che renda commutativo il
diagramma

Fx¢
P XG] E— P2><G2

(1.6.2) | |

P] — P2,
F
in cui le frecce verticali sono definite dalle azioni dei gruppi.

Diciamo che (f, F,¢) : & — & & un’immersione se F & un’immersione. In
questo caso ¢ ¢ un monomorfismo di gruppi.

Se F ¢ un’inclusione, diciamo che (f, F, ¢) : §; — &; ¢ un’inclusione di fibrati
principali. In questo caso, se M| = M, ed f = Idy, diciamo che §; ¢ un sottofibrato
principale di &, o che ¢ stato ottenuto da &y mediante una riduzione del gruppo
strutturale.

Abbiamo la

Proposizione 1.6.2. Sia § = (P M ) un fibrato principale con gruppo struttura-
le G, e G’ un sottogruppo di Lie di G. Condizione necessaria e sufficiente affinché

§ ammetta una riduzione del gruppo strutturale a G’ ¢ che ammetta un atlante di
trivializzazione con funzioni di transizione a valori in G’.

DivosTrAZIONE. LLa condizione € ovviamente necessaria. Dimostriamone la
sufficienza.

Fissato un atlante di trivializzazione .« = {(U,, 0%,) | @ € I} di € con funzioni
di transizione Y, g = 0';10"3 eI'(Uy N U, G'), sia

P'={ ), foup)alpeUs acG).
Con la struttura differenziabile per cui le
VY, : Uy xG 3 (p,a) — o(p)-ac P NPy,

siano diffeomorfismi, P’ € una sottovarieta differenziabile di P. La restrizione 7’ =

7|pr definisce un sottofibrato differenziabile & = (P’ Ny ), che ¢ principale con
gruppo strutturale G’, ed ¢ una riduzione di € a G’. O
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1.7. Spazi omogenei

Se G & un gruppo ed H un suo sottogruppo, indichiamo con G/H I’insieme
delle sue classi laterali sinistre, definito dalla relazione d’equivalenza

a~be=aH=bH = a'beH
11 gruppo G agisce su G/H mediante le traslazioni a sinistra
l,: G/H— G/H, con {,(n(b))=n(ab), Va,beG.
Se G & un gruppo topologico, consideriamo su G/H la topologia quoziente. Le

traslazioni a sinstra sono allora omeomorfismi di G/H in sé.

Proposizione 1.7.1. Sia G un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo. La
proiezione nel quoziente n : G — G/H é un’applicazione aperta.

DimvosTrAZIONE. Infatti, se U € un aperto di G, allora

ﬂ_](ﬂ(U)) - UgeUgH - UheHUh

¢ aperto perché unione di aperti. O

Teorema 1.7.2. Sia G un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo.

Il quoziente G/H ¢ uno spazio regolare se, e soltanto se, H é un sottogruppo
chiuso di G.

In particolare, G é uno spazio regolare se e soltanto se é uno spazioE] T, e cio
equivale al fatto che {e} sia un chiuso di G.

DmvosTrAZIONE. Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
tutte le sue classi laterali sinistre sono chiusi di G e quindi G/H & uno spazio
topologico 7. Viceversa, se G/H & T}, allora H = 77! (n(e)) & chiuso.

Supponiamo dunque che H sia chiuso. Siano F un chiuso di G/H e g un
elemento di G con n(g) ¢ F. Poiché G ¢ un gruppo topologico, I’applicazione

1:GxG >3 (a,b)—a'beG
& continua. Il chiuso 77! (F) di G non contiene g = A(e, g). Possiamo percio trovare
intorni aperti U, di e ed U, di g in G tali che
gflgg ¢ 7r_1(F) perogni gy € U,, g € U,.

Consideriamo gli insiemi:

Oy = 7' (xUe) e V = | JRo(Up)la e n™'(F)} = |_JiLutx™ " (F))la € U,).

Poiché la proiezione 7 ¢ aperta, il primo & un aperto saturo che contiene g e il
secondo un aperto saturo che contiene 7~!(F). Dimostriamo che U,NV =0. Se
cosi non fosse, potremmo trovare g; € U,, g € H, g3 € U, g4 € a 1(F) tali che

8182 = 8384-

3Uno spazio topologico X soddisfa I’assioma di separazione 7 se tutti i suoi sottoinsiemi finiti
sono chiusi; soddisfa I’assioma di separazione 75 se dati un punto a di X ed un chiuso A di X che
non contenga a, esistono aperti disgiunti U e V cona € U ed A C V; ¢ regolare se soddisfa entrambi
gli assiomi Ty e T5.
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Da questa relazione troviamo g;l 81 = 848, ' e 771(F), che contraddice la
scelta di U, ed U,.
Cio dimostra che G/H soddisfa I’assioma 7’3 e quindi & regolare. O

Consideriamo ora la situazione in cui G sia un gruppo di Lie.
Teorema 1.7.3. Sia G un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo chiuso. Vi e
allora sul quoziente M = G/H un’unica struttura di varieta differenziabile per cui
/s
€ = (G — M), ove & ¢ la proiezione sul quoziente, sia un fibrato principale con
gruppo strutturale H.

1 14.4.0

DivosTtrAZIONE. Per il Teorema %ﬁﬂ‘e’uno spazio di Hausdorff e la proie-
zione 1 : G — M apert; 612

Per il Teorema%fﬂ‘é un sottogruppo di Lie di G. Siano g I’algebra di Lie
di G ed b la sottoalgebra di g corrispondente ad H.

Scegliamo un complemento lineare m di f) in g, di modo che

g=hom
L applicazione
f:mxH> X,a) —expX)-ae G
¢ differenziabile. Lo spazio tangente di m X Hin (0,eg) e m@® ) = ge df(0,ex) &
I’identita su g. Per il teorema delle funzioni implicite esistono allora intorni aperti
Ny diOinm, VdieginH, ed U di eg in G tali che
NoxVa(X,h) — f(X,h) =exp(X)he U
sia un diffeomorfismo. In particolare,
V=UnNH, exp(Ng)NH= f(Nyx{en}) NH = {eg}.

La composizione di 7w con la restrizione ad Ny dell’esponenziale definisce
quindi un omeomorfismo di Ny su un aperto W di M, ed abbiamo il diagramma

commutativo ¥
NoxV —— U

Pry l lﬂ'

No —— w

Definiamo un atlante su M = G/H ponendo
A ={(Va=C(Ve),ya=n""0L,1)|a€G},
dove abbiamo indicato con ¢, la traslazione a sinistra su M definita dall’elemento a:
Cy: M > n(b) — n(Ly(b)) = n(ab) e M, VYa,beG,

per cui abbiamo il diagramma commutativo

G 2“5 G
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Le funzioni di transizione sono

Yaoy, =m0 lprolyon: yp(VaN Vi) = yp(Va N Vi)
=n ol omoexply
=n ' omo L, 0exply
= pry o F o Ly o explw
e quindi I’atlante ¢ differenziabile.

L’azione a destra di H su G, restrizione del prodotto su G, ¢ differenziabile e
definisce su & una struttura di fibrato principale con gruppo strutturale H. O

Esempio 1.7.4. L’applicazione 7 : SO(n + 1) 3 a — aey € S”, ove ¢y & un vettore
di lunghezza unitaria in R"*!, definisce un fibrato principale con base S”, spazio
totale SO(n + 1) e gruppo strutturale SO(n).

Esempio 1.7.5. Sia n un intero positivo. Il gruppo T (n, R) delle matrici diagonali
superiori con determinante diverso da zero & un sottogruppo chiuso di GL(n, R).
Lo spazio omogeneo F = GL(n,R)/T*(n,R) & una varieta differenziabile compatta
di dimensione n(n—1)/2, che si dice varieta bandiera reale completa.

1.8. 1l fibrato dei sistemi di riferimento

Sian = (E =M ) un fibrato vettoriale di rango n su una varieta differenziabile
M di dimensione m. Ad esso associamo in modo canonico un fibrato principale
M), con gruppo strutturale GL,(R). Il suo spazio totale ¢

(1.8.1) F(n) = UpemF,(m), con F,(n) = {isomorfismi lineari o : R" — E,}.

e la proiezione 7 : F(n) — M associa a o € F,(n) il punto p. Una trivializzazione
locale di Am) ¢ descritta dal dato di n sezioni s1, ..., s, € I'(U, E), defininite su un
aperto U di M, per cui s1(p), ..., s,(p) siano linearmente indipendenti in E, per
ogni p € U. Ad esse associamo la sezione

a(p) R s (K. k) = > Ksip) € B
Questo definisce su A1) una struttura di fibrato principale con gruppo strutturale
GL,(R).

Definizione 1.8.1. 1l fibrato principale F(1)), con gruppo st_ruttl;r%le GL,(R), asso-

ciato al fibrato vettoriale n = (E =5 M) mediante la i dice il fibrato dei
sistemi di riferimento di .

Esso € caratterizzato dal fatto che le sue sezioni locali definiscono trivializza-
zioni locali di n. Viceversa, vale la

Proposizione 1.8.2. Ad ogni fibrato principale € = (P N M), con gruppo strut-

. . . w .
turale GL,(R), possiamo associare un fibrato vettoriale W = (E — M) di rango
n, unico a meno di isomorfismi, di cui § sia il fibrato dei sistemi di riferimento.
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DmMoSTRAZIONE. Se 071, 0 € P stanno sulla stessa fibra di &, indichiamo con
01‘10'2 I’unico elemento a € GL,(R) tale che 0 = 0| - a. Fissiamo un atlante di
trivializzazione {(U,, o) | @ € I} di E. Sull’unione disgiunta

— n
E=| (Vo xR
definiamo la relazione di equivalenza
Uy, xR" 3 (Pa>Va) ~ (pﬂ’ Vﬂ) € U,BXRn
= (pa=pp (Talpa)) TH(pPEVE = Va).
Il quoziente E = E/. ¢ lo spazio totale di un fibrato vettoriale differenziabile su
M, di rango n, di cui E & il fibrato dei sistemi di riferimento. O
Abbiamo quindi:

Teorema 1.8.3. La 1 «— Hn) ¢ una corrispondenza biunivoca tra la categoria
dei fibrati vettoriali di rango n su M, modulo equivalenza, e quella dei fibrati
principali su M con gruppo strutturale GL,(R), modulo equivalenza.

Definizione 1.8.4. Il fibrato dei sistemi di riferimento del fibrato tangente di una
varieta differenziabile M si indica con F(M) e si dice il fibrato dei sistemi di
riferimento su M. Indichiamo con F(M) il suo spazio totale.

Abbiamo

Proposizione 1.8.5. Ogni diffeomorfismo f : My — M, di varieta differenziabili
si rialza ad un unico isomorfismo di fibrati principali che renda commutativo il
diagramma

F(M1) —— F(My)

(1.8.2) l l

M, ——f—e M.
1.9. Riduzione del gruppo strutturale e G-strutture

Il Teorema %isiﬁsﬁiﬁisce una corrispondenza biunivoca tra fibrati vettoriali
e fibrati principali con gruppo strutturale GL, (R)., Qsserviamo che, se avessimo
ristretto la costruzione della Proposizionﬁw sottofibrato principale & di
€, con gruppo strutturale G < GL,(R), avremmo ottenuto un fibrato vettoriale
canonicamente isomorfo a quello associato a &.

Definizione 1.9.1. Sianon = (£ Ny Vs ) un fibrato vettoriale reale di rangon e G
un sottogruppo di GL,(R). Un G-atlante di trivializzazione di ) & un suo atlante di
trivializzazione & = {(U,, 04)}aes tale che

(1.9.1) 8ap(p) = 0';1([9) oopg(p)eG perpelU,NUp, Va,pel

Due G-atlanti di trivializzazione <7 ed «7’, sono equivalenti se of U of’ &
ancora un G-atlante di trivializzazione.
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L’unione di tutti i G-atlanti di trivializzazione equivalenti ad un G-atlante di
trivializzazione assegnato ¢ un G-atlante di trivializzazione massimale.

Una G-struttura, o riduzione a G del gruppo strutturale ¢ il dato di una clas-
se di equivalenza di G-atlanti di trivializzazione di m, ovvero di un G-atlante di
trivializzazione massimale.

Una carta locale di trivializzazione (U, oy7) di | & compatibile con la G-struttura
se appartiene al suo G-atlante di trivializzazione massimale.

Vale la

Proposizione 1.9.2. Siano G un sottogruppo di Lie del gruppo lineare GL,,(R) ed
n=(£& =z M) ¢ un fibrato vettoriale di rango n, dotato di una G-struttura. Esiste,

unica a meno di isomorfismi, una riduzione Fg(v)) = (F(n) N M), con gruppo
strutturale G, di F(v), tale che ogni sezione differenziabile locale di Km) definisca
una trivializzazione locale di v compatibile con la G-struttura.

DimosTrAZIONE. Fissiamo un G-atlante di trivializzazione compatibile &7/ =
{(Uy,04) | @ € I} e definiamo

Foa) =) {oa(p)-alpeU,, acG),
Si verifica facilmente che Fg(n) € lo spazio totale di una G-riduzione di F(n)). O

Definizione 1.9.3. 1l G-fibrato principale Fg(n) = (F(n) — M) si dice il fibrato dei
G-sistemi di riferimento di .

Sianom = (E =, M)edn' = (£ AN M) due fibrati vettoriali di rango n.
Un isomorfismo di fibrati vettoriali

7

E —— F

wl lw,

M__f__;.M’

si rialza ad un isomorfismo dei corrispondenti fibrati dei sistemi di riferimento

(2
F(n) —— F()
nl l”' con fi(0) = f. 0 & € Friy(R", E ).
M _r, M,
Definizione 1.9.4. Siano 1,1’ due fibrati vettoriali dotati di una G-struttura. Un
isomorfismo (f, ) di inn’ & un G-isomorfismo se

(1.9.2) f:(Fcm)) = Fe(n).

Se i due fibrati hanno la stessa base ed f ¢ I’identita, chiamiamo il corrispondente
G-isomorfismo una G-equivalenza.
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. . . w . .
Proposizione 1.9.5. Sia = (E — M) un fibrato vettoriale di rango n. A meno
di equivalenza, le G-strutture su 1 sono in corrispondenza biunivoca con le G-
riduzioni del fibrato F(n) dei suoi sistemi di riferimento. O

Sia G un sottogruppo chiuso di GL,(R). Se % = {U,} ¢ un ricoprimento
aperto di M, indichiamo con €9(% , G) I’insieme delle g-catene di applicazioni di
classe €’ del ricoprimento %/, a valori in G:

(1.9.3) U ,G)) = {(8ap.ar,.ay € €7 Wap,ar,.ap» G}

Indichiamo poi con

(194)  3'%.G)={(3up € € (%.G)) |80 p8py = 8ay U Uappy, Y. 5.7}

e scriviamo
(19.5) 8(22) = (2o 0 85") € 3", G)), V(ga) € (%, G).

Proposizione 1.9.6. Siano (g.p), (g, ﬁ) e 34, G)) funzioni di transizione delle
trivializzazioni di due fibrati vettoriali di rango n

Ec(E-DM) e ©=E "M

sulla stessa base M, entrambi con gruppo strutturale G. Condizione necessa-
ria e sufficiente affinché i due fibrati siano G-equivalenti é che esista una (hy) €

€Y%, G) tale che
(1.9.6) 8hp = halaphs' su Usp, Ma.p.

In particolare, il fibrato € ¢ G-equivalente al fibrato banale se, e soltanto se,
(8ap) = 6(hy) per qualche (hy) € €% (% , G). |

Esempio 1.9.7. Ogni fibrato vettoriale di rango n ammette una O(n)-struttura. Sia
infattin = (£ N M) un fibrato vettoriale di rango n ed &7 = {(U,, 0,) | @ € I}
un suo atlante di trivializzazione, con % = {U,} ricoprimento aperto localmente
finito di M. Sia {y,} una partizione differenziabile dell’unita subordinata ad % .
Possiamo allora definire un prodotto scalare sulle fibre di £ ponendo

012 = ) xa(P)e ) [0 (). Vp € M. Yviva € E.

La O(n) stuttura su 1 associata alla metrica g si puo ottenere dall’atlante .2/ ap-
plicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alle basi o, (p)(e}),
..» 0a(p)(ey) di E, rispetto al prodotto scalare g, = glE, .

1.10. G-strutture su una varieta differenziabile

Definizione 1.10.1. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Se G € un
sottogruppo di Lie del gruppo lineare GL(m, R) chiamiamo G-struttura su M una
G-struttura sul suo fibrato tangente.
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Osservazione 1.10.2. Il concetto di G-struttura ci permette di considerare in modo
concettualmente unitario diverse geometrie su M. Ad esempio:

un’orientazione su M & equivalente ad una GL* (m, R)-struttura;

una misura di Radon di classe € equivale ad una SL(m, R)-struttura;

una metrica Riemanniana corrisponde a una Q(m)-struttura;

una struttura quasi-compessa ¢ una GL,(C)-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-Hermitiana ¢ una U(n)-struttura (m = 2n pari);

una struttura quasi-simplettica & una Sp(n, R)-struttura (m = 2n pari

una 1-struttura si dice un parallelismo completo.

Esempio 1.10.3. La fibrazione canonica SO(n + 1) — S ¢ una SO(n)-riduzione
del fibrato dei sistemi di riferimento di S” e quindi una SO(n)-struttura su S”.

La fibrazione canonica SO(n + 1) — RP" ¢ una O(n)-riduzione del fibrato dei
sistemi di riferimento di RP” e quindi una struttura Riemanniana su RP”".

La fibrazione canonica SU(n + 1) — CP" € una U(n)-riduzione del fibrato dei
sistemi di riferimento su CP" e quindi una struttura quasi-Hermitiana su CP".

1.11. Rappresentazioni lineari e fibrati vettoriali

Proposizione st generalizza al caso di fibrati principali generali e di rappre-
sentazioni lineari del loro gruppo strutturale.

1.11.1. FE'brat_ilx_qt_Qriali associati a rappresentazioni. La costruzione della

Sia§ = (P 5 M) un fibrato principale su M, con gruppo strutturale G.
Fissata una rappresentazione lineare di dimensione finita p : G — GLg(V),
definiamo su P X V una relazione di equivalenza ponendo

(1.11.1) (o,v) ~(0-a, p(a_l)(v)) YoeP,VYveV, YaegG.

Proposizione 1.11.1. [/ quoziente Ey = (P X V)/. e lo spazio totale di un fibrato

vettoriale Sy = (Ey LN M) con fibra tipica V. La proiezione nel quoziente
@ : P XV — Ey definisce un morfismo di fibrati vettoriali che rende commutativo
il diagramma -

PxV —— Ey

(1.11.2) prPl l”v
P 5 M

Definizione 1.11.2. &, = (Ey v, M) ¢ il fibrato vettoriale associato a £ e alla
rappresentazione lineare (p, V) del suo gruppo strutturale.

Notazione 1.11.3. Se 0 € P e v € V, indicheremo con ov il vettore @w(o,v) € Ey

ed analogamente, se @ = @w(o, v), scriveremo v = o la.

Riassumiamo questa costruzione nell’enunciato:

4 Ricordiamo che Sp(n,R) = {a € SL(2n,R) |aQa = Q} per una matrice antisimmetrica (2n) X
(2n) non degenere Q.
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Proposizione 1.11.4. Sia € un fibrato principale sulla varieta differenziabile M,
con gruppo strutturale G. Ad ogni rappresentazione lineare p di G su uno spazio
vetto&ia_lEVf'ﬁmlm associato un fibrato vettoriale Ey su M, con fibra tipica V, tale

che sia un diagramma commutativo di morfismi di fibrati vettoriali. O

Definizione 1.11.5. Chiamiamo le sezioni differenziabili del fibrato vettoriale &y
quantita di tipo (p, V).

Una sezione s € I'(M, Ey) del fibrato Ey si rialza alla funzione § € €*(P,V),
definita da

(1.11.3) 5(0) = oL s(n (o).
Definizione 1.11.6. Chiamiamo la § il sollevamento su P della sezione s.

Proposizione 1.11.7. Condizione necessaria e sufficiente affinché una f € € (P, V)
sia il sollevamento di una sezione di Ey é che risulti

(1.11.4) f(oa) = p(a_l)f(O'), Yo € P, Ya € G.
;1110
DmmosTrAZIONE. La tesi & conseguenza immediata della (ﬂ%‘ Infatti
(oa)f(ca) = @(0, pla)pla ") f(0) = w(o, f(0) = Tf (o).

Quindi il valore di o f(0) dipende solo da n(0) e possiamo percio definire una
sezione differenziabile s di Ey ponendo s(x(0)) = o f(0) per ogni o € P. O

Notazione 1.11.8. Indichiamo con &,(P, V) lo spazio delle f € €(P,V) che
soddisfano la

; 1
Proposizione 1.11.9. La d%‘ stabilisce un isomorfismo lineare s < § tra
[(M,Ey) ed &(P,V). o

Esempio 1.11.10. Sia F(M) = (F(M) Z M) il fibrato dei sistemi di riferimento di
una varieta differenziabile M.

Il fibrato associato alla rappresentazione canonica di GL(m,R) su R ¢ il
fibrato tangente TM — M.

11 fibrato associato alla rappresentazione duale

GLm,R)3a — 'a” ' € GLg(R™)
¢ il fibrato cotangente T*M — M.
I fibrati tensoriali 7Y M sono associati alle rappresentazioni tensoriali :
P@A(VI® @V, W ® @ W)

—av)®---®a(v,)®a  (w)®--- @4 (w,)

Vi,V Wi, Wy € R

Osservazione 1.11.11. La Proposizione %ﬁ%épermette di associare ad ogni se-
zione differenziabile del fibrato Ey una funzione a valori in V. Come abbiamo visto,
alle funzioni definite su una varieta differenziabile e a valori in uno spazio vettoria-
le si possono applicare le diverse operazioni del calcolo differenziale. Ad esempio,
possiamo calcolarne il differenziale e le derivate rispetto a campi di vettori.
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1.11.2. Forme tensoriali e pseudotensoriali. Sia § = (P N M) un fibrato
principale con gruppo strutturale G e p : G — GLg(V) una sua rappresentazione
lineare reale di dimensione finita.

Definizione 1.11.12. Una g-forma alternata ¢ € Q4(P, V) si dice pseudotensoriale
di tipo (p, V) se soddisfa

(1.11.5) Ri¢p=pa') ¢ VYaeG.

La ¢ si dice tensoriale se € anche orizzontale, cioe se ¢ pseudotensoriale ed inoltre

(1.11.6) #(X1,...,Xy) =0 quando almeno uno degli X; sia verticale.
Indichiamo con QZ(P, V) lo spazio delle g-forme pseudotensoriali di tipo (p, V)

e con QZ’O(P, V) il sottospazio delle g-forme tensoriali di tipo (p, V).

Esempio 1.11.13. Su F(M) la forma canoniccﬁ

(1.11.7) 0 = o 'dr € Q' (F(M),R™).

¢ una 1-forma tensoriale per la rappresentazione canonica di GL(m, R).

Se E ¢ un sottofibrato di F(M), con gruppo strutturale G ¢ GL(m, R), 1a restri-
zione di 6 a P ¢ ancora una 1-forma tensoriale per la rappresentazione naturale di
G suR™.

La definizione del prodotto esterno di forme si estende al caso di forme pseu-
dotensoriali nel caso in cui una di esse sia di tipo (Ad, g).

Definizione 1.11.14. Se (p, V) ¢ una rappresentazione lineare di G, il prodotto
esternodi ¢ € Q) (P,g) ey € QS(P, V)¢ laforma ¢ A, € Qg”(P, V) definita da

(1.11.8)

b Ap WX, X)) = 3 BPP Xy - Xe D K- X)),
VX1, Xous € X(P),

dove il simbolo Y.’ indica che la somma a secondo membro ¢ fatta su tutte le
permutazioni di k di {1, ..., r+s} con

1<ki<-- <k <r+s ed 1<k <:---<kys<r+s.

Se p ¢ la rappresentazione aggiunta, scriveremo [¢ A ] invece di ¢ Apg ¥ e, se
G c GL(n,R) ed 1 1a rappresentazione canonica su R", scriveremo ¢ A ¢ invece di

dNY.
Abbiamo facilmente

Proposizione 1.11.15. Se ¢ € ), d,O(P’ g), ¥ € QS’O(P, V), allora A,y € QSTOS(P, V).
O

3La 0 si dice anche forma tautologica o di saldatura (in inglese: solder form).
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1.11.3. Forme differenziali a valori in un fibrato vettoriale.

. TE .
Sian = (E — M) un fibrato vettoriale.

Definizione 1.11.16. Lo spazio Q9(M, Ey) delle g-forme differenziali a valori in E
consiste delle g-forme 4 (M)-multilineari alternate di grado ¢

f:X(M)x - x X(M) — T(M, E).

g volte

In particolare, M, E) =T'(M,E). Se n ¢ il fibrato banale M X V —prﬂ—> M,
gli Q9(M, E) coincidono con gli spazi Q9(M, V) delle forme differenziali a valori
inV.

Osservazione 1.11.17. Se f : N — M ¢ un’applicazione differenziabile, il pull-
back f*¢ di ¢ € Q9(M, Ey), ¢ una g-forma a valori in f*E.

1.114. Forme;r tensoriali e forme a valori in un fibrato vettoriale.
Siano & = (P — M) un fibrato principale, (p, V) una rappresentazione lineare

del suo gruppo strutturale G e Ey = (Ey 2 M ) il corrispondente fibrato vettoriale.
Data una forma ¢ € Q9(M, Ey) definiamo
(1.11.9)
b (X1, ... Xy = a'_]¢(7r*X1,g, oo Xy o), YX1,..., X, € X(P), o € P.

~ H 113
Proposizione 1.11.18. Se ¢ € QI(M, Ey), la ¢ definita dalla (ﬂ%ﬁuna q-
forma tensoriale di tipo (p, V). L’applicazione

(1.11.10) Ay : XM,Ey)>¢p — € Qg,o(P’ V)

e un isomorfismo lineare. O
Proposizione 1.11.19. Se U ¢ un aperto di M e oy € I'(U, P), allora

(1.11.11) ou - (TH) = dlu, Vo € QIUU,Ey).

Definizione 1.11.20. La forma ¢y = o-*i,{b € QI(U,V) ¢ il coefficiente di ¢ nella
carta di trivializzazione (U, o).

Se o = {(Uy, 0} & un atlante di trivializzazione di &, possiamo associare a
¢ € Q4(M, Ey) la famiglia

(1.11.12) (P = 05 Blu, € 21U, V).
Definizione 1.11.21. Le {¢,} sono i coefficienti di ¢ nell’atlante <.

Proposizione 1.11.22. Condizione necessaria e sufficiente affinché le {¢, € Q1(U,, V)}

siano i coefficienti di una ¢ € Q4(M, Ey) é che

o = pWap)ds sulUgp Ya,B
oveley,p = 0';10'[; € € (Uap, G) sono le funzioni di transizione dell’atlante <7 .






CAPITOLO 2

Connessioni principali

ch:cp
In questo capitolo indicheremo con & un fibrato principale, con spazio totale P,

base M e gruppo strutturale G.

2.1. La distribuzione verticale
sec:13.1

All’azione di G su P associamo le applicazioni

eq:22.0.1| (2.1.1) {r:G2a —— o-a€P, perognio € P,

eq:22.0.2| (2.1.2) R,: P50 —— o-acP, perogniacgG.
Indicando con L, ed R, le tralsazioni a sinistra e a destra in G, abbiamo
ly oLy = 4{ga,
| O A ) ad(a_l).
Infatti
lo(La(x)) = Ly(ax) = 0 - (ax) = (0a) - x = loa(X),
Ru(£s(x)) = €p(x) - a = oxa = (ca)ad(a™")(x) = €yq 0 ad(a™)(x).
Definizione 2.1.1. Indichiamo con
(2.1.3) V(P) ={X € X(P) | dn(0)(X,) =0, Yo € P}
la distribuzione verticale su P e con
(2.1.4) VP = Uaep{xg | X e ¥(P)} c TP
il corrispondente fibrato verticale.

La V' (P) ¢ totalmente integrabile, in quanto la 7 : P — M definisce una
foliazione globale di ¥'(P). In particolare, &

(2.1.5) [¥(P), ¥(P)] c ¥(P).
Ogni X € g definisce un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di P:
(2.1.6) R > t—Rexp(rx) € € (P, P).

Definizione 2.1.2. 11 suo generatore infinitesimale X* si dice il campo fondamen-
tale associato a X.

Osservazione 2.1.3. Se £ ¢ il fibrato banale G — {po}, allora il campo fondamen-
tale X* coincide con il campo invariante a sinistra X* su G.

29
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Notazione 2.1.4. Indichiamo con A, : g — TP il differenziale nell’identita
dell’applicazione ¢, : G3a — o -a € P.

Lemma 2.1.5. Perogni X € g, ¢ X* € Y(P) ed
2.1.7) X* = (X), Yo eP.

DmMoSTRAZIONE. Le curve integrali + — o-exp(zX) di X* sono verticali e quindi
X* & verticale. Risulta poi

X5 = ilig o expX) = ], Lo(exp(1X) = dLo(e)(X).

Proposizione 2.1.6. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo:
(1) Yo e P, hr=dls(e): 335X — X} € VoP & un isomorfismo lineare.
(2) La Px g 3 (0,X) — X} € VP é un’equivalenza di fibrati vettoriali. In
particolare VP e trivializzabile.
(3) LaA: g3 X — X* € W(P) é un monomorfismo di algebre di Lie.
(4) Vale la formula

(2.1.8) dR,(X*) = [Ad(a™)X]*, VYaeG, VX eg.

(5) La distribuzione Y(P) ¢ il sotto-€*(P)-modulo generato dai campi di
vettori X*, al variare di X in g.

DIMOSTRAZIONE. (% Poiché I’azione di G su P ¢ libera, I’applicazione A, ¢
iniettiva, E anche un isomorfis perché. V. P e g hanno la stessa dimensione.

La (2)y € conseguenza della (). Per (IJJ, A ¢ iniettiva. I campi X* su G ed X* su
P sono {-correlati per ogni o € P. Questo implica che A € agehe un omomorfisme
di algebre di Lie, completando la dimostrazione del punto (3)). La formula %7

si ottiene dalla

Ru(0 - exp(tX)) = o - (exp(tX)a) = o - a - (a~ ' exp(tX)a) = (o - a) - exp(Ad(a~")X),
che dimostra come la traslazione R, gasformi il fl 30 generato da X™* nel flusso
generato da [Ad(a~")X]*. Infine, la & segue dalla ‘% O

;12.2.2
Sia o € P. Per la Proposizione EI i Dﬁ]; per ogni vettore verticale w € VP
vi & un unico elemento X dell’algebra di Lie g di G tale che X = w. Questa
corrispondenza definisce un’applicazione
(2.1.9) w,: VP > g

di classe ¥ ed R-lineare sulle fibre di VP.
Diremo quindi che la w,, € una forma differenziale sulla distribuzione verticale

VP, a valori ne ’a}g}@bra di Lie g.
Per la TTa o, soddisfa

(2.1.10) (R)'w, =ad(@How, VaeG.
Per semplificare le notazioni, sara a volte conveniente scrivere
Xa invece che dR,(X), per XeTP, acgG,

oA invece che A (A), per oc€P Ac€qg,
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aA invece che dL,(A), per acG, AeTG.

2.2. 11 concetto di connessione principale

Definizione 2.2.1. Una connessione principale T su § ¢ il dato di una forma diffe-
renziale w € Q'(P, g) (1a sua forma di Cartan) che soddisfi le:

(1) w(A*)=A perogni A E€g,
) Rio=Ada Ho VYaeG,  cioe
2" O((Ry)«(X)) = Ad(a™)(w(X)) VX € ¥(P).

Per ogni punto o € P, la la composizione

(2.2.1) ToP 3 Xe —2 0(Xy) €6 —s [0(X,)]% € VP

definisce una proiezione di 7, P su V,P.
Il nucleo di questa proiezione ¢ la distribuzione orizzontale

(2.2.2) HP={veTM | w(v) =0}.
Indichiamo con
(2.2.3) H(P)={XeX(P)|X, € VP, Yo € P}
lo spazio dei campi orizzontali, cio¢ delle sezioni € di HM.
La distribuzione orizzontale di una G-connessione affine I" & caratterizzata
dalle proprieta:
(1) T,P=V,P®H,P, YoeP
2" R+ (H,P)=Hy;,P, YoeP,VacgG.

] ] ) o :122.8g1p2.0.1s
Sia HP un sottofibrato vettoriale di TP che verifichi le (IIE ) € iEE ). Indichia-
mo con pry, € pr, le proiezioni sulla componente, ?{i@qlgtalfz e sulla componente

verticale, corrispondenti alla decomposizione (ﬁi
(2.24) TP

pry, Pry
VP HP.
Si verifica immediatamente che la forma o € Q'(P, g), definita da
(2.2.5) o(X) = 0,(pr, (X)), YXeTP
¢ la forma di Cartan di una connessione principale I" su & ed abbiamo quindi leﬂ

Proposizione 2.2.2. La ® «— HP = | cp ker w(0) definisce una corrisponden-
za biunivoca tra le connessioni principali T su § ed i sottofibrati HP di TP che
soddisfano le condizioni (1") e (2). O

ILa definizione della connessione a partire dalla distribuzione orizzontale ¢ dovuta a CHAR-
LEs EHRESMANN: Les connexions infinitésimales dans un espace fibré différentiable, Colloque de
Toplogie, Bruxelles, (1950), pp. 29-55.
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La caratterizzazione di una connessione principale mediante la sua distribuzio-
ne orizzontale ci da facilmente:

Proposizione 2.2.3 (estensione). Sia & = (P’ N M) un sottofibrato principale
di §, con la stessa base M e gruppo strutturale G’ C G. Indichiamo coni1: P’ — P
Uinclusione. Per ogni connessione principale I su &', con forma di Cartan o’, vi
¢ un’unica connessione principale I su &, la cui forma di Cartan o soddisfi

(2.2.6) o =rfom.

DmostrAZIONE. Indichiamo con H’P’ il fibrato orizzontale della connessio-
ne I". Poiché H’P’ ¢ invariante per le traslazioni a destra mediante elementi di
G/, abbiamo Ra]H[TIP = RazHc’,zP se 01,00 € P, aj,ap € Ge oia; = oras.
L applicazione
P’ XG> (0,a)>0-ae P

¢ surgettiva. Per 1’osservazione precedente, possiamo allora definire il fibrato
orizzontale HP della connessione I" ponendo

Hy. P = (Ry).(H,P"), VYoeP,VaegG.

Chiaramente HP & univocamente determinato da H’P’, verifica le condizioni (1)
e (2), e definisce quindi un’unica connessione principale I su &, la cui forma di
Cartan o estende quella di . O

Osservazione 2.2.4. Viceversa, ¢ possibile restringere la connessione principale
I' su € ad una connessione principale I"” sul sottofibrato & se, e soltanto se, la
restrizione a V' P’ della sua forma di Cartan o ¢ a valori nell’algebra di Lie ¢" di
G'.

Teorema 2.2.5 (esistenza). Ogni fibrato principale ammette una connessione prin-
cipale.

DmmosTrAZIONE. Siano & = (P M ) un fibrato principale con gruppo strut-
turale G ed wg € 2'(G, g) la forma di Maurer-Cartan di G. Fissiamo un atlante di
trivializzazione {(U,, 07,)} di € ed indichiamo con

(2.2.7) W, : Uy X G 3 (p,a)—0o(p)-acn(Uy)

le corrispondenti trivializzazioni locali. Per ogni indice a, siapr, g : Us XG = G
la proiezione sul secondo fattore. Allora la w), = ¥,, pr(’;’G wg € Q' (UL, 9) &
la forma di Cartan di una connessione principale su §|y, .

Fissiamo una partizione dell’unita {y,} su M subordinata al ricoprimento {U,}
e definiamo

0= (xa)w, € Q'(Py),

ove le forme (7*y,)w,, si intendono estese con la forma nulla fuori dell’aperto
aY(Uy,). Si verifica facilmente che w & la forma di Cartan di una connessione
principale su &. O
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2.3. Pullback di una connessione principale

Sia & = (P 5 M) un altro fibrato principale, con gruppo strutturale G’,
ed f : PP — P un’applicazione differenziabile che induca un morfismo di fibrati
principalﬂ Allora, se w ¢ la forma di Cartan di una connessione principale I' su
E, la sua immagine inversa ®’ = f*w ¢ la forma di Cartan di una connessione
principale I su &, che si dice il pullback della connessione I'.

In particolare, se N ¢ un’altra varieta differenziabile ed f € €*(N, M), defi-
niamo il pullback f*E = (P; —5 N) ponendo
Py ={(n.0) € NX P | (o) = ),
ny:Pr>3(y,0) — y€eN.
Otteniamo cosi un un fibrato principale su NV, con gruppo strutturale G, per 1’azione
»,0)-a=(y,0-a), VY(,0)€Ps YaeG.
La f si rialza ad un morfismo £ di fibrati G-principali
f P> @y, o) — fy,o)=0€P.

Se w & la forma di Cartan di una connessione principale T su &, allora la f*w €
Q\p ¢, 9) & la forma di Cartan di una connessione principale f*I" su f*E.

2.4. 1l fibrato delle connessioni principali

Sia & = (P M ) un fibrato principale, con gruppo strutturale G. Il differen-

d
ziale della proiezione 7 definisce un fibrato differenziabile T€ = (T P SN TM),la
cui fibra tipica ¢ G X g, ove g & I’algebra di Lie di G. Possiamo associare ad ogni
sezione ¢ di E, definita su un aperto U di M, la trivializzazione locale

Yo :TUXGXg>3 v,a,X) — (do(v)-a+ (ca) Ad(a_l)(X) € TPy (1)

Il differenziale dell’azione a destra di G su P definisce un’azione di G su TP,
che preserva le fibre di TE. Infatti, da & = m o R, otteniamo che dr = dn o dR,, per
ognia € G.

Indichiamo con € il quoziente di TP rispetto a questa azione: due vettori
X,Y € TP definiscono lo stesso elemento di € se ¥ = Xa = dR,(X), per qualche
a € G. Il quoziente € ¢ una varieta differenziabile e il diagramma commutativo

TP ud Ce
TM.

dmg ..
definisce un fibrato vettoriale € —— T'M con fibra tipica g.

ZEsistono ciog una fo € €*(M',M) ed una ¢ € Hom(G’,G) tali che mo f = fyon' ed
foR, =Ryy o f,perogniacG'.
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Una trivializzazione locale (U,, o) di § ci permette di definire una sezione
Y,: TU, xg3(X,A) — do,(X) +A;ﬂ eTP
d
del fibrato TP - T M. Compondendola con la proiezione nel quoziente ottenia-
mo una trivializzazione locale
TUy x5 (X.A) — @ o VYo(X.A) € dn” ' (TU,) = G, -

Componendo con la proiezione sulla base, €z ¢ lo spazio totale di una fibrato
vettoriale su M

p:C — M,
con fibra tipica R” & g. Abbiamﬂ
Teorema 2.4.1. Le connessioni principali su § sono in corrispondenza biunivoca

d
con le sezioniI' : TM — G del fibrato C¢ 5 TM tali che

r

™
R%
M

sia un morfismo di fibrati vettoriali su M.
In questa corrispondenza, la distribuzione orizzontale é caratterizzata da

(2.4.1) HP = @ {(T(TM)).

U3

2.5. Automorfismi di una connessione principale
Sia € un fibrato principale con una connessione I", con forma di Cartan .

Definizione 2.5.1. Un automorfismo di T & un automorfismo (£, f,id) di & che
preserva la connessione.
Abbiamo cioe un diagramma commutativo

7

P— P

dl |7

M — M

in cui f € €*(M, M) & un diffeomorfismo e la f gode delle proprieta:
@) f(o-a)= f(o)-a, YoeP YacG,
(i) ffo = o.

Denotiamo con Aut(I') il gruppo degli automorfismi di I'.

3 Shoshichi Kobayashi: Theory of Connections, Ann. Mat. Pura Appl. 43 (1957), pp.119-194.
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2.6. Forme di Christoffel ed equazioni di gauge

Sia g = (P N M) un fibrato principale con gruppo strutturale G.

Fissiamo su § una connessione principale I', con forma di Cartan w.

Sia oy € T'(U, P) una sezione € di §, definita su un aperto U di M. Indichia-
mo con
(2.6.1) wy = oo = odoy € Q'(U, g).
il pullback su U di w mediante la sezione o .

. . . 21361 .
Definizione 2.6.1. La oy € Q'(U,g), definita dalla (%,_ si dice la forma di
Christoﬁ”e:ﬂ della connessione I nella trivializzazione locale (U, o).

La sezione oy € I'(U, P) definisce la trtivializzazione locale
Yy :UXG>3(p,a) — oy(p)a € Ply.

Identifichiamo in modo canonico T(U X G) con il prodotto cartesiano TU X TG.
Un vettore tangente ad U X G si puo allora descrivere come una coppia (v, A}) con
veTU,A€qg,a€G.

Lemma 2.6.2. E
(2.6.2) Lo = Adla Hoy +a 'da,
ove abbiamo indicato con a”'da la forma di Maurer-Cartan di G.

122.5.b2a
Notiamo che, nella (%_ﬂﬁmo addendo a secondo membro opera sui
vettori di T'U, il secondo su quelli di TG; ¢ cioe

Lo, AL = Adl@ Hoy() +A, YveTU, VAeg, YaeG.
DimvmosTtrAZIONE. Con le notazioni introdotte alla fine di %‘%ﬁ%‘amo
d¥Yy =doy -a+ oy - da.
E poi
w(doy(a) = Ad(a™Ho(doy(v) = Adl@ Hoy), YveTU, YaeG,
w(oy - da(A*)) = ooy A*) = o(A*) = A, YA€ g, YaeG.

;22.5.b2a

Da queste relazioni ricaviamo la O

Sia ora & = {(U,,0,)} un atlante di trivializzazione di E. Poniamo per
semplicita
Wy = 00, @Oy =Y,
per indicare le forme di Christoffel delle trivializzazioni locali dell’atlante e i pull-
back @, della forma di Cartan mediante le trivializzazioni locali

Yy : Uy xG 3 (p,a) — ou(pac€Ply,.

4Elwin Bruno Christoffel (10/11/1829, Montjoie, ora Monschau (villaggio tedesco vicino ad
Aquisgrana e alla frontiera belga) - 15/3/1900 Strasburgo) matematico e fisico tedesco. Ha lavo-
rato su applicazioni conformi, teoria del potenziale, teoria degli invarianti, analisi tensoriale, fisica
matematica, geodesia e onde d’urto. Oltre ai simboli di Christoffel, sono note le applicazioni di
Schwarz-Christoffel, mappe conformi dei poligoni semplici sul semipiano superiore.
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Notazione 2.6.3. Sianoﬂ Vap = cr;laﬂ € € (Uap, G) le funzioni di transizione
dell’atlante .7'. Per ogni coppia di indici a, 8 per cui U, g # 0 indichiamo con

(2.6.3) Oap = Vi 06 = Yy ydWap € €% Uap, 0)

il pullback della forma di Maurer-Cartan wg = a”'da di G mediante la funzione di
transizione ¥, g.

Vale il seguente:

Teorema 2.6.4. Siano o/ = {(Uy, 04)}acr un atlante di trivializzazione di §, con
funzioni di transizione {{ro g = O';IO'ﬁ € €7 (Uap, G)}, edlw, € QY Uy, 0)}aer una
Sfamiglia di forme differenziali, definite sugli aperti U, dell’atlante <7, ed a valori
in g. Allora:

(1) Vi e al pit una connessione principale I su § di cui le {0} siano le forme
di Christoffel di T rispetto alle trivializzazioni locali dell’atlante <f .

(2) Condizione necessaria e sufficiente affinché le {w,} siano le forme di
Christoffel di una connessione principale I su § e che siano verificate le

(2.6.4) Ad((//aﬁ)ma +y, ﬁdtfla B su Uspg (EQUAZIONI DI GAUGE).

329 5.b2a
DmvosTrAZIONE. L'unicita segue dal Lemma%ﬁﬁquanto per %ﬂe—wa

sono determinate dalle w, € a loro volta determinano univocamente le restrizioni
di w agli aperti Ply, .

Per dimostrare la seconda affermazione, bastera verificare che le equazioni di
gauge esprimono una condizione necessaria e sufficiente affinché risulti

(2.6.5) \Pa*(l)a = lPﬂ*(I)ﬁ su Pan,/j

e quindi le {¥ ﬂ)a si rincollino e definiscano una forma di connessione w su P.
Le sono equivalenti a

(2.6.6) (‘{’; oWp)'®dy =@ sulU,pxG.

Indichiamo con (p, b) il punto generico in Ug X G € con (p, a) il punto generico di
U, X G. Allora

W, o Ws(p, b) = (p,oa(p) ' ap(p) b) = (P, Yap(p)b), Vp € Uap, Vae G
e b =y j(p)a = Ypqa. Abbiamo quindi
(P, Wp) s = (P, )" (Ad(D™")wp + b~ db)
= Ad([Ypaal ™ NAAW, p)0a + Wy gdtap) + [Wzhal ™ (dYpala + v da)
= Ad(a Nwy + Ad(@ (Ao pWpa + Yapdbpal +a  da.
Poiché ¥, gpa = e, € [(d¥a p¥p.a +Wapdipq] = 0. Otteniamo cosi I'uguaglian-

za (¥;'Wp)* @ = @,. La dimostrazione & completa. o

SIndichiamo con U,,...o, U'intersezione U,, N--- N U, .
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Osservazione 2.6.5. Identificando 7T (U, X G) al prodotto cartesiano TU, X TG,
possiamo descrivere il pullback su U, X G della distribuzione orizzontale su P
mediante

eq:13613] (26.7)  YiHs,pa = (X, — [0.X)] | X, € T,M), Vpe U, YacG.

2.7. Sollevamento orizzontale di campi di vettori

Sia assegnata una connessione principale I" su &, con forma di Cartan w. Per
ogni o € P I’applicazione

2.7.1) HsP 3 X,—dn(0)(Xy) € TrryM
¢ un isomorfismo lineare. La sua inversa
(2.7.2) by @ Tn(eyM—HsP
ci permette di definire 1’applicazione
(2.7.3) h:X(M)>X—Xe A (P), con X,=hy(Xnc)), Yo €P.

Definizione 2.7.1. Il campo X € X(P) & il sollevamento orizzontale di X € X(M).
Si verifica facilmente che vale il seguente :

Proposizione 2.7.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché X € X(P) sia il
sollevamento orizzontale di X € X(M) é che siano soddisfatte le due condizioni:

eq:cop.i| (i) oX) =0,
eq:cop.ii| (i1) dn(X) = X.

Queste due proprieta implicano che:

eq:cop.iii| (iii) (R)«X)=X VYaeG.
.4
1l sollevamento orizzontale %é un’applicazione R-lineare che soddisfa:
(a) A(fX)=n"(HX, VfeE (M), VX € X(M),
(b) dn([X, YD) = [X, Y], VX, Y € X(M). O

Osservazione 2.7.3. 1l commutatore del sollevamento orizzontale a P di due cam-
pi di vettogl sy pMi ¢ invariante rispetto alle traslazioni a destra, so dasf(:ao ;?iﬁ’é la
proprieta iﬁ’; ), Ma puo non essere orizzontale, non soddisfare cioe la ().

TRY 2.8. Sollevamento orizzontale di cammini e trasporto parallelo
secC: '

Indichiamo con CK;([O, 1], M) I’insieme delle curve di classe €' a tratti in M.

Proposizione 2.8.1 (Sollevamento orizzontale dei cammini). Sianoy € ‘5&([0, 1], M)
e oo € P, con n(og) = y(0). Allora esiste un unico cammino v, € C5&([0, 1], P),
tale che

5’0’0(0) =00,

2.8.1) T oYgo(t) = y(1), VYtel0,1],

d*y, (t
%()EHP, Vi e [0, 1].
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DIMOSTRAZIONE. Possiamo limitarci al caso in cui y € € ([0, 1], M). Poiché il
fibrato £ & localmente banale, esiste senz’altro una curva y* € €1([0, 1], P) tale che

{ypm) = o0,
noyP(t) = s@t), Vtel0,1].
Cerchiamo allora la ¥, nella forma
Yoo &) = YE(®) - a®), con ae€'([0,1],G).
Poiché
@ = 7" (a0 +7" D),

la condizione che ¥, sia orizzontale si pu0 riscrivere mediante

d¥oo(1)
0= 0
(”( dr

) = 0 Ma®) + oy Ba) = o(dRyw (")) + oe(alt))

= Ad(a(®)™") o o) + a(n)~ a().
La a(t) deve essere quindi soluzione dell’equazione

aa’l = oo()'/P).

Drop . pll

Per la Proposizigne, , quest’equazione ammette una ed una sola soluzione, e
) ha una ed una sola soluzione. O

i22.4a.1
Definizione 2.8.2. L’unica soluzione ¥, di (%_si_cﬁce il sollevamento orizzon-
tale di y a partire dal punto o.

Siay € €1([0, 11, M).
Definizione 2.8.3. 1l trasporto parallelo lungo vy, & I’applicazione
(2.8.2) Ty 1 Pyo) 2 0 — Yo (1) € Py).

Vale la seguente:

Proposizione 2.8.4. [l trasporto parallelo gode delle seguenti proprieta:
(1) Perogniy € €1([0, 11, M) la Ty : Pyoy— Py ¢ invertibile ¢

(2.8.3) =1,
Inoltre
(2.8.4) Ty(0-a) = (1y(0))-a, Yo € Pyq), YaeG.
(2) Sey.y1.y2 € 610,11, M) {|y = y1 - 2, allora
(2.8.5) Ty =Ty, OTy,.

®Indichiamo con y~! la curva y~'() = y(1 — #).
v1(21) se 0

v2(2t—1) se %

INIA

TRicordiamo che 1 - y2(t) = {
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2.9. 1l gruppo di olonomia

Notazione 2.9.1. Per ogni punto p € M indichiamo con .Z(p) lo spazio dei laccetti
in p, di classeﬁ %" atratti. Ogni elemento y di .Z(p) definisce un elemento [y] del
gruppo fondamentale 71 (M, p) di M con punto base p. Denotiamo con ZH(p)
I’insieme dei laccetti y con [y] = 0.

Fissata una connessione principale I su § = (P N M), il trasporto parallelo
associa ad ogni laccetto y € .Z'(p) un’applicazione t, della fibra P, in sé

(2.9.1) T, :P,30 — y,(1) € P,
Lemma 2.9.2. Per ogni p € M, l’insieme
(29.2) O(p) = {1y |y € Z(p)}

dei trasporti paralleli corrispondenti a laccetti di classe €' a tratti in p & un
gruppo di permutazioni di P .

L’insieme
(2.9.3) Do(p) = {1y | y € ZLo(p)}
dei trasporti paralleli corrispondenti a laccetti di £ (p) omotopi al laccetto co-
stante é un sottogruppo normale di ®(p). O

Definizione 2.9.3. Chiamiamo ®(p) gruppo di olonomia ed il suo sottogruppo
normale @y (p) gruppo di olonomia ristretto della connessione I" in p.

Ad ogni o € Pj, associamo un monomorfismo del gruppo di olonomia nel
gruppo strutturale mediante:

(2.9.4) pr: ®(p)31, — a=0"'o1,(0)€G.

Definizione 2.9.4. 1 sottogruppi ®(0) = p(P(p)) di G e Op(0) = ps(Po(p)) si
dicono rispettivamente gruppo di olonomia e di olonomia ristretta dil' in o € P.

Proposizione 2.9.5. Il gruppo di olonomia ristretta ®y(c) é un sottogruppo nor-
male del gruppo di olonomia ®(o). O

T3]
~

Osservazione 2.9.6. Consideriamo in P la relazione di equivalenza che identi-
fica due elementi 07,0 € P se ¢ possibile trovare una curva orizzontale, di classe
%" a tratti, con punto iniziale 0| e punto finale o5. Allora

(2.9.5) O(o)={aeG|lo-a~ o}
Proposizione 2.9.7. (1) Sepe M, o € Py, acG,allora
(2.9.6) O(oa) = adl@a)D(0)), Do(oa) = ad(a™ ) (Dy(0)).

8possiamo definire i gruppi di olonomia utilizzando laccetti di classe €* a tratti, per k > 1. Un
teorema di Nomizu e Ozeki [On the degree of differentiability of curves used in the definition of the
holonomy group, Bull. Amer. Math. Soc. 68 (1962), 74-75] ci dice che diversi gradi di regolarita
(1 < k < o0) danno gli stessi gruppi di olonomia.
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(2) Se 0g,01 € P possono essere congiunti con una curva orizzontale di
classe €' a tratti, allora

(2.9.7) O(o1) = D(00),  Do(o1) = Po(070).

(3) In particolare, se M ¢ connesso, allora tutti i gruppi di olonomia ®(o),
al variare di o in P, sono coniugati tra loro come sottogruppi di G.

DimosTtrAZIONE. (1) E Yoa = Yoa € quindi

(@) Foa(1) = a” o7 F(Da = ad@™ )0 T (1)),

da cui segue la (%1.6_6

(2) Sia § una curva orizzontale di classe €' a tratti che congiunga o a o7 ed
s = mo §la sua proiezione su M. Per ogni a € ®(og), possiamo trovare un laccetto
v € ZL(n(oyp)) tale che ¥4,(1) = opa. La curva 3a & una curva orizzontale di
estremi oga e oja. Quindi la curva (3a) -, - 57! & una curva orizzontale che rialza
il laccetto s -y - 57! € L(n(o1)) e che congiunge o1 a oja. Questo dimostra che
a € ®(o1). Quindi (o) € P(o1). Ripetendo lo stesso ragionamento possiamo
dimostrare anche I’inlcusione opposta. Per completare la dimostrazione del punto
(2), basta osservare che s -y - s~ € Zy(n(01)) se y € ZLy(n(0p)).

La (3) ¢ conseguenza immediata della (2) e della (1). O

ValdJil :

. n o
Teorema 2.9.8. Sia §& = (P — M) un fibrato principale con gruppo strutturale G,
con base connessa, su cui abbiamo fissato una connessione principale I'. Sia o
un punto di P. Allora:

(a) Dg(og) e un sottogruppo di Lie connesso di G.

(b) Dg(og) e un sottogruppo normale di O(oy) ed il quoziente O(oy)/DPo(o)
e al pitt numerabile.

(¢) In particolare, ®(c) ¢ un sottogruppo di Lie di G, e ®y(op) e la sua
componente connessa dell’identita.

DimosTrRAZIONE. Siay € Zp(p) un laccetto omotopo all’identita. Se F : [0, 1]x
[0,1] — M & un’omotopia di laccetti di classe € a tratti di y con il laccetto
costante, allora [0,1] > 1 — o) lrpl (0¢) € un cammino continuo in ®y(o) che
congiunge o, ! 7,(0) con I'identita. Per il teorema di Freudenthal citato nella nota,
ne segue che @g(0) ¢ un sottogruppo di Lie di G.

La seconda affermazione segue dal fatto che ®((o7) € un sottogruppo normale
ed abbiamo un omomorfismo surgettivo

(M) — D(o)/Po(00).

Poiché M ¢ connesso e paracompatto, il suo gruppo fondamentale ¢ al pilt nume-
rabile e da questa osservazione ricaviamo la tesi. O

9 Per la dimostrazione di questo risultato, ¢ utile utilizzare il seguente teorema di Freudenthal
[Die Topologie der Lieschen Gruppen als algebraisches Phinomen I Ann. of Math. 42 (1941) 1051-
1074]: Un sottogruppo H connesso per archi di un gruppo di Lie G, in cui ogni coppia di punti si
possa congiungere con un arco di classe €' a tratti, & un sottogruppo di Lie di G.
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113244 L
Dal Teorema segue subito il

Teorema 2.9.9 (di riduzione). Sia & = (P Sm ) un fibrato principale con gruppo

strutturale G, e supponiamo M connesso e paracompatto. Sia I una connessione
principale su €. Fissiamo o € P e sia P(o) l'insieme dei punti di P che possono
essere congiunti a o da un cammino orizzontale. Allora:
(i) &, = (P(oo) N M) ¢ un sottofibrato principale di E, con gruppo
strutturale ® (o).
(ii) La connessione I su & si riduce ad una connessione I’ su &,.

Definizione 2.9.10. Chiamiamo &, il fibrato d’olonomia per ov.






CAPITOLO 3

Differenziazione covariante e curvatura

3.1. Differenziale di forme tensoriali e pseudotensoriali

Sia g = (P N M) un fibrato principale, con gruppo strutturale G. Nel seguito

di questo paragrafo penseremo fissata una connessione princigale FI %lh% ed una ra[ﬂ - fp

presentazione lineare (p, V) del suo gruppo strutturale. Nel el Capitoloffi—
abbiamo definito le forme tensoriali e pseudotensoriali associate a (p, V).

Osservazione 3.1.1. La forma di Cartan o di I" ¢ un esempio di forma pseudoten-
soriale di tipo (Ad, g), che non ¢ tensoriale se g # 0.
Definizione 3.1.2. 1l differenziale esterno covariante D¢ € QZBI (P, V) di una g-
forma pseudotensoriale ¢ € Qg (P, V), & definito da:
(311) D¢(XO’ Xla ey Xq) = d¢(prh(X0)7 prh(Xl), ey prh(Xq))

VXo, X1, ... ,Xq € 3€(P)
Teorema 3.1.3. Sia ¢ € Qg(P, V) una q-forma pseudotensoriale di tipo (p, V).
Allora:

(a) ¢ o pry, e una g-forma tensoriale di tipo (p, V),
(b) d¢ e una (q + 1)-forma pseudotensoriale di tipo (p, V);
(c) D¢ = (d¢) o pry, e una (q + 1)-forma tensoriale di tipo (p, V). O

Alla rappresentazione lineare (p, V) del gruppo di Lie G corrisponde una rap-
presentazione (p., V) della sua algebra di Lie g, definita da

(3.1.2) p.(A = dp(A)v) = () _,p(e™) v, VAeg VveV.

Lap. : g — glg(V) ¢ una rappresentazione lineare dell’algebra di Lie g: ¢ ciog
lineare e soddisfa

(3.1.3) p+([A, B]) = [p.(4),p.(B)l, VA,B€g.

; 6.3

Notazione 3.1.4. Ricordiamo la notazione introdotta nella Deﬁnizione%_

Data una forma pseudotensoriale ¢ € QZ(P, V), di tipo (p, V), indichiamo con
WAy P E Q4*1(P, V) la forma

q
G14) (@ Ay )Xo X = D (D) [P @Xi)] (K. K- X)),

h=0
Vale il seguente :

43
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Lemma 3.1.5. Se ¢ € Qg o(P, V) e una r-forma tensoriale di tipo (p, V), allora

(3.1.9) D¢ =dp +w Ay .
DimosTrAZIONE. Basta verificare che
(*) D¢(Xo, ..., Xy) = dp(Xo, ..., Xy) + (0 Ap )Xo, ..., Xy)
quando X, ..., X, siano o campi verticali fondamentali associati ad elementi del-

I’algebra di Lie g, oppure sollevamenti orizzontali di campi di vettori su M. La
formula ¢ banalmente vera quando gli X; siano tutti orizzontali ed anche quando
almeno due di essi siano campi fo danﬁ%ah corrispondenti cioe ad elementi di g.

Bastera dunque dlmostrare la (5 aso incui Xo =A*conA eged X; = Z
con Z; € X(M), per 1 < i < g, siano sollevamenti orizzontali. Ricordiamo la
relazione fondamentale tra il differenziale e la derivata di Lie:

Lx,¢ = Xold¢ + d(Xol¢).
Da essa ricaviamo che
(Las@)(X1,..., Xy) = dp(A*, Xy, ..., Xp) + d(A* | §)( X1, . .., Xp)
=d¢(A*, X1,...,Xp)

perché A*] ¢ = 0 in quanto ¢ ¢ tensoriale. Il campo A* ¢ il generatore infinitesi-
male di 7 — Rexp(4). Abbiamo percio

. AR @] .
(Lard) Q1. 2,) = +A) Z1v. .. 7))
t=0
_ dp(exp(d_tA)) ¢ (Zl . Zq)
t =0

= —dp(e)A)P(Z1,.... Zy) = —(w Ag D)A*, Z1,..., Zy)
e quindi

eq: 1389'd¢(A*,Zl, e ,Zq) + (0w Ap HA*, 7, ... Z,) = 0.
La H ¢ verificata, perché
DYA*,Z4,..., 2 = (A*ID¢)Zr, ..., Z4) = O,

in quanto D¢ ¢ tensoriale. O

3.2. Differenziazione covariante di sezioni di fibrati vettoriali

Indichiamo con Ey il fibrato vettoriale associato ad una rappresentazione li-
neare (p, V) del £ruppo s qt}grale G di €. Utilizzando I’isomorfismo Ay descritto
nella Proposizione% € il differenziale esterno covariante, possiamo dare la
seguente definizione.

Definizione 3.2.1. La differenziazione covariante d° (o connessione lineare) su
Ey, associata alla connessione principale I" su &, ¢ I’applicazione lineare

A oDoA
(3.2.1) 4 . UM, Ey) -5 0"\ (M, Ey), ¢ >0.
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Abbiamo quindi un diagramma commutativo:

dV
Q' (M, Ey) —— Q*\(M, Ey)

Avl lAv

D
Q& G(PV) —— QE(RV).
prop:14.8.3| Proposizione 3.2.2. Valgono le formule:
dV(fs)=s@df + fd's Vfe €M), Vs e T (M, Ey),
dV(s®B)=s®dB+d's®B VseTl(MEy), VBe Q' (M). O

def:13a33| Definizione 3.2.3. Se X € X(M) ed s € [(M, Ey), la sezione d" s(X) € (M, Ey) si
indica con Vys e si dice derivata covariante di s rispetto ad X.

Siano s € (M, Ey), ed § =€ €*(P, V) il suo sollevamento (5(c") = o=~ ! s(n(0))).
Abbiamo allora

eq:14.8.6| (3.2.2) Vys= X35, VseDl(M,Ey), ¥X € X(M).

Osservazione 3.2.4. Gli elementi di Q9(M, Ey) sono sezioni di un fibrato vettoriale
su M, ma questo non &, in generale, associato ad una rappresentazione lineare di G.
Di una forma di grado positivo possiamo quindi definire il differenziale, ma non la
derivata covariante rispetto ad un campo di vettori.

Lemma 3.2.5. Sia p un punto di M. Abbiamo:

(3.2.3) suppd’ ¢ C suppp, V¢ € Q' (M, Ey),
3.2.4) d¥¢1(p) = d ¢o(p) se 1 = ¢ in un intorno di p,
(3.2.5) supp Vxs Csupp X Nsupps, VX € X(M), Vs e I'(M, Ey),
(3.26) {Vf]Xl +hX,S = flVX(lx,s + ~Vx,s,

Yfi, € €M), ¥X1,X, € X(M), Vs e (M, Ey),
(3.2.7) Vx(fs)=Xf)s+ fVxs, Yfe€ M), VYse (M, Ey),
(3.2.8) Vx(s1 + 52) = Vxs1 + Vxso, VX € X(M), Vs1,s0 € (M, Ey),
3.2.9) Vxs(p) = Vys(p) seX,=Y, Vsel(M,Ey).

In particolare, se U € un apertodi M e ¢ € Q4(U, Ey), X € X(U), s e ['(U, Ey),
v eT,M, p € U, possiamo definire senza ambiguita dV¢ € QI*Y(U,Ey), Vys €
I'(U,Ey), V,s € EV,,-

3.3. Espressione locale del differenziale covariante

Possiamo utilizzare le forme di Christoftel relative ad un atlante di trivializza-
zione di § per ricavare espressioni esplicite del differenziale covariante.

Sia &/ = {(U,, 0y) | @ € I} un atlante di trivializzazione di &. Data la forma di
Cartan o di una connessione principale su &, abbiamo posto

Wy = 0,0 € .QI(UQ, g), (FORME DI CHRISTOFFEL),



eq:cop.6.1

eq:14.9.6

eq:14.9.4
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Oup = W, 500G = Uy pdibag € Q' (Ua N Up, g).

11 pullback su U, x G della connessione su & per mezzo della trivializzazione ha
forma di Cartan &, = Ad(a™!) o Wy + a~'da. Quindi il sollevamento orizzontale
X ad U, x G di un campo X € X(U,) ¢ definito deﬂ

(3.3.1) X% = X — (Ad(a Hw(X))".

Fissiamo una rappresentazione lineare (p, V) di G e scriviamo per semplicita E
invece di Ey per indicare lo spazio totale di Ey. Ad una s € I'(M, E) associamo le
funzioni s, = o-;ls € €*°(U,, V). Esse sirialzano a funzioni §, € €U, xG, V),
definite da

Sa(p,@) = p(a)salp), Yp € Uy, YaeG.
Se A € g, abbiamo

d
“Sa(p,a) = (E) ple a5, (p) = —p(a™Hp.(Ad(@)(A))sa(p).
=0

Otteniamo percio

(332 X3 =p@ (X - [Ad(a™Hwa(X)])3e = p(@) ™ (Xs + pu(0q(X))s).
Definizione 3.3.1. Le forme

(3.3.3) Ya = Ps © 0g € Q' (Ua, lr(V))

si dicono le forme di Christoffel della differenziazione covariante V di Ey, nell’a-
tlante di trivializzazione {(U,, o) | « € I}.

Abbiamo dimostrato la seguente :

Proposizione 3.3.2. L q’@ﬁerenziazione covariante si esprime, per mezzo delle
forme di Christoffel (3.3.3), mediante

(3.3.4) d"(Tof) = 00 df +Ya(f), VfEEC Uy V).

Piu in generale, ogni ¢ € Q4(M, E) puo essere descritta da una famiglia di
forme differenziali {¢, € Q9(U,, V)}, caratterizzate da

¢ =040, sul,.
Definiamo y, A ¢, € Q71 (U,, V) ponendo, per ogni Xy, . .., X, € ¥(U,),
q . —_
(35) Yo AGuKo.. XD = ) CDYalX)GaXor. o Ko X)),
Possiamo associare ad una y € Q9(U,, V) la o € Q9(U,, Ey) definita da

(33.6) (Ca)(Xis...,Xy) = To(p) - (X1, .., X,) € Ev,, ¥X1,... X1 € ¥(Uy).

. :14.8.3
Per la Proposizione %ﬂﬁamo la formula:

(3.3.7) d¥¢ =0y - ([dpoy + Yo A da) su U,.

lCome in precedenza, abbiamo identificato 7 (U, X G) con il prodotto Cartesiano (T'U,) X (T G),
ed indicato con B* il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente a B € g.
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3.4. Forma di curvatura ed equazioni di struttura

Sia§ = (P N M) un fibrato principale con gruppo strutturale G, su cui sia
stata fissata una connessione principale con forma di Cartan w. Indichiamo con g
I’algebra di Lie di G. Ricordiamo che w ¢ pseudotensoriale di tipo (Ad, g).

Definizione 3.4.1. La forma di curvatura di T ¢ la 2-forma tensoriale di tipo
(Ad, 9):

(3.4.1) Q = Do € Q34,(P.a).

Ricordiamo che il fatto che Q sia una 2-forma tensoriale di tipo (Ad, g) signi-
fica che valgono le:

() RQ=AdaHoQ VYaeG
(b) Q(X,Y)=0 se X oppure Y ¢ verticale.
Teorema 3.4.2. La forma di curvatura soddisfa l’equazione di struttumﬂ
(3.4.2) Q=do+ 3w A o].
DimosTrAZIONE. Basta dimostrare che
() Q(X,Y) = (do + 3[o A 0]) (X, Y)

quando X,Y € X(P) siano o fondamentali, o sollevamenti orizzontali di campi
suM.

Distinguiamo i diversi casi.

Se X = A*, Y = B*, con A,B € g, sono entrambi fondamentali, allora
Q(X,Y) =0c¢ela (%) siriduce a

dw(A*,B*) = A*(B) - B*(A) - w([A*,B*]) = —[A,B] = —%[oo A ©](A*, BY).

Siano ora X = A*,conA € g,ed Y = Z, con Z € X(M). Ancora, Q(X,Y) =
Q(A*,Z) = 0. Poiché ora anche

[w A ©](A*,Z) =0,
in quanto w(Z) = 0, la (*) si riduce a
do(A*,Z) = A*(0) — Z(A) — o([A*, Z]) = —o([A*,Z]) = 0.

Infatti, [A*,Z] = La«(Z) = 0 per~ché Ze iflvariante rispetto all’azione di G su P.

Inﬁnei, ni:l caso in cui ){ :~Z1, Y = Z~2, con 71,7, € X(M), la () si riduce ad
[ A w](Z1,2) =0,e D(Zy,2,) = dw(Zy, Z,). O
Osservazione 3.4.3. In particolare, abbiamo
(3.4.3) U2, 2) = —o([Z1,22)), VZi,Zp € X(M).
Il tensore di curvatura misura quindi la non integrabilita formale della distribuzione

orizzontale.

. . i¢cop.3.5 . . . .
ZNon possiamo utilizzare la (Ejlé) per il calcolo del differenziale esterno covariante di w,
perché m ¢ pseudotensoriale, ma non tensoriale.
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Teorema 3.4.4 (identita di Bianchi). La forma di curvatura Q soddisfa I'identita
differenziale di Bianchi

(3.4.4) DQ = 0.

DimosTrAZIONE. Pojché Q € Qi 1.0(P> 9) € una 2-forma tensoriale di tipo (g, Ad),
abbiamo per il Lemma € per I’equazione di struttura :

DQ =dQ+ [0 A Q]
= d(do + [0 A o]) + [0 A Q]

I ([do A 0] = [0 Adw]) + [0 A do] + 2o Ao A o]]

;oA oAl =0,

perché una 3-forma tensoriale che si annulli sui vettori orizzontali ¢ nulla. O

3.5. Connessioni piatte

In questo paragrafo consideriamo il caso di connessioni principali con forma
di curvatura nulla.

Definizione 3.5.1. Sia§ = (M x G 5 M) il fibrato banalee ng : M X G —» G
Denotiamo con la proiezione sulla seconda coordinata. Il pullback w = 7, w¢ della
forma di Maurer-Cartan su G ¢ la forma di Cartan di una connessione principale
su &, che si dice la connessione canonica.

Definizione 3.5.2. Chiamiamo piatta una connessione principale localmente iso-
morfa alla connessione canonica.

Teorema 3.5.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché una connessione prin-
cipale sia piatta é che la sua forma di curvatura sia identicamente nulla.

DimosTtrAzIONE. Infatti, la forma di curvatura ¢ nulla se e soltanto se la distri-
buzione orizzontale ¢ formalmente e quindi completamente integrabile. O

Teorema 3.5.4. Se la sua base M e semplicemente connessa, ilfibrato principale
E ammette una connessione principale piatta se e soltanto se é isomorfo al fibrato
banale, ed una connessione piatta su g é isomorfa alla connessione canonica.

Osservazione 3.5.5. In generale, se & ammette una connessione principale, le fo-
glie complete della sua distribuzione orizzontale sono tra loro diffeomorfe e sono
dei rivestimenti della base M.

3.6. La famiglia delle connessioni principali

Se w ed @’ sono le forme di Cartan di due connessioni principali su E, la
differenza 1 = o’ — w € una uno-forma tensoriale di tipo (Ad, g) e quindi definisce
una forma ¢ € Q'(M, V). Abbiamo quindi

Proposizione 3.6.1. Lo spazio delle connessioni principali su & é uno spazio affine
con spagzio vettoriale associato 2aq,0(P) = Q\(M, Vo).
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Osservazione 3.6.2. Utilizziamo le notazioni introdotte nei paragrafi precedenti.
La forma di Christoftel w, = o7, si puo interpretare come I’elemento di Q'(m, Vs)
che corrisponde alla differenza tra W, w e la connessione canonica su U, X G.

3.7. Rappresentazione aggiunta e tensore di curvatura

Indichiamo con §; = (E, N M) il fibrato vettoriale corrispondente alla rap-
presentazione iu] '8G. L’isomorfismo A '21%)*(M, Eg) — Q) d,O(P’ g) del-
la Proposizion € la Proposizione ci permettono di introdurre la
seguent

Definizione 3.7.1. Se ¢ € Q" (M, E,) e ¢y € Q°(M, Ey), per una rappresentazione
lineare (p, V) di G, definiamo ¢ A, ¢ come la forma in Q"**(M, Ey) tale che

(3.7.1) Av(p Ao ) = Ng(@) Ap Av(Y).
Nel caso in cui ¢, ¥ € Q*(M, E,), useremo la notazione
[¢ Ay] perindicare ¢ Aaq V.

Definizione 3.7.2. Se ¢ € Q’(M,Ey) ed @ € Q9(M), indichiamo con ¥ A «
I’elemento di QP*4(M, Ey) definito da

(372) WADX ... Xpsg) = Y (=D eR)aXiyyy - Xy W K- X)),

per ogni Xi,..., X4 € X(M), ove la somma ¢ estesa a tutte le permutazioni k di
{1,....,p+qlconk; <---<kpekp <+ <kpyq.

Osservazione 3.7.3. Se ¢ € QP(M, E,), y € Q1'(M, Ey) ed o € Q9 (M), allora

(3.7.3) PN (WA@) = (N W) Aa.
Lemma 3.7.4. Ogni elemento di QP (M, Ey) si puo scrivere come una somma lo-

calmente finita di forme s - a con s € I'(M, Ey), a € QP(M). O

leg . :13231 . .
Le formule il Lemma%mranno utili per semplificare,
pil avanti, il calcolo di alcune espressioni.

La forma di curvatura Q di una connessione principale I' su § & di tipo ten-
soriale per la rappresentazione aggiunta di G. Essa determina quindi un elemento
R e Q*(M, E,) tale che

(3.7.4) R(X,,Y,) = 0QXs, Yy), VXY €X(M), VYp €M, Yo € P,

;13148
Definizione 3.7.5. 1l tensore alternato R € Q*(M, E,) definito dalla (%_sf dice
tensore di curvatura della connessione principale I su .

Teorema 3.7.6. Siano {w,} le forme di Christoffel di I in un atlante di trivializza-
zione o = {(Uy,04) | @ € I} di E. Allora

(3.7.5) Rly, = 0o - (dwg + 3wy A 0g]), Va €l

3 .. . 6 - 3
cf. la Definizione
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.. 112139
DimosTrAZIONE. Per la Proposmone%ﬁblamo

1 1
Rly, =04 0,2 =04 0o(do + 5[0 A 0]) = 0 * (dwe + 5[0q A We]).
|

Teorema 3.7.7. Sia (p,V) una rappresentazione lineare di G. Allora, per ogni
¢ € Q1(M, Evy) abbiamo
(3.7.6) @)Yp=d"d"¢=RA,¢.
DivmostrAZIONE. Se s € I'(M, Ey) ed @ € 29(M), abbiamo:

d¥d¥(sa) = AV (@ s)Aa)+sda) = (dVd¥ s)Aa—d" shnda+d" snda = (d°d" s)Aa.

. . 13231, C
Utilizzando il Lemma%stsmmo limitarci quindi a dimostrare la formula nel
casoincui ¢ = s € Q%(M, Ey) = I'(M, Ey). Abbiamo

D*5=D(d5+ 0 Ay 3) =do Ay §—® A d5+® Ay (d5+ 0 A, 3)
=dm Np 5+ w0 Ap (0 Ap 3).
;14.t.3

Per completare la dimostrazione della %—mfﬁciente osservare che D?§ & una

due-forma tensoriale di tipo (p, V) e che I'uguaglianza D*§ = Q A § € verificata su
ogni coppia di campi di vettori orizzontali. O

Corollario 3.7.8. Se s € I'(M, Ev), abbiamo
(3.7.7) R(X,Y) Np § = VxVys —VyVyxs — V[X’Y]S,
VX,Y € X(M), Vs e (M, Ey).

DimMOsTRAZIONE. Siano X, Y € X(M), s € I'(M, Ey). Posto ¢ = d" s, abbiamo
#(Z) = Z5 = V s per ogni Z € ¥(M) e quindi:

d@(X, V) = X(V) - Y$(X) - (X, V) = (XY - VX - [X, VD3,
=0 (VxVys — VyVyxs — Vixy)s) o .
114.10.2 14.t.7
Per il teorema %ﬁﬂﬁi‘amo la (ﬁ_ O
3.8. Trasporto parallelo di vettori

. i o X :14.14 1cp
11 sollevamento orizzontale di cammini descritto nel el Capitolo[2[ci per-

mettere di definire il trasporto parallelo lungo i cammini in M di vettori dei fibrati
vettoriali associati alle rappresentazioni lineari del suo gruppo strutturale.

Sia y € ‘5&([0, 1,M) e ¥y, € ‘5&([0, 1], P) il suo sollevamento orizzontale
a partire dal punto o9 € Py(). Se (p,V) ¢ una rappresentazione lineare di G e
vg € Ey(), allora vy = o) woeVe Yoo (®)vo € un sollevamento differenziabile di
v ad un cammino in CK;([O, 1], Ey), con punto iniziale vyg.

Se o7, ¢ un altro punto di Py (), ¢ 0, = ooa per un elemento a € G ed il

sollevamento orizzontale di y con punto iniziale 0'6 e )“/(,6(t) = Yo, (1) - a. Poiché
-1 -1 15,1 -1
vy =0 vy =(0oa) vg = pla oy vo = pla )vo,

otteniamo )7(,-6(t)v6 = Yoo (1) - avly = Yo, (V0.
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La curva %,,(f) = ¥4,(f)vo in Ey ¢ quindi indipendente dalla scelta del punto
iniziale o in Py ).

Definizione 3.8.1. La curva ¥, = o, (Do 'vo € €, ([0, 11, Ey) si dice il trasporto
parallelo di vy lungo la curva .

Possiamo considerare una curva v € €1([0, 1], Ey) come un campo di vettori
lungo il cammino y € €'([0, 1], M) definito dalla sua proiezione y(¢) = my(»(1)).
Se Yo, € €1([0, 11, P) & il sollevamento orizzontale di y di punto iniziale oy € Py ),
la composizione v (f) = (5/(,0(t))_1v(t) ¢ un cammino vy, € € (10,11, V) e pos-
siamo quindi calcolarne la derivata Vg, = %v(ro. Seae Ge a'(’) = opa, allora
Yoi (1) = Yoo (1) - @ ¢ il sollevamento di y con punto iniziale oy,. Quindi Vol e a‘lv(,O
ed abbiamo percio

5’0’0(1‘)‘.’0'0 = 770'(’)‘./0'(’)-
Quindi ¥4,Vs, € un campo di vettori lungo 7y, indipendente dalla scelta del punto
iniziale o del sollevamento. Possiamo introdurre quindi la

Definizione 3.8.2. Sia v € €!([0, 1], Ey) un campo di vettori lungo una curva
y € €1([0, 1], M) e sia ¥, il sollevamento orizzontale di y, a partire da un punto
oo € Ps(O)- La

(3.8.1) = %o(t)(

dr dt

si dice derivata covariante di v lungo la curva s. Se

Dy

-0

dt

diciamo che il campo di vettori v € parallelo lungo la curva y.

Dy d(Fop)~ V(0] )

(3.8.2)

Osservazione 3.8.3. 1l campo di vettori v ¢ parallelo lungo la curva y se e soltanto
se v ¢ il trasporto parallelo lungo y del vettore v(0).

Abbiamo
Proposizione 3.8.4. Siano f e (M, Ey) ey € €'([0, 1], M). Allora
D(fovy)
(3.8.3) % = Vi /-

3.9. Differenziazione covariante secondo Koszul

In questo paragrafo introduciamo la definizione astratta di differenziazione co-
variante'|sulle sezioni di un fibrato vettoriale e mostriamo che essa equivale al dato
di una connessione principale sul fibrato dei sistemi di riferimento.

Siam = (E N M) un fibrato vettoriale reale di rango n, con fibra tipica V,

su una varieta differenziabile M di dimensione m. Indichiamo con & (M) lo spazio
I'(M, E) delle sue sezioni differenziabili.

4] L.Koszul Lectures on fibre bundles and differential geometry. Notes by S. Ramanan. Tata
Institute of Fundamental Research Lectures on Mathematics, No. 20 Bombay 1965 ii+130+iii pp.
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Definizione 3.9.1 (Koszul). Una derivazione covariante su 1) ¢ un’applicazione
eq:g0111| (3.9.1) V:XM)x EM) > (X,s) — Vxs e &M)
che gode delle proprieta
Vixi+pxs = [iVx, s+ f2Vx,s,
eq:g0112| (3.9.2) Vx(s1 + 52) = Vxsi + Vyso,
Vx(fs) = fVxs+X(f) s,
ove f, fi, € €°(M), X, X1, X, € X(M), s, 51,52 € E(M).

Poiché I’applicazione X — Vys & € (M)-lineare su X(M), possiamo conside-
rare, per ogni s € &(M), la

(3.9.3) X(M)> X — d"s(X) = Vyxs € E(M)
come una 1-forma a valori in E. Definiamo cosi un’applicazione
(3.9.4) d¥: &EM) =M, E) — Q'(M,E).
200113

Definizione 3.9.2. 1’applicazione st dice differenziazione covariante.
:14.8

Abbiamo mostrato nel come una connessione principale sul fibrato A1)
dei sistemi di riferimento di 1) permetta di definire una differenziazione covariante
sum. Viceversa, vale il

thm:13a326 | Teorema 3.9.3. Ogni differenziazione covariante su v e associata ad una ed una
sola connessione principale sul fibrato Av) dei suoi sistemi di riferimento.

DiMoSTRAZIONE. Se s € &(M), denotiamo con § € € (F(r), V) il suo solleva-
mento, definito da §(c7) = o' s(n(07)). Abbiamo

eq:g012a| (3.9.5) X5 = —0,(Xs)5, VX e V(F()), Vs € &M).
Infatti, se A = 0,(Xy) € glg(V), da 5(o exp(tA)) = exp(—tA)S(o) ricaviamo

dexp(—tA)o 's(n(o)| .
o . = —-A5(0).

Percio, assegnata una connessione principale su A1), la sua forma di Cartan o
¢ legata alla derivazione covariante dall’identita

eq:gol2b| (3.9.6) X,5§= O'_I(V,r*x(rs) - 0(Xy)5(0), VX e X(FMm)), YoeP, Vse EM).

Per concludere la dimostrazione, ¢ quindi sufficiente verificare che asspgnata una
derivazione covariante V sum, la ® € QY(P, glx (V) definita dal Q .9.0) € la forma
di Cartan di una connessione principale su An). Per la @1—5 w(A*) = A per
ogni A € glg(V). Se a € GLr(V), 0 € F(n) ed X € X(F(n), abbiamo

[R:0(X,)]5(ca) = [Rio(X,))a ' 5(o)
= 0(Rp:Xs)S = (0a) (ViR X)) — RanXor§
= a_IO'_l(V,,*Xs) -X-R,5 = a_l(O'_l(V,T*Xs) - X,3)

= a'oX,)5(0) = a 'w(X,)a 5(ca) = Adl@aHo(X,)5(ca),

X585 =

da cui ricaviamo che R0 = Ad(a~")w. Cid completa la dimostrazione. O
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3.10. Il Teorema di Ambrose-Singer

Dopo aver igjltrodotto il concetto di curvatura, ritorniamo sull’olonomia, defi-
nita in @‘H@guente fondamentale Teorema di Ambrose e Singe stabilisce la
connessione tra curvatura ed olonomia.

Teorema 3.10.1 (dell’olonomia). Sia & = (P N M) un fibrato principale, con
gruppo strutturale G, ed M connesso e paracompatto. Sia I una G-connessione
principale su &, con forma di connessione w e forma di curvatura Q. Fissiamo un
punto oo € P. L’algebra di Lie di ®y(0) ¢é il sottospazio vettoriale di g generato
dagli elementi della forma Q(o)(X,Y), al variare di o in P(og) e di X,Y tra i
vettori orizzontali in H,(P).

DivosTrAZIONE. Fissiamo un punto pg € M e o € P),. Peril Teorema%

13245

possiamo supporre che il gruppo stutturale G di & coincida col gruppo di olonomia

® (o). Sia a il sottospazio di g generato da tutti gli elementi Q. (X, ¥), al variare di
X, Y in X(M) e di o in P. Poiché Q ¢ una forma tensoriale di tipo (Ad, g), abbiamo,
perogni X,Y € X(M)ed A € g,

as Q(Rexp(tA)*Xs Rexp(tA)*X) = R:xp(tA)Q(X’ Y) = Ad(exp(_tA))Q(X’ Y)

Derivando rispetto a ¢ per ¢ = 0 otteniamo che [A, Q(X, Y)] € a, e quindi a & un
ideale di g.

Consideriamo la distribuzione vettoriale </ (P) generata dai campi di vettori
A*, al variare di A in q, e la B(P) = &/ (P) + ¢ (P), generata dalla distribuzio-
ne orizzontale 77 (P) e da o/ (P). Per costruzione la 4(P) & una distribuzione di
rango m + dim a. Dimostriamo che & involutiva. Infatti </ (P) ¢ completamente
integrabile, [A*, 77 (P)] C J#(P) per ogni A € a, perché la distribuzione orizzon-
tale & invariante per le traslazioni a destra rispetto agli elementi di G ed, infine, se
X, Y € 7£(P),la

pr,([X, Y1y) = [o([X, YD} = ~[QX, )]

prova che [X, Y] € Z(P). Poiché abbiamo supposto che G coincida con il gruppo
di olonomia ®(o), ogni coppia di elementi di P possono essere collegati da un
cammino orizzontale. Ne segue che P ¢ la varieta integrale di Z8(P) passante per
0 e che quindi ha rango uguale alla dimensione di P. Questo implica che a, avendo
la stessa dimensione di g, coincida con g. O

Osservazione 3.10.2. Se € ¢ un fibrato principale, con spazio totale P connesso,
su una base M di dimensione maggiore o uguale a dueﬁ esiste una connessione
principale su & per cui sia P(09) = P. In particolare, se dim M > 2, ogni gruppo di
Lie connesso G ¢ il gruppo di olonomia di una connessione principale sul fibrato
banale M X G.

5W.Ambrose, L.M. Singer: A theorem on holonomy, Trans. Amer. Math. Soc. 75 (1953),
428-443

®Vedi J.Hano e H.Ozeki: On the holonomy group of linear connections, Nagoya Math. J.
10 (1956), pp 71-81, per il caso dei gruppi lineari, e K.Nomizu: Un théoréme sur les groupes
d’holonomie, Nagoya Math. J. 10, 1956, pp. 101-103 per il caso generale.
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3.11. I’olonomia infinitesima
sec:1317

Lo spazio € (P, g) delle funzioni differenziabili su P a valori in g & un’algebra
di Lie con I’operazione

Lf1, £10) = [fi(o), ()], Vfi,fo e €7(Pg), Vo € P.
Consideriamo la sua sottoalgebra
eq:13174| (3.11.1) Y = QOAd’O(P, @) ={f €€ (Pa) | R.f = Ad(a")f, Ya € G).
Definiamo per ricorrenza
Ko = (QX.Y) | X.Y € X(M)},
eq:13170| (3.11.2) K1 = Ky +{XH, | X € X(M)} per p >0,
H = UpZO‘%/P‘

prop:13249| Proposizione 3.11.1. 7" ¢ una sottoalgebra di Lie di 4.

DimostraziONE. 11 differenziale covariante di una f € ¢ ¢ una forma tensoriale

e quindi
Df(Z) = Zf +[(2), f1 = 0, VZ e V(P).
Siano X1, X, € X(M). Poiché Q(X, X>) = —w([X;, X2]), e pr,([X1, X2]) = ¥, con
Y = [X1, X»], otteniamo
[Q(X1, %), f1= —pr, (X1, XD f = (pry(IX1, Xa]) = [X1, Xa]) f
= f’f—)?l,)?zf+)~(2,}?1f e .

Dimostriamo per ricorrenza che [.%),, %] C . Per la discussione precedente,
questa proprieta vale se p = 0. Supponiamo ora che p > 0 e [Z),_1, %] C X .
Siano Xi,...,X,, Y1, Y2 € ¥(M)ed fy = X --- X,Q(Y1, V2). Se f e A, &

o, f1 = Xi[Xo -+ X, Q(Y1, 1o), fil = [ Xa - X, QY1 1), Xy fil € X,
perché [Xa - - X,Q(Y1, Vo), fill, [X2--- X, Q(Y1, V), X1 fi] € [H#)-1, 4] e dunque
appartengono a .# per l’ipotesi induttiva, e X;.#° Cc #. La dimostrazione ¢
completa. O

Fissato g € P, poniamo
mp(00) = {f(o0) | f € Hp},
m(oo) = {f(o0) | f € X} =Upsomp(00).

Proposizione 3.11.2. m(o) e una sottoalgebra dell’algebra di Lie &(o) del grup-
po di olonomia ®©(o).

. 13249 A .
DimosTtrAZIONE. Per la Propos1z10ne%ﬁ®' e, f&gebra di Lie e I’in-
Etﬁ):t O

clusione m(og) C ¢(op) ¢ conseguenza del Teorema

Definizione 3.11.3. L’algebra di Lie %}} si dice I’olonomia infinitesima della
connessione I' in o ed il sottogruppo analitico di G generato da m(oy) il suo
gruppo di olonomia infinitesima in 0.

Abbiamo

13172 | (3.11.3) {
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prop:13251| Proposizione 3.11.4. Se sia § che la connessione principale I su € sono analitici

reali, allora i suoi gruppi di olonomia speciale ed infinitesima coincidono.

3.12. Connessioni invarianti canoniche su spazi omogenei

sec:15.14
In questo paragrafo e nel successivo discuteremo connessioni principali inva-

rianti rispetto ad azioni di gruppi di Lie. Considereremo in primo luogo il caso di
spazi omogenei.

Definizione 3.12.1. Sia G un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo chiuso. Di-
ciamo che lo spazio omogeneo M = G/H ¢ riduttivo se 1’algebra di Lie h) di H
ammette, nell’algebra di Lie g di G, un complemento lineare Ad(H)-invariante.
Supponiamo cioe che esista un sottospazio vettoriale m di g tale che:
eq:14.13.1| (3.12.1) g=hem,

eq:14.13.2| (3.12.2) m = Ad(a)(m), VaeH.

Notazione 3.1 213quicheremo con Ay, Ay, le componenti di A € g nella decom-
posizione T A=Ay + Ay, conAy€h, A, €m.

Osservazione 3.12.3. G/H ¢ sempre riduttivo quando H sia compatto, perché le
rappresentazioni lineari dei gruppi compatti sono completamente riducibili.

Teorema 3.12.4 (Connessioni invarianti su spazi riduttivi). Sia M = G/H uno spa-
zio omogeneo ed indichiamo con § il corrispondente fibrato principale, con gruppo
strutturale H, spazio totale G e base M. e 12 ' 132
(1) Supponiamo che M sia riduttivo e valgano le (3-121] ~Allora
la componente w in b de chju_’;fza di Maurer-Cartan wg di G rispetto
alla decomposizione 1BE I ?; ) ¢ la forma di Cartan di una connessione
H-principale su E.
(2) Se esiste su & una connessione H-principale T, invariante per le tr “511.01'3.a
zioni a sinistra su G, allora M é ri ”f‘fﬁ e I' e ottenuta, co ﬂ 7
partire da una decomposizione (EE | %E] ), per cui valga A .
(3) La forma di curvatura della connessione T definita in {‘ﬁ%ﬁ
(3.12.3) Q(A*, B*) = —[Ay, Buly, VA,Beg.
DIMOSTRAZIONE. (&ﬁﬁBl%?a verificare che la
(3.12.4) w(A)=Ayebh, VYAeg

¢ una forma di Cartan su G. La distribuzione verticale ¥(G) ¢ generata dai campi
A*, al variare di A in ). Abbiamo percio

w(A)=Ay=A, VAeh.
Abbiamo poi (R,).(A*) = (Ad(a~")(A))* per ogni A € ged a € G, e dunque
Ri0(A") = o((Ad(@)(A))*) = (Ad(a")(A))y
= Ad(a"")(Ay) = Ad(@a Hw(A*), VAeg, VYaeH.

TRicordiamo che A* & il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente ad A € g.



thm:14.12.7
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Infatti, la proiezione A — Ay su h commuta con Ad(a™'), perché abbiamo supposto

che m fosse Ad(H)-invariante.
4.13.b ) ) ) o
€ w ¢ la forma di Cartan di una connessione H-principale

sinistra su &, si verifica facilmente che m = ker w, C g soddisfa
e che w(A*) = Ay per ogm A € g.

4, eq:14,13.3
@‘Pﬂimostr re ”ﬁjp basta utilizzare 1I’equazione di struttura, decompo-
nendo A e B con la (3]

Q(A*, B*) = A*Ay — B*By — [A, B + [Ay, By]
- _[Am, Bl)]b - [AI), Bm]b - [Ama Bm]b

ed otteniamo la formula desiderata perché [A,,, Bh] [Ay, Bn] € m.
246 4. 13 C
Come conseguenza diretta del Teorema ¢ della eorema
abbiamo:

Teorema 3.12.5. Sia M = G/H uno spazio omogeneo che ammette una connes-
sione G-invariante e sia ¢ = h) @ m la corrispondente decomposizione della sua
algebra di Lie. Allora I’algebra di Lie ¢ del suo gruppo di olonomia é generata
dagli elementi di Y della forma [X, Yy al variare di X, Y in m.

DimosTrAZIONE. Per il Teorema%‘zl%slgebra di Lie ¢ dell’olonomia ®@(e) &
il sottospazio vettoriale generato dagli Q,(X*, Y™), al variare di X, Y in me di @ in
G. Infatti i campi X*, con X € m, generano la distribuzione orizzontale su G. Per
l’in_v%iqggg della connessione rispetto alle traslazioni a sinistra su G, abbiamo, per

B

Qu(X",Y") = Qe(X,Y) = —[X, Y]y, VX, Yem,

da cui la tesi. O

3.13. Connessioni invarianti

Siag = (P 5 M) un fibrato principale con gruppo strutturale G.
Ricordiamo che un automorfismo di & ¢ il dato di una coppia di diffeomorfismi
(f,F),con f € €°(M,M), F € €(P, P), tali che

(3.13.1) n(F(o)) = f(n(0)), F(oa)=F(o)a, YoeP VYacG.

Fissiamo una connessione principale I su &, con forma di Cartan w. Ricordia-
mo che un automorfismo (f, F) di € lascia invariante T se F*w = .

Proposizione 3.13.1. Sia {(f;, F;)} un gruppo a un parametro di automorfismi di §
che lasci invariante T. Sia X* il generatore infinitesimale di {F}. Allora

(3.13.2) Fi(o) = fi(o)exp(tw(XE)), VieR, Yo € P,

ove, per ogni o € P, abbiamo indicato con f/(o) il sollevamento orizzontale di
t = fi(n(0)), di punto iniziale o



eq:14.15.4

eq:14.14.9

eq:14.14.7
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DmvMosTRAZIONE. B Fy(0) = fi(o)a(?) per una a € R, G), con a(0) = e.
Derivando questa uguaglianza, troviamo che

X o) = Ra J0) + fi@)alo).

Poiché ft(a') ¢ un vettore orizzontale, applicando la forma di Cartan ad ambo i
membri di quest’uguaglianza, otteniamo

O(XF o) = la@®] ™ a(),

perché w(ca(r)) = [a(H)] a(r) per ogni o € P. Poiché abbiamo supposto che
F;o =wperognit,e (»(X;T((r)) = (u(Xf;). Otteniamo percio [a(O)] ' a(r) = 0(Xgy)
e quindi a(?) = exp(tw(Xy,)). O

Osservazione 3.13.2. Il generatore infinitesimale X € ¥(P) di un gruppo a un
parametro di diffeomorfismi di § ¢ invariante per traslazioni a destra. Soddisfa cioe
R, XF = XF, per ogni a € G.

Consideriamo ora I’azione su £ di un gruppo di Lie K. Indichiamo per sempli-
cita con la moltiplicazione a sinistra sia la sua azione sugli elementi di M che su
quelli di P. Avremo quindi

n(ko) = kn(o), k(oa) = (ko)a, VkeK, YoeP, YaeG.

Supporremo nel seguito per semplicita che P, G e K siano tutti connessi.
Fissiamo un punto pg € M e denotiamo con

(3.13.3) Ko ={ke K|k po= po}

lo stabilizzatore di pg in K. Esso ¢ un sottogruppo chiuso, e quindi di Lie, di K.
Siano « I’algebra di Lie di K e xp quella di K.
Ad un punto o € P, della fibra di € in pg associamo I’applicazione

(3.13.4) Aoy : Ko 2 k — 0y koo € G.

H 14.9
Lemma 3.13.3. L’applicazione Ay, definita dalla (%ﬂn omomorfismo di
gruppi di Lie.

H 14.9
DimosTrAZIONE. La %_si_pub riscrivere nella forma koo = ook, (k), per
ogni k € K. Se ki, ky € Ky, abbiamo allora

Oohoy(k1k2) = (kika)og = ki(ka - 00) = k1oohgy(k2) = T0hgy (k1) Aoy (k2).

Quindi Ay (k1kz) = Ayy(k1) - Ay (k2) per ogni ki, k, € K. Chiaramente A,, €
¢ (Ko, G) ed ¢ percid un omomorfismo di gruppi di Lie. O

Definizione 3.13.4. Ogni elemento X dell’algebra di Lie « di K definisce gruppi a
un parametro di diffeomorfismi

(3.13.5) PxR>3(o,t) — exp(tX)oe P, MXR>3(p,t) — exp(tX)p € M.

I loro generatori infinitesimali X* € ¥(P), ed XM € X(M), si dicono i campi
associati ad X in P ed in M, rispettivamente.



lem: 13254

eq:13184

eq:14.15.7

eq:14.15.8

eq:14.14.10
prop:14.15.5
14.a

—-
N
o
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Notazione 3.13.5. Analogamente, indichiamo con XX il campo di vettori invarian-
te a destra su K, generatore infinitesimale del gruppo a un parametro di diffeomor-
fismi KX R 3 (k, 1) — exp(tX) k € K.

Lemma 3.13.6. Consideriamo il diffeomorfismo j: K 3 k — k™! € K del gruppo
di Lie K. Allora, per ogni X € k, i campi X* e —=XX sono j-correlati. In particolare,

(3.13.6) X% r¥) = -[x,7]%, vX,Yex
DiMosTRAZIONE. Abbiamo infatti (k exp(tX))™' = exp(-tX)k~!, da cui ottenia-
mo che ;. X* = XX, O
Lemma 3.13.7. Le applicazioni
(3.13.7) k3X — X" eX¥P), e k3X— XMeXxM)
sono anti-omomorfismi di gruppi di Lie. Abbiamo cioe
(3.13.8) X, Y1" = -[X", Y"1 e XYM =-[Xx"YM], VX, Yex
DimmosTrRAZIONE. Per ogni g € P e pg € M possiamo considerare le applica-
zioni differenziabili vy, : K3 k — kog € Pedr,, : K3k — kpg € M. Se X € k,

il campo, XX ¢ Jeq-correlato ad X" ed rp,-correlato ad XM. La tesi segue allora dal
Lemma%_ O

Indichipmp gon A, il differenziale nell’identita dell’applicazione A, definita
dalla (%ﬁl

Lemma 3.13.8. A, : ko — g & un omomorfismo di algebre di Lie. O

Fissiamo su & una connessione principale K-invariante, con forma di Cartan o
e definiamo

(3.13.9) Ay k3 X — X)) €.
H 14.10
Proposizione 3.13.9. L’applicazione %misfa

() Agy(X) = ke (X), VX € Ko,
2 Ay (Ad(ko)(X)) = Ad(hory (ko)A (X)), Vo € Ko, VX € k.

4.a
DivosTtrRAZIONE. La (&D‘é conseguenza del fatto che Ky trasforma in sé la fibra

Py, € quindi, in particolare, Xf;o ¢ verticale se X € k.
Fissiamo X € ke kg € Ky e sia Y = Ad(kp)X. Abbiamo allora

exp(tY)oo = ko exp(tX)k, 10'0 = ko exp(tX) Ay, (kg 1)

Questa ci da Y2 = ko.dR ﬂvo(kgl)Xgo. Applicando ® ad ambo i membri di questa
uguaglianza, poiché w ¢ K-invariante, otteniamo che

Y = 0(dR,, 41 X5) = Ad(dey (ko) o(X5,),

R 4.b
cioe la (IZ)) O
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:14.13.2
Osservazione 3.13.10. Per la Proposizione%ﬁb‘ﬁmo la decomposizione
Xy = X + loXDL

In particolare, poiché i campi X” ed X* sono G-invarianti, anche [w(X%)]* 1o &.

Osservazione 3.13.11. L'estensione Ay, di Ay, non e, in generale. yn omomor-
fismo di aléb_rggégie, come ci mostrano la Proposizione €d il successivo

Corollario

prop:14.16.6| Proposizione 3.13.12. La forma di curvatura Q di una connessione K-invariante
su € soddisfa

eq:14.15.11] (3.13.10) Qoo (X7, Y = [Apy(X), Mgy (V)] = A ([X, Y1), VX, Y €k,
e quindi abbiamo

eq:14.15.11a| (3.13.11) R, (XM, YM) = 00([Agy (XD, Aoy ()] = Agy (X, YD)op! VX, Y € k.

DmosTrAZIONE. Per I’equazione di struttura abbiamo
Qu (X7, YP) = X2 oY) = YE 0(XP) = e (IXP, YP]) + [0(XP), oY )]
La derivata di Lie di w rispetto ad X”, Y” & nulla, perché o & K-invariante. Quindi
X2 oY) = we, (X7, YY), YE o(XP) = 04,(Y", X")).
Inoltre, poiché [X?, Y] = —[X, Y],
Do (X7, YD) = ~ 00, (IX, Y1) = =Agy ([X, YD),

Da queste osservazioni otteniamo la tesi. O

cor:13266| Corollario 3.13.13. La connessione K-invariante definita da Ay, e piatta se e
soltanto se Ay, : kK — g € un omomorfismo di algebre di Lie.

Il teorema seguente seguenteﬂ caratterizza le connessioni K-invarianti:

thm:14.16.7| Teorema 3.13.14 (Wang). Sia K un gruppo di Lie connesso di trasformazioni del
fibrato princiéa_lg g,lghﬁoperi transitivamente sulla base M. Fissato un elemento

o9 € P, la stabilisce una corrispondenza biunivoca tra l'insieme delle
connessioni K-invarianti ﬂ; 46!%!6”0 delle applicazioni. iﬁeﬁ}jisAgo Tk — g che
soddisfino le condizioni (I e ella Proposizione

0 applicazione lineare Ay, @ k —

DiMosTRAZIONE. Basta dimostrare che ad u
g che soddisfi %T ella Proposizione [3,13.9]
connessione principale I su § per cui valga la (3:1379). Definiamo

Hyy = 1{X0 = Agy(X)5, | X € k).

L’azione (KX G) X P 3> (k,a,0) — koa € P di K x G su P ¢ transitiva e lascia
invarante la distribuzione orizzontale di una connessione K-invariante su &.

8H.C. Wang: On invariant connections over a principal fiber bundle. Nagoya Math.J. 13 (1958),
1-19.
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Bastera quindi verificare che si possa definire la distribuzione orizzontale po-
nendo Hisyq = kiRuHyy, che cioe, se ki, ko € K ed aj,a; € G sono tali che
k10'0a1 = k20'0a2, allora kl*Ral*HO'()P = kz*Raz*Ho-OP.

Posto a = aya; lek= k5 Tk, civoe equivalente a dimostrare che

kR4 Hyy, = Hy, se kooa = 0y.
Da koga = o segue che k € Kg ed a = A, (k~1). Mostriamo che
kiRa (X2 = Aoy(X)5) € Hyyo  se X €k, ke Ko, a= A (k™).

Abbiamo

kiRa(X5) = a

o exp(tAd(k)X)(kopa)

t=0

d
X = —
o kexp(tX)ooa 7

== exp(tAd(k)X)oo = [Ad(K)X]], .

t=0

Se A = Ay (X), abbiamo

d
keRu A% = —

- (kooa)a~! exp(tA)a

t=0

d
. kogexp(tA)a = o

1=

-0 exp(tAd(a~'A) = [Ad(a™ DA},

t=0

Poiché per la ﬁl'_b
Ad(@™MA = Ad(Ayy (k) Ay (X) = Agy(Ad(K)X),
otteniamo
kiRa (X5, = AgyX)x)) = [AAOXTE = [Agy(Ad(K)X)1}, € Hyy.
Quindi k.R,.(Hs,) C Hy, e, poiché questi due spazi vettoriali hanno la stessa

dimensione, si ha ’'uguaglianza. La dimostrazione ¢ completa. O

Ricaviamo ancora

thm:14.16.8 | Teorema 3.13.15. Supponiamo inoltre che I’azione di K su M sia riduttiva, e sia
m un sottospazio vettoriale m di k con

(3.13.12) K=Ky®m,
(3.13.13) Adk)(m) =m, Vke K.

Vi é allora una corrispondenza biunivoca tra l’insieme delle connessioni K-invarianti
su € e quello delle applicazioni lineari

(3.13.14) A 1M — g

tali che

(3.13.15) An(Ad(K) (X)) = AdMK)Mn(X)), VX € m, Yk € Ko.

DimostraziONE. Ci riduciamo infatti al teorema precedente associando a Ay,
I’applicazione lineare A, : k — g definita da:

X, se X € ko,

Ao (X) = {Xm(X), se Xem. O
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Osservazione 3.13.16. La curvatura della connessione I' associata a A, €
eq:14.15.z| (3.13.16) QO’()(XP’ YP) = [An(X), Ae(D)] = M ([X, Y1) — )\‘O'O*([Xy Y]K())y
VX, Y em.

Definizione 3.13.17. La connessione I" corrispondente alla scelta A,, = 0 si dice la
connessione canonica su § associata allo spazio omogeneo riduttivo M = K/Ky.

Fissiamo unjl cggge&si%le K-invariante su &, con forma di Cartan w. Sia A,

I’omomorfismo (3-T3-9)). Definiamo per ricorrenza
19 = ({[Agy(X), Mgy (D] = Ay (X, YD | X, Y € k1),
(31317 J1per =1+ [Agy (€)1, per p >0,
= Upsolp.
Teorema 3.13.18. Se [’azione di K su M e transitiva, allora n é ’algebra di Lie
dell’olonomia ® (o). O
DiMosTRAZIONE. Se f € ¥4 = QOA d,O(P’ g) ed X € k, abbiamo
(3.13.18) XPf=XMf - (o), f1.
Vale poi
(3.13.19) (X", ¥1=2, conZ=[X"Y], VXe« VYeXM).

Infatti [X?, ¥] & un campo di vettori orizzontale, perché .7 (P) & K-invariante, ed
i campi X” ed ¥ sono n-correlati ad XM, Y, rispettivamente. Quindi [X?, ¥] & il

campo di vettori orizzontale rr-correlato a Z = [ XM 19"
Consideriamo gli spazi ./}, definiti dalla - Dico che
eq:131921] (3.13.20) xtx, c H, NXek Vp=0.

Ragioniamo per ricorrenza su p. Poiché Q ¢ K-invariante, la sya, derivata di Lie
rispetto ad X”, per X € «, & nulla e quindi, se Y}, Y, € X(M), la cida

XPQ, 1) = QZ1, V) + Q(V1,20),  conZy = (XY, 111,25 = [X", Yal.
Quindi X” %) c #. Supponiamo ora che, per un p > 0, sia X" %, C %,. Allora,
perogni f € %, ed Y € X(M), posto Z = [XM Y], abbiamo

XPYf=Zf+YXPf € Hpu.
; 21

Ciod dimostra che X" 7,1 C )11 € percid la (%_Vale per ogni intero p > 0.

Poiché per ipotesi K opera transitivamente su M, i campi XY % variare di X in «,
generano X(M) come € (M)-modulo. Utilizzando la ,otteniamo allora

(3.13.21) XM, ¢, +[0(XP), 7], Hpr1 © Hp+{[o(XD), 51| X € k).
Con le m,(cp) definite da , poiché g = mg(op), da queste inclusioni
ricaviamo

(3.13.22) m,(co) =1, VpeN.

. .. 113251
La tesi ¢ allora conseguenza della Proposmone%_ m|






CAPITOLO 4

Varieta affini e Riemanniane

4.1. Connessioni e varieta affini
Sia M una varieta differenziabile di dimensione m.

Definizione 4.1.1. Una connessione affine su M & una connessione principale I" sul
fibrato fy; = (F(M) N M) dei suoi sistemi di riferimento.

Chiamiamo varieta affine una varieta differenziabile su cui sia stata fissata una
connessione affine.

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL (1, R).

Definizione 4.1.2. Diciamo che I' ¢ una G-connessione affine se ammette una
riduzione ad un sottofibrato principale &, con gruppo strutturale G, di F(M).

Osserviamo che in questo caso & ¢ un 1sj,qgoﬁbrato del fibrato di olonomia
determinato da un punto di F(M) (yvedi @T

Viceversa, per la Proposizione%n_g‘m_connessione principale definita su un
sottofibrato § di Fyy, si estende a una connessione affine su M.

Fissiamo un sottofibrato principale § = (P 5 M) di Fyy, il cui gruppo struttu-
rale G sia un sottogruppo chiuso di GL(m, R). Indicheremo con g I’algebra di Lie
di G.

Sia 0 € Q'(P,R™) la forma canonica, definita da
4.1.1) 0(X,) = o~ '(dn(X,)), Yo €P, VX, € TyP.

Sia I" una connessione principale su &, con forma di Cartan w. La restrizione
di O ai vettori orizzontali definisce, per ogni o € P, un isomorfismo

(4.1.2) 0y : HyP 3 Xy — 0(Xy) = 0~ 'dn(X,) € R™.
Definizione 4.1.3. Associamo av € R™ il campo orizzontale standard B(v) € 57 (P),
definito da
(4.1.3) B(v), = 6,'(v) = A(ov), Vo eP.
La (%B%uivalente a
(4.1.4) veR™, B()e #(P), n.B(W),)=cv, YoeP

Osservazione 4.1.4. 1 campi orizzontali standard non sono, in generale, solleva-
menti orizzontali di campi di vettori su M.

63
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Proposizione 4.1.5. [ campi orizzontali standard godono delle proprieta:

(a) B(v) e ##(P), OBW)) =v, YveR",

(b) HyP = {B(v), |veR™},

(©) dR,(B(v)) =B 'v), YveR" VaeG.

(d) B(v), #0, VYoePsev+0. O

Osservazione 4.1.6. Una G-connessione affine definisce su 7P un parallelismo
assoluto. Abbiamo infatti I’equivalenza di fibrati vettoriali:

4.1.5) PXR"xg)>3 (0;v,A) — B(v), + AL € TP.
Lemma 4.1.7. Se A € gev € R", allora
(4.1.6) [A*,B(v)] = B(Av).

DmMoOSTRAZIONE. Abbiamo :

. d d
[A",B(v)] = - d_l -0 dRexp(tA)(B(V)) =-B (E

perché [aR™ 5 v — B(v) € X(P), essendo lineare, commuta con la derivazione. O

exp(—tA)v) = B(Av),

t=0

4.2. Forme di torsione e di curvatura

Sia I' una G-connessione affine su M, definita sul sottofibrato principale &
di Fy.

Definizione 4.2.1. La forma di torsione ® di I ¢ il differenziale esterno covariante
della forma canonica 6:

4.2.1) ®=DO=d0o ke Q(P,R".

La sua forma di curvatura Q ¢ il differenziale esterno covariante della sua
forma di Cartan w:

(4.2.2) Q= Dw =dw o h € Q4 (P, al(m,R)).

Teorema 4.2.2 (equazioni di struttura). Le forme di curvatura e di torsione di una
G-connessione affine I su M soddisfano le equazioni di struttura :

(4.2.3) ©=D0=d0+wA0
(4.2.4) Q=Dw=dw+ iwAwl.
+15179 B
DmostrazZIONE. La @‘e_conseguenza del Lemma%perché 0 ¢ una for-
ma tensoriale ditipo (1, R™), dove 1 € la rappresentazione canonica di G cGL v
La € un caso particolare dell’equazione di struttura del Teorema
O

B AN +15179
_??lsLemma %fdal Teorema %dalle equazioni di struttura %,_

, otteniamo:
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Teorema 4.2.3 (Identita differenziali di Bianchi). Le forme di torsione e di curva-
tura soddisfano le identita :

@D DO =QA0
1)) DQ =0
%AEOSTRAZIONE. La (II) & un caso particolare della formula % del Teorema
imostriamo la (I). Poiché ® ¢ tensoriale di tipo (z, R™), otteniamo:
DO=d®+wA®=ddO+wAB)+wA(dO+wA0)
=dwoANO—wAdO+wWAdO+WAWANDB=({dw+wAw)AO

= (dw+ 3w A w]) A0 =QA0.

4.3. Derivazione covariante, torsione e curvatura

[ fibrati tensoriali su M sono associati alle rappresentazioni tensoriali di GL,,(R).
In particolare, una connessione affine ci permette di calcolare le derivate cova-
rianti dei campi tensoriali su 4/[ 3,per le proprieta generali della differenziazione
covariante ed il Teorema iamo:

Teorema 4.3.1. Ad una connessione affine su M é associata una derivazione co-
variante

(4.3.1) V:X(M)> X — Vy € Homg(X(M), X(M)).

La V e un’applicazione R-lineare che gode delle proprieta:

(i) Vixegr = fVx +8Vy,  Vfig € €°(M), VX, Y € ¥(M)
(@) Vx(fY)=(XNY + fVxY, VfeE (M), VX, Y € X(M).

2 41]142
Viceversa, ogni applicazione (%_che goda delle proprieta (ﬁr@r e la deriva-
zione covariante associata ad una connessione affine.

;14.8.6 i :13a, . . .
Per la %_dﬂ Capltoloﬁ possiamo calcolare la derivata covariante di un

campo di vettori utilizzando i sollevamenti orizzontali. E infatti
(4.3.2) 0(VyxY) = XO(¥), VX,Y € X(M).

Le © € Q*(PR™ ed Q € &4, (P,gl(m,R)) sono forme tensoriali. Ad essi

corrispondono i tensori T € Q*(M, TM) ecﬂR € Q> (M, T"'M) su M, mediante
gli isomorfismi A, : Q*(M,TM) — Q° (P,R™) e Aaa : Q*(M,TM @y T*M) —
Q2(P, gl(m, R).

Definizione 4.3.2. La rorsione di " & la forma T € Q*(M, T M) per cui

(4.3.3) AT)=0
La curvatura di T & la forma R € Q*(M, TM ®); T*M) per cui

(4.3.4) Axa(R) = Q

IRicordiamo che T"'M = TM &), T*M & il fibrato degli endomorfismi lineari di 7M.
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Abbiamo cioe
T(Xﬂ(()')7 Yﬂ'(()’)) =00 G)(X()" Y(T)s VX’ Y € x’ VO- € Ps
RXn(o), Yao)) =00 QXy, Vo) oo™, VX, Y€ X, VoeP

Teorema 4.3.3. La torsione e la curvatura di una connessione affine I su M si
esprimono, per mezzo della derivazione covariante, nella forma:

(4.3.5) TX,Y)=VxY-VyX—-[X,Y], VX, YeXM),
(4.3.6) RX,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vixy\1Z, VX, Y,Z € X(M).
215.1.12 214.10.3
DIMOSTRAZIONE. speue dal Corollario E[ %ﬁ
Dimostriamo la Se X,Y € X(M), otteniamo, per le equazioni di
struttura,

OX,Y) =0 +wA0)X,¥)=doX,7),
perché w A 6 si annulla su una coppia di campi di vettori orizzontali,
=X0(Y) - YoX) - 0([X, ¥])
= X0(Y) - YO(X) - 0(LX, Y1)
perché [ﬂ ] ed [X, Y] differiscono per un campo di vettori verticale,

= 0(VxY = VyX - [X,Y]),
215.1.
e la tesi segue dalla (%._e ]

I fibrati tensoriali 7"*M dei tensori r-covarianti ed s-controvarianti su M sono
associati alle rappresentazioni tensoriali di GL(m, R). La derivazione covariante ¢
quindi definita sull’algebra dei campi tensoriali

437) T =PTEWM). ove TM)=T(M.T™M).

r,5=0

Definizione 4.3.4. Siano i, j due interi positivi. La contrazione C{ ¢ un’applica-

zione € (M)-multilineare Cl.j T — T che & nulla se i > r oppure j > s,
e, altrimenti, ¢ data da

clxieX,on' en)=nPX) X1 @ 8X® X, 07 ® o7& o
sui tensori di rango 1.

Teorema 4.3.5. La derivazione covariante ¢ una derivazione dell’ algebra dei cam-
pi tensoriali che preserva i gradi di covarianza e controvarianza e commuta con le
contrazioni. O

Recapitoliamo le proprieta della derivazione covariante dei campi tensoriali.
SeX,Y € X(M), 1 € T(M), f € €°(M) =T OM), i, j,r,s € N:

(4.3.8) Vx : T¥(M) — T>*(M) & R-lineare,
(4.3.9) Ci(VxT) = VxC'r,
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(4.3.10) Vxf = Xf,
4.3.11) VyxirT = Vx7 + Vyr,
(4.3.12) VixT = fVxT.

Ad esempio, se 7 € X*(M) = EO’I(M ), la derivata covariante Vxn ¢ caratterizzata
da
(Vxm)(¥) = X(n(Y)) —n(VxY), VY € X(M).
Ad un tensore s-covariante ed r-controvariante T € T"%(M, V), a valori in uno
spazio vettoriale V, possiamo associare un tensore alternato S(7) € (M, T0(V)),

ponendoﬂ

1
4.3.13) e(MXy,...,X5) = ;Zaesa(a)r(xa,, v Xay)s VX1, .. X € X(M).
Con questa notazione, possiamo enunciare il :

Teorema 4.3.6 (Identita algebriche di Bianchi). Siano T ed R i tensori di torsione
e di curvatura di una connessione affine I su M. Valgono allora, per ogni X, Y,Z €
X(M), le:

SRX,Y)Z2)=C[(T(T(X,Y),2))+ (VxT)Y,Z)] (I identita di Bianchi),
S(VxR)Y,Z2) + R(T(X,Y),2)] =0 (11 identita di Bianchi).
Definizione 4.3.7. Una connessione affine I" si dice simmetrica se ha torsione nulla.

In particolare:

Corollario 4.3.8. Se I e simmetrica, il suo tensore di curvatura soddisfa, per ogni
X,Y,Z € X(M), le due identita :
S(RX,Y)Z2)=0 (I identita di Bianchi con T = 0)
S(VxR)(Y,2)) =0 (II identita di Bianchi con T = 0)
114410 )

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA%_S‘I_I)OSSOHO dimostrare le formule per cal-
colo diretto, a partire dalla caratterizzazione della curvatura e della torsione per
mezzo della derivazione covariante.

Dal momento che la torsione e la curvatura sono forme alternate, possiamo
riscrivere le identita di Bianchi nella forma

RX,Y)Z+R(Y,Z2)X + R(Z, X)Y
(4.3.14) =T(TX,Y),2)+T(T(Y,2),X) + T(T(Z,X),Y)
+ (VxT)(Y,2) + (VyT)Z X) + (VZT)(X, Y),

VxR)(X,Y) + (VyR(Z, X) + (VZR)(X, Y
43.15) {(x)( )+ (VyR)(Z, X) + (VZR)(X, Y)

=R(T(X,Y),2) +R(T(Y,2),X) + R(T(Z,X),Y).
Verifichiamo ad esempio la prima. Se X, Y, Z € X(M), abbiamo
RX,Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y

2Lo spazio Q*(M, T™(V)) dei tensori alternati & un sottospazio vettoriale di T (M). La G &
una proiezione di T (M) su Q*(M, T (V)).
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=VxVyZ - VyVxZ - Vixy1Z
+ VyVzX — VzVyX - ViyzX
+VVxY = VxV¥ — Vizx ¥

= Vx(VyZ = VzY) + Vy(VzX = VxZ) + Vz(VxY — VyX)
= VixyZ - Viyz) X = Vizx)¥

=Vx(T(Y,2)) + Vy(T(Z, X)) + Vz(T(X,Y))
+Vx([Z,Y]) + Vy(IZ, X]) + VZ([X, Y])
= VixyiZ - Viyz X - Vizx)Y

=(VxD)(Y,2) + T(VxY,Z) - T(VxZ,Y)
+(VyT)(Z,X)+T(VyZ, X) - T(VyX,Z)
+ (V2T)X,Y) + T(VzX,Y) — T(VY.X)
+ Vx([Z,Y]) + Vy([Z, X]) + Vz([X, Y])
—VixynZ - Virz X = Vizx Y

=(VxT)(Y,Z2) + (VyT)(Z,X) + (VZT)(X,Y)
+ T(VxY = VyX,Z) + T(VyZ — VY, X) + T(VzX — VxZ,Y)
+ Vx([Z,Y]) + Vy([Z, X]) + Vz([X, Y])
- VixynZ = Vixz X = Vizx Y

=(VxT)(X,Z2) + (VyT)(Z,X) + (VZT)(X,Y)
+T(T(X,Y),2) + T(T(Y,2),X) + T(T(Z,X),Y)
+T(X,Y),2) + T(Y,Z1.X) + T(IZ, X1, Y)
+ Vx([Z,Y]) + Vy([Z, X]) + Vz([X, Y])
- VixynZ = Vixz X = Vizx Y

= (VxT)(Y,Z) + (VyT)(Z,X) + (VZT)(X,Y)
+T(T(X,Y),2) + T(T(Y,2),X) + T(T(Z,X),Y)
+VixnZ - VzIX, Y] - [[X, Y], Z]
+ Viyz X - Vx[Y, Z] - [[Y, Z], X]
+VizxY - VxIZ X1 - [[Z. X], Y]
+ Vx([Z,Y]) + Vy([Z, X]) + Vz([X, Y])
- VixnZ = Vixz X = Vizx Y

= (VxT)(Y,Z) + (VyT)(Z, X) + (VZT)(X, Y)
+T(T(X,Y),Z2) + T(T(Y,2),X) + T(T(Z,X),Y).

Per dimostrare la seconda identita differenziale di Bianchi, dobbiamo ricordare
che

(VxR)(Y,Z) = Vx(R(Y,Z)) - R(VxY,Z) + R(VxZ,Y)
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= VxVyVz - VxVzVy - VxViyz
+VzVyy = Vv, vVz = Vizv,y
- VYVVXZ + VVXZVY + V[Y,VXZ]-

I calcoli si sviluppano poi in modo simile a quanto abbiamo fatto per dimostrare la
prima. O

4.4. Interpretazione geometrica della torsione e della curvatura

Per dare un’interpretazione geometrica della torsione e della curvatura di una
connessione affine, utilizziamo i campi di vettori standard ed i campi di vettori
fondamentali nel fibrato dei sistemi di riferimento F,.

Ricordiamo che il campo orizzontale standard associato a v € R™ ¢ il campo
B(v) € JZ(P) per cui O(B(v)) = v.

Proposizione 4.4.1. Sia I una connessione affine su M. Allora:
T =0 < [B(vy),B(vy)] éverticale Yvi,v, € R",
R =0 [Bv{,B(»n)] ¢ orizzontale ¥v;,v, € R™.

Torsione e curvtura misurano infatti le componenti orizzontale e verticale del
commutatore di due campi orizzontali standard:

Lemma 4.4.2. Per ogni v, v, € R"™ abbiamo
(4.4.1) O(B(v1), B(v2)) = =6([B(v1), B(v2)]),
(4.4.2) Q(B1),B(v2)) = —w([B(v1), B(v2)]).
DimosTrAZIONE. Se v, v, € R™, abbiamo:
O(B(v1), B(v2)) = dB(B(v1), B(v2)) = B(vi) v2 — B(v2) vi — 6([B(v1), B(v2)])
= —0([B(v1), B(v2)])
Q(B(v1), B(v2)) = dw(B(v), B(v2))
= B(v))w(B(12)) = B(m)w(B(v1)) — w([B(v1), B(»2)])
= —w([g(lvlo,B(n)])-
La Proposizione%Wgue dal fatto che 7" = 0 se e soltanto se ® = 0 ed,

analogamente R = 0 se e soltanto se Q2 = 0. O

Analogamente, ’annullarsi del differenziale covariante della torsione (risp.
della curvatura) equivale al fatto che la componente orizzontale (risp. verticale)
del commutatore di due campi orizzontali standard sia ancora un campo di vettori
standard (risp. un campo verticale fondamentale).

Proposizione 4.4.3. Sia I" una connessione affine su M. Fissiamo un riferimento
oo € P ed indichiamo con P C P il fibrato d’olonomia per il punto o, con gruppo
strutturale G e sia g I’algebra di Lie di G. Siano vi,v, € R™. Allora :

(1) Se VT =0, allora 6([B(v1), B(v»)]) = v su P per qualche v € R™.
(2) Se VR =0, allora w([B(v1),B(v2)]) = A su P per qualche A € g.
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DimosTrAZIONE. Siano X € X(M), vi,v, € R™. Fissiamo un punto o € P e
siano Y1, Y, € X(U) campi di vettori, definiti in un intorno U di p = n(0) € M,
che si sollevino in B(v;), B(v2) lungo il rialzamento orizzontale per o di una curva
integrale di X per p. E

(VxT)(Y1,Y2) = Vx(T (Y1, Y2)) = T(VxY1, Y2) = T(Y1, VxY2).
Osserviamo che, in p, ¢ VXP Y; = o(Xv;) = 0. Otteniamo percio
o (VT (Y1, 2)) = X,0(B(1), B(12)) = —X-0([B(v1), B(m)]).
Quindi la condizione VT = 0 implica che
OB(1), B(v2)) = -6([B(v1), B(»2)])

sia costante lungo i cammini orizzontali per i punti di P e dunque su P, perché P ¢
lo spazio totale del fibrato d’olonomia, e quindi che la componente orizzontale di
[B(v1), B(v2)] sia un vettore orizzontale standard.

Viceversa, abbiamo per vy, v, v € R”, indicando con )’ la somma su tutte le
permutazioni con segnatura 1 di 0, 1, 2,

DOB(v0), B(4), B(m)) = » BR)OB(), B =y O(B(v), B())], B()
= > BE)OB(,), B

= > dB(A(B(v:), B ), BOo)

= >V R(B:), BO v

+ 3 BOB(A(B(v), Bl

+ " OAIB:), B, BUD

_ Z’e([B(w, ) BOOD.

Per I'ipotesi che O([B(v;), B(v;)]) sia costante, possiamo scrivere infatti £([B(v;), B(v;)]) =
B(v; ;) per un vettore costante v; ; € R™.

In modo analogo, si dimostra che, se VR = 0, allora Q(B(v1), B(v; é% ¢ %ﬂ%n—
te su P e quindi w([B(vy),B(v2)]) ¢ costante su P e, per il Teorema[3.10.1[¢ un
elemento di g. O

Corollario 4.4.4. Sia I una connessione affine su M con VT = 0 e VR = 0.
Fissiamo o¢ € F(M) e siano P c F(M) il fibrato di olonomia che contiene o,
G il suo gruppo strutturale e g l’algebra di Lie di G. Allora i campi di vettori
fondamentali A* con A € g ed i campi orizzontali standard generano un’algebra
di Lie di dimensione finita m + dim g di campi di vettori.

DivosTrAZIONE. Ricordiamo che, senza alcuna ipotesi su torsione e curvatura,
valgono le formule:

[AT,AJ] = [A},A2]*, VA, Az € gl(m,R),
[A*,B(v)] = B(Av), VA €gl(m,R), Yv e R™,
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Se curvatura e torsione sono parallele, per la Proposizione%_aﬁlﬁamo anche
che, se vi,vp € R,
[B(v1), B(v2)] = A" + B(v)

per qualche A € g, v € R™. O

4.5. Esistenza di connessioni simmetriche

Ricordiamo che una connessione affine si dice simmetrica se ha torsione nulla.

Le connessioni affini su M formano uno spazio affine I'(M), con spazio vetto-
riale associato 244,0F(M), gl(m, R)). Cid significa che, fissata la forma di Cartan
o di una qualsiasi connessione affine su M, ¢

(M) ~{w+a|acQ! ado(F(M), gl(m, R))}.
Un elemento T di QzO(F(M ), R™) definisce in modo naturale un elemento o di
Qa0 F(M), gl(m, R)), con
0:(Xs)v = Xy, 0(v)), VYo € E(M), VX, € T-F(M), Yv € R",

e viceversa dalla forma o, possiamo ricavare la T mediante

t=1a; A0, VreQ (F(M),R™.
E infatti

(0 A )Xo, Vo) = (X )0 Yo) = (Vo)(0 ™' X))
=1Xo, Yo) — Yy, X)) = 21( Xy, Yo).

In particolare, se ® = (d0 + ®w A 0) € QZZO(F(M), R™) ¢ la forma di torsione di I,
la

4.5.1) o =o0- i
¢ la forma di Cartan di una connessione I'y con torsione nulla. Infatti

O =D0=d0+(w-1 707) A O = 0o-1 700 A0 =0.
Osservazione 4.5.1. Non ¢’¢ una relazione semplice

I'y, e di quella della I'yy ad essa associata dalla (@3-
connessioni I'y, e [,y hanno le stesse linee geodetiche.

2 la forma di curvatura di
. Osserviamo che le due

4.6. Derivazione covariante lungo una curva

Sia M una varieta differenziabile su cui abbiamo fissato una connessione affine . 14.14
I". Possiamo quindi definire il trasporto parallelo di vettori tangenti (vedi il
del Capitolo Z)." Abbiamo:

Teorema 4.6.1. Sia M una varieta differenziabile, con una connessione affine T,
X, Y € X(M), pe M e sia ¢ : (—€,€) > M una curva integrale di X con y(0) = p
Indichiamo cont; : T,M — T, M il trasporto parallelo lungo la curvay. Allora :

1Y (y(0) - Y(p)
: .

(4.6.1) (Vx¥)(p) = lim
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Possiamo estendere la definizione del trasporto parallelo ai tensori. Sia J un
intervallo di R contenente O e v : J/ — M una curva integrale di X € X(M), con
y0) =pe M. Siat, : T,M — T, M il trasporto parallelo lungo la curva .
Poiché 7, ¢ un isomorfismo lineare, la sua aggiunta 7; ¢ un isomorfismo tra gli
spazi duali. Otteniamo quindi un isomorfismo lineare (7*)~! : T,M — T M. Per

. o L . L 70
ogni p, g interi non negativi risulta allora definita un unico isomorfismo lineare:

TE‘D DTN s TP tale che
TEP’Q)(V1®~'VP®VI®~~®v‘1)
=t 8TW)e @) vhe - e@) ()
Wiy € TM, W', VW eTHM.

Possiamo interpretare la derivazione covariante di un qualsiasi fensore in termi-
ni di trasporto parallelo. Sia TW4M = €°(M,TP4M) lo spazio dei tensori p-
controvarianti e g-covarianti su M. Abbiamo allora

{7 () — t(p)
t
ove y ¢ una curva integrale di X con y(0) = p.

(4.6.2) (Vxt)(p) = lim Vt e THIM,
—

4.7. Forme e simboli di Christoffel

Supponiamo fissata su M una connessione affine I', con forma di Cartan w.

4.7.1. Forme di Christoffel. Ad un atlante di trivializzazione &7 = {(U,, 0¢)}aer
di F(M) sono associate le forme di Christoﬁeﬁ

(4.7.1) We = 0w € QX Uy, gl(m, R))

Proposizione 4.7.1. Abbiamo:

(4.7.2) VxY = 0o(X(0,'Y) + wo(X)(0;'Y)) suU,, VX, YeXM).

4.7.2. Espressioni dei simboli di Christoffel in coordinate locali. Ad una
carta locale (U, x) di M, con x = (x!,...,x™), associamo il sistema di riferimento
d/0x',...,8/0x™).

La corrispondente trivializzazione locale di F(M) su U fa corrispondere ad un
riferimento o = (X, ..., X,,) la matrice (xi.) € GL(m, R) per cui

N N
Xf_Zizli'axi’ j=1,...,m.
Indichiamo con (X' ;) I’inversa della matrice (xj.). Abbiamo cio¢
; ; 1 sei=j,
h=1 ! 0 sei#j.
Siano ey, ..., e, i vettori della base canonica di R™.

3 o :14.5 | iC
Vedi il el Capitolo
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Lemma 4.7.2. La forma canonica € Q' (F(M),R™) si esprime nelle coordinate
locali mediante

4.7.3) 0= ZGle,, con el—Z/ Xidx. O

Indichiamo con E; la base canonica di gl(m, R). La E} ¢ la matrice il cui unico
coefficiente diverso da 0, ed uguale ad 1, ¢ quello della i-esima riga e j-esima
colonna.

La forma di Cartan della connessione affine I si scrive nella forma

4.7.4) W= ZHI%E{, con '€ Q'(Fy).

Consideriamo oy = (8/0x",...,8/dx™) come una sezione di (U, F(M)), e con-
sideriamo la relativa forma di Christoffel wy = ojw € Q(U,gl(m,R)). Essa
definisce m> funzioni Fi. su U, tali che

4.7.5) wu = (O Thd)ES.

Definizione 4.7.3. Le funzioni F’j € €7 (U) si dicono le componenti dei simboli
di Christoffel di I nella carta locale X

Le equazioni di gauge danno per i simboli di Christoffel

Proposizione 4.7.4. Se l:g , S0no i simboli di Christoffel di I in un’altra carta

locale y',...,y" su U, abbiamo
_ m - Ox! 9xF 9y m  O*x Ay”
(04 _ 1 - -
(4.7.6) sy = Zi, j,k:lrj»kayﬁ dyY Oxi * Zi:layﬁayy oxt’

La forma di Cartan della connessione I si esprime anch’essa per mezzo dei
simboli di Christoffel. Abbiamo infatti

Proposizione 4.7.5. La forma di Cartan della connessione I si esprime, nelle
coordinate locali (X', xl.), mediante

4.77) w= Zm WLE!,  con a); = ZZle,’;(dx];+Zh,grﬁ‘z’5x§dxh). m]

ij=1"171
La derivazione covariante si esprime per mezzo dei simboli di Christoffel:
Proposizione 4.7.6. Indicando con V; la derivata covariante rispetto al campo di

vettori 0/0x', abbiamo

d 9 moe 9
(4.7.8) Vieg=Vazs=), Thog Vij=l..m O

Definizione 4.7.7. Definiamo le componenti T; € € (U) della torsione ed R', "k €

% (U) della curvatura di T rispetto alle coordinate locali XX medlante
0 0
(4.7.9) T(550 5 h) = Z . fha ,
0 94,0 mo 0
(4.7.10) R(5 555 = Do Rinagr
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Proposizione 4.7.8. Le componenti della torsione e della curvatura di T si espri-
mono, per mezzo dei simboli di Christoffel in una carta locale XL ., xX"inUcM,
mediante le formule

(4.7.11) T8, =T =T

81";1,]( 8F’j L

i "o e i Tt
+ Z =1 (@ i = T T0)-

i _
(4.7.12) Rk = ox/  oxh

4.7.3. Espressioni rispetto a sistemi di riferimento arbitrari. Un sistema
di riferimento (X1, ..., Xy) su un aperto U di M determina funzioni I ’] » € > U)
tali che

m
(4.7.13) VxXj= D T Xe per ij=1,...,m.
k=1

; .1
Definizione 4.7.9. 1 coefficienti Fﬁj definiti dalla (%_si dicono i simboli di
Christoffel di V nel sistema di riferimento (Xi, ..., X;,).

Ogni campo di vettori ¥ € X(U) ¢ combinazione lineare a coefficienti in
% (U) dei campi del sistema di riferimento:

m .
Y= ¢'x;.
i=1

Le sue derivare covarianti rispetto ai campi di riferimento X1, ..., X, sono allora:

Xk .

(4.7.14) Vi =)' [Xi(gbk) + kg
k=1 =1

Siano fﬁ.‘j € €*°(U) i simboli di Christoffel di I in un altro riferimento (Y7, ..., Y,,)
sulU. EY; = Z?Zl alej, con (a{) € ¢*°(U,GL(#,R)). Indichiamo con (A{)

I’'inversa della matrice (a{ ).
Vale allora la formula di trasformazione per i simboli di Christoftel:

m m
4715 T = Z Ty dalAf + ZA’;Yi(a;) per i jk=1,....m
r,s,t=1 t=1
. . 115.4.4
Se X; = 0/9x" e Y; = 9/0y" questa formula si riduce alla %;_iﬁfatti le matrici
(a’j) ed (A’j) sono in questo caso gli Jacobiani dei cambiamenti di coordinate.
Un diffeomorfismo ® : M — M definisce un isomorfismo @, : ¥(M) > X —
X® € X(M) che fa corrispondere ad un campo di vettori X € ¥(M) il campo di
vettori
X®(p) = dDg-1(,)(Xo-1(p) pPerogni p € M.
Il pullback di T’ mediante ® & una nuova connessione lineare I'* su M. La
corrispondente derivazione covariante V® & definita da

-1

(4.7.16) VoY = (Vee¥®)" VXY € (M),
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Proposizione 4.7.10. Un diffeomorfismo ® : M — M ¢é una trasformazione affine
per la connessione V se V® = V.

4.8. Parallelismo

Siay € €*°(I, M) una curva differenziabile in M ed Y € €, TM) un cam-
po di vettori differenziabile lungo la curva 7, tale cioe che Possiamo definire il

differenziale covariante VyY = DY /dt di i lur_zgg lﬁcurva Y.

Vale infatti il seguente Lemma (vedi el Capitolo 2).

Lemma 4.8.1. Se Y|,Y, € X(M) e Y (y(t)) = Ya(y(t)) per ogni t € J, allora
VoY1 = Vi Y2 perognit € J.

DimvosTtrAZIONE. Per dimostrare il lemma ¢ sufficiente stabilire 1’espressione
della derivata covariante lungo una curva in coordinate locali.
Siano x!,...,x™ sono coordinate locali nell’intorno di un punto () della

curva. Se (y'(1),...,y™(t)) & I’espressione parametrica di y ed
0 0
Y=Y'()—+...+Y"()—,
( )6x1 ( )(9xm
allora la derivata covariante di Y lungo vy ¢:

s )

O

Definizione 4.8.2. Il campo di vettori Y(¢) & parallelo lungo la curvay : J - M
se DY/dt = 0 in tutti i punti di y.

:15.3
Ricordiamo, dal ﬁlﬁéﬁnizione di geodetica:

Definizione 4.8.3. La curvay : J — M & una geodetica se il campo della velocita
v ¢ parallelo lungo y.

Un campo di vettori parallelo lpngo yina curvay soddisfa il sistema di equazioni
differenziali ordinarie lineare %‘lﬁgo la curva y. Abbiamo quindi:

Proposizione 4.8.4. Sey : [0,1] —» M e una curva differenziabile che unisce due
punti po, p1 di M, per ogniv € T, M vi é uno e un solo campo di vettori Y = (v, 1)
parallelo lungo y con Y(0) = v. L’applicazione Tp, > v — Y(v,1) € T, M é un
isomorfismo lineare. O

4.9. Geodetiche

Sia I un intervalloin R ed s € €2(I, M) una curva di classe €. La sua velocita
§ & un campo di vettori di classe €' su s, di cui possiamo calcolare la derivata
covariante (Ds/dt) lungo s. Se g, € il sollevamento orizzontale di s a partire da
un punto o di F(M), ¢

4.9.1)

Ds _ (dG5s,$)
e " dr |



76 4. VARIETA AFFINI E RIEMANNIANE

Definizione 4.9.1. Una curva y € €2([0, 1], M) si dice una geodetica se la sua
velocita y ¢ parallela lungo vy, se cioe

(4.9.2) % =0, Vrel0,1].
Scriveremo a volte D_Zy per &
dr? dt
Osservazione 4.9.2. Se y € €>(I,M) & una geodetica, la sy, g/falocitél y é::qco)
identicamente nulla, o diversa da zero per ogni ¢ € /. [Vedi §EL§( del Capitol

Osservazione 4.9.3. Supponiamo che y € ¢(I, M) sia una geodetica, con y # 0.
Una sua riparametrizzazione y o 7, con T € ¢>(I’,I) & ancora una geodetica se, e
soltanto se, la 7 ¢ affine, cioe della forma 7(¢) = at + b. Abbiamo infatti

i oT="17 'OT:>21( or)—‘r"+fzﬂ
T didi =T dt’
D*(yo1)

Quindi, se y ¢ una geodetica, =7-y.Sey #0,questacidat =0,e

. dr?
percio 7 ¢ affine.

Proposizione 4.9.4. La proiezione su M di una curva integrale di un campo di vet-
tori orizzontale standard e una geodetica e viceversa ogni rialzamento orizzontale
di una geodetica in M ¢ la curva integrale di un campo di vettori standard.

DmvosTrAZIONE. Siano v € R™, a, € €*°(I, F(M)) una curva inte ead&B(v),
ey, = moa, Poiché (@) L) = v per ogni ¢ € I, per la abbiamo
2 2 _
Drow/dr =0 eg1s 5.9 . . .
Viceversa, la (%ﬁﬁphca che, se ¥ ¢ il sollevamento orizzontale di una
geodetica y, la (#)!y & costante. O

Come conseguenza otteniamo:

Teorema 4.9.5. Assegnati po € M e vo € T, M esiste un’unica geodetica v,
definita su un intervallo I contenente O come punto interno, tale che

{y(O) = po,

493
(#9:9 ¥(0) = vo.

Abbiamo inoltre vy € €1, M).

L’unicita va intesa nel modo seguente: se I,1' sono due intervalli di R che
contengono 0 e y € €*(I,M), y' € €*(I', M) sono due geodetiche con y(0) =
po =V (0), ¥(0) = vo = ¥'(0), allora y(t) = v'(t) perognit € INT,_In (_lgt_ifolare,
esiste una geodetica massimale che soddisfi le condizioni iniziali (%7

Sey € €, M) e una geodetica non costante, allora y(t) # 0 per ogni t € I.

Definizione 4.9.6. Una connessione affine I' su M si dice completa se ogni geode-
ticay € €I, M) in M puo essere estesa ad una geodetica definita su R.

0
Per il Teorema%fabbiamo



4.10. ESPRESSIONE IN COORDINATE DELLE EQUAZIONI DI STRUTTURA 77

Proposizione 4.9.7. Condizione necessaria e sufficiente affinché la connessione I

su M sia completa é che tutti i campi orizzontali standard siano completi su F(M).
L’equazione delle geodetiche

Dy

- =

si scrive in coordinate locali mediante:

i me ki -
(4.9.5) ¥+ Zj’kzly VANTS per i=1,...,m,

ed ¢ quindi un’equazione differenziale non lineare del second’ordine. Abbiamo
percio:

(4.9.4)

Proposizione 4.9.8. Se p € M, v € T, M, esiste un intervallo aperto I C R, con
0 € I, ed una geodetica y, : I - M con v,(0) = p, ¥,(0) = v.

La geodetica vy, é essenzialmente unica. Cioe, se I' é un altro intervallo di R
contenente 0 e y,, : I' — M un’altra geodetica con y,(0) = p, ¥,(0) = v, allora
vi(t) = y,(t) perognite INT. O

Definizione 4.9.9. Sev € T,M, p € M, indicheremo con y, la geodetica massimale
tale che y(0) = p e ¥(0) = v e con J, C R il suo massimo dominio di definizione.

Osserviamo che, se v € T,M e t,s € R sono tali che st € J,, t € Jj,, allora
Ysv(8) = yu(s0).
4.10. Espressione in coordinate delle equazioni di struttura

Ricordiamo che i tensori di forsione T € T2 (M) e di curvatura R € T (M)
sono definiti da:

(4.10.1) TX,Y)=VxY -VyX - [X, Y]
(4.10.2) R(X,Y) = VxVy - VyVx = Vixy
VX,Y € X(M).

Fissiamo un riferimento (X1, . .., Xj;) su un aperto U di M e consideriamo i simboli
di Christoffel e le componenti dei tensori di torsione e di curvatura definiti da:

m

k

(4.10.3) Vx X = Zkzlri, X,

m
(4.10.4) TG X)) = Y T X,

"k
(4.10.5) ROG X)X = ) R X

Definiamo delle 1-forme o, w? e Q'(U) (per 1 < i, j < m) mediante :
(4.10.6) WX)=6, W= T o
o JE I Lag=1"kJT

Le forme wi. determinano a loro volta i simboli di Christoffel e quindi la connes-
sione affine.
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Diamo una descrizione pill intrinseca delle forme w' e a)’J Il dato del sistema
di riferimento (X1, ..., X)) definisce una forma differenziale
(4.10.7) Bw = (0',...,w") € Q"(U,R™).
La differenziazione affine definisce allora una forma BQ = (wi.) e QY (U, gl(m,R))
tale che
(4.10.8) Bw(VxY) =d[Bw(Y)] (X) + BQ(Y)X.

Se Xi, ..., X) ¢ un altro sistema di riferimento in U, le forme Bw’ € QY U,R™ e
BQ € Q' (U, gl(m, R)) ad esso associate sono legate alle (Bw, BQ2) del precedente
riferimento dalle equazioni di gauge:

4.109) Bw =aBw’ con ae€ €U GL(m,R)),
o Q' =a'oda+a'oBQoa = a'oda+Adla)(Q).
Teorema 4.10.1 (Equazioni di struttura di Cartan). Le forme wi. soddisfano:
i _ mog k., 1\ ' j k
(4.10.10) do' ==>"" wjhof+ zzj,kzlrj,kwf Aw
i_ N\ k l m i h k
(4.10.11) dofy==)"" Wi Ao + 2Zh’k=1R i A .

DmostrAZIONE. Definiamo i coefficienti ci.‘j mediante :

"ok
X Xj1= ) o Xk
Useremo nel seguito la convenzione secondo cui indici uguali in alto e in basso si
intendono sommati su tutto il loro insieme di definizione. Abbiamo dunque:

de' (X}, Xi) = Xj(0'(X0) = Xe(@' (X)) = o ([X), Xe] = =

Abbiamo poi :

T(Xj, Xi) = Vx; Xk — Vx, X — [Xjj, Xi]

= Fj’kiX,‘ - Fk,jiX,' - C;’kXi s
cioe
Tl =TT -l
ik =1 jk kj = Cjk
e quindi :
(—wh A 0" + T 0" A OF)(X, Xi)

— iX z'X 1 Ti Ti
= (X)) + i(X) + o (T = T'k,)

i iyl i i_ i i i_ i
= Tl + T 5 (O =Ty = ) = T = Tl = )
= —cly .
e quindi abbiamo verificato la %

Per i coefficienti del tensore di curvatura abbiamo 1’espressione:
(4.10.12) R jpp = Xk = KTh,) + Tey Tne' = Tnj T’ = ¢ Tef
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A partire dalla formula per le componenti della curvatura, la verifica della %
¢ analoga a quella della % O

In un riferimento X1, ..., X,, suun aperto U di M possiamo associare ai tensori
di torsione e di curvatura le forme di torsione e di curvatura mediante :

_ m i k 2 m
(4.10.13) T = ( E j’kle kW A w )izl,...,n e Q°(UR™,

_ mn i h k 2
(4.10.14) R = ( E h,k:]R kW A @ )hk:lwn € Q°(U,gl(n,R)),

dove, se V & uno spazio vettoriale reale, A”(U, V) ¢ lo spazio delle p-forme diffe-
renziali alternate a valori in V.

Le equazioni di struttura si scrivono allora utilizzando le forme di torsione e di
curvatura mediante] :

dw
17L9)

—Q/\aH—%T

4.10.15
( ) -QAQ+ IR,

Supponiamo che il sistema di riferimento X, ..., X, sia definito su un intorno
normale U, del punto p € M e consideriamo I’applicazione differenziabile, definita
in un intorno aperto V di 0 in R x R™:

(4.10.16) D:V>3(nd,....d" —exp,a'X ... 1d"X,) € U,
Abbiamo allora, per forme @', G)’] definite su V che sono combinazioni lineari a
coefficienti €* di da', ..., da™:
O*w' = dldt + &'
(4.10.17) cD*w; = a);
1<i,j<n
Vale la:

Proposizione 4.10.2. Indicando ancora con T' i ed R' . i loro rialzamenti a V,
le forme &' e G)’j soddisfano il sistema differenziale:

aa)i i k —i i h ~k ~i 1 m

Ezda +aw, +T'ppad", @' 0,a',...,d" =0
(4.10.18) .

o', ) i .

8—/ = R jjral &, @(0,a',....a" = 0.

In particolare, se il tensore di curvatura ¢ nullo, le forme a)j. sono costanti. Se
anche la torsione ¢ nulla, I’esponenziale definisce una trasformazione affine di un
intorno di 0 in 7, M su un intorno normale di p in M.

4si pud dare una formulazione intrinseca delle equazioni di struttura definendo forme &, Q, T
ed R sul fibrato principale §(M) dei sistemi di riferimento di M.
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4.11. Metriche pseudo-Riemanniane e connessione di Levi-Civita
Sia M una varieta differenziabile.

Definizione 4.11.1. Una metrica Riemanniana su M ¢ il dato di un tensore simme-
trico g € TO2(M) definito positivo:
4.11.1)
gX,Y) =gV, X), VX, Y eX(M) (simmetria),
4.11.2)
gp(X,X) >0, seXeX(M)edX(p)+#0 (positivita).

Diciamo che la g ¢ una metrica pse; @iRiemanniana di segnatura (p, g), con p+q =
m, se, invece della condizione @.11.2) richiediamo che

4.11.3)
T,MXxT,M> (v,w) = gp(v,w) € R ¢ non degenere di segnatura (p, g).

Una varieta Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana) ¢ una varieta differenzia-
bile su cui sia stata fissata una metrica Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana).
Indicheremo a volte una varieta Riemanniana, o pseudo-Riemanniana, come una

coppia (M, g).

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana, b una forma bilineare simmetrica
su R™, e supponiamo che, per ogni p € M, g, abbia la stessa segnatura di b.
Indichiamo con Op(m) il gruppo degli automorfismi lineari di R” che preservano
la forma b.

Otteniamo una riduzione O, (M) = (0O, (M) N M) ad Op(m) di {M) ponendo
(4.11.4)

0,(M, p) = {o € Homp(R", T,M) | b(v,w) = g,(c(v),c(w)), Yv,w € R"}.

Proposizione 4.11.2. Sia " una connessione affine su una varieta pseudo-Riemanniana
(M, g). Sono condizioni equivalenti:

(1) 1l trasporto parallelo preserva la forma g.
2) Vg=0.
(3) T ammette una Op(n) riduzione ad Op(M).

DmmosTRAZIONE. Sey € €I, M) ed X, Y sono campi di vettori paralleli lungo
v, abbiamo
d
78X®, YD) = (V3 )(X(0), Y (7).
t
Da questa uguaglianza ricaviamo 1’equivalenza (ﬁ@ﬁ'

La g si rialza ad un’applicazione 3 € €*(F(M), S*(R™)), ove abbiamo in-
dicato con S(R™) lo spazio vettoriale delle forme bilineari simmetriche su R”,
con

g@)(v1,v2) = glo(v),o(12)), Yo € F(M), vy, vy € R™.

La restrizione di g(o)(vi,v2) a Op(M) € costante ed uguale a b(vy,v;). Quindi
Xg(o)(v1,v2) =.Q per ogni X € X(0p(M)) implica che Vg = 0. Questo dimostra
I’'implicazione @)= ().
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Fissiamo oy € Op(M) e siay € ([0, 1], M) una curva con y(0) = (o).
Consideriamo il suo rialzamento orizzontale ¥ con ¥(0) = 0. I vettori y(t)e; sono
ottenuti da gge; per trasporto parallelo lungo y. Quindi, se vale & ey(t) € Op(M)
per ogni ¢t € [0,1]. Da questo deduciamo che H,,F(M) C T4,0,(M) per ogni
punto o9 € Op(M), e che quindi la connegsiong affine I ammette una Op-riduzione
ad Op(M). Cid dimostra I’implicazione B: e completa la dimostrazione della
proposizione. O

Definizione 4.11.3. Diciamo che una connessione affine I" ed una metrica pseudo-

Riemanniana g su E% so_%()1 ﬁygnpatibili se sono soddisfatte le condizioni equivalenti

della Proposizion iremo anche che la I" ¢ una connessione metrica.

Teorema 4.11.4 (Levi-Civita). Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana. Vi e
allora un’unica connessione affine I su M compatibile con g e con torsione nulla.

DmostrAZIONE. La derivazione covariante V della connessione cercata deve

soddisfare le due condizioni

TX.Y)=VxY-VyX—-[XY] = X YeX
“1Ls) {<,> XY —VyX —[X, Y] =0, VX, Y € X,

Vg =0.
Per la seconda delle %%bbiamo perogni X, Y, Z € X(M):
(4.11.6) Xg(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y, VxZ).
Se supponiamo inoltre che valga la prima delle %%bbiamo

Yg(Z,X) = g(VyZ,X) + g(Z, VyX)
=8(VyZ, X) + 8(Z,VxY) - g(Z,[X, Y]

Z8(X,Y) = g(VzX,Y) + g(X, VzY)
= 8(VxZ,Y) + 8(X,VyZ) + g(Y, [Z, X]) — g(X, [Y, Z])

e quindi

Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) - Zg(X.Y)
=8(VxY,2) + g(Y,VxZ) + g(VyZ, X) + 8(Z,VxY) — g(Z,[X, Y])
—8(VxZ,Y) — g(X,VzY) — g(Y.[Z, X]) + 8(X, [V, Z)).

Da questa ricaviamo la formula della derivazione covariante :

28(VxY,Z) = Xg(Y,Z) + Yg(X,Z) - Zg(X, Y)

4.11.7) —gX, [V, Z) + gV, [Z, X]) + g(Z, [X, Y)).

. T . . 2£7,6.9 .
Questo dimostra ’unicita. Viceversa, possiamo utilizzare la %Ter definire
VxY. Sidimostra senza difficolta che la V cosi definita &€ una derivazione covariante
con torsione nulla. O
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Definizione 4.11.5. L'unica connessione metrica priva di torsione su (M, g) si dice
la connessione di Levi-Civitd]

4.12. Espressioni locali

In questo paragrafo ricaveremo diverse espressioni locali per il simboli di Chri-
stoffel ed i tensori di curvatura per la connessione di Levi-Civita di una metrica
Riemanniana g su M.

1

Espressione in coordinate locali. Siano x',...,x™ coordinate locali in un

aperto U di M e poniamo
9 9 1<i,j<
i = —_—, T Sl jsm.
6. 8ij=8 oxt” ox/ /
Per la (%‘i_simboli di Christoffel della connessione di Levi-Civita si esprimo-
no in funzione dei coefficienti g; ;. Abbiamo infatti
ik, Ogik _ 98i,
oxi ox/  oxk’
Indicando con g/ i coefficienti della matrice inversa della (&i,j)i,j=1,...,m» Otteniamo
m 0gic 0gi 0gi
(.12.1) e DI ol L COc
W2 L= oxt  ox/ oxf
L’assenza di torsione equivale al fatto che i simboli di Christoffel, calcolati in
un sistema di coordinate locali, siano simmetrici rispetto ai due indici in basso.

£ —
Zri,j 8tk =

Espressione in un riferimento ortonormale. Sia (Xi,...,X,,) € I'(U, O(M))
un sistema di riferimento ortonormale in un aperto U di M. Poiché le g(X;, X;) =
0;,j sono costanti, i simboli di Christoffel nel riferimento (Xj, ..., X;,) soddisfano:

(4.12.2) rﬁj = %(cﬁj + ci’i + C;w') = —F{;k, ove [X;,X;]= cﬁij,

e I'uguaglianza Fﬁj = —Fl{ . € conseguenza del fatto che i coefficienti c;’k sono
antisimmetrici rispetto agli indici in basso.

Per scrivere le forme di Christoffel utilizziamo il co-riferimento (0',...,0™)
associato ad (X1, ...,X,). Le forme 0!,...,0" € QY(U) sono caratterizzate da
0(X;) = 5;. per 1 < i, j < m, di modo che

g=y (o) = " o0

La forma di Christoffel wy = (w,é) ¢ quindi a valori in o(m) e le equazioni di

struttura danno

doi+ 3" i A0l =0,
(4.12.3) . Z’;ﬁ Lk _m i sk
do’, + Xl Aoy = 3 R 00 A5,

5 Tullio Levi-Civita (Padova, 29 Marzo 1873 Roma, 29 Dicembre 1941) matematico italiano,
allievo di Gregorio Ricci-Curbastro, ¢ 1" inventore del calcolo differenziale assoluto (calcolo tensoria-
le). Ha dato notevoli contributi alla geometria differenziale, alla teoria della relativita, alla meccanica
celeste, all’idrodinamica. Nel 1938 fu cacciato dall’Universita in seguito alle leggi razziali.
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m i h k& s i
ove 3711 R}, 0" A 0% ¢l tensore di curvatura.

Forma polare. Fissiamo un punto py € M e sia U un intorno suo intorno
normale. Possiamo supporre che, per un r > 0,

eXpy, Np(r) ={xeTpyM||lxllg <r} — U

sia un diffeomorfismo.

Fissiamo una base ortonormale (ey,...,e,) in Ty M e costruiamo una se-
zione oy € I'(U,O(M)) mediante il trasporto parallelo di (ey,...,e,) lungo le
geodetiche:

Tu(exp,, (1) = (d exp,, (€1, - - .. d exp,, ((em)).
Poniamo poi

eq:16.2.20| (4.12.4) 0= sism = 010, @ = (@D1<ijem = Ty,

ove 0 ed w sono, rispettivamente, la forma canonica e la forma di Cartan della
connessione di Levi-CivitaI.

Per calcolare queste forme in modo esplicito, introduciamo coordinate polari
in Ny, ponendo, per le componenti v/ di v € TyM,

i_ i : MmN
Vvi=x't, 1 <i<m, Zi:l(x) =1.
Lemma 4.12.1. Abbiamo:
16.2.a| (4.12.5) 6 = x'dt + ¢', con ¢' indipendente da dt,
16.2.b| (4.12.6) gli cD'J sono indipendenti da dt,
i — _(dy " iy
16.2.c|] (4.12.7) d¢' = —(dx' + ijlex YAdt+ -,

16.2.d] (4.12.8) dfy=->" R, o ndir

dove i puntini stanno per forme indipendenti da dt ed R; wi Sono le componenti del
tensore di curvatura nel riferimento oy.

N

DimvosTRAZIONE. Dimostriamo la (% Per provare che ¢’ & indipendente
da dr ¢ sufficiente verificare che, se yx = exp, (tx) ¢ la geodetica uscente da po

con velocita x, allora 6'(y,) = x'. Osserviamo che, per la definizione della forma
canonica,
(57 = 007) = 70 (G2(0)),
ove ¥, ¢ il rialzamento orizzontale di y, a partire dal punto (ey,...,e;). Poiché ¥,
¢ orizzontale e ¥, parallelo lungo vy, ne segue che 6(7,) & costante. Il suo valore in
0 & x e dunque #(y,) = x’ per ogni t.
Poiché ¥, e ¥, sono paralleli lungo la geodetica y,, abbiamo

@' (7x) = (57 =0,
perché ¥, ¢ orizzontale, e questo ci da la (%

Poiché 1la connessione di Levi-Civita ha torsione nulla, abbiamo
do=—-wA6.
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Quindi
ddi = —dx' Adt — dff = —(dx' + Z’J’;@;x/) Adt+ -
ove i puntini stanno per una forma indipendente da dt, in quanto
df =do,0=0y,d0 = -0 (wAO)=DNO

e, per le (129, @125).

m i —_— m i .
Z, O NG = o xXde+ -,
j=1J j=1 1

ove 1 puntini stanno per una forma indipendente da dfr.

Dalle equazioni di struttura, abbiamo
A _ ey i _ N - i i
di' = d(x'dt + ¢') = ijle A (Xidt + @),
~i _ N i .~k A
dwj = Zk:]wk A+ Qj,
ove
5 - N pi ph oA ph
Ol = Zh’k:]Rmke A&,
da cui sostituendo I’espressione di &' in % si ottiene la % O
prop:16.2.6| Proposizione 4.12.2. Abbiamo, per il tensore della metrica, I’espressione
eq:16.2.21| (4.12.9) g:d:@dr+2’,”l¢f®¢".
=

DmostrAZIONE. Poiché oy ¢ un riferimento ortonormale, abbiamo

g= Z’flél‘ Q0.
Da questa risulta

g=di®dr+ Z:;qb" ®¢ + Z:njzlxi(gbi ®dt + dt ® ¢').

Dobbiamo verificare che 'ultima sommatoria a secondo membro € nulla. Poi-
ché ¢' = 0 in po, bastera dimostrare che la forma )7 x'¢' ¢ indipendente da 7.

Abbiamo
a3 dgy=->" didg
Zzlxi(dxi + ZTzld);xj) Adt+---,

dove al solito i puntini indicano una forma indipendente da dt. Abbiamo 3; jd);x"xj =
(/[ = 1 abbiamo 37 x/dx/ =
0. Quindi il differenziale della forma n = Z;’ilxj ¢' & indipendente da dt e, dal mo-

mento che n non contiene dt, cio significa che la forma ¢ costante rispetto a ¢.
Questo completa la dimostrazione. O

) e b & .. ica. Poi. :
0 perché la matrice ’jeantlslmmetrlca Poi, da ’J"

1411 4.13. Connessioni lineari su varieta dotate di una connessione affine
secC:

Premettiamo alcune osservazioni sul prodotto di fibrati principali.
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4.13.1. Prodotto di connessioni principali. Siano §; = (P; N M), peri =
1,2, due connessioni principali con gruppi strutturali G;. Il prodotto § = & ® &, ¢
il fibrato principale su M con spazio totale

P ={(01,02) | mi(01) = ma(02)}
e gruppo strutturale G = G; ® Gy, che agisce su P mediante
(o1, 02)(a1, a2) = (1a1,02a2), Y(0o1,02) € P, Ya; € Gy, Ya; € Go.

L’algebra di Lie di G ¢ la somma diretta g = g; @ g delle algebre di Lie g; dei
gruppi G;, per i = 1, 2. Indichiamo con pr; : P — P; le proiezioni pr;(01,072) = 0.

Proposizione 4.13.1. Se w; € QY(P;, q;) sono le forme di Cartan di connessioni
principali su §;, peri = 1,2, allora ® = prim; ® pryw; € QNP,g) ¢ la forma di
Cartan di una connessione principale su E. O

Siano (p;, V;) due rappresentazioni lineari dei gruppi G;. Allora (p, V), con
V =V ®Vyeplar,a)(vi ® v2) = (p1(ai)vi) ® (p2(a2)v2) € una rappresentazione
lineare di G = G| @ G». La derivazione covariante V su Ey si esprime per mezzo
delle derivazioni covarianti V' sui Eiy, mediante

Vx(s1 ®52) = (Vis1) ® 52 + 51 ® (Vas2), VX € X, Vs; e (M, Ey,), i = 1,2.

4.13.2. Connessioni principali ed affini. Sia € = (P N M) un fibrato prin-
cipale con gruppo strutturale G e supponiamo di aver fissato sulla base M una
connessione affine. Indichiamo con w” € Q'(P,g) ed o™ € Q' (AM), gl(m,R)) le
loro forme di Cartan.

Sia (p, V) una rappresentazione lineare di G ed n = (E v, M) il corrispon-
dente fibrato vettoriale. Indichiamo con V la differenziazione covariante su 1 e con
D quella definita su T*(M) dalla connessione affine 4161

Utilizzando la costruzione generale di %ssiamo definire una deri-
vazione covariante sugli spazi T"*(M, E) dei tensori con coefficienti in E, che
denoteremo ancora con V. Per essa vale la

(4.13.1) Vx(s®a)=(Vxs)®a+s®Dxa, Vsel(M E), YaeT")(M).
Proposizione 4.13.2. La derivazione covariante definisce un’applicazione lineare
(4.13.2) V:T(M,E) — TN (M, E).

Usando la derivazione covariante per i tensori a coefficienti in E, possiamo
definire prima le derivate covarianti seconde, e poi, per ricorrenza, quelle di ordine
superiore, di una sezione s € I'(M, E). Ad esempio, abbiamo la

Definizione 4.13.3. La derivata covariante seconda di una sezione s € I'(M, E)
rispetto ai campi X, Y € X(M) ¢ definita da

(4.13.3) Viys = Vx(Vys) = Vpyys.
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Osservazione 4.13.4. La derivata covariante VXs di una sezione s € I'(M, E) & un
tensore in ?Eo’k(M, E), ciog un’applicazione € *°(M)-multilineare

.....

k volte
Verifichiamo ad esempio la " (M)-multilinearita della derivata seconda. La €*°(M)-
linearita di fo v rispetto ad X € ovvia. Se f € €~ (M), abbiamo

V?(,fys = Vx(Vrys) = Voyyrs = Vx(fVys) = Vipyvexprs
= (fVx(Vys) + (Xf)Vys) — (fVDXYs + (Xf)Vys)
= f(Vx(Vys) + Vp,ys) = fVyys.

Esempio 4.13.5. Se n ¢ il fibrato banale con spazio totale E = M X Ve V la
connessione banale, allora la derivata seconda di una sezione s € (M, V) &
Viys=XYs—(DxY)s.
Se M fosse un aperto di R”, con la connessione affine banale, ed X = ¥ ,a'0/dx,
Y= Z;’;lbia/axi allora

2
Viys = Zm a'b’ 8. il -,
’ i,j=1 0x'0x/
Osservazione 4.13.6. Osserviamo che, nell’Esempio con connessioni ba-
nali sia sul fibrato banale che sulla base aperto di R"™, il tensore della derivata secon-
da coincide con la matrice Hessiana dell’applicazione s ed & quindi, in particolare,
simmetrico.
In generale, otteniamo

V;YS - V%XS = (VXst - VDXYs) - (VYva - VDYXs)
= (VxVys — VyVxs — Vixy1$) — Vpyy-Dyx-[x.v]8
= RV(X, Y)S - VTD(X,Y)S’
ove abbiamo indicato con RY la curvatura della connession lineare V e con 7P la
torsione della connessione affine D.
Quindi la curvatura di V in modo algebrico e la torsione di D in modo diffe-

renziale ci permettono di calcolare 1’ostruzione al fatto che il tensore della derivata
seconda sia simmetrico.

Abbiamo quindi ottenuto la formula di Ricci:

(4.134) Viys—Vixs=R'(X.Y)s—Vioyyys, Vse&EM), VXY € X(M).
Si possono ottenere altre formule di Ricci, che esprimono in termini di curvatu-

ra e torsione come cambino i tensori delle derivate covarianti di ordine superiore
rispetto a permutazioni degli argomenti.
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CAPITOLO 5

Connessioni affini invarianti sugli spazi omogenei

5.1. Rappresentazione lineare d’isotropia

Siano K un gruppo di Lie, H un suo sottogruppo chiuso, « ed | le loro algebre
di Lie, ed M = K/H. Indichiamo con o il punto base, di isotropia H.

Definizione 5.1.1. Il nucleo d’ineffettivita dell’azione di K su M ¢ I’insieme
(5.1.1) N={aeK|ap=p, Vpe M}={ac K| abH = bH, Vb € K}.

Esso ¢ un sottogruppo normale chiuso di K, contenuto nel gruppo d’isotropia H.
L’azione di K su M si dice effettiva se N = {e}, quasi effettiva se N ¢ discreto.

Lemma 5.1.2. Il nucleo di ineffettivita é il sottogruppo

(5.1.2) N={aeH|adb)a) e H, Vb K} = ﬂbeKad(b)(H),
con algebra di Lie

(5.1.3) n={Xebh|Ada)(X) e}, VaeK}

DimosTrAZIONE. Per (%%%1 elementi a di N sono caratterizzati dalla con-
dizione che ad(b)(a) = bab~! appartenga ad H per ogni b € K. Questa condizione,
con b = e, ci dice che in particolare N C H.

Un elemento X € « appartiene all’algebra di Lie di 1 se, e soltanto se,

ad(a)(exp(X)) = exp(tAd(a)(X)) e H perognia € Ked ognit € R.
:15.9.1
Otteniamo percio la (%._a O

Osservazione 5.1.3. Poiché un gruppo di Lie ¢ discreto se e soltanto se la sua
algebra di Lie ¢ {0}, I’azione di K ¢ quasi effettiva se e soltanto se n = {0}.

Lasciando fisso o, gli elementi a dell’isotropia definiscono automorfismi di
ToM e quindi una rappresentazione lineare

(5.1.4) H>a— a, =dL,(0) € GLr(T,M).
:15.9.2
Definizione 5.1.4. Chiamiamo la (%prresenmzione lineare d’isotropia.

Per ogni X € k ed a € H, abbiamo

a.(m.(X)) = 4| _ n(aexp(tX)) = ., ((%)t: . ad(a)(exp(X)))
= m.(Ad(a)(X)).

87
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L’immagine di a € H nella rappresentazione lineare d’isotropia ¢ quindi descritta
dal diagramma commutativo a righe esatte

0 b K = ToM —— 0
(5.1.5) e - «|
b K o TOM e O.

:15.9.2b
La (%Tpﬁcita I’identificazione di T, M al quoziente «/f) e ci mostra che la
rappresentazione lineare d’isotropia & isomorfa al quoziente su /) della restrizione
ad H della rappresentazione aggiunta. Otteniamo percio
Proposizione 5.1.5. Il nucleo d’infedelta della rappresentazione lineare d’isotro-
pia e

(5.1.6) No={aeH|Ad@)(X)-Xel, VX e«}.

Esso ¢ un sottogruppo chiuso di H, con algebra di Lie

(5.1.7) n={Xebh|[X,Y]eh, VY e«}.
Abbiamo ovviamente le inclusioni

(5.1.8) N c No, nc ng.

Vale quindi la

Proposizione 5.1.6. Se la rappresentazione d’isotropia ¢ fedele, allora I’azione di
K su M é effettiva. Se il nucleo d’infedelta dell’applicazione aggiunta é discreto,
allora I’azione di K su M é quasi effettiva. O

Ricordiamo la

Definizione 5.1.7. M = K/H ¢ un K-spazio omogeneo riduttivo se ) ammette un
complemento lineare H-invariante m in «, se risulta cioe

(5.1.9) k=hem,
(5.1.10) AdH)(m) = m.

Osservazione 5.1.8. Poiché tutte le rappresentazioni lineari di un gruppo di Lie
compatto, o di un gruppo di Lie semisemplice, sono completamente riducibili, tutti
gli spazi omogenei M = K/H con H compatto, o semisemplice, sono riduttivi.

.1
La € equivalente al fatto che la restrizione ad m del differenziale x, della
proiezione nel quoziente sia un isomorfismo lineare
(5.1.11) ms X — m(X) € ToM.

.1 ii
Le 1E. I .55 ed (E. £ I%i) ci dicono che la restrizione ad m della rappresentazione
aggiunta di H su « ¢ equivalente alla rappresentazione lineare d’isotropia. Per ogni

a € H abbiamo infatti un diagramma commutativo

dr,

m —— ToM

(5.1.12) Ad(‘”l l
drn,

m —— ToM.
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Sia Hy, il gruppo formato dalle restrizioni ad m degli automorfismi Ad(a), al
variare di @ j 11
La :E[ I 125 ci permette di considerare 7 M come un fibrato vettoriale con fibra
tipica m e con una H,,-struttura, invariante per 1’azione di K.

aéem%zii&lﬂ. Supponiamo che M = K/H sia riduttivo e valgano le %_1

1.10). Allora, per ogni a € K, I’applicazione

(5.1.13) m 5 X—dny(X*) € TaoyM,

dove X* € L(K) ¢ il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente all’ele-
mento X € m C k, e un isomorfismo lineare.

DimostrAzZIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché dm,(X*) = 0 & che
X’ = L, (X) sia tangente ad aH, cioe che X € b. O

Da questo si ricava

Lemma 5.1.10. Se M = K/H ¢ riduttivo, allora TM ¢é un fibrato vettoriale con
fibra tipica m e con una H,,-struttura invariante per I’azione di K. O

Proposizione 5.1.11. Supponiamo che M = K/H sia riduttivo. Se la rappresen-
tazione lineare d’isotropia ¢ fedele, allora & = (K 5 M) ¢ il fibrato principale
associato ad un’H-struttura di M, invariante per I’azione di K. m|

5.2. Connessioni affini canoniche su spazi omogenei riduttivi

. . L. . :15.16.1

Mostriamo ora che la connessione principale definita nel Teorema%m
connessione affine su M. Ricordiamone la definizione.
Sia w, € Q'(K, «) la forma di Maurer-Cartan di K.

Notazione 5.2.1. Indichiamo con
(5.2.1) wy € Ql(K, ) la componente di w, in b,
(5.2.2) O € QI(K, m) la componente di w, in m,

-1
rispetto alla decomposizione (%._Indicheremo con Xj ed X, le componenti di
X € kin b ed m, rispettivamente.

Osservazione 5.2.2. Abbiamo, per X, Y € «,
[X, Y] = [ Xy, Y] + [ Xy, Yiud + [Xino Yol + [Xow, Yinl
Poiché m ¢ ad(h)-invariante, otteniamo
(5.2.3) [X, Y]y = [Xp, Yo + [Xin, Yinlo,
(5.2.4) [X, Y] = [Xp, Yinl + [Xus Yol + [ X, Yindine
Definizione 5.2.3. La 0,, ¢ la forma canonica,isullo spazio totale del fibrato § =

(K 5 M), relativa alla decomposizione dello spazio riduttivo M.
La wy & la forma di connession{] su E.

N 5.16.1
1% 1a forma di connessione che avevamo definito nel Teorema Ei %%]}
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Teorema 5.2.4. Supponiamo che K sia un gruppo di Lie connesso, H un suo sot-

togruppo chiuso. Sia M = K/H e consideriamo € = (K 5 M) come un fibrato
principale con gruppo strutturale H. . B
op.8.1 Jcop.8.ii
(1) Se M ¢ riduttivo e valgono le (E.l.y) e (E.l.lu», allora la wy ¢é la forma
di Cartan di una connessione principale su &, invariante rispetto alle
traslazioni a sinistra su K, e definisce quindi su M una connessione affine
per cui gli elementi di K agiscono su M come trasformazioni affini.
(2) Ogni connessione principale su &, che sia invariante rispetto glle tra-
slazioni a sinistra su K, determina un’unica decomposizione (%i-
spetto alla quale la forma di Cartan sia la h-componente della forma di
Maurer-Cartan di K.
(3) Le forme di torsione e di cuEvat%'% flé una connessione affine con forma

di Cartan wy definita dalla SOMO:

(5.2.5) Oy (X", Y") = ~[Xu Yulm VXY €k,
(5.2.6) Qry(X".Y") = ~[X. Yuly, VX,V €x.

DivosTrAZIONE. La (1) e la (2) sono parte dell’enunciato del Teorema
Verifichiamo le formule per la torsione e la curvatura. Se X, Y € ked X*, Y™ so-
no i corrispondenti campi di vettori invarianti a sinistra, otteniamo, per le equazioni
di struttura,
O™, Y") = dOu (X", Y") + (wy A 0,)(X", YY)
= XYy — V' Xy — 00 ([X", Y] + U)I)(X*)em(Y*) - (DI)(Y*)em(X*)
= —[X, Y] + ad(Xp)(Yn) — ad(¥y)(Xm).
Poiché ® & una f%rmgt%s%iale, possiamo supporre che X = X, ed Y = Yy,

ottenendo cosi la
Per la forma di curvatura abbiamo

.16.1

1
QX" Y") = doy(X",Y") + 5[0)[) A opl(X*, YY)

%k * £ * * £ 1 * 3k
= X 0p(Y") = Y op(X") — wp([ X7, Y*]) + E[wb/\wb](X ,YH)
= XYy — V' Xy — 0p([X, Y]") + [0p(X™), 0p(Y™")]
= —[X, Y]y + [Xyp, Yp].

Poiché Q & una forma tensoriale, & anc%ra_ %@Si%te calcolarla nel caso in cui

X = X, ed Y = Y;,,. Otteniamo percio la O

) B q:15.1(ed515.10.16
Osservazione 5.2.5. Utilizzando le (5.2.J)), (0.2.0)), €d identificando m con T, M

mediante la ., possiamo descrivere i tensori di torsione e curvatura nel punto base
o nella forma:

(5.2.7) ToX,Y) = —[X,Y]m, VXY em,
(528) RO(X’ Y)Z = _[[X, Y]b,Z]m, VX’ Y’Z € m.

Osservazione 5.2.6. Se K ¢ un gruppo di Lie connesso e 1’algebra di Lie i) di H ¢
la sottoalgebra compatta massimale dell’algebra di Lie « di K, possiamo scegliere
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m = p, ove p & il sottospazio della decomposizione di Cartan « = ) & p. Poiché in
questo caso [p, p] C b, otteniamo su M = K/H una connessione simmetrica (cioe¢
con torsione nulla).

5.3. Connessioni affini invarianti

Siano K un gruppo di Lie, H un suo sottogruppo chiuso, « ed § le loro algebre
di Lie, ed M = K/H. Indichiamo con o il punto base, di isotropia H.
Siano m la dimensione di M e G un sottogruppo chiuso di GL(m, R).

Definizione 5.3.1. Una G—struttur E=(P N M) su M si dice K-invariante se
k.(P) = P, per ogni k € K.

Ogni X € « definisce un sottogruppo a un parametro {exp(tX)}er di K, che
agisce a sinistra, come gruppo a un parametro di diffeomorfismi, su K, M e P.
Indicheremo con X¥, XM ed X” i rispettivi generatori infinitesimali. In particolare,
XX & il campo di vettori invariante a destra su K corrispondente ad X, e(ﬂ

X$ = [Ad(HX];, VkeK.

Osservazione 5.3.2. T campi XX ed X* sono rispettivamente @- e n-correlati ad
XM e, per ogni o € P, i campi XX ed X sono ¢,-correlati dall’applicazione £, :
K>k - k.oeP.

Lemma 5.3.3. Abbiamo, per ogni X,Y € k,
53.1) X5 %1 =-x,vi%, X" vP1=-1x, 71", [xM,vM =[x, Y™

414
DivosTRAZIONE. Per l’OsservaZione%uﬂiciente dimostrare la prima del-
e A

. questo scopo consideriamo 1’inversione 1 : K 3 k — k! € K.
Da

1(exp(tX) - k) = k™! exp(—1X),
ricaviamo che
(X% = =x*,

ove abbiamo indicato con X* il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente
ad X € . Quindi

(XS, YED = [-X5, -V ] = [X, YT
ci da la relazione cercata. O
Lemma 5.3.4. Abbiamo
(532)  k(XP) = [AdK)XT),  kXM) = [AdK)X)IM, VkeK, VX €,
(533) R, X'=XP, VaeG, ¥Xe«.

Lo spazio totale P ¢ cio¢ un sottofibrato di F; e I’azione di G su P ¢ la restrizione dell’azione
di GL(m,R) su Fy,.
3Ricordiamo che X; = (Ly).(X) ¢ il campo di vettori invariante a sinistra associato ad X € .
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DivosTrAZIONE. Abbiamo infatti, per ogni k € Ked X € «,
k- (exp(tX) - p) = exp(tAd(k)(X)) - (k- p), VteR, Vpe M,
k- (exp(tX) - o) = exp(tAd(k)(X)) - (k- o), VteR, Yo eP.
Derivando rispetto a ¢ in t = 0 otteniamo le @T%@é—c a € GedX €k, allora
X (c-a)y=("0)-a, VieR YoeP
Derivando rispetto a ¢ in ¢ = O otteniamo le WM O

. 115.10.1 L .

Il Teorema di Wang (Teorema %ﬂerlzza le G-connessioni affini K-
invarianti su M.

Fissato un elemento oy € P,, I’applicazione

(5.3.4) Aoy :H3h— 0yl ohoope G

¢ un omomorfismo di gruppi di Lie. Il suo differenziale nell’identita A, : h — g
¢ una rappresentazione lineare di .

lem15416| Lemma 5.3.5. Sia o la forma di Cartan di una G-connessione affine K-invariante
su€ La

(5.3.5) Ay k3X > o(X;)eg, VYXex
e un’applicazione lineare che soddisfa le

eq:15113| (5.3.6) Agy(X) = Aoy, (X), VX e,
eq:15114| (5.3.7) Agy(Ad(h)(X)) = Adg(hy,(D)(Ayy (X)), VYheH, VX k.

[¢°]
Ke)
=
w1
=
[=)
o

DivosTRAZIONE. Se X € ), allora X© coincide con il campo di vettori fonda-
mentale (Ay,,(X))*, perché exp(rX) - o = 0 (exp(tX)) per ogni t € R. Poiché
O((hory,,(X))*) = Ay (X), otteniamo la .

Siano X e k, h€e H,ed Y = Ad(h)X. Allora

exp(tY)oo = hexp(tX)h_IO'O = hexp(tX)(rO?\(,O(h_l)
= Y5, = ()e(dRy, 1)+ X,

Poiché la connessione & K-invariante, abbiamo in particolare w((A,).Z) = w(Z) per
ogni Z € X(P). Otteniamo percio

0(Yg,) = o((M)<(dRy, 1-1):X5,) = O((dRy, 4)-X5)) = Ad(hoy (M)0(XF),

215114
che ci da la B 0

: 3
Osservazione 5.3.6. La (ﬂ%‘ ci dice che la A, estende 1I’omomorfismo di
algebre di Lie A, ad un’omomorfismo dell’H-modulo « sul G-modulo g. In ge-
nerale, Ay, non ¢ un omomorfismo di algebre di Lie e la torsione e la curvatura
esprimono 1’ ostruzione al fatto che lo sia.
:13.10b
thm:15.10.1| Teorema 5.3.7 (Wang). Sia § una G-struttura K-invariante su M. La @ﬂ@?-

nisce una corrispondenza biunivoca tra le G-connessioni affini K-i grignti su, M
e le applicazioni lineari A, € Homg(k, ) che soddisfano le 1.1/ e :‘%% ; ;
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%ﬂQ‘STRAZIONE Sia Ay, € Homg(k,g). Per il Lemma%ﬁ‘ d%‘

sono condizioni necessarie perché A, sia associata ad una G-connessione
affine K-invariante su E. Resta da verificare che tali condizioni siano anche suffi-
cienti.
Lo spazio H,, dei vettori orizzontali in oy determina univocamente la connes-
sione, perché I’azione (k,g) -0 = k-0 - g di KX G su P ¢ transitiva. Definiamo

Hey = X5, = [Aey (017, | X € &},
Per la d%‘ la sottoalgebra b ¢ il nucleo dell’applicazione lineare
Aoy 1 k3 X > X0 —[AgyX)15, € H,.

Affinché questa scelta di H,, definisca una distribuzione orizzontale K-invariante

su P, & sufficiente verificare che, se k1, k> € K ed aj, ar € G sono tali che kjoga; =

koo oay, allora ki .Ry, Hyy = k2. Rg, Hyy. Da (kglkl) -00 - alagl = 07, segue che

h=ky'ki e He oy hog = Ay (h) = aza;’ = a”' € G. Poiché le azioni a destra di

G ed a sinistra di K su P commutano, sara quindi sufficiente dimostrare che
h.RyHyy = Hy,.

Abbiamo, tenuto conto che i campi di vettori X? sono invarianti per 1’azione a
destra di G,

hRe. X2 = [Rashi X oy = [Ra [Ad(X)] Ny = [AA(X)] 1o,
hRa[Aey CO1%, = [l Ad(@ Y Ary X1 oy = [ AdOrory (M) Ay (X)] 1,
= [ Ay (AR X)]* 1y = [Acry(Ad(R)(X)]E

lol14 L .
per la %erché h. lascia invarianti i campi di vettori fondamentali. Otteniamo
percio che

ap°

iRy, © @y = @y © Ad(h).

Cio completa la dimostrazione. O
.13114

Osservazione 5.3.8. La condizione (%‘fnplica che

(5.3.8) Agy([X, YD) = [he (X), Agy(Y)], VX €D, VX €,

e le due condizioni sono equivalenti se H ¢ connesso.

Calcoliamo ora le forme di torsione e di curvatura di una G-connessione affine
K-invariante.

Lemma 5.3.9. Se X, Y € «, allora
(5.3.9) XPo,(YP) = —o1([X, YI™), VYo eP.
DimosTtrAzIONE. Consideriamo la sommersione differenziabile
O, :KxXxG>(k,a)— k.ooacP.
Abbiamo ®*(XP0(Y")) = XXd* (0(Y")). Poiché
O (O(YD))(k,a) = (k.o oa)y ' (¥YM) =a o (kYY)
=a ' oo ([AdKHYTY),
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eq:15.10.9

kel

o (] = ']
Q|| e o Q
. . Lo .
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risulta
XKoo 0"k, a) = % a o o ([Ad(exp(—tX) YY)
t=0
=—a'oo (X, Y™,
215115
checidala ) m|

Definizione 5.3.10. Ad ogni X € X(M) associamo un tensore Ay € T
mediante

(5.3.10) Ax = Ly — Vy,
ove Ly ¢ la derivata di Lie rispetto ad X.

11 fatto che Ax sia un tensore si evidenzia dall’uguaglianza
(5.3.11) AxY =[X, Y] -VxY =-VyX-TX,Y).
Abbiamo
Lemma 5.3.11. L’applicazione A, é caratterizzata da
(5.3.12) 700 Agy(X),, 005" = —(Axm)o, VX € k.

DimosTrAZIONE. Siano X € k, v € R™ ed Y = B(v) il corrispondente campo
orizzontale standard Y, = A(ov) € Zy = ooV = m.(¥ry).
Sia ® la forma di torsione della connessione. Abbiamo

O, Y)=dox?,Y) + (w A 0)XP,Y)
= X"0(Y) - YO(X") - 0(IX", Y]) + w(X")(O(Y))
= -Y0(XM) + w(X")(),
perché XPo(Y) = XPv = 0ed [XF, Y] = LyrY = 0, perché la connessione ¢ K-
invariante, e quindi lascia invarianti i vettori orizzontali standard. Inoltre, 0(x?) =

0(XM) perché X¥ — XM & verticale. Poiché VZOXM = 0o(YO(XM)), calcolando nel
punto o otteniamo

T(XM,Zy) = =V, XM + 09 0 Ay (X) 0 05 (Zo),
checidala @Dl.@_'g o
Scriviamo
(5.3.13) Aoy (X) = 00 0 Ay (X) 0 07! 0 @, € Homp(x, ToM), VX € k.

Proposizione 5.3.12. La torsione e la curvatura della connessione I associata
all’applicazione A, si esprimono, mediante le formule:

(5.3.14) ToX, Y3 = hory X)(Y) = hery (V)(X) + [X, Y1V

(5.3.15) Ro(XY, YY) = 00 0 {[Agry(X), Ay (V)] = Ay ([X, Y} 0 07,
VX,Y €«k.
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eq:15.11.3
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:15.10.8a :15.10.,9 ,
DimosTRAZIONE. La ¢ conseguenza della - Se X, Y € «, abbia-
o:

T Yy = (VY™ = (XM YM]g) — (W X™ — Y™, xM]g) + [YY, X,
= —Axn Yy + Ay X3+ [YM, XM,

= Aoy X)(Y) = hory V)(X) + [X, YT

; 5.11 :14.16.6
La formula per la curvatura ¢ la (%‘dﬁla Proposizione%_ ]

5.4. Connessioni invarianti su spazi riduttivi

. L :15.10
Utilizziamo le notazioni del

Supponiamo inoltre, in questo paragrafo, che lo spazio omogeneo M = K/H
sia riduttivo, che ci sia cioé un complemento lineare m di }) in «, invariante rispetto
all’azione aggiunta di H:

541 k=hem, AdH)(m)=m.

;15.11.1
Dalla (%egue, in particolare, che [h,m] C m, e questa condizione ¢
equivalente ad Ad(H)(m) = m quando H € connesso.

Sia m la dimensione di M, G un sottogruppo di Lie di GL(m,R) e § = (P LM )
una G-struttura, su / i]}gagiante per ’a_zcigne di K.

Il Teorema el Capitolo [2[da in questo caso:
Teorema 5.4.1 (Wang). C’¢ una corrispondenza biunivoca tra le G-connessioni
affini K-invarianti su M e le applicazioni lineari

m

(54.2) Agyp i — g
tali che
(5.4.3) Ay (Ad (M)(X)) = Adg(A(M)(Agy, (X)), YheH, VX em.
Infatti la A, determina univocamente un’applicazione lineare
€
Aoy(X) = {iUOm(X) z: }; e ?n

:15.10.1
che soddisfa le condizioni del Teorema%%f Zk

215.10.2
Osserviamo che, per il Lemma %‘lmrrispondenza ¢ data da
Proposizione 5.4.2. Se A, é 'applicazione lineare associata a I', abbiamo
(5.4.4) 000 Mgy © 0 = —(Ax-)o,  YX €m.

Identifichiamo Ty M con m e di conseguenza gli elementi di g come endomorfi-
smi di m, utilizzando il sistema di riferimento 0. Indichiamo al soli _(I‘(Bple em
ed Xy € b le componenti di X € « rispetto alla decomposizione (E[% : ; Con queste
notazioni, possiamo enunciare il seguente:
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thm:15.12.3| Teorema 5.4.3. La torsione e la curvatura della G-connessione K-invariante T’

sono espresse in termini della A, dalle formule

(545 To(X.¥) = Mgy (Y = Agy (VX = [X, Y]

(5.4.6) Ro(X, Y) = [Agg (XD, Agr (X1 = Ay ([X, Y1) — 4([X, Yy),
VX, Y e m.

R , o :15.10.3
DivosTrAZIONE. L’enunciato € un caso particolare della Proposizione %—
m

La connessione canonica corrisponde alla scelta Ay, = 0.
Essa ¢ caratterizzata da

Proposizione 5.4.4. La connessione canonica e 'unica G-connessione affine K-
invariante tale che, per ogni X € m, l'orbita exp(tX) - 0o, e quindi anche tutte le
orbite exp(tX) - o con o € P, siano orizzontali.

DimvosTRAZIONE. Poiché A, (X) = w4, (X"), la condizione che A, sia I’ap-
plicazione nulla ¢ necessaria e sufficiente affinché X; sia orizzontale per ogni

X € m. Poiché K opera come un gruppo di affinita, X* & orizzontale lungo la
curva exp(tX) - o se e soltanto se & orizzontale in o7. O

Proposizione 5.4.5. Supponiamo che M sia riduttivo, § una G-struttura su M e T’
la connessione canonica su €. Allora:

(1) T é completa;

(2) le geodetiche uscenti da o sono le curve integrali exp(tX) - 0 dei campi
X*, al variare di X in m.

(3) La torsione e la curvatura di T soddisfano le

(5.4.7) To(X,Y) = —[X,Y]m, VX, Y em,
(5.4.8) Ro(X.Y)Z = —[[X, Y]y, Z], VYX.Y,Zem,
(5.4.9) VT =0,

(5.4.10) VR = 0.

Proposizione 5.4.6. Sia I' una G-connessione affine K-invariante sullo spazio
riduttivo M = K/H e sia Ay, € Homg(m, g) ’applicazione lineare associata.

Condizione necessaria e sufficiente affinché le curve integrali dei campi X*, al
variare di X in m, siano geodetiche, ¢ che

(5.4.11) Mgy (X)X =0, VX em.

;15.11.4
DmostrazIONE. Per la (%‘lmndizione Agy (X)X = 0 € necessaria e suf-
ficiente affinché la derivata covariante del vettore di velocita della curva integrale
di X* lungo la curva sia nulla. O

Teorema 5.4.7. Esiste una G-connessione affine su M priva di torsione e per cui
le curve integrali dei campi di vettori X*, al variare di X in m, siano geodetiche.
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DimvosTrAZIONE. Basta infatti considerare la connessione corrispondente alla
scelta
1
(5.4.12) Aoy XY = 3[X, Y], VX, Y em.
O

) ) :15,12.18
Definizione 5.4.8. La connessione corrispondente alla scelta (%_sﬁhce la
connessione naturale priva di torsione.

Osservazione 5.4.9. Se la rappresentazione lineare d’isotropia ¢ fedele, allora la
connessione naturale priva di torsione € unica.

Consideriamo il caso particolare in cui M = G sia un gruppo di Lie. Facciamo
agire K = G X G su G mediante

(5.4.13) K x G > ((a,b),x) — axb™' € G.
Lo stabilizzatore dell’identita ¢ il sottogruppo
(5.4.14) H={(a,a)| acG}.

Se g ¢ I’algebra di Lie di G, allorak = g@ge quelladi Kedh = {(X,X) | X € g}
quella di H.

Possiamo rappresentare G = K/H come uno spazio riduttivo in diversi modi.
Tra questi, abbiamo le decomposizioni Ad(H)-invarianti:

(+) k=bhe&m,, conmy ={0,X)|XE€g}
=) k=hem_, conm, ={(X,0)|X € g},
(0) k=hemy, conm, ={X,-X)|XE€qg).

Definizione 5.4.10 Car L

1€ - & : . . .
le decomp051210n1 ( ;51 dicono la connessione-(F), 1Ia connessione-
e la connessione-(U]), rispettivamente.

Teorema 5.4.11. La torsione e curvatura delle connessioni di Cartan-Shauten sul
gruppo di Lie G si esprimono con le formule:

n- aué%n). Le connessioni canoniche acorrispondenti El—_gb

(+) T(X*,Y*)=[X*,Y*], R=0,
(-) T(X*,Y") = —[X*,Y*], R=0,
(0) T=0, RX".Y"HZ"'=-i[[X"Y"],Z'],

perogni X, Y, Z € q.






CAPITOLO 6

Applicazione esponenziale e campi di Jacobi

6.1. L’applicazione esponenziale

Sia (M,TI') una varieta affine. Fissiamo un punto py € M. Le geodetiche di
punto iniziale po sono parametrizzate dalla loro velocita iniziale v € T,)M. La y,,
di velocita iniziale v, ¢ la soluzione del problema di Cauchy

D%y, _

.
©.1.1) 7(0) = po.

74(0) = .

Indichiamo con /, ilsuo intervallo massimale di definizione. E Ly = k7, per ogni
numero reale k # O e

(6.1.2) Yio(0) = yp(kt), Vtek1,.

Per,la dipendenza ¥ delle soluzioni del problema di Cauchy dai dati iniziali,
-1), I'insieme

(6.1.3) Wy ={veT, |1el)}

¢ un intorno aperto di 0 in 7', M, stellato rispetto all’origine per la (% ed
(6.1.4) Exp,, : Wp, 2 v — vw(l)eM

¢ un’applicazione di classe €.

Definizione 6.1.1. La (% si dice ’applicazione esponenziale in pg associata
alla connessione I'.

Osservazione 6.1.2. Se la connessione I" ¢ completa, allora, per ogni punto py,
I’applicazione esponenziale ¢ definita su 7', M.

Proposizione 6.1.3. L’applicazione esponenziale in pg € M definisce un diffeo-
morfismo di un intorno aperto di 0 in T ,yM su un intorno aperto di po in M.

DimostrAZIONE. L'enunciato ¢ conseguenza del teorema dell’applicazione in-
versa, perché il differenziale di Exp,, in 0 € I'identita su 7', M. O

In particolare, I’esponenziale in py definisce una carta locale con centro in pyg.

99
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6.2. Intorni normali ed intorni convessi

Definizione 6.2.1. Un intorno stellato No(p) dell’origine in T, M, contenuto in
Wpy, € su cui Exp,, definisca un diffeomorfismo su un aperto N, di M, si dice
normale, ed N, = Expp(No(p)) si dice un intorno normale di p in M.

Osservazione 6.2.2. Se vy, ..., v, ¢ unabase di T, M, si dicono coordinate normali
del punto q € N, 1 numeri reali xb, ..., x™ tali che

Expp(xlvl +-+xX") =q.

Per ogni base vy, ..., v, di T,M le coordinate normali sono anche coordinate locali
in Np.

Teorema 6.2.3. Ogni punto py € M ammette un intorno normale Ny, che é anche
intorno normale di ciascuno dei suoi punti.

In particolare, data una coppia di punti qo,qy € Np, vi & un’unica geodetica
y € €70, 11, Np) con y(0) = qo, ¥(1) = q1.

DimosTRAZIONE. Fissiamo coordinate locali x!, ..., ¥ in un intorno U di po in
M, con x/(pg) =0perj=1,...,n. Seqgp € Uedr >0,e definiamo

Vigo.n ={peu ‘Zj;'xj(f’) - HgoP <7} .

Utilizzando i teoremi di esistenza, unicita, dipendenza € dai dati iniziali per le
equazioni differenziali ordinarie ed il teorema delle funzioni implicite, possiamo
trovare un rg > 0 tale che, per ogni p € V(po, 2rp), ’aperto V(p, 2rg) sia contenuto
in un intorno normale di p. In particolare, tutti gli aperti V(p, r), con p € V(po, ro)
ed r < ry sono semplici, ovvero contengono al pill un segmento di geodetica che
congiunga due punti assegnati.

Sia F(p) = z’;;l|xf(p)|2 € ¢€*(U). Ad una geodeticay € € ([a, b, V(po, ro))
associamo la funzione G(¢) = F(y(f)) € €*([a, b]). Abbiamo :

G(t) = 2Zj;x-/'(r)xf(t),
G(t) = 223’:1 (|xf‘(t))2 + xj(t))'c'j(t))
=23 (6= Yo 0 Thom) Fo 0.

Possiamo quindi determinare un numero reale *, con 0 < r* < ry, tale che, per
ogni geodeticay : [a,b] — V(po, r*), la funzione F(y(¢)) sia strettamente convessa.

Fissiamo un r > 0 tale che ogni p € V(py, r) abbia un intorno normale N, con
V(po,r) C N, C V(po,r*). Dati due punti g, g1 € V(po, r) vi € un’unica geodetica
v : [0,1] — V(po, r*), che congiunge g a g;. Poiché F(y(0)) < r2, F(y(1)) < 1?2,
segue dalla convessita di F(y(t)) che y(¢) € V(po, r) per ogni t € [0, 1]. O

Definizione 6.2.4. Un sottoinsieme A di M si dice

e convesso se, per ogni coppia di suoi punti contiene una geodetica che li
congiunge;
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e semplice se, per ogni coppia di suoi punti vi ¢ al pili una geodetica che li
congiunge.

. . 17264
Per il Teorema abblamo:

Teorema 6.2.5. Ogni punto di M ammette un sistema fondamentale di intorni
aperti semplici e convessi. O

Sia N, un intorno normale di un punto p € M. Per ogni g € N, v’¢ un’unica
geodetica y[p 4 : [0,1] — N, che congiunge p a g. I trasporto parallelo lungo la
geodetica y(, 4] i permette di definire un’applicazione lineare 7, , : T,M — T M.
Indichiamo con v* € X(N,,) il campo di vettori

(6.2.1) Vi(q) = Tp4e(v) € X(N)).

: 20
Definizione 6.2.6. 11 campo di vettori (%a_sf dice adattato al vettore tangente
veT,M.

Possiamo utilizzare i campi di vettori adattati per esprimere con una formula il
differenziale dell’esponenziale di una connessione analitica.

Definizione 6.2.7. Se M ¢ una varieta analitica reale, la connessione V si dice
analitica se VxY & analitico in U**™ c M per ogni coppia di campi di vettori X, Y
che siano analitici in U.

Questa condizione equivale al fatto che i simboli di Christoffel, calcolati in un
sistema di riferimento analitico, siano analitici.

Indichiamo con Ly la derivata di Lie rispetto al campo di vettori X € X(M).

Teorema 6.2.8. Sia M una varieta analitica su cui sia assegnata una connessione
affine analitica I'. Siano p € M e v € TpM. Allora esiste un € > 0 tale che Exp,
sia definita ed analitica in un intorno di {tv| — € < t < €} e si ha:

— pLl-n*

(622)  (dExp,)m)(w) = {%(w*)} Vi < e.
v Exp,,(tv)

Osservazione 6.2.9. Se (M, g) & una varieta Riemanniana, in coordinate normali
(Np,, x) abbiamo:

()= S 2
6.2.3) {&J(x) 5+ 0(x)

l"j.,k(O) =0.

6.3. Definizione dei campi di Jacobi

6.3.1. Superfici parametriche. Sia M una varieta differenziabile. Una super-
ficie parametrica in M ¢ un’applicazione differenziabile f : U— M di un aperto U
di R? in M. Siano (z, s) le coordinate cartesiane di RZ. Poniamo

of(t,5)/0t = fu(8]00) s, € Of(1,5)/0s = f.(I]05)s)-
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Chiamiamo campo di vettori su f un’applicazione differenziabile V : U—T M che
renda commutativo il diagramma:

Supponiamo ora che su M sia assegnata una connessione affine I'. Per ogni s
fissato, la t—f (¢, s), e per ogni ¢ fissato la s — f(t, s) sono curve differenziabili
in M e possiamo quindi definire le derivate covarianti di V lungo ciascuna di tali
curve. Le denoteremo con

6.3.1)

Lemma 6.3.1. Siano f : U—M una superficie parametrica in M e V un campo di
vettori su f. Valgono allora le:

Dof Dof of of
3.2 — ===
632) O0s 0t 0Ot ds (as Ht)
DD DD of of
6.3.3 ——V-——V=R g
( ) asatv 8t8sv ((9s ot )V

DmosTrAZIONE. La verifica delle formule ¢ immediata quando la f si scriva, in
un sistema di coordinate locali x!,. .., x", mediante:

(t, 5)—(t,5,0,...,0).

Cio € possibile vicino a ciascun punto (¢, s) in cui la f sia un’immersione, cio¢

0

in cui a—J; e 8_f siano linearmente indipendenti. Perturbando la f, ed osservan-

s
do che le formule che vogliamo dimostrare dipendono con continuita dalla f, ci
riconduciamo al caso in cui f sia un’immersione. O

6.3.2. L’equazione di Jacobi. Fissiamo un punto p € M e consideriamo 1’ap-
plicazione esponenziale Exp ,, definita sull’intorno W), di 0 in 7}, M. Per calcolarne
il differenziale in un punto v € W), consideriamo una curva v(s) € €*([~¢, €], T,M)
con v(0) = v e v(0) = w e la superficie parametrica

(6.3.4) f(t,s) = Expp(t v(s)),
definita su un intorno aperto U di [0, 1] X (=€, €) in R2. E
af(1,0
(6.3.5) (Bxp,). 0900 = LE2.
of(,0)

Il campo di vettori J(¢) = soddisfa un’equazione differenziale lineare

| 7247

del second’ordine lungo la geodetlca v(t) =
abbiamo

Exp,,(#v). Infatti, per il Lemm

05Ot ot Ot ds Ot ds’ ot ] ot

_DDdf DDIf [(of of\of
T osaror " ( )
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226_f+D of of TR af of\aof

ototds ot s’ or at’ ds) or
Abbiamo quindi ottenuto I’equazione di Jacobi per il campo di vettori J(f) lungo
la geodetica y(z) = Exp,,(1v):

D?J . DT, 7)

6.3.6 +R(J,y)y = 0.

(6.3.6) e 7 L7y
L’ equazione di Jacobi per una connessione simmetrica si semplifica nella
(6.3.7) J+ R, )y =0.

Siay € €*°(I, M) una geodetica.

Definizione 6.3.2. Chiamiamo campi di Jacobi lungo 7 le soluzioni della
Indichiamo con _# (y) I'insieme dei campi di Jacobi lungo 7.

Proposizione 6.3.3. Siay € €°(I, M) una geodetica e sia ty € 1. Per ogni coppia
vo, wo di vettori tangenti in Ty M esiste uno ed un solo campo di Jacobi J lungo
¥ che soddisfi le condizioni iniziali J(ty) = vo, J(ty) = wo

_F (y) é uno spazio vettoriale reale di dimensione 2m.

. :17a31 . .
DmmostrAzIONE. L’enunciato segue dal fatto che la %‘e‘ un’equazione dif-
ferenziale ordinaria del second’ordine lineare per il campo J(t). O

Lemma 6.3.4. Siano p € M, v,w € T,M. Allora
(6.3.8) J(1) = Exp,, (tv)(tw)
e il campo di Jacobi lungo la geodetica y(t) = Exp ,(tv) che soddisfa le condizioni
iniziali:
(6.3.9) J(0)=0, J@O)=

DmosTrAZIONE. Infatti, J(f) = df(t,0)/ds per la superficie parametrica

(t, )= f(t,s) = Expp(t(v + sw)).

Poiché f(0, s) = p per ogni s, ¢ J(0) = 0. Abbiamo poi

220 = (2) B, mwm] = () [1Exp, @00

= [(Expp)*(fv)(w) +1 E<Expp*<fv)(w”]t:o )
O

Osservazione 6.3.5. Per ogni geodetica vy, la sua velocita y ed il campo #y sono di
Jacobi lungo .

:17a510
Dal Lemma%ﬁﬁb‘ﬁmo:

Proposizione 6.3.6. Sia Ny un intorno normale di 0 in T,M, v € Ng e wo € T, M.
Allora dExpp(v)(w) e il valore in 1 del campo di Jacobi J,, lungo la geodetica

y(t) = Expp(tv), che soddisfa le condizioni iniziali J,,(0) = 0, J,,(0) = w. O
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Corollario 6.3.7. I punti singolari di Exp,, sono i vettori v € No per cui esiste un
campo di Jacobi non nullo lungo y(t) = Exp p(tv) che si annulliin 0 ed 1. O

6.4. Campi di Jacobi su una varieta Riemanniana

Supponiamo che (M, g) sia una varieta Riemanniana, e consideriamo su M la
connessione di Levi-Civita.

Definizione 6.4.1. Un riferimento mobile lungo una curva y € €*(I, M) ¢ una
curva o = (eq,...,ey) € €<, 0(M)) tale che:

(1) perognit €, ei(?),...,ey(t) ¢ una base ortonormale di T'y)M;

(2) perognii=1,...,m, ¢; € €, TM) ¢ parallelo lungo 7.

Un riferimento orizzontale ¢ cio¢ un sollevamento orizzontale ¥ di y in o(M).
Se y € €(I, M) & una geodetica, allora

d Dy .\ _
d—tg(y(t),y(t)) = Zg(—dt ,y(t)) =0.

Quindi

Lemma 6.4.2. Le geodetiche non costanti di una varieta Riemanniana (M, g) sono
parametrizzate mediante un multiplo della lunghezza d’arco. O

Potremo dunque scegliere, su una geodetica non costante y € ¢*°(I, M), un
riferimento mobile (e, ..., e,) € € U, O(M)) con e; = y/||y||. Poniamo
(6.4.1) a; j(t) = R(ei(), ¥(1), (1), (1)) = g(R(ei(1), y(0) ¥(1) , e;(1)).
I coeflicienti a; ; sono simmetrici per la prima identita di Bianchi. Abbiamo infatti

a,j(1) = gR(ei(®), ¥ () ¥(1) , e (1)) = —g(R((ei(1), 7(1)) e (1), ¥(1))

= gR((0), (D) ei(t), (1) + g(R(e (1), ei(1) ¥(1), (1))

= g(R(e;(1), y()) ¥(1), ei(n) = a;i(1),
perché R(v, w) € un endomorfismo g,-antisimmetrico di 7, M per ogni v,w € T, M.
Epoial,i =gqg;;=0perognii=1,...,m.

Le componenti ' di un campo di Jacobi J(¢) = 2 f i(t)e;(t) rispetto al riferi-

mento mobile scelto sulla geodetica y, soddisfano il sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie

(6.4.2) Fia )i =00 i=l.m.
In particolare,
(6.4.3) f'=o.
1 ;cafgpniladi Jacobi ¥(¢) = |[y¥lle1(?) e ty(¢) = t||¥|| e1(¢) sono le soluzioni della

@ , corrispondenti rispettivamente alle condizioni iniziali

fwo) = (,0,...,0), f(to) =0,
ft)=0 fto) = (I, 0,...,0).

; jacformb
Dalla G somms i1
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Lemma 6.4.3. Siay € €°([0, al, M) una geodetica e fissiamo to € I. Ogni campo
di Jacobi J tale che

(6.4.4) 8(J(10), (1)) =0 e g(J(t0), ¥(10)) = 0

soddisfa

(6.4.5) g0, 70)=0 e gJ®,7®))=0, Vtel 0
Corollario 6.4.4. Sia po e M,ve W,  CTyyMew € T,yM conw L v. Allora
Exppo(v)*w L Exppo(v)*v. O

Il tensore di curvatura R della connessione di Levi-Civita € una due-forma
a coeflicienti nel fibrato og(M) C T'!'M degli endomorfismi g-antisimmetrici di
TM. Se definiamo

(6.4.6) R(X1, X2, X3, Xy) = g(R(X1, X2)X3, X4), VX1, X2, X3, X4

otteniamo una forma bilineare simmetrica su A>T M.

Definizione 6.4.5. Chiamiamo curvatura sezionale di (M, g) nel piano a di TM il
numero reale K(«@) per cui

(6.4.7) R(X1, X2, X1, X2) = —K(@)(g(X1, X1)g(X2, X2) — |8(X1, X2)).

Esempio 6.4.6 (Campi di Jacobi su una varieta a curvatura sezionale costante).
Supponiamo che M abbia curvatura sezionale costante K e sia y una geodetica su
M. Supponiamo che y sia parametrizzata per lunghezza d’arco.

Fissiamo un campo di vettori w(z) parallelo suy, con [|[w(?)|| = 1 e gw(t), ¥(¢)) =
0. Allora R(w(1), ¥(£))y(t) = Kw(t)). Poiché Dw/dt = 0 lungo 7y, ne segue che le

K~ (A cos(t VK) + Bsin(t VK)) - w(t) se K >0,
(6.4.8) J() = {(A + Bp) - w(t) se K =0,
K~ (A cosh(r V=K) + Bsinh(t V=K)) - w(t) se K <0

sono campi di Jacobi ortogonali lungo y. Tutti i campi di Jacobi ortogonali si
ottengono al variare di w(¢) tra i campi di vettori ortogonali paralleli lungo .

Esempio 6.4.7. Piu in generale, possiamo considerare il caso in cui sia VR = 0, che
si verifica ad esempio per una metrica invariante su uno spazio omogeneo riduttivo.
Siay € €I, M) una geodetica. Supporremo per semplicita che 0 € I'e ||y|| = 1.
Abbiamo

Cl,',j(t) _ d ' . . .
= Eg(R(el(f),Y(f)) ¥(0), e;(1)

b DR
= d—f(R(ei(t),i’(t)) ¥(0), ej(n) + g(z(e,'(t),j/(t)) (), ej(t))

+ 8(R(&i(1), ¥(1)) ¥(1), € (1)) + g(R(ei(r), (1) ¥(1), (1))

+ g(R(ei(n), 7(1) (1), (D) + g(R(ei(t), y(1)) (1), ¢j(1)) = 0
e quindi i coefficienti a;; sono costanti lungo y. Possiamo fissare il riferimento
mobile o = (ey, ..., ey) lungo y in modo che i vettori e; diagonalizzino (a; j), che
cioe

m
Z.,-zlai,jej(f) = kjei(t), peri=1,....m
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ove k; =0eka,...,ky, sono gli autovalori della matrice (a; ;). Allora
ki_1 cos(t \//;)e,-(t) se ki >0, ki_l sin(t \/%)ei(t) sek; >0,
Jl{ = <ei(t) sek; =0, ‘]i” =<tei(t) sek; =0,
k' cosh(tV=k;) sek; <0, k' sinh(t V=kj)ei(t) se k; <0,
peri=1,...,m formano una base dello spazio vettoriale di _Z (y).

6.5. Punti coniugati
Siay € €*([a, b], M) una geodetica.

Definizione 6.5.1. Diciamo che #y,#;, con a < ty < t; < b, sono coniugati lungo y
se esiste un campo di Jacobi J(#) non identicamente nullo su vy che si annulli in #
e t1. La molteplicita di (ty, t;) ¢ la dimensione dello spazio vettoriale:

(6.5.1) {J:[a,b]=TM|J € _Z(y), J(to) =0, J(t;) = O}

Diremo anche che due punti pg, p; € M sono coniugati se py = y(ty) e p1 = y(t1)
per una geodetica a, b], M) per cui fy, t; siano coniugati e chiameremo la
dimensione di (%Woltepllczm di (po, p1) lungo .

a51

Se pensiamo 7y fissato, chiameremo la dimensione dello spazio vettoriale
molteplicita di t;.

Osservazione 6.5.2. Fissato g € [a, b], lo spazio vettoriale dei campi di Jacobi che
si annullano in #y ha dimensione m. Tra di essi c’¢ il campo di vettori (¢ — #9) (),
che si annulla soltanto nel punto f. Quindi la molteplicita di un punto coniugato ¢
un intero < (n — 1).

Esempio 6.5.3. Nel caso della sfera 8" = {x € R"™!||x| = 1}, le geodetiche sono i
cerchi massini (intersezioni di S” con i piani per 1’origine). Su ciascuna di esse il
punto antipodale (e il punto stesso) € coniugato con molteplicita (n — 1).

Definizione 6.5.4. Sia p € M. 1l luogo coniugato di p & I'insieme C(p) dei punti ¢
di M tali che

(1) g = Exp,(t4vy) per qualche 0 # v, € T,M e 14 > 0;

(2) esiste un campo di Jacobi J € /(Expp(t vg)) con J(0) =0, J(z,) =0

Esempio 6.5.5. Nel caso della sfera S” = {x € R™|x] = 1}, & C(x) = {—x} per
ogni x € S".

Proposizione 6.5.6. Sia y : [0, al—M una geodetica, con y(0) = p € M, ¥(0) =
v e T,M\{0}. Alloray(t), con0 <t < a é coniugato di 0 lungoy se e soltanto se tv
¢ un punto singolare dell’applicazione Exp,,, e la molteplicita del punto coniugato
() ¢ la dimensione del nucleo di (Expp)*(‘cv).

DmosTrAZIONE. Infatti i campi di Jacobi lungo y che si annullano in O sono
tutti e soli quelli della forma J(¢) = [(aE p(t(v + sw))) /as]szo e il loro valore in T €
(Exp,)-(t)(tw). O
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Proposizione 6.5.7. Siay : [a,b]—>M una geodetica. Se a e b non sono coniugati,
allora il problema al contorno:
D?J
— +R(y, )y =0
(6.5.2) a Y
J(@) =va, J(b) =vp
ammette un’unica soluzione per ogni coppia di vettori v, € TyyM e v, € T, M.

DmmosTRAZIONE. Se a e b non sono coniugati, I’applicazione lineare
F )3 J-(a), D) € TyyM & TypyM

¢ iniettiva e quindi anche surgettiva perché i due spazi vettoriali hanno la stessa
dimensione finita 2m. O






CAPITOLO 7

Varieta Riemanniane

7.1. Metriche Riemanniane e pseudo-Riemanniane

;149 :15
Richiamiamo alcune nozioni gia introdotte nel §%ﬂ€l Capitolo E}

Definizione 7.1.1. Sia M una varieta differenziabile. Una metrica Riemanniana su
M ¢ un tensore g € T%2(M) simmetrico e definito positivo:

(7.1.1) gX,Y)=g(¥,X), VX,YeX(M) (simmetria),
(7.1.2) gp(X,X)>0, seXeX(M)edX(p)+0 (positivita).

H S
Diciamo che la g & una metrica pseudo-Riemanniana se la condizione dﬁ' s
indebolisce a:

Per ogni p € M la forma bilineare simmetrica

(7.1.3) T,MxT,M> (v,w) = g,(v,w) €R ¢ non degenere.

Una varieta Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana) € una varieta differen-
ziabile su cui sia stata fissata una metrica Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana).
Indicheremo a volte una varieta Riemanniana, o pseudo-Riemanniana, come una

coppia (M, g).

Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana, poniamo

(7.1.4) vw)p = gv,w), Il = Vg, v), sepeMev,weT,M.

Definizione 7.1.2. Siano (M, g) ed (N, h) due varieta pseudo-Riemanniane. Un’ap-
plicazione differenziabile f : N — M si dice un’immersione isometrica se

(7.1.5) gr(fiXy Yy = hy(X,Y), VX, Y € X(N), Vg € N.
Esempio 7.1.3. La metrica Euclidea di R” ¢ definita, nelle coordinate canoniche
x',..., X", da
0 0 .
(716) g(ﬁ, %) = 5,"/, per 1< 1,] <m.

Esempio 7.1.4. Siano (M, g) una varieta Riemanniana, N una varieta differenzia-
bileed f : N - M un’immersione differenziabile. Allora
(7.1.7) h(Xy, Y, = g(f(Xy, f:(Yy), VYg€eN, ¥X,, Y, € T,N
deﬁni§c§ una metrica Riemanniana su N. . . 16.1.2

Piu in generale, se (M, g) & pseudo-Riemanniana, la dﬁ_déﬁmsce una me-
trica pseudo-Riemanniana su N se, per ogni ¢ € N, il sottospazio f.(T;N) ¢
anisotropo in (7'M, g ¢(g))-

109
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Esempio 7.1.5. Consideriamo su §™ la metrica Riemanniana g indotta dall’im-
mersione canonica S” < R"™. Sia U = {x € §” | x° + 1 > 0} e consideriamo su

U le coordinate locali y', ..., y" definite da
1 - 2 ) 2 i ) i
0 - ly',x’z 4 , Y = al ,peri=1,...,m.
1+ P 1+ yP? 1+x0
Abbiamo
Vvidyl , dvi N yidyl
dx’ = —42")/—2}2, dxt = 2% —4)7’21))—3)2 suS™.
1+ 1+ I+
Quind{] o
ody @dy'

g = Z dxi ®dxi|5»;1 =4
: (1+ P2
Calcoliamo ora il tensore della metrica in coordinate sferiche. Per semplicita
ci limitiamo a trattare il caso della sfera di dimensione due dello spazio ordinario.
Abbiamo allora su S 2

1" = cos ¥, dx® = —sin6do,
x! = sinfcos ¢, dx' = cos@cos ¢ db — sinfsin ¢ de,
x* = sinfsin ¢, dx? = cos @sin ¢ df + sin @ cos ¢ do

e quindi, ponendo d6? = dd ® df e d¢* = dp ® d¢,
g = d6* +sin” 0dg>.
Esempio 7.1.6. Poiché la mappa antipodale a¢p : S” > x - —x € S” & un’isome-

tria, la metrica g definisce, per passaggio al quoziente, una metrica g sullo spazio
proiettivo, che rende la proiezione 7 : " — RP” un’isometria.

Esempio 7.1.7. La metrica dell’esempio lﬁé—gﬁ%cide suS? =~ CP! conlametrica
di Fubini-Study degli spazi proiettivi complessi. €, a meno di un fattore moltipli-
cativo, la parte reale della metrica di Fubini-Study di CP". Questa ¢ una metrica
Hermitiana invariante per 1’azione di SU(n + 1), che si esprime, nelle coordinate
locali w/ = z//2° di Uy = {z° # 0}, mediante

(1 + W)Yo dw! @ dw! = 31, wiw'dz! © d”
B (1+wPy? '

Si ottiene una metrica Riemanniana ponendo g = Re A.

(7.1.8) h

Esempio 7.1.8. Possiamo considerare lo spazio proiettivo reale RP" come una
sottovarieta differenziabile dello spazio proiettivo complesso CP". La restrizio-
ne ad RP" della metrica di Fubini-Study definisce una metrica SO(n + 1)-invariante
su RP". La sua espressione, nelle coordinate locali y' = x' /x0di Ug = {x° #0}, &
L+ D, dy @ dy' = 37 y'y/dy' ® dy’
(7.1.9) g= 5 .
1+

ILa forma della metrica & particolarmente semplice perché le coordinate y* sono conformi.
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Esempio 7.1.9. Se G ¢ un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo compatto, pos-
siamo definire su M = G/H una metrica Riemanniana G-invariante. Sia 0 = [H]
il punto base di M. Per il teorema di Haar sull’esistenza di misure invarianti
sui gruppi compatti, possiamo definire su 7¢M un prodotto scalare g, per cui gli
hy =dLy : ToM — ToM, per h € H, siano isometrie. Se p = a-operuna € G,
poniamo.

g(a*XO’ a*YO) = gO(Xp()’ Yp())

Questa ¢ una buona definizione, perché, se b = ah con h € H, allora
g((ah)*XO’ (Clh)* YO) = go(h*Xpo’ h*Ypo) = gO(Xpo’ Ypo)-

Definizione 7.1.10. Sia G un gruppo di Lie, M = G/H un suo spazio omogeneo
e g una metrica Riemanniana su M. Se g ¢ G-invariante, diciamo che (M, g) ¢ uno
spazio Riemanniano G-omogeneo.

Esempio 7.1.11. Ogni gruppo di Lie compatto G ammette una metrica Riemannia-
na invariante sia rispetto alle traslazioni a destra che rispetto alle traslazioni a sini-
stra. Possiamo infatti considerare G come uno spazio omogeneo rispetto all’azione
transitiva

(7.1.10) (GXxG)XG 3 ((a,b),x) — axb”! €G.

11 sottogruppo di isotropia di e ¢ Ag = {(a,a) | a € G}. Per I’Esempio %1@_3
ammette una metrica g invariante per I’azione di G X G, cio¢ invariante sia a destra
che a sinistra.

Supponiamo che il gruppo G sia un gruppo semisemplice compatto. Allora la
forma di Killing

(7.1.11) k4(A, B) = traccia(ady(A) - ady(B))

¢ definita negativa. Otteniamo una metrica Riemanniana G-invariante sia a sinistra
che a destra ponendo

(7.1.12) gX,,Y) = —k(X,Y), VX, Yeaq,

dove abbiamo indicato con X*, Y* i campi di vettori invarianti a sinistra associati
ad X,Y € q.

Analogamente, se G € un sottogruppo compatto di GL(#n, R), la forma quadra-
tica

(7.1.13) g.(X,Y) = —traccia(XY), VX,Y €gcCgl(n,R)
¢ definita positiva ed otteniamo una metrica Riemanniana invariante su G definendo
(7.1.14) g(X;,Y,) = —traccia(XY), VX,Y eaq.

Esempio 7.1.12. Se 1 < p < m, la forma
_ N ;. i_ \" i i
(7.1.15) g= Zizldx ® dx Zi=p+1dx ® dx'.

definisce una metrica pseudo-Riemanniana su R".
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Esempio 7.1.13. Consideriamo su R”*! la metrica pseudo-Riemanniana
h=-d@d+ )" d @dy.

I pullback di hsu M = {x € R™ | x0 = (1 + 37 |x'*)!/?} definisce una metrica

Riemanniana g, che ¢ la metrica standard dello spazio iperbolico di Lobacevski di

dimensione n. Indichiamo con K la matrice

-1

1

e sia O(1,n) = {a € GL,(R) | ‘aKa = K} il gruppo delle trasformazioni lineari di
R™*! che lasciano invariata la K. Posto ¢g = (1,0, ...,0) € M,

0.(1,n) ={a € O,n) | ‘egKaeg > 0}

¢ un sottogruppo normale di indice due di O(1, n), che opera transitivamente su M
e lascia invariata la metrica Riemanniana g. Lo stabilizzatore di ¢g in O,(1,7n) ¢
un sottogruppo compatto, isomorfo ad %%Questa costruzione ¢ dunque un caso
particolare di quella dell’Esempio.

Esempio 7.1.14. Sia G un gruppo di Lie semisemplice. Per un criterio di Cartan,
la semisemplicita ¢ equivalente al fatto che la forma di Killing

(7.1.16) ky(X, Y) = traccia(adg(X)ady(Y)), X, Y €g

sia non degenere sull’algebra di Lie g di G. Nota che, se G non ¢ compatto, la
forma di Killing ¢ indefinita. La

(7.1.17) gX,Y) =—«k(X,Y), per X,Yeg

>Ta

definisce allora una metrica pseudo-Riemanniana su G.

7.2. Estensione della metrica ai fibrati tensoriali

Sia g una forma bilineare simmetrica, definita su uno spazio vettoriale reale V,
di dimensione finita m. Risulta allora univocamente definita una forma bilineare
simmetrica, che denoteremo ancora con g, sulla potenza tensoriale k-esima Ve e
che, sulle coppie di tensori di rango uno da

gVI®- - @V, w1 ®---®@wy) = g(vi,wr) - - - g(Vk, w).

. . . . . k
Fissiamo una base ey, ..., e, di V, poniamo g; ; = g(e;,e;) e siano a,f € V& con
=2, patte; ®--®e, =2 i B%e; @ ®e;. Allora

JlseesJk
Se g ¢ non degenere, I’applicazione lineare B, : V — V* ad essa associata ¢ un
isomorfismo. Utilizzando la B,, possiamo definire una forma bilineare simmetrica
su V* ponendo

g = g(B; (&), By (), Véme V.
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Se indichiamo con (g"/) I’inversa della matrice (g;, ), otteniamo che
_ by
g&m= ), g,

ove & = Zifl-ei, n= Zin,-ei per la base duale el,....,e"inVdiey,..., e,
Possiamo quindi definire il prodotto di tensori s-covarianti e k-controvarianti

[] el / "
“:Z"l @l ® 0,0 0@l

.....

015 ,lh j ]
ﬁ le, lhﬁl I “®eih®ejl®.“®ejk’

mediante

= RS |9 AN /99 AP I PO Tl
8@, pB) Zgn,ll 8inir 8 g ag ,j,ﬁ]l, g

Osserviamo ancora che le applicazioni

h,k oesll ] h+k 0,h+k
Vs a— giji: © Sinjnk ¥y i € e'®---@d™ el v,

Th’kV Sa 5 gjl,ih+| .. g]k’]IH-kall’ -in e, ® - ®epy € Th+k’OV

s
sono isomorfismi lineari che preservano le estensioni della g.
Tutte queste considerazioni si estendono in modo ovvio ai tensori definiti su
una varieta pseudo-Riemanniana (M, g).

7.3. Geodetiche e distanza Riemanniana

Sia (M, g) una varieta Riemanniana, su cui abbiamo fissato la connessione di
Levi-Civita. Useremo la notazione (vjw) = g(v,w) e |[vl]| = +/g(v,v) > O0se v,w €
T,M.

Siay € €'([a, b], M) una curva differenziabile.

Definizione 7.3.1. La lunghezza L(y) e I’energia, o azione E(y) di y sono definite
dagli integrali:

b
(3.1) L) = [ Iy

b
(73.2) E(y) = f Iy @lPdr .
Se |[[y(0)l| = 1 per ogni t € [a,b] diciamo che y € parametrizzata per lunghezza

d’arco. In questo caso t, — 1] = ftltz lly¥(®)||dt perognia < t; <t < b.

Queste definizioni si estendono in modo ovvio al caso in cui v sia di classe ¢!
a tratti.

Indichiamo con €, 1([a b], M) I’insieme di tutte le curve vy : [a, b]— M che sono
di classe ¢! a tratti; ricordiamo che cid significa che y & un’applicazione continua
e che possiamo trovare una partizione

fh=a<t <...<ty=b
dell’intervallo [a, b] tale che ciascuna delle curve

[tic1, ] 2 t>y(H) e M
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sia differenziabile di classe €. Indichiamo con CK; ([a,b],a,b; M, p, q)} il sottoin-
sieme di ‘5& ([a, b], M) che consiste delle curve y che hanno punto iniziale y(a) = p
e punto finale y(b) = q.

Dalle formule di cambiamento di variabile negli integrali ricaviamo:

Lemma 7.3.2. La lunghezza di una curva non dipende dalla sua parametrizzazio-
ne.

Supponiamo che M sia connessa.

Definizione 7.3.3. La distanza Riemanniana tra due punti p,q € M ¢
(7.33) d(p.q) = inf(L(y)|y € €;(0, 11,0, 1: M, p.9)}..

Proposizione 7.3.4. Fissiamo ry > 0 in modo tale che Nyo(py) = {v € Tp,M |
VIl < ro} sia un intorno normale dell’origine in T, M ed N, = Exppo(No(po)) il
corrispondente intorno normale di pg in M. Allora

(7.3.4) d(po, Exp,, () = [VIl,  ¥Yv € No(po).

DmMosTRAZIONE. Siay € C5&([0, 1], Np,) un cammino semplice con y(0) = po
e y(l) = Exppo(v), con v # 0. Risulta allora determinato un cammino o €
%&([0, 11, No(po)) per cui y(r) = Exppo(oc(t)), con a(0) = 0 ed a(l) = v. Per
(D)) o)

llau(®)|1?

e la sua componente normale alla direzione radiale &,(¢) = &(t) — d,(z). Abbiamo

90 = Expyy (0(0) = Expy, (6(0) + Expy, (0 (0).
. 511 .17a5
Per la Proposizione € a1 emmalo.4.3 1%/ettori Exp po*(('xr(t)) ed Exp po*(dn(t))

sono ortogonali. Inoltre ||Epr0*(dr(t))|| = |l&, (@), e ||Expp0*(dn(t))|| =0see

0 < t < 1 decomponiamo ¢(¢) nella sua componente radiale &,(¢) =

soltanto se @, (7) = 0. E poi

1 1
f lla,(Dlldr = f
0 0

Otteniamo percio

d La
— > — = .
dtlla(t)ll‘dt_fo dllla(t)ll (vl

1
Ly) = fo e f IExp,, (¢ (e)ldr = Il

e vale I’'uguaglianza solo quando &, (#) sia identicamente nulla, cio¢ quando y sia
la geodetica Exp,, (#v). Per concludere la dimostrazione basta osservare che ogni
arco di classe CK; ne contiene uno semplice con gli stessi estremi, che ha quindi
lunghezza inferiore, e che ogni cammino che congiunga pg ad un punto non con-
tenuto in Ny, ha, per la prima parte della dimostrazione, lunghezza maggiore o
uguale ad ry. O

L. ;17a518 | L.
Per la Proposmoneﬁ%% Ie geodetiche minimizzano localmente la lunghezza
d’arco. Abbiamo cioe

Corollario 7.3.5. Se y € €, M) ¢ una geodetica, allora per ogni ty € I
possiamo trovare €y > 0 tale che d(y(t),v(tg)) = |l¥(to)l - |t — tol per |t < .
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Da questa proprieta delle geodetiche ricaviamo:
Teorema 7.3.6. M XM > (p, q)—d(p, q) é una distanza su M. La topologia indotta
da d coincide con la topologia di varieta di M. O
7.4. 1l funzionale dell’energia

Mostriamo in questo paragrafo che le geodetiche di una varieta Riemanniana
sono i punti stazionari del funzionale dell’energia.

Lemma 7.4.1. Per ogni curvavy € ‘?a”t%([a, bl, M) vale la diseguaglianza:
(7.4.1) L(y)* < (b - a)E(y).
;gd4as
In (ﬂ%le l'uguaglianza se e soltanto se ||y(t)|| = costante.

DmosTtrAZIONE. La diseguaglianza di Holder da
12

b b 1/2 b
L) = [ ol < ( | war dz) ' ( | dr) = (b-a) PE()
a a a
e vale I’'uguaglianza se e soltanto se ||y(¢)|| € costante. O

Corollario 7.4.2. Se y € ‘Kt%([a, bl, M) e parametrizzata per lunghezza d’arco,
allora E(y) e minimo di {E(y o ¢)}, al variare di ¢ tra i diffeomorfismi di [a,b]. O

Siano a,b € R con a < b, Q un aperto di R" ed
F:la,b] x QXR"> (t,x,6)>F(t,x,) € R

una funzione di classe ¢’ Le equazioni di Eulero-Lagrange di un funzionale

b
(7.4.2) Oy) = f Ft,y@®,y0)dt, ¢ €% (a,bl,Q)
sono date da:
d OF OF .
(743) Ea_gi_ﬁ_o’ l—l,...,n.

Proposizione 7.4.3. Le equazioni di Eulero-Lagrange per il funzionale dell’ener-
gia E(y) sono date da

Dy

=2 -0

dt

Le geodetiche della connessione di Levi-Civita di una varieta Riemanniana sono
quindi gli estremali del funzionale dell’ energia.

(7.4.4)

DmosTRAZIONE. Supponiamo che y € €'([a, b], M) e che il suo supporto y([a, b])
sia contenuto in un aperto coordinato (U, x). Il funzionale E(y) ¢ definito, nelle
coordinate locali, dalla

F(t,x,6) = gl = ), gij()€'€’ .

ij=1
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Otteniamo percio per le relative equazioni di Eulero-Lagrange:

d | : 5 9gk(y()
zd_t [JZ:; gi’j(ﬂt))yj(t)] - Z gj’k(_?/( ))7"]@)77]((1) =0 per i=1,...,n;

=T

quindi

i "\ Og; t .
*) 2Zg,,(mj+2 Z Dy 5 BTyt = 0

1
=

I simboli di Christoffel per la connessione di Levi-Civita sono
an in [08n.; 5gh,k gk
—2 Oxk Y oxh |-

Quindi la (x) € I’equazione

n
P+ D T =0 per i=1...n
k=1

delle geodetiche della connessione di Levi-Civita della metrica g. O

Proposizione 7.4.4 (Lemma di Gauss). Condizione necessaria e sufficiente affin-
ché una carta coordinata (U, x) con centro in pq sia un suo intorno normale, e le x'
coordinate normali, é che x(U) sia stellato rispetto all’origine ed il tensore della
metrica soddisfi

(7.4.5) Z';g,-, Jp)X(p) =X (p), Vpel.

DmvosTtrAZIONE. Consideriamo un sistema di coordinate normali in pg, per la
connessione di Levi-Civita di (M, g). Fissata una base g,,-ortonormale ey, ..., e,
di T),,M, la carta locale ¢ definita da

No(po) 3 (x, ..., x™) — Exppo(xlel +--+2"ep) € Ny,

Le geodetiche uscenti da pg sono, in N, le curve integrali del campo radiale
2 X = a 7, ed il trasporto parallelo lungo le geodetiche preserva I"ortonormalita.
Valgono percio le :I?E%g; in un sistema di coordinate normali.

_V'gg}lersa, se (U, x) € una carta coordinata con centro in py per cui valga la
(ﬂ%er ogni x € x(U) lat — tx rappresenta nelle coordinate il cammino di
lunghezza minima che congiunge pg al punto di coordinate x. Inoltre la velocita
lungo tale cammino & costante ed uguale a ||x||. Infatti, se x(y(7)) = tx,

80 7) = ), ijeoxed = 37 ool = .
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7.5. Varieta di Riemann compatte

Teorema 7.5.1. Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta. Ogni curva con-
tinua y € €([0, 11, M) é omotopa, in un’omotopia che lascia fissi i suoi estremi
po = ¥(0) e py = y(1), ad una geodetica. Essa puo essere scelta come una curva
di lunghezza minima nella classe [y] di y in n([0, 11,0, 1; M, po, p1).

DimostrAZIONE. Gli intorni normali sono contrattili e quindi due archi qual-
siasi, che abbiano gli stessi estremi e siano contenute in un intorno normale, sono
omotopi in un’omotopia con gli estremi fissi. Sia % = {U;}i<i<x un ricoprimento
finito di M mediante aperti semplici e convessi.

Fissiamo un numero reale positivo r tale che, per ogni p € M la palla B(p, r) =
{g € M| d(p,q) < r} sia contenuta in un aperto del ricoprimento %/. Mostriamo
che cio ¢ possibile. Ragioniamo per assurdo. Se cido non fosse vero, per ogni
intero positivo v potremmo trovare un punto p, in M tale che B(p,,27”) non sia
contenuto in nessun aperto del ricoprimento %/ . Poiché M ¢ compatto, possiamo
estrarre dalla {p,} una sottosuccessione {pi, } convergente ad un punto p,, € M. E
D € U, per qualche iy e B(pw, r9) C Uj, per qualche rg > 0. Se g € B(py,, 27k,

d(q, pss) < d(Peo, Pi,) + 27k < gy perv > 1

ci da una contraddizione.

Siano pg, p1 € M ed o una classe di omotopia in ([0, 1], 0, 1; M, po, p1). Sieﬂ
u =inf{L(y) | v € a} e {y,} una successione in o con {L(y,)} decrescente a u.

Se0 =1 <t <+ <ty =1¢una partizione di [0, 1] per cui I’arco di
¥n di estremi y,(tj-1),¥a(t;) sia contenuto in un aperto Ui di %, la curva 1y,
formata dagli archi geodetici in U ;) di estremi y,(Z;-1), y,(f;) € omotopa a y, in
n([0,1],0, 1; M, po, p1) ed ha lunghezza L(y,) < L(y,). Possiamo quindi sceglie-
re la nostra successione minimizzante {y,} C o con y, € €, ([0, 1], M) somma
di archi geodetici, e, a meno di riparametrizzazione, con |/y,(t)|| = u, costante.
Osserviamo che u,, = L(y,) < po = L(yp) e uy, — p.

Scegliamo un intero positivo N con Nugr < 1 e consideriamo la partizione
0=t <t <---<ty=1cont; =i/N. Poiché le coppie di punti y,(t;—1), ¥.x(t),
avendo distanza inferiore ad r, appartengono ad uno stesso aperto di %/, possia-
mo supporre che le y, siano somme di archi geodetici di estremi y,(t;-1), v, (t;)
contenuti ciascuno in un aperto di % .

Passando ad una sottosuccessione, possiamo supporre che perognii = 1,...,N
1 la successione {y,(#;)} converga ad un punto g; € M e che, posto gg = pg €
gn = p1, perogni 1 <i < N, gli archi geodetici di estremi {y,(t;-1)}, {y.(t)}, per
ogni n, € quello di estremi g;_1, g; siano tutti contenuti nello stesso aperto U ;) di
% .Perognii=1,...,N,¢

. . -1
d(gi-1,q:) = Vlggo d(yn(ti-1), y(t)) = }LI{}OMV(Ii i) =ulti—ti)) =N u<r
Na lunghezza di una curva continua y € %([0, 1], M) in uno spazio metrico (M, d) & ’estremo

inferiore delle somme Zﬁld(y(ti,l),y(t,»)) al variare di0 =#) < t; < --- < ty_; < ty = 1 tra tutte le
partizioni finite dell’intervallo [0, 1].
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Possiamo percid costruire una curva y € %,°([0, 11, M) con [[y(?)|| costante, in
modo che la restrizione di y a [#;_1, #;] sia I’arco di geodesica in U, che congiunge
gi-1 a q;. La 7y cosi ottenuta appartiene alla classe di omotopia o e L(y) = p.
Necessariamente y € ([0, 1], M) ed & quindi una geodetica. Infatti, se y fosse
singolare in uno dei #;, con 1 < i < N, potremmo ottenere una curva di lunghezza
strettamente inferiore sostituendo al suo arco di estremi y(i—(2N)™1), y(#;i+(2N)~1)
il corrispondente arco dell’unica geodetica che congiunge i due punti in un aperto
del ricoprimento %/ che li contiene. O

Corollario 7.5.2. Se M ¢ una varieta Riemanniana connessa e compatta, due punti
qualsiasi p, q di M possono essere congiunti con una geodeticay : [0, 1]1-M con

L(y) = d(p,q).

Corollario 7.5.3. Se M ¢ una varieta Riemanniana compatta, per ogni p € M
I"applicazione Exp,, é definita su tutto T, M ed é surgettiva.

7.6. 11 teorema di Hopf-Rinow

Definizione 7.6.1. Una varieta affine M si dice geodeticamente completa se ogni
geodetica y € €(I, M) ¢ la restrizione all’intervallo I di una geodetica definita
su R.

Teorema 7.6.2. Sia M una varieta Riemanniana, e sia d la relativa distanza. Le
seguenti affermazioni sono equivalenti:

(1) M, con la distanza d, é uno spazio metrico completo;

(2) i sottoinsiemi chiusi e limitati (rispetto a d) di M sono compatti;

(3) esiste p € M tale che Exp,, ¢ definita su tutto T, M;

(4) M e geodeticamente completa rispetto alla connessione di Levi-Civita.

Inoltre, ognuna delle (1), (2), (3), (4) implica:

(5) due punti qualsiasi p,q € M possono essere congiunti da una geodetica
di lunghezza d(p, q).

DmvmosTrAZIONE. In primo luogo mostriamo che, se Exp, ¢ definita su tutto
T,M, allora ogni g € M pud essere congiunto a p da una geodetica di lunghezza
d(p, ). In particolare, questo dimostra che (4)=(5).

Sia r = d(p, g) e sia p > 0 tale che ogni p’ € M con d(p, p’) < p € congiunto a
p da un’unica geodetica di lunghezza d(p, p’).

Se r < p, per la scelta di p vi € un’unica geodetica di lunghezza r che congiunge
p a g, e quindi la nostra affermazione ¢ senz’altro verificata.

Consideriamo quindi il caso in cui r > p.

Poiché 0B(p,p)) = {x € M|d(p,x) = p} ¢ compatto, possiamo fissare un
punto pg € dB(p, p) tale che d(q, dB(p,p) = d(po,q). Vi ¢ allora un unico vettore
veT,Mcong(v,v) =1edExp,(pv) = po. Consideriamo la geodetica

R 3 t—y(t) = Expp(t vVIEM.

Vogliamo dimostrare che y(r) = ¢g. In questo caso y |[O,r] ¢ la geodetica di lunghez-
za minima che congiunge p a q.
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Sia
I={re0,r]d(y(s),q) =r—=s ¥s€[0,1]}.
Dobbiamo dimostrare che r € I. Osserviamo che [ ¢ chiuso e contiene [0, p].

Mostriamo che I ¢ anche aperto. Siafy € I. Se g = r, alloral = [0,r] e
abbiamo finito. Consideriamo allora un #p € I con fy < r. Sia p; = y(fy) e sia
p1 > 0 tale che ogni x € M con d(p;,x) < p; sia congiunto a p; da un’unica
geodetica di lunghezza d(p;, x).

Se d(p1,q) < p1, la spezzata ottenuto congiungendo la geodetica y |[0,,O] con
I’unica geodetica (parametrizzata per lunghezza d’arco) che congiunge p; a g ha
lunghezza r ed ¢ quindi una geodetica di lunghezza r che congiunge p a g.

Se invece d(p1, q) > p1, fissiamo un punto p, su dB(p1, p1) a distanza minima
da g. Allora

d(p,p2) 2 d(p,q) —d(q, p1) =r—d(p,p1).
Ogni curva y’ da p; a g interseca dB(py, p1) in un punto y’(¢). Quindi:
L(y') 2 d(y(0), p1) + d(y(1), q)
=p1 +d(y(®), q)
> p1 +d(p2,q).
Abbiamo quindi anche

d(g. p1) 2 p1 +d(q. p2)
e, per la diseguaglianza triangolare, vale I’uguaglianza. Poiché

d(y(1),q) = d(p1,9) = r—to,
otteniamo
dip,p)zr—(r—to—p1) =t —pi.
Da questo segue che la y(#), per fo < t < fy + pj, coincide con I’unica geodetica
che congiunge p; a p;. Inoltre per quanto osservato in precedenza, risultera allora
d(y(t),q) = r — t anche per ty < t < fy + p1. Dunque 7y & punto interno a /.
Da questo segue che I = [0, r] e la nostra affermazione ¢ dimostrata. Completiamo

ora la dimostrazione delle altre implicazioni del teorema.

(4)=(3) ¢ banale. (3)=(2) Se A ¢ un sottoinsieme limitato di M, ¢ A C B(p, R) per
qualche R > 0 e quindi ¢ un sottoinsieme del compatto Exp,({v € T,M [g,(v,v) <
R}). La (2) segue quindi dal fatto che un sottoinsieme chiuso di un compatto ¢
compatto. (2)=(1) Ogni successione di Cauchy {p,} € M ¢ limitata e quindi

la chiusura della sua immagine ¢ compatta. Esiste percid una sottosuccessione
convergente e dunque la successione {p,} stessa ¢ convergente. (1)=(4)Siap e M

e consideriamo la geodetica t—y(f) = Expp(tv). Sia [ il suo intervallo massimale
di definizione. Se fosse sup I = Ty < +o0, potremmo scegliere una successione {t, }
tale che 1, /* Ty. Poich€ g(t,, 1) < gp(v, V) Ity — 1], 1a {¥(,) € una successione di
Cauchy. Per ipotesi ammette un limite pg € M. Poiché g,(y(t,), ¥(t,)) = gp(v,v)
per ogni n, a meno di passare a una sottosuccessione possiamo fare in modo che
V() —Veo € Tp, in TM. Allora Exppo(t — Ty) ¢ definita in un intorno di T e
coincide con y nei punti in cui entrambi sono definite. Cio contraddice la scelta di
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Ty e mostra quindi che Ty = +oo. Analogamente si dimostra che la y ¢ definita per
ogni ¢t < 0. Cio completa la dimostrazione. O

7.7. Varieta Riemanniane con curvatura negativa

Dimostriamo innanzi tutto un risultato che collega i campi di Jacobi alla cur-
vatura sezionale.

Proposizione 7.7.1. Siano p € M, v,w € T,M. Consideriamo, lungo la geodetica
y(t) = expp(tv), il campo di Jacobi J(t) = (dEpr(tV))(lW). Valgono le formule:

(7.7.1) @) = 2 wl* - %g(R(v, wiv,w) tt + o(t*),

1 g(R(v, ,
(17.2) 1T = t|wl| — g%wﬁvw)

In particolare, se ||v]| = 1, [|[w]| = 1 e g(v,w) = 0, detto o il piano generato da v e
w, abbiamo

£+ oh), pert>0.

1
(7.7.3) WOl =t - 8K(cr) £+ o(tYy, pert>0,
ove K(0) ¢ la curvatura sezionale.

DmosTtrAZIONE. Calcoliamo lo sviluppo di Taylor di f(¢) = g(J(¢), J(¢)) nel-
’origine. Ricordiamo che J verifica le condizioni iniziali J(0) = 0, J(0) = w.
Indicando con J, J’, J”, ... le successive derivate covarianti di J lungo y abbiamo:

) = 8,0,
d ’
d2
pl0= 28(J", J) +2g(J", )",

d3 1444 44 7
5 () =2g("",.) + 68", T,

d4 1717 44 ! 4 4
T (0 =280, 1)+ 8g(J"", ") + 6g(J", J").

Derivando I’equazione di Jacobi
J" =Ry, D)y
otteniamo poi
]III _ D(R( J)) _ DR( J) +R( J/)
- dt y’ 7 - dt Y7 7 7, y
Tenuto conto delle condizioni iniziali e dell’equazione di Jacobi abbiamo
J(0) =0, J(0) =w, J’(0) =0, J"(0) = R(v, w)v,
e quindi

fO) =0, f(©0)=0, f© =2l f"©0)=0, f"(0)=8gR,w)v,w).
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Sostituendo nella formula del polinomio di Taylor, otteniamo la tesi della proposi-
zione. O

i217b73 e L .
La %e_spnme, in forma infinitesima, il modo in cui si comportino le geo-
detiche uscenti da p, immagini mediante I’esponenziale delle semirette uscenti

dall’origine di T,M. Rispetto ai raggi Euclidei di T, M esse si avvicinano se la
curvatura sezionale del piano (v, w) ¢ positiva, si allontanano se essa & negativa.

Definizione 7.7.2. Diciamo che una varieta Riemanniana (M, g) ha curvatura ne-
gativa (rispettivamente strettamente negativa) se K(a) < 0 (rispettivamente K(a) <
0) per ogni 2-piano @ C T, M, per ogni p € M.

Percid, se M ha curvatura (sezionale) negativa, per un campo di Jacobi J
avremo:
(7.7.4) g(J, ) = —g(R, Ny, J) = —R(y, J,7,J) < 0.
Vale il seguente:

Teorema 7.7.3. Supponiamo che M abbia curvatura sezionale negativa. Sia p €
M ed No(p) un intorno normale di 0 in T,M. Allora, per ogni v € No(p) e w €
T,M,

(7.7.5) Zexp, ) (d €Xp, ()W), d exp,()(W)) = gp(w, w).
In particolare, se yy € %(a, b], No(p)), allora

b
(7.7.6) L(yo) = f \J&p(¥0, 70) dt < L(Exp,, © ).

DimosTtrAZIONE. Ricordiamo che Ji (i; i%]fgcﬂp(tv))(tw) ¢ un campo di Jacobi

lungo Exp,,(#v). Utilizzando la formula ‘otteniamo allora che, se la curvatura
sezionale del piano (v, w) ¢ strettamente negativa,

7 gv, w, v, w)
6 [wll

se fo > 0 ¢ sufficientemente piccolo. Il campo J ¢ in ogni punto tangente al piano
a(tv) = (Expp*(tv)v, Expp*(tv)(w». Quindi, se la curvatura sezionale fosse nulla

dexp,(v)(w) = [wll - +o() <|wll per 0<t<t

lungo la geodetica, avremmo J = 0 e quindi in varrebbe 1’equaglianza.

Per completare la dimostrazione, bastera suddividere la geodetica Exp ,(tv),
definita per 0 < t < a, in sottoarchi sufficientemente piccoli di geodetica su
ciascuno dei quali la curvatura sezionale di a(#v) sia o strettamente negativa o
nulla in tutti i punti interni, in modo da poter applicare per ciascuno di tali sot-
toarchi il ragionamento precedente, tenendo conto del fatto che, per typ < ¢ < a,

Exp,(tv) = ExpExpp(tov)((t — 10)Exp,_(tov)v). O

Corollario 7.7.4. Sia (M, g) una varieta Riemanniana a curvatura sezionale nega-
tiva e sia B una palla convessa e semplice di M, in cui le geodetiche minimizzino
le distanze tra le coppie di punti. Dato un triangolo in B, i cui lati sono geodetiche
Yar Vb, Ve di lunghezze a, b, c, con angoli corrispondenti a, 8,7, valgono le :

(7.7.7) a® + b* - 2abcosy < ¢?
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(7.7.8) a+B+y<nm.

DimosTrAZIONE. Per dimostrare la prima disuguaglianza, indichiamo con p¢
il vertice comune alle geodetiche y, € y;. Per due vettori v,,v, € T,.M abbia-
mo, a meno di riparametrizzazioni, y,(f) = Exp, (Va), yb(t) = Exp, - (tvp), per
t € [0,1], con a? = 8pc(Vas Va), b = 8pc(Vp,vp): a e di b sono le lunghezze
Euclidee, in (T M, g,.), dei segmenti [0, v,] € [0, v;]. Per la proposizione prece-
dente, la lunghezza c della geodetica y, ¢ maggiore o uguale della lunghezza Eucli-
dea della curva exp;(} v.. Questa a sua volta & maggiore o uguale della lunghezza

Va2 + b? — 2ab cos y del segmento [v,, v,] di Tp,M.

Per dimostrare I'ultima diseguaglianza, costruiamo il triangolo Euclideo con
lati di lunghezze a, b, c e siano @’,8’,y’ i suoi angoli interni, opposti rispettiva-
mente ai lati a, b, c. Abbiamo allora a? + b? — 2abc cos vy = c2. Sottraendo questa
dalla diseguaglianza che abbiamo appena dimostrato, ricaviamo che cosy’ < cos .
Poiché 0 < v,y < =, questa diseguaglianza equivale a ¥ < 7y’. Analogamente
otteniamochea <a’eB<B,ondea+B+y<a +8 +y = O

Teorema 7.7.5. Una varieta Riemanniana (M, g) con curvatura sezionale negativa
non contiene coppie di punti coniugati.

Se (M, g) é connessa e completa e contiene un punto pg privo di punti coniuga-
i, allora Exp,, : T, — M & un rivestimento. In particolare, se M ¢ semplicemen-
te connesso, l'inversa di Exp,, definisce un diffeomorfismo di M con uno spazio
Euclideo.

DiMOSTRAZIONE. Per (ﬂ%l se p € M e J ¢ un campo di Jacobi lungo la
geodetica exp p(tv), che si annulli in p, allora I & crescente pert > 0.

Supponiamo ora che (M, g) sia connessa e completa e contenga un punto pg
privo di punti coniugati. L’applicazione Exp,, ¢ definita su 7',, M perché abbiamo
supposto (M, g) completa e non ha punti critici perché pg non ha punti coniugati.
Possiamo quindi considerare su 7, M la metrica Riemanniana g* = Exp,, g. An-
che (Tp,M, g*) ¢ una varieta Riemanniana completa per il teorema di Hopf-Rinow,
perché tutte le geodetiche di g* passanti per I’origine, che hanno come supporto
le rette per I'origine in T, M, sono geodetiche complete. L’applicazione Exp,,
definisce un’isometria di (7, M, g*) in (M, g). La sua immagine & aperta per il
teorema dell’inversa locale perché Exp, non ha punti critici, ed ¢ chiusa perché
¢ un’isometria di uno spazio metrico completo. Poiché abbiamo supposto M con-
nessa, Exp, ¢ allora anche surgettiva e definisce percio un rivestimento, perché
ogni aperto semplice convesso di (M, g) ¢ di trivializzazione. O

Corollario 7.7.6. Una varieta Riemanniana (M, g), connessa e semplicemente
connessa, e con curvatura sezionale negativa, ¢ diffeomorfa ad uno spazio Eu-
clideo. O

Teorema 7.7.7. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e completa, con
curvatura sezionale negativa. Sia K un gruppo topologico compatto e localmente
compatto, che agisce su M come un gruppo di isometrie. Allora K ha almeno un
punto fisso in M.
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DmostrAZIONE. Sia A la misura di Haar su K, normalizzata in modo che fK dh =
1, e d la distanza su M a definita dalla metrica g. Fissiamo un punto pg € M e
definiamo su M una funzione continua, ponendo

W(p) = fK d(p, kpo)P dk).

Osserviamo che W(kp) = W(p) per ogni k € K. Dico che ¥(p) ha minimo in M.
Infatti, I’orbita K- po € compatta e quindi ha diametro 6 = max, p,ekp, d(p1, p2)
finito. Quindi, se d(p, po) > 206,

W(p) = fK d(p, kpo)l2 di(k) > fK 1d(p, po) = d(po, kpo)2dh(k) > 8 = ¥(po).

Per I'ipotesi che (M, g) sia completa, la palla chiusa B(pg, 26) = {p € M | d(p, py) <
26} & compatta. Il minimo di ¥(qo) di ¥ su B(py,25) & anche minimo di ¥ su M.
Poiché ¥ ¢ K-invariante, per dimostrare che go ¢ punto fisso di K ¢ sufficiente
verificare che W(p) > ¥(qo) per ogni p # qo.

Sia p € M un punto distinto da g, £k € K ed a; 1’angolo delle geodetiche
uscenti da gg e passanti per p e kpo, rispettivamente. Per il teorema del coseno ¢

() 1d(p,kpo)* = 1d(qo, kpo)l* + |d(p, qo)I* — 2d(qo, kpo)d(p, qo) cos ay.

Poiché ¢¢ ¢ punto di minimo per ¥, indicando con t — ¢, la geodetica di estremi
qo € p = q1, abbiamo

d
4 f \d(qn kpo)PdAG)| = 0.
dt G t=0

\d(qs, kpo)* = =2d(p, q0) d(kpo, qo) cos ay.

: . d

Fissato k € K, ¢ 7
1=

Quindi, differenziando sotto il segno d’integrale, otteniamo

| 0. dtgo. ko os avaiio = o
G

:17ast

Integrando ‘qu me?rslﬁifl(l; a membro otteniamo

P(p) = P(qo) + ld(p, o).

La dimostrazione ¢ completa. O






CAPITOLO 8

Algebre di Clifford e Spinori

8.1. Algebre di Clifford

Indichiamo con k o il campo dei numeri reali, o quello dei numeri complessi.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita m su k ed indichiamo con
T(V) = @ZOZOTh(V) la sua algebra tensoriale, con V) = k, T{V) = Ve
T*'(V) = V® TV) per h > 1. Ricordiamo che T(V) & Z,-graduata ed &
caratterizzata dalla proprieta universale:

Proposizione 8.1.1. £V c T(V) ed ogni applicazione lineare ¢ : V. — A di V
in un’algebra associativa unitaria si estende in modo unico ad un omomorfismo di
algebre ¢ : T(V) — A.

Fissiamo una forma bilineare simmetrica
(8.1.1) b:VxVs@w —Dbl,w) ek

Sia Jp I'ideale bilatero di T(V) generato dagli elementi della forma v®v+b(v,v)-1,
al variare divin V.

Definizione 8.1.2. L’algebra di Clifford 6%;(V) associata alla forma b ¢ il quozien-
te T(V)/Jp dell’algebra tensoriale T(V), rispetto all’ideale bilatero J,.

Poiché T(V) ¢ associativa e unitaria, anche 6%}, (V) ¢ associativa e unitaria.
Indichiamo con
n: T(V) — (V) = T(V) /Iy

la proiezione nel quoziente.
La composizione

Vs T(V) = €lp(V)
¢ iniettiva e ci permette di considerare V un sottospazio di €¢p(V).

Lalgebra di Clifford si puo caratterizzare con la proprieta universale:

Proposizione 8.1.3. £V C €ly(V) ed ogni applicazione lineare ¢ : V. — A di 'V
in un’algebra associativa I{I’lil‘al’ia tale che q)(v)2 = b(v,v)- 14 si estende in modo
unico ad un omomorfismo ¢ : €€, (V) — A.

Notazione 8.1.4. Se vy, ..., v, € V,indichiamo con vy - - - v; I’elemento 71(vi ® - - - @ vy)
di €0p(V). In generale, indichiamo con x -y, o semplicemente con xy, il prodotto
di x,y € €ty (V).

125
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Osservazione 8.1.5. Se v, v, € V, vale la formula di anticommutazione
Viva + vy + 2b(V1, V2) =0.

Questa ¢ infatti conseguenza della (vy + vp)(vi +v) + b(vy + v, vy +v2) = 0.
In particolare, vivy = —vpv; se v; € vo sono b-ortogonali.

Esempio 8.1.6. ’algebra di Clifford 6€y(V), corrispondente alla forma nulla,
coincide con I’algebra di Grassmann A(V) dei tensori alternati di V.

Proposizione 8.1.7. L’algebra di Clifford €ty(V) e Z, graduata, mediante
(8.1.2)

Clp(V) = Cly(V)o ® €Lp(V)1, con Cly(V); = n(@

[ee)

h_()T””"(V)), i=1,2

DmvostrazIONE. Consideriamo su T(V) la Z;-gradazione indotta dalla Z,-gra-
dazione. L’ideale Jy, ¢ Z,-graduato, perché ammette un sistema di generatori di
grado pari. Il quoziente 6%p,(V) risulta allora anch’esso Z,-graduato. O

Notazione 8.1.8. Se V = k™ e b(v,w) = 3", v;w;, indichiamo la corrispondente
algebra di Clifford con €¢(k™).

Osservazione 8.1.9. Se dimV = 1, allora 6¢,(V) = k @ V ha dimensione due.
Fissata un vettore non nullo e € V e posto (e, €) = A, la tabella di moltiplicazione
di €tp(V) & data da

1|e
e
ele|d

Proposizione 8.1.10. Sia W C V un sottospazio vettoriale di V. L’inclusio-
ne naturale T(W) — T(V) induce, per passaggio al quoziente, un’inclusione
<gf[,lW(W) — Elp(V).

Siano Vi, V, due sottospazi b-ortogonali di V ed indichiamo con b; la restri-
zione di b a V;. Allora I’applicazione lineare

Clp, (V1) ® ¢y, (V2) — CLp(V),
definita da
(8.1.3) x®y — x-y, Vxe€ €l (V1),ye (V)
e un isomorfismo di algebre.

Notazione 8.1.11. Se ey,...,e, ¢ unabase di Ved I = (iy,i2,...,ix) una k-upla
di interi con 1 < i, < m, indicheremo con e; I’elemento e;,e;, - - - €;, di GLp(V).

Porremo ancora ey = 1.

Corollario 8.1.12. Se dim V = m, allora dim €¢,(V) = 2™
Seey,...,ey e una base di 'V, allora gli e con I = 0, ed I = (iy,...,i) con
1 <ij <--- <ix < mformano una base di €ty(V).

DmmosTrAZIONE. Si consideri una base b-ortogonale ey, . .., e, di V e si proceda
per ricorrenza, applicando la proposizione precedente. O
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Esempio 8.1.13. Consideriamo 6?(R). Indichiamo con i un generatore di R come
spazio vettoriale. Allora i> = —1. Gli elementi di ¥2(R) sono della forma a+ib con
a,beRed (a1 + ibl)(az + ibz) = (a1a2 - blbz) + i(a1b2 + azbl). Quindi %{(R) ~ C.

Esempio 8.1.14. Consideriamo ora €C(R?). Indichiamo con i, Jj una base ortonor-
male di R%. Abbiamo i> = j2 = —1, ij = —ji. La dimensione di Z(R?) & quattro
ed una sua base consiste degli elementi 1,4, j,ij = k. La tabella di moltiplicazione

N

e
1) i|Jj| k
(1) i | j| k
ili|-1] k |—j
JlJjl—-k|-1]1
klk| j|—-i]|-1

e quindi GZ(R?) & I’algebra H dei quaternioni di Hamilton.

8.2. Involuzioni dell’algebra di Clifford

Definiamo in questo paragrafo alcune involuzioni canoniche delle algbebre di
Clifford. Per la proprieta universale, ogni involuzione di V che sia anche una tra-
sformazione b-ortogonale si estende in modo unico ad un’involuzione dell’alge-
bra ét,(V). In particolare, la V 3 v — —v € V si estende in modo unico ad
un’involuzione di €€y (V).

Definizione 8.2.1. Indichiamo con a I’involuzione di 6%;,(V) definita da
eq:cl21| (8.2.1) a(x) = (—l)ix, Vx e éty(V), i=0,1.

Lemma 8.2.2. Supponiamo che b sia non degenere. Condizione necessaria e suf-
ficiente affinché x € €ly(V) soddisfi

eq:cl22| (8.2.2) xv =va(x), VYveV

e che x sia uno scalare, cioe che x € k.

DimosTtrazZIONE. Osserviamo che, se b & non degenere, gli elemelati n%E pulli

di V sono invertibili, e v-! = b(v, v)~'v. Possiamo allora riscrivere la nella
forma
v ixy = x, YveV
Fissiamo una base ortogonale ey, ..., e, di V. Abbiamo allora

-1 —€; sei= j,
€ eje = .,
ej selLF ]

Scriviamo x = Y)7xzey, con x; € k e con la sommatoria estesa alle k-uple crescenti

diindiciin {1,...,m}. Allora

—1 .

e xe; = xrey — xre eri=1,...,m,

i Zieﬂll Zielll p
perché ei‘lelei = (=1)"e; se r ¢ il numero di indici uguali ad i in I = (iy,..., ).
Infatti

-1 _ -1 -1 _ r
e; erei=e; ee;---¢e eye=(—1)ej.
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122
Se vale la @ﬁbblamo allora
7 ’
xrey — xre; = xre; — xye eri=1,...,m
Zigl et Zie[ e Z|I|€2N el Z|I|¢2N 1 P

e da questa segue la tesi. O
Osservazione 8.2.3. Se b = 0, allora xv = va(x) per ogni x € €%o(V) = A(V).
L’applicazione lineare B : T(V) - T(V), definita da
B ® - ®@v)=w®---®vi, Vk=0,1,....k ... ¥vi,...,ik €V
¢ un’anti-involuzione di T(V), che lascia invariante I’ideale J,.

Definizione 8.2.4. Indichiamo con § : ¢¢p(V) — €lp(V) Ianti-involuzione di
¢lp(V) ottenuta da 3 per passaggio al quoziente.
Indichiamo con vy la composizione y = a o f3.

Lemma 8.2.5. L’involuzione a. e le anti-involuzioni 3 e Y commutano tutte tra loro.

Esempio 8.2.6. Le a, B e y sono descritte, per 64(R) e €£(R?), dalle tabelle

1| L) i| j| k
all|—i all|—-i|—j| k
pl1] i Bl1|i]| j |-k
vi1]—i vyl —i|—j|—k

8.3. I gruppi spinoriali

In questo paragrafo V € uno spazio vettoriale di dimensione finita m sul campo
k (= R 0 C) e b una forma bilineare simmetrica non degenere che, nel caso k = R,
supponiamo essere un prodotto scalare. Scriveremo per semplicita 6¢(V) invece
che €ty (V).

Consideriamo innanzi tutto il gruppo degli elementi invertibili di €Z(V).

Lemma 8.3.1. Se x € €4(V) sono equivalenti:
(1) Aye 6l(V)taleche x-y = 1;
(2) Az e (V) tale che z- x = 1;
B) Auect(V)taleche x - u=u-x=1.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con L, ed R, le moltiplicazioni per x a sinistra e a

destra in €¢(V):
L, :6t(V)5qg—>x-q€ClV), R,:6(V)>q— q-xeCtV).
Le L, ed R, sono applicazioni lineari. Se x ammette un’inversa destra y in ¢¢(V),
allora R, ¢ iniettiva. Infatti, se R,(g) =0, ¢
g=q-1=q-(x-y)=(q-x)-y=R(q)-y=0-y=0.

Poiché 4%(V) ha dimensione finita 2, la R,, essendo lineare e iniettiva & anche
bigettiva ed, in particolare, esiste uno ed un solo elemento z € 6¢(V) per cui R,(z) =

1, cioe z - x = 1. Questo dimostra che (1) = (2). In modo analogo, se supponiamo
che x ammetta un’inversa sinistra, possiamo dimostrare che L, ¢ lineare e iniettiva,
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e quindi bigettiva e che percio esiste un unico elemento y € 6¢(V) tale che L,(y) =
l,cioex-y=1. E quindi valida anche I’implicazione (2) = (1). L’equivalenza
(1) & (2) © (2) segue allora dall’identita dell’inversa destra e sinistra: se x - y =
1 = z - x abbiamo

z=z-1=z-(x-y)=(@-x)-y=1-y=y.
i

Definizion 8.3_.218Hn elemento x di €€(V) che soddisfi le condizioni equivalenti
del Lemmae%ﬁ_cﬁce invertibile.

Lemma 8.3.3. L’insieme 6¢.(V) degli elementi invertibili di €C(V) é un gruppo di
Lie di dimensione 2.

DmostrAzIONE. Chiaramente, ¢¢.(V) ¢ un gruppo con identita 1. Dimostria-
mo che 6?.(V) ¢ un aperto di 64(V). A questo scopo possiamo considerare 1’ap-
plicazione lineare L : 6¢(V) — Endy(%%(V)) che fa corrispondere ad x € %¢(V)
la moltiplicazione a sinistra L, : 6€(V) 3 ¢ — x-q € €(V). Allora 6¢.(V) =
LY (GLw(%¢(V))) & aperto perché immagine inversa di un aperto mediante un’ap-
plicazione continua. La moltiplicazione di due elementi e I’inversa di un elemento
sono applicazioni differenziabili perché il prodotto in 62(V) & un’applicazione dif-
ferenziabile e 1’inversa si puo esprimere, nell’intorno di un elemento x € 6¢.(V),
mediante

(x+ q)_1 =x-(1+ x_lq) =x- Z;O:O(—x_]q)h.
O

Lemma 8.3.4. L’insieme G, = {x € C€t(V) | x - y(x) = 1} é un sottogruppo chiuso
di 6¢.(V).

DimosTrAZIONE. Laffermazione ¢ conseguenza del fatto che y sia una anti-
involuzione di ¢¢(V). Abbiamo infatti

1y()=1-1=1=1€G,,
x€Gy = xeCV), Y(x) = x, y(x) y(y(x) =y(x) - x =1 = x"' € Gy,

%y €Gy = (x-y)-v(x-y)=x-y-y() v
=x-(y-y()-yx) =x-y(x) =1

e quindi gli assiomi della definizione di gruppo sono soddisfatti. Poiché y & conti-
nua, Gy ¢hiuso in 6¢(V) e quindi a maggior ragione in ¢C.(V). O

}=x-y€Gy,

Lemma 8.3.5. L’insieme
(8.3.1) Gy={xeb.(V)|x-v-Px) eV, VYveV}
¢ un sottogruppo chiuso di C.(V).
DmvosTtrAZIONE. Se x € Z(V), indichiamo con B, 1’endomorfismo lineare

B, :6t(V)>q— x-q-Px) e V).
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Osserviamo che B, ¢ invertibile se e soltanto se x € 6Z.(V), ed in questo caso
(B! = B,-1. Certamente Gy ¢ chiuso in 4¢.(V), contiene 1 e, dalla consi-
derazione precedente, segue che contiene I’inverso di ogni suo elemento. Basta
verificare che ¢ un gruppo, basta verificare che contiene anche il prodotto di ogni
coppia di suoi elementi. Se x,y € Gy e v € V, abbiamo

(x-y)-v-Px-y)=x--v-p()-px) €V perché y-v-p(y) € V.
Questo completa la dimostrazione. O

Lemma 8.3.6. Se v € V ¢ un vettore b-anisotropo, allora v € Gy ed
(8.3.2) A, :V3E—vyv-E-veV
e la b-simmetria di vettore v, composta con la dilatazione lineare di ragione b(v, v).

DimosTrRAZIONE. Abbiamo infatti
v-E:-PW)=v-E-v=v-(-v-E-2b(1,E))
=b(v,v)E-2b(v,E)veV, VEe V.
O

Osservazione 8.3.7. Se v ¢ b-isotropo, allora A, ¢ un endomorfismo lineare di V
che ha per immagine il sottospazio (v).

Definizione 8.3.8. Denotiamo con Pin(V) il gruppo Gy N Gy e con Spin(V) il suo
sottogruppo Pin(V) N 6L(V),.
1l gruppo Spin(V) si dice il gruppo Spin di V, rispetto alla forma b.

Per la discussione precedente, Pin(V) e Spin(V) sono sottogruppi di Lie ci
€.(V). Vedremo in seguito che Spin(V) & un sottogruppo di indice due di Pin(V),
e che coincide con la sua componente connessa dell’identita. In particolare, le loro
algebre di Lie coincidono.

Notazione 8.3.9. E conveniente distinguere 1’esponenziale nell’algebra di Cifford
e nello spazio degli endomorfismi dell’algebra di Clifford. Scriveremo quindi

exp(x) = Z:_O%xh, con X' =x-x"perh >0
per I’esponenziale in €4(V) ed

Expypy(4) = " LA con A" = A0 A" per >0

per I’esponenziale in gl (64(V)).

Lalgebra associativa ¢(V) ha una struttura naturale di algebra di Lie con il
commutatore
(8.3.3) [x,y] = xy—yx, VYx,ye V).

Identificando %7.(V) al gruppo delle trasformazioni lineari di €¢(V) definiti dalla
moltiplicazione a sinistra per gli elementi di 67.(V), otteniamo una identificazio-
ne naturale di 6¢(V) con I’algebra di Lie di 67.(V). L’ applicazione esponenziale
coincide allora con I’esponenziale nell’algebra di Clifford definito sopra.
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Possiamo quindi identificare le algebre di Lie g, di Gy, gy di Gy, spin(V) di
Spin(V) a sottoalgebre di Lie di €Z(V).

Lemma 8.3.10. Le algebre di Lie di Gy e di Gy sono descritte, rispettivamente, da

(8.3.4) gy = {x € GLV) | x+v(x) = 0},
(8.3.5) gy = {x € CEV) | x - E+E-B(x) €V, YE€ V).

DmvostrAzIONE. Poiché 3 e y sono anti-involuzioni di ¢¢(V), abbiamo

Blexp(x)) = exp(P(x)) e y(exp(x)) = exp(y(x)) per ogni x € GL(V).
Ricordiamo che x € ¢¢(V) appartiene a g, se, e soltanto se, exp(tx) € Gy
per ogni t € R, se cio¢ exp(tx)y(exp(tx)) = exp(tx) exp(ty(x)) = 1 per ogni t € R.
Derivando rispetto a ¢ questa uguaglianza, e calcolandola per ¢ = 0, troviamo subito

che la condizione x + y(x) = 0 ¢ necessaria. Quando essa ¢ verificata, y(x) = —x
e quindi x e y(x) commutano. Allora exp(zx) exp(ry(x)) = exp(t[x + y(x)]) = 1 per
ogni t € R.

Analogamente, x € 6¢(V) appartiene a gy se, e soltanto se exp(tx) € Gy per
tutti i ¢ € R. Differenziando la condizione

exp(tx) - & - P(exp(tx)) = exp(tx) - & - exp(tP(x)) € Vperognite ReVE € V,

troviamo che la condizione x - § + & - f(x) € V per ogni § € V ¢ necessaria affinché
x € gy. La sufficienza segue dal fatto che

exp(x) - y - exp(B(x)) = Expey1) (A1), Vax,y € CUV),
per I’endomorfismo lineare
Ay GE(V)sy — Ay () =x-y+y-P(x) € GLV).
Abbiamo infatti
Ly :GU(V)3y — x-y € GUV) — Expeyyy)(L)(y) = exp(x) - y,
R, :€U(V)3y —y-z€CUV) — Expyy)(R)(Y) =y - exp(2),
[Ly,R;]=0= Expfgf(v)(Lx +R)(y) = Exp%(v)(Lx)Expﬁ(V)(RZ)(y)
= exp(x) - y - exp(2).
O

Proposizione 8.3.11 (Rappresentazione ortogonale). Per ogni x € Pin(V) ’appli-
cazione

(8.3.6) A:Vav—x-v-px)eV

e una trasformazione ortogonale di V. La

(8.3.7) A:Pin(V) 3 x — A, € Oy(V)

e un omomorfismo di gruppi e ker A = {+1}.

DimosTtrAZIONE. Siano x € Pin(V) e v € V. Poiché

—x-v-Bx) = alx-v-f(x) = a(x)-a()-y(v), a(x)px)=alx-y(x)=ao(l)=1,
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abbiamo

b(Awv,Aw) = —(Axv)2 =—(x-v-PX))-(x-v-Px)=x-v:P(x) - alx)-a(v)-yW)
=x-v-a) - -yWw) =-x- v vyOv) = B, v) x - y(v) = (v, v).

Questo dimostra che A, € Op(V). Abbiamo poi

AxoAy(v) = x-(y-v-P)-Px) = (x-3)-v- (B -P(x) = (x-y)-v-B(x-y) = Ary(v),

e quindi A ¢ una rappresentazione di Pin(V) nel gruppo ortogonale Og(V).
Supponiamo ora che x € Pin(V) soddisfi A, = idy. Allora anche A,-1 =
Ay(x) = idy e quindi, se v € V,

x-v =270 v By(x) = x-v(x) - v alx) = v - a).

61811
Per il Lemma@qTesto implica che x = k € k. Da k> = 1 troviamo allora che
k==1 O

Lemma 8.3.12. 1] sottospazio vettoriale g di €€(V) generato dagli elementi della
forma vw — wv, al variare di v,w in V ¢ una sotto-algebra di Lie di €(V) di
dimensione @

DIMOSTRAZIONE. Sia ey, ..., e, una base ortonormale di V. Poiché€ e;e; = —eje;
per1 < i # j < m,glielementi e;e; con 1 < i < j < m appartengono a g € ne
formano una base.

Per dimostrare che g € una sottoalgebra di Lie di 6€(V), & sufficiente verificare
che g contiene i commutarori degli elementi di una sua base.

Abbiamo [e;ej,eper] = 0sei # j, h # ke #({i, j} N {h,k}) = 0,2. Se #({i, j} N
{h,k}) = 1, possiamo supporre, a meno di cambiare i segni, che i, j, 4 siano distinti
e che k = i. Allora

leiej, enei] = eiejene; — epeieie; = ejeieiey, + epe; = 2epe;.
Questo dimostra che g € una sottoalgebra di Lie di 6¢(V) e completa la dimostra-

zione della proposizione. O

:c1819
Lemma 8.3.13. L’algebra di Lie g definita nel Lemma%‘é_una sottoalgebra
di Lie di spin(V).

DiMOSTRAZIONE. Siano v,w € V.
Se sono linearmente dipendenti, allora v-w—w-v = 0. Quindi, se v-w—w-v # 0,
i due vettori sono linearmente dipendenti. Scegliamo una base b-ortogonale u, z del
piano (v,w). Se v = au + bz, w = cu = dz, poiché u - z = —z - u, otteniamo
v-w =acb(u,u) + bdb(z,z) + (ac — bd)u - z,
w-v =acb(u,u) + bdb(z,z) — (ac — bd)u - z,
v-w—w-v=2ac-bdu-z.
Possiamo riscalare u e z in modo che 2(ac — bd) = 1. Osserviamo a questo punto
che
-2 =u-z-u-z=-u-u-z-z=-blu,u)-b(zz) =-1*¢ck,
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con A € C, 2% = b(u, u) - b(z, z). Otteniamo allora
B _ o (i/l)thZh o (1/1)2ht2h+1
exp(t(v-w—w'v))—exp(tu-z)—Zh:() A )Zh0(2h+1)!
B 1+tu-z sed=0,
" ecos(A) + (u-z)A  sin(Ar) se A # 0.

Consideriamo i due casi. Se A = 0, abbiamo
A+tu-2)-yA+tu-2)=A+tu-2)-(L+tz-u)
= l+t(u-z+z-u)+t2u~z-z-u:1,

perché u -7+ z-u+u-z = 0in quanto u e z sono b-ortogonalie u-z-z-u =
b(u, u)b(z,z7) = 22 = 0. Se & € V, abbiamo

(I+tu-2)-5-PA+tu-2)=0+tu-2)-§-(1+1tz-u)
=E+tu-z-8-(1+tz-u)
=E+t(u-z-E+E-z-u)+Pu-z-E-z-u

Abbiamo
u-z-&+&zu=u-z-£-%-u-z
=20(z,8)u—u-§-z-2bw,E)z+u-§-z
=2b(z,E)u —2b(u,E)z €V,
u-z-Ezou=u-z-£-pi-PweVv,

perché B(z) = z, f(u) = u.
Se A # 0 abbiamo invece

(cos(A1) + (u - 2)A7 sin(A1)) - y(cos(A 1) + (u - 2)A~" sin(A 1))

= (cos(A1) + (u - 2)A " sin(A£))(cos(A 1) + (z - u)A~! sin(A 1))

= cosz(/l H+w-z-z- u)/l_2 sinz(/l 1) + sin(A 1) cosA DA -z + z- u)

= cosz(/l 1+ sinz(/l 1 =1.

Se € € V, abbiamo
(cos(A1) + (u - 2)A7 sin(A1)) - E - Bcos(A 1) + (u - 2)A~ " sin(A 1))
= (cos(A1) + (u - 2)A~ ' sin(A1)) - E - (cos(A7) + (z - u)A~" sin(A 7))
= cos’(ANE+ A ' sin(An)cos(At)u-z-E+E-u-2)
+ A7 sin’(ADu-z-E-z-u

= cos’(ANEeV
+ A7 sin(A 1) cos(A 1)(2b(z, E)u — 2b(u, E)z) € V
+ A2 sin?(11)






CAPITOLO 9

Operatori differenziali sulle varieta Riemanniane

9.1. Elemento di volume ed operatore di Hodge

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Ad una forma w € Q™(M)
possiamo associare una funzione

9.1.1) FM)> 0 — w(oi,...,0n) €R,

ove o; = o(e;) € TrM, perlabase canonicaey, ..., e, diR™. La %b%éﬁnisce
una sezione del fibrato in rette che corrisponde alla rappresentazione determinante
GL,,(R) 2 a — deta € R,, e stabilisce un isomorfismo di 2"™(M) con .Qget(F(M)).

Una densita positiva su M ¢ localmente il valore assoluto di una m-forma.
Possiamo definirla in modo invariante come una funzione p, definita sullo spazio
F(M) dei sistemi di riferimento di M.

Definizione 9.1.1. Una densita di classe € su M ¢ una funzione p € € (F(M))
che soddisfa

(9.1.2) Woa) = |detal - Wo), VYo € F(M), Va € GL,,(R).

Ad una densita p di classe € su M possiamo associare una misura regolare.
Se (U, x) ¢ una carta locale in M ed f una funzione continua con supporto compatto
in U definiamo

f fdy = f FONE/I0dM),

dove d/0x ¢ la sezione (a%, - %) di F(M) su U e dh la misura di Lebesgue su
R™. La definizione si estende, mediante partizione dell’unita, a tutte le funzioni
continue a supporto compatto su M.

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana.

Definizione 9.1.2. L’elemento di volume di (M, g) ¢ la densita n, definita da

(9.1.3) wg(or) = A/l det gloi, o)), Yo eFWM).

Definizione 9.1.3. Se M ¢ orientata, definiamo forma di volume di (M, g) I’'unico
elemento w, € Q"(M) che definisce I’orientazione di M e soddisfa

9.14) We(0) = |lwg(oy,...,on), VYo € F(M).

Ricordiamo che abbiamo esteso la pseudo-metrica ai fibrati tensoriali di M,
in particolare alle forme differenziali esterne. Sulle forme di grado zero si tratta
semplicemente del prodotto di numeri reali. Le m-forme alternate formano uno
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spazio vettoriale di dimensione uno. Ogni varieta ¢ localmente orientabile e quindi
possiamo definire, almeno localmente, la forma di volume w,. Abbiamo

(9.1.5) g(wg, wg) = (=17
se g ¢ il numero di valori propri negativi di g. Poiché la derivata covariante di una
forma alternata ¢ ancora una forma alternata, deduciamo da questa identita che

(9.1.6) Vw, = 0.

Supporremo nel seguito che (M, g) sia una varieta pseudo-Riemanniana orien-
tata.

Definizione 9.1.4. Per ogni 0 < k < m definiamo I’ operatore di Hodge

(9.1.7) 1 QNM) — Q" K (M)
come I’unico operatore lineare tale che
(9.1.8) a A () = g(@,B)w,, Ya,B € QK(M).

Proposizione 9.1.5. L’operatore di Hodge ¢ caratterizzato da
(9.1.9)

f gla, Pw, :f (@) AB, Va,B € (M) con supp @ N supp 8 compatto.
M M
Proposizione 9.1.6. L’operatore di Hodge gode delle seguenti proprietaﬂ

(1) *1 = wg, *wg =(=1)4;
(2) se a € QM), B € Q" M), allora

(9.1.10) gla, +B) = (=" Vg(xa, p);
(3) se @ € QX(M), allora
(9.1.11) wxq = (—1)HPrag,

9.2. Codifferenziale, operatore di Lapleace-Beltrami, divergenza
Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana.
9.2.1. Isomorfismi di dualita. Poiché la g ¢ non degenere, vale il

Lemma 9.2.1. Per ogni forma differenziale & € Q' (M) esiste un unico campo di
vettori E* tale che

(9.2.1) gE LX) =EX), YXeXWM). O
L’applicazione
(9.2.2) f:0'M)sE—E e x(M)

- . il7ba . , I,
Definizione 9.2.2. L’isomorfismo (%‘é Iisomorfismo di dualita di (M, g). In-
dichiamo con

(9.2.3) b:X(M)> X — X’ € QM)
I’isomorfismo inverso.

IRicordiamo che q ¢ il numero di valori propri negativi di g.
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Poiché la metrica sul fibrato cotangente & definita in modo tale che § € b siano
isometrie, vale la

9.2.4) g(EhX) = g, X") = E(X), VYE€ Q'(M), VX € X(M).
Lemma 9.2.3. La derivazione covariante commuta con gl’isomorfismi di dualita.
DIMOSTRAZIONE. Siano & € Q'(M), X, Y € ¥(M). Abbiamo
g(Vx(Eh). V) = Xg(&, V) - g(&, Vx¥) = XEY)) ~ E(VxY) = (VxE)V)
= g(Vx® V).

Questo dimostra che Vx(Ef) = (VxE)* = VxEL Si verifica in modo analogo che
Vx(Y?) = (VxY)’ = VxY?. O

Gli elementi di T? sono localmente somme finite di termini della forma
T=X;® - 0X,0E' ® --0F conX,...,X, € X(M),E,... & e Q'(M).

Possiamo estendere la definizione degli isomorfismi di dualita descrivendo appli-
cazioni § : TM) — T My perk > 1eb : THIYM) — T4 (M) per
g >1con

=X @ 0X,  0X 0 el & k> 1),
T=X® - ®X, 19X, ®E' 8’ ® - @ (q=>1).

Poiché la derivazione covariante & una derivazione dell’algebra tensoriale, anche
gli isomorfismi # e b definiti sui campi tensoriali commutano con la derivazione
covariante.

9.2.2. Gradiente, Hessiano, Operatore di Laplace-Beltrami.
Definizione 9.2.4. 11 gradiente di una funzione f € €*°(M) ¢ il campo di vettori
(9.2.5) Vi =dff.

La %quimlente a
(9.2.6) gV, X)=Xf, VXeXM).

Se o = (Xi,...,Xy) ¢ un sistema di riferimento su un aperto U di M, posto g; ; =
g(X;, X;), ed indicando con (g"/) la matrice inversa della (gi,j), abbiamo

9.2.7) Vf=), 8UXNX;.

In particolare, se (M, g) ¢ Riemanniana e o = (X1, ..., X};) un riferimento ortonor-
male su un aperto U di M, ¢

(9.2.8) Vf= Z;’;(X,- HX: suU, Vf e E=(M).
Definizione 9.2.5. L’Hessiano di f € €°°(M) ¢ la derivata covariante di d f
(9.2.9)  VEf=Vdf, ciot VXf(X,Y)=XYf-(VxY)f, VX,Y € X(M).
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Osserviamo che
VY, X) = (YX - VyX)f = (XY = [X,Y] - VyX)f = (XY = VxY)f,

perché la connessione di Levi-Civita ¢ simmetrica. Quindi I’Hessiano ¢ un tensore
simmetrico.

Definizione 9.2.6. L’ operatore di Laplace-Beltrami sulle funzioni ¢ 1’opposto della
traccia rispetto a g dell’Hessiano:

(9.2.10) Af = —trg(V2f).

Se o = (X1,..., X)) & un sistema di riferimento su un aperto U di M, posto
gi,j = &(X;, X;), ed indicando con (g"/) 1a matrice inversa della (gi,j), abbiamo
(9.2.11) V2 (X, X)) = (X X; =T} Xn)f,

_ N ' h
(9.2.12) Af = —(Z,-,jglf(X,X j Zhri, XS

Osserviamo che 4 ¢ ellittico se e soltanto se la g ¢ una metrica Riemanniana, ciog
se g ¢ definita positiva. In questo caso, se scegliamo un riferimento ortonormale
o=(Xi,...,Xy) suun aperto U di M, abbiamo in U

(9.2.13) Af = —try(Vdf) = —(ZZIX? ~VxX)f inU.

9.2.3. Divergenza. Supporremo in tutto questo sottoparagrafo che (M, g) sia
una varieta Riemanniana orientata, con forma di volume w, € Q"(M).

Definizione 9.2.7. La divergenzcﬂ in p € M di un campo di vettori X € X(M) ¢ la
traccia dell’applicazione lineare T,M 3 Y, —» Vy X € T,)M:

(9.2.14) divX = tr(Y - VyX).

Lemma 9.2.8. Supponiamo che (X, g) sia Riemanniana. Se o = (Yy,...,Y,) e un
sistema di riferimento ortonormale su un aperto U di M, allora

(9.2.15) divX = Z’"zl ¢(VyX,Y) suU, VX e X(U).

Cioe, se X = Z;’ilfiYi, con i e €°(U), allora

(9.2.16) divX = Z:’;yi i+ ZZ’FIFQ S iU,

dove i simboli di Christoffel F’j , Sono definiti da Vy, Y, = il ]I“j.’ WY
DiMosTRAZIONE. Abbiamo
_\" rh Mmohoej
Vy.X —ggzhzl(nf + T )
. . a
e quindi otteniamo la (%,_ che ¢ equivalente alla (%_ m|

Proposizione 9.2.9. Supponiamo che (M, g) sia Riemanniana orientata, con forma
di volume wq. Allora (indichiamo con Ly la derivata di Lie)

(9.2.17) Lywg = (divX) - w,, VX e€X(M).

ZPer definire la divergenza di un campo di vettori ¢ sufficiente avere assegnato su M una
connessione affine.
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DmostrAZIONE. Siao = (Y1,..., Y,) unriferimento ortonormale locale, orien-
tato positivamente. Allora

0=X1=XagVi,..., Yn) = Lxw) (V1. V) + D @, [X, Vi),
Posto X = 3,_; f'Y;, con f funzioni >, abbiamo
XY= PVYl= ) ()Y,
= D P Y= Vrr) - 37 (i,
= D S =TI Y= 3 (VY
Otteniamo quindi

WY1, XYl V)
_ g(Yl, . (Z’thlff(r’;,i — T )Y, - Z:zl(y,-fh)yh),...,ym)
_ g(Yl, . (Z'jf’:]ff(rg’i T - (Y,-ff)) Yi.... Ym)
- —g(Yl,...,(Yifi + Ztlfjrﬁ,j) Y,-,...,Ym)
(v Y )
%Tgue allora dalla (%_ O

Osserviamo che, per ogni intero non negativo k, vale la

(9.2.18) Lya = X|da + d(X]|a), YX € X(M), Yo € Q"(M).

Se f € €°(M), X € X(M), ed @ = fw, con supp f N supp X compatto in M,

otteniamo
f Li(fw) = f d(fX Jorg) = 0
M M

e quindi

fg(Vf,X)a)g:fXfa)g:fLX(fa)g)—ffLXa)g:—ffdiVXa)g.
M M M M M

Abbiamo dimostrato cioe¢ che 1’opposto della divergenza sui campi di vettori &
I’aggiunto formale del gradiente delle funzioni:

Proposizione 9.2.10. Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana orientabile, allora

(9.2.19) fg(Vf,X)wg:—ffdivag,
M M

VfeE(M),VX € X(M), consupp f NsuppX € M. O

Da questa ricaviamo
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Proposizione 9.2.11 (Formula d’integrazione per parti). Se f,g € €°(M), X €
X(M) e supp f Nsupp g Nsupp X € M, allora

(9.2.20) fﬁ;f(Xg) wg = — Lg(Xf + fdivX) w,.
Definizione 9.2.12. L’operatore differenziale lineare del prim’ordine
(9.2.21) X' f=-Xf - fdivX
si dice I’aggiunto formale del campo di vettori X.
9.2.4. Operatore di Laplace-Beltrami.
Proposizione 9.2.13. Abbiamo
(9.2.22) Af = =div(Vf), VYfeE(M).
DimostrAZIONE. Se X, Y € X(M), f € € (M), otteniamo
gVx(Vf),Y) = Xg(Vf,Y) - g(Vf, VxY) = XY [ - VxYf.

Per calcolare I’espressione locale della divergenza di V f, possiamo utilizzando un
riferi GJato ortonormale o = (Xi,..., X)), definito su un aperto U di M. Per la
(E ? i%_abbiamo inU

div(V)= D" e(Vx VLX) =y (X} =VyX)f = —Af.

O
Come conseguenza delle @%%%%%biamo
Proposizione 9.2.14. Vale la
(9.2.23) L gV, Vh)w, = foAgba)g,
Y, ¢ € €°(M), consuppfNsuppp € M. O
Se o = (X1, ..., X,;) € un riferimento ortonormale su un aperto U di M, allora

m m )
g(Zi:]VXiXi’ Xj) = —Zizlg(xi, VX,X]) = —div X]
Otteniamo quindi
n

(9.2.24) I Xi= = (divX)X;

e dunque I’espressione del Laplaciano sulle funzioni rispetto ad un riferimento
ortonormale:

m 2 .
(9.2.25) A==)"" (X7 +(divX)X)).
Siano & € TI(M) e B € T"I(M), con supp @ N suppB € U. Allora

fM g@Vp =" f g(@(X), Vx B

= Zzl j;[ [Xig(a(X)), ) — g(Vx,@)(X), B) — g((Vx, X)), )] wg
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m .
=0 f [~(div X;)g(a(X;), ) - g(Vx,0)(X)), B) = g(e(Vx, X,), B)] e
- M

= L g(zzl (VXia/)(Xi)aﬁ)(Ug,

; 917
perché, per la %‘lﬁ sommatoria dei primi e dei terzi addendi sono 1’'una
I’opposta dell’altra.

9.2.5. Codifferenziale. Poiché la derivazione covariante commuta con gli iso-
morfismi b e §, utilizzando la partizione dell’unita otteniamo la seguente:

Proposizione 9.2.15. Siano k,q due interi non negativi. Risulta univocamente
determinato un operatore differenziale lineare del prim’ordine b : T4 — Tha
tale che
(9.2.26)

f g(da, Bdpg = f g(a, VB)dyg,
M M
Yo € T, VB € TI(M), con supp a N supp B compatto.

Se o = (X1,...,Xn) éun riferimento ortonormale su un aperto U di M, abbiamo

m
(9.2.27) ba=->" Xil(Vxa) sul. O
=
%eﬁgﬁg%le 9.2.16. 1l codifferenziale di @ € T*9(M) & il tensore de definito da

Porremo da = 0 se @ € T (M).

9.2.6. Codifferenziale sulle forme alternate e Laplaciano di Hodge-deRham.
Supponiamo nel seguito che (M, g) sia Riemanniana orientata, con forma di volu-
me wq.

Proposizione 9.2.17. Il codifferenziale definisce un operatore d : Q1 — QK(M),
che si puo esprimere utilizzando il differenziale e ’operatore di Hodge mediante
la formula

(9.2.28) ba = (=D« d(xa), Va € QM.

DmMosTRAZIONE. Abbiamo infatti

fg(ba,ﬁ)wg:fg(a,dﬁ)wg:f(*a)/\dﬁ
M M M
-0 [ @ean ap= 1 [ godapo
M M

O

Definizione 9.2.18. 1l Laplaciano di Hodge-deRham sulle k-forme ¢ I’ operatore
differenziale

(9.2.29) A=®mod+dobd): Q*(M) - Q(M).
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9.2.7. Differenziazione di forme simmetriche.

Notazione 9.2.19. Indichiamo con S¥M il fibrato vettoriale dei tensori simmetrici
k-controvarianti su M e con .*(M) lo spazio delle sue sezioni, cio¢ delle k-forme
simmetriche su M.

La differenziazione covariante V defininisce un’applicazione V : .7*(M) —
Q'(M, Sk m).

Definizione 9.2.20. 11 differenziale simmetrico d* : .7%(M) — .1 (M) & I’ ope-
ratore differenziale

k —
(9.2.30) 0 )Xo, - . ., Xp) = ﬁzﬁo(vxi“)%’ XX,

Se a € .1 (M) = Q' (M), posto A = o, abbiamo
@ W)X, V) = 1[(Vxa)(¥) + (Vyo)(X)]
3 (Xa(Y) — a(VxY) + Ya(X) — a(VyX))
5 (Xg(A,Y) — (A, VxY) + Yg(A, X) - g(A, VyX))
5 (8(VxA,Y) + g(VyA, X)) .

Abbiamo poi
(Lag)(X,Y) = Ag(X. Y) - g([A, X], ¥) = g([A, Y], X)
=Ag(X,Y) —g(VaX —VxA,Y) — g(V4Y - VYA, X)
= 8(VxA,Y) + g(VyA, X)
perché Vg = 0. Abbiamo percio
Lemma 9.2.21. Se o € .’!(M), allora
(9.2.31) o)X, Y) = —%(Laug)(X, Y).

Definizione 9.2.22. Chiamiamo divergenza di una forma simmetrica 1’aggiunto
formale del differenziale covariante sulle forme simmetriche, cio¢ 1’applicazione
b M) - SK(M) definita da

(9.2.32) fg(ba,ﬁ)dug:fg(a,b*ﬁ)dug
M M

per ogni o € .7 (M) e B € L*(M) con supp a. N supp p € M.

Osserviamo che la divergenza ¢ la restrizi ngq}le forme simmetriche del co-
differenziale covariante della Deﬁnizione%‘%—

9.3. 11 Laplaciano naturale

Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Ad ogni rappresentazione lineare di di-

mensione finita (p, V) di O(m) ¢ associato un fibrato vettoriale | = (E LN M),
su cui la connessione di Levi-Civita definisce una differenziazione covariante. In-
dichiamo con &(M) lo spazio I'(M, E) delle sue sezioni, con & D) 1o spazio
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delle forme differenziali a coefficienti in E, cioe delle sezioni delle sezioni € del
fibraton® ), = (E®y T"M — M), e con

(9.3.1) V:EM) — EVM),

la differenziazione covariante.

Possiamo definire su V un prodotto scalareﬂ hy per cui p(O(m)) C Oy, (V).
Indichiamo con ( | )p il corrispondente prodotto scalare sulle fibre di 1. Vale
allora

(9.3.2) X(s1,52)0 = (Vxs1,52)0 + (51, Vxs2)o.

Risulta allora definito un prodotto scalare naturale sulle fibre di n ® 7}, che indi-
cheremo con ( | );. Se o = (X1, ..., X)) € un riferimento ortonormale su un aperto
Udi Meda,p e &V(M), allora

933) @B)(p) = ) (a(@)IB(@)o suU.

Siano s € &(M), o. € &V (M) tali che supp s N suppo. € U. Integrando per
parti, otteniamo, indicando con wy la forma di volume su U per sui o ¢ orientato
positivamente,

[ o= 37, [ Fxstaco,

:Z L (Xi(sla(Xi)o — (sIVx, [a(X)])o) g
i=1

= fM Ly [(Sla(X)owg] - fM (sla(XioLxg fM (s[> wxtaca) o

=— f (sIV* o 00
M
ove

(9.3.4) Vo = —Z'Z;fo +divX)[o(X))] suU.

Osserviamo che un cambiamento di orientazione cam 'ggizl segno di w, e quindi
di tutti i termini delle equazioni precedenti. La € quindi ben definita, a
prescindere dal dato di un’orientazione globale su M.

efinjzigne 9.3.1. L'operatore differenziale V* : ED(M) — &(M) definito da
st dice I’aggiunto formale della differenziazione covariante.
L’ operatore differenziale

(9.3.5) VV:EM) — EM)

¢ il Laplaciano naturale sulle sezioni di ) rispetto alla metrica Riemanniana g.

3Questo prodotto scalare non & univocamente determinato. Lo €, a meno di una costante
moltiplicativa, sui fattori irriducibili della rappresentazione (p, V).
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Proposizione 9.3.2. Vale la formula d’integrazione per parti

(9.3.6) fM ¢(Vs1. Vsa)dpg = fM §(V" Vs, s2)di,
V1,52 € (M) con supp s; N supp s2 € M.
In particolare, se M é compatta, tutte le soluzioni dell’equazione omogenea
9.3.7 V'Vs=0

sono parallele su M.

9.4. 11 Laplaciano di Lichnerowicz

Descriviamo in questo paragrafo una nozione generale di Laplaciano sulle
varieta Riemanniane, dovuta a Lichnerowic
Introduciamo gli operatori di curvatura di Weitzenbéckﬂ

Sia oy = (o(M) M ) il fibrato vettoriale corrispondente alla rappresenta-
zione aggiunta di O(m). Gli elementi di o,(M) sono gli endomorfismi R-lineari di
T, M che sono antisimmetrici per g:

A € 0,(M) & (A € Endp(T,M), g,(AX,,Y,)+&(X,,AY,) =0, ¥X,,Y, € T,M).
Sea e Q*(M)ed X,Y € ¥(M), allora

g((XJal, Y) = [X]a](Y) = a(X, Y) = ~a(¥, X) = —g(X, [JYa]).
Quindi a definisce la sezione A, del fibrato o(M)

(9.4.1) AuX) = [X]al®.
Lemma 9.4.1. La corrispondenza A : Q> (M) 3 o — A, € ['(M,o(M)) é un
isomorfismo lineare. O

Possiamo associare ad X, Y € X(M) la sezione di Ay y di o(M) definita da
(9.4.2) Axy(Z2) =g(X,2)Y —g(Y,2)X, VZ e X(M).
Abbiamo infatti

8AxyZ1,2y) =g(8(X,Z1)Y — g(Y, Z1)X, Z»)
=g(X,Z1)g(Y, 2») — g(Y, 21)g(X, Z»)
=g(Zla g(Y’ ZZ)X - g(X9 ZZ)Y) = _g(ZlaAX,YZZ)'

Osservazione 9.4.2. E Ayy = Axayy-

4André Lichnerowicz (1915-1998) & stato un matematico francese, allievo di Elie Cartan. Ha
insegnato a Strasburgo e Parigi, dal 1952 al College de France. Si ¢ occupato di geometria diffe-
renziale, relativita generale ed ha avuto un ruolo importante nella formulazione dei programmi di
insegnamento della matematica in Francia.

5 Roland Weitzenbock (1885-1955). Matematico austriaco, ha studiato a Vienna, Bonn e Go6ttin-
gen. Ha insegnato a Praga, e dal 1923 al 1945 ad Amsterdam. Per la sua attivita filo-nazista, fu
internato al termine della guerra, fino al 1948. Si occupd di teoria degli invarianti, di invarianti
spaziali e di teoria dei campi. Ottenne le formule per il Laplaciano di Hodge-deRham nel 1923.
[Invariantentheorie, Groningen, Noordhoff]
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Sia ora (p, V) una rappresentazione lineare di O(m) ed 1 = (E LN M) il
corrispondente fibrato vettoriale. Lo spazio totale E ¢ il quoziente di O(M) X V
rispetto alla relazione di equivalenza

(@1,1) ~ (02, 12) & (n(071) = 7(02), v2 = p(ay 1)),

Indichiamo con @ : O(M)XV — E laproiezione nel quoziente. Ricordiamo ancora
che possiamo definire un prodotto scalare 4y su V per cui p(O(m)) C Op, (V) e che
questo definisce un prodotto scalare invariante sulle fibre di 1. 11 differenziale di p
nell’origine definisce una rappresentazione lineare p, : o(m) — oy, (V) dell’algebra
di Lie, che definisce un morfismo lineare di fibrati

(9.4.3) [pls : o(M) — o(E)

ove abbiamo indicato con o(E) lo spazio degli endomorfismi lineari antisimmetrici
sulle fibre di m. Esso si definisce nel modo seguente. Siano p € M e T un endo-
morfismo g,-antisimmetrico di 7,M. Se o € O,(M), allora o' oT oo € o(m).
Definiamo [p].(7T") in modo che

[pl(D)@ (0, v) = @(0, pu(c o T o)), YveV.
Definiamo quindi una forma ¢, € Q*(M, o(E)) ponendo
9.4.4) X, Y) = [pli(Axy), VXY e X(M).

: 13
Definizione 9.4.3. Chiamiamo la ¢, € Q2(M, o(E), definita dalla (58 T forma
caratteristica del fibrato 1.

Ricordiamo che su ogni spazio tensoriale T"*(M) ¢ definita la curvatura
(9.4.5) RX,Y)t =VxVyt - VyVxt—Vixyt, VTeTW M), VX, YeX(M).
Ad esempio, se 0. € Q'(M) ed X, Y, Z € X(M), otteniamo
(9.4.6) RX,Y)a)(Z) = —a(R(X,Y)Z).

Infatti
(RX, Y)o)(Z) =(VxVya)(Z) = (VyVxa)(Z) — (Vixy)o0)(Z)
=X((Vya)(Z)) — (Vya)(VxZ) — Y((Vxa)(2)) + (Vxa)(VyZ)
- [X, Y]o(Z) + a(VixnZ)
=X(Yo(Z) — a(VyZ)) - (Vya)(VxZ)
- Y(Xa(Z) - (Vx2)) + (Vxa)(VyZ)
- [X, Y]a(Z) + a(Vx,v1Z)

=XYa(Z) - (Vxa)(VyZ) = (Vya)(VxZ) — a(VxVyZ)
- YXOL(Z) + (Vy(l)(VXZ) + (VXoL)(VYz) + OL(VYsz)

- [X, Y]OL(Z) + OL(V[X,Y]Z)

»17cl4c
da cui, poiché la connessione di Levi-Civita & simmetrica, otteniamo la %ﬁ
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Definizione 9.4.4. 1l tensore di Ricci generalizzato, od operatore di curvatura di
Weitzenbdck, sui tensori k-controvarianti, con k > 1, & definito da
9.4.7)

. m k
Ric(D(X1, ..., Xp) = ZiZIZJZI(R(Yi,Xj)T)(Xl, s X, Y X, o, X0,
ove (Y1,...,Y,) ¢ un qualsiasi riferimento ortonormale.

In particolare, se o ¢ una 1-forma differenziale, abbiamo

9.4.8) Ric(a)(X) = ZZIR(YI',X)OL(Y[) = —a(R(Y;, X)Y))
Definizione 9.4.5. Un Laplaciano di Lichnerowicz ¢ della forma
9.4.9) At = V*V1T + ¢ Rie(v),

per una costante ¢ > 0.

9.5. Laplaciano sulle forme differenziali alternate

9.5.1. Espressione del differenziale mediante la derivazione covariante.
La derivazione covariante rispetto ad una connessione simmetrica ci permette di
calcolare il differenziale di una forma alternata con una formula che ¢ diretta
generalizzazione di quella, in coordinate, valida per gli spazi Euclidei.

Proposizione 9.5.1. Se V ¢ la derivazione covariante di una connessione affine
simmetrica su M, allora, per ogni o. € QK(M) ed X, ..., Xk € X(M) vale la

k . —
9.5.1) do(Xo, ..., Xx) = ijo(—l)J(ija)(Xo, e X Xp).

Se o0 = (X4,...,X,) e un sistema di riferimento su un aperto Udi Me
(EL,....&) il coriferimento duale, definito da EX) = 6;. per1 < i,j < m,
abbiamo

m .
— l :
(9.5.2) do. = Zi:1§ AVxo inU.
DmMoSTRAZIONE. Abbiamo infatti
do(Xo. . .., Xp) :Zj(—l)ijoc(. LX)

+ Zi<j(—1)"+f'a([x,-, Xiloo ' Xino o Xy
=Zj(—1)j(Vx.,~a>(- X))

- ij(—l)”ja(vxix, X LX)

+ Zi<j(—l)i+ja(VXin, e Xy Xy

+ ij(—l)”fa([xi,xj], X X )
:Zj(—l)j(VXja)(. X))

= D AT X X KK,



9.5. LAPLACIANO SULLE FORME DIFFERENZIALI ALTERNATE 147

dove T ¢ la torsione. Otteniamo,quindi la (%% supponiamo T = 0.

Verifichiamo ora la asta verificare che i due membri dell’equazione
assumono gli stessi valori sulle k-uple di elementi del sistema di riferimento o-. Se
1 <ij <--- < i < m,otteniamo

O E AV K Xi) = D Z (- 1>f§’<x,,>(vxa>< X
—Z D a) . X, )
c21

e I'ultimo termine dell’uguaglianza ¢ uguale a da(X;,, ..., X; ) per la . . O

. . 217c22
9.5.2. Aggiunto formale del differenziale. Utilizziamo la Proposmoneﬁ%% 1
per calcolare I’aggiunto formale del differenziale esterno. Osserviamo che, se § €
QM) ed X, . .. ,Xk € X(M), allora

X B)Xos ... Xir ..., X1) = (=D'BXo, ..., Xp), Vi=0,1,...,k

Supponiamo ora che (M, g) sia una varieta Riemanniana e o0 = (Xi,...,X,;) un
sistema di riferimento ortonormale su un aperto U di M. Siano a € Qk(M) e
B € @1 (M), con supp a. € U. Otteniamo allora

f ¢(da, B)diig

= Zlo< <lkz ( 1)jf(VX a)( IR lj,---,Xik) : ﬁ(Xio’-..,Xij,-..,Xjk)du.g
= D 2 f(vx D Xigs 2 Xy Xi) - X, B, Xy Xi g
=) fM 2(Vx,0, X; B)dug

Osserviamo che, se X, Y, X;,..., Xy € X(M), ¢

(Vx(VIBI(X1s - X0) = XBCE X, X0 = ) B(Eo ., VX )
= (VxR X, X0 + BOVX Y, X, X,

abbiamo cioe

(9.5.3) Vx(Y]B) = Y]VxB + (Vx¥)Jp.

Supponiamo ora di aver fissato un’orientazione su U, ed indichiamo con w, la
corrispondente forma di volume. Abbiamo

f g(Vxa, Y|B)oy, = f (Xg(at, Y IB))org — f g(a, Vx(YIB),
M M M
:fLX(g((x, Yjﬁ)wg)—fg(oc, Y]B)Lxw,
M M
- f (0, Y VxB)og — f g(a, Vx Y IB)o,
M M

—fMg(Ot, YJVxﬁ)wg—Lg(d,(VxYHdivX)Y)Jﬁ)wg-
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Otteniamo quindi, per 1’aggiunto formale del differenziale, I’espressione
d'B == XilVxB— () (VX + (divX)X))Ip.
Poiché
Zi(diVXi)Xi = Zi,jg(VXinan)Xi = _Zi’jg(xi, Vx, Xj)X; = —ZjVXjX',

I’ultima sommatoria al secondo membro dell’espressione che abbiamo ottenuto per
d*P si annulla ed otteniamo percio

Proposizione 9.5.2. Se o = (X1, ..., X;y) e un riferimento ortogonale su un aperto
Udi M e e Q' (M), allora

. m
(9.5.4) 4B = Z,-=0X" IVxp inU. O

9.5.3. Aggiunti formali della derivazione covariante e del prodotto ester-
no. Raccogliamo in questo breve paragrafo alcune formule che ci saranno utili nel
seguito.

Lemma 9.5.3. Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana orientata, allora
(9.5.5) Via = -Vya - (divX) - a, VYa e Q5(M), VX € ¥(M).

DimvMosTRAZIONE. Se B € 24(M) e supp o N supp p € M, abbiamo

f g(a, VxPlo, = f (Xg(a, B))wg — f g(Vxa, B)wg
M M M

== f g(a, B)(divX)mg — f 8(Vxa, B)og,
M M
. ;17c24

da cui segue la . O
Lemma 9.54. Sia X € X(M). L’applicazione
(9.5.6) *M)>a— X" Aae QM)
e l’aggiunta formale del prodotto interno
(9.5.7) QM) 3 p— XIP € QX(M).

DimosTrAZIONE. Sia 0 = (X, ..., X),) un riferimento ortonormale su un aperto
U di M. Abbiamo in U, per a. € QX(M), p € Q1 (M),

8(a, XJB) - Zi1<~--<ik
= Z Z . g(X’ Xio)a(Xila e 9Xik)B(Xi()9Xi1’ oo ’Xik)
10 1 <<l

k —
_ Z z 1y Nl X oy .
- io<i1 <...<iy h:O( 1) g(X’ th)(l( ’ th’ . ')6(Xlo’ Xl| LR Xlk)
=g(X" A a,P).

O((X,'] g ,X,-k)ﬁ(X, X,‘l, e ’Xi/()

Questa uguaglianza dimostra il Lemma. O
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17c22
9.5.4. Laformula di Weitzenbock. Dalla (%‘déﬂa Propos1z10ne%b€_

biamo:
Proposizione 9.5.5. Sia o = (X, ..., X,,) un riferimento ortonormale su un aperto
U di M. Se o. € QX(M), abbiamo
m b .
(9.5.8) da= )" X! AVxa inU.
=

Ricordiamo che la derivazione covariante ¢ una derivazione dell’algebra ester-
na. E ciog

(959)  Vx(@AP)=(Vxa) AB+aAVyB, YXeXM), Ya,p e Q(M).
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CAPITOLO 10
Immersioni, isometrie, campi di Killing

10.1. Immersioni pseudo-Riemanniane

10.1.1. Sottofibrati con sottogruppo strutturale riduttivo e connessione in-
dotta. Siano Eg = (Pg N M) un fibrato principale con gruppo strutturale G e
En = (Pu LN M) un suo sottofibrato principale, con gruppo strutturale H < G.
Indichiamo con §) e g le rispettive algebre di Lie.

Definizione 10.1.1. Diciamo che H ¢ riduttivo in g se ) ammette in g un comple-
mento Ad(H)-invariante, se cioe¢ possiamo trovare un sottospazio vettoriale m di g
tale che

(10.1.1) g=bem, Adh)(m)=mVheH.

Indj '1amo conpry: g — b la proiezione su b associata alla decomposizio-
ne - Poiché pr;, commuta con Ad(h) per ogni & € H, vale la

Proposizione 10.1.2. Se o, € QY(Pg, ) ¢ la forma di Cartan di una connessione
principale su g, allora oy = pry o "0, € QY (Py, 1) é la forma di Cartan di una
connessione su Ey. O

Osservazione 10.1.3. I sottogruppi compatti e i sottogruppi semisemplici sono
riduttivi. Se H ¢ compatto o semisemplice, possiamo definire su g una forma
bilineare simmetrica [} invariante, tale cio¢ che

B([X1, X2l X3) + P(X2, [X1, X3]) = 0, VX1, X2, X3 € g,
e la cui restrizione ad b sia non degenere. Possiamo allora scegliere m come

I’ortogonale di §) rispetto alla forma f3.

10.1.2. Una decomposizione canonica per i gruppi ortogonali. Sia V uno
spazio vettoriale reale di dimensione n e g una forma bilineare simmetrica non
degenere su V. Fissiamo una decomposizione ortogonale

(10.1.2) V=UeW, U.LW,

condimU =m > 0,dimW =k > 0, m + k = n. I due sottospazi U e W sono
anisotropi. Consideriamo i gruppi

0,(V) = {a € GLr(V) | g(a(v),a(v)) = g(v,v), Vv € V},
O,(U) ={a € Oy(V) | alw) =w, Yw € W},
O,(W) ={a € OuV) | a(u) =u, Yu € U},
O, (U, W) ={a€O0gyV)|a(U) = U, a(W) =W} =04U) x Og(W).

151
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Ciascuno dei sottogruppi O, (U), Og(W) ed Og(U, W) ¢ semisemplice e quindi ri-
duttivo nell’algebra di Lie 0,(V) di Og4(V). Indichiamo con og(U), 0(W), 0,(U, W)
le loro algebre di Lie. La forma

(10.1.3) B(X,Y) = tr(XY) per XY € ny(V)

¢ non degenere ed invariante su 0g(V) € le sottoalgebre 0,(U), 0g(W), 0o(U, W) sono
[-anisotrope. Abbiamo percid decomposizioni $-ortogonali

0o(V) = 0(U) ®my, con Ad(Og(U))(my) = my,
0o(V) = 0,(W) @ my, con Ad(Og(W))(mwy) = myy,
Dg(V) = Dg(U, W) & myw, con Ad(Og(U, W))(myw) = myw,

con myy = my N My, poiché 0(U, W) = 0,(U) & vg(W).

Possiamo dare una rappresentazione matriciale di questi oggetti scegliendo una
baseey,...,e,di Vpercuiey,...,e,siaunabasedi U ed e, ..., e, una base di
W. In questa base

_(gu O
Xvugu + guXvw =0,
Xuu Xuwl\|:
0g(V) = ( : T Xwwew + gwXww = 0,3,
Howr X Xwugw + guXuw =0
X 0
0o (U) = {( g’U 0)‘ 'Xvugu + guXvy = 0},
_ 0 XU,W
my = {(XW,U XW,W) € og(V)},

0 0
0g(W) = {(0 XWW)‘ Xwwew + gwXww = 0},

X X
my = {(X:/:Z l(])’W) € Dg(V)} .
0o (U, W) = {(XS’U Xv(iw) € og(V)},

0 XU,W
Myw = {(XWU 0 ) S Dg(V)} .

10.1.3. La nozione di immersione pseudo-Riemanniana. Siano (M, g) ed
(N, h) due varieta pseudo-Riemanniane.
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Definizione 10.1.4. Un’immersione pseudo-Riemanniana ¢ un’applicazione diffe-
renziabile f € €*°(M, N) per cui sia g = f*h, cioe
(10.1.4) gp(X.Y) = h(f.(X)), f:(Y)), VpeM, VX, Y e X(M).
Poiché g ¢ non degenere, abbiamo

Proposizione 10.1.5. Ogni immersione pseudo-Riemanniana e un’immersione dif-
ferenziabile. O

Osservazione 10.1.6. Viceversa, se (V, h) ¢ una varieta pseudo-Riemanniana, ed
f € €~ (M, N) un’immersione differenziabile, condizione necessaria e sufficiente
affinché ¢ = f*h definisca una struttura pseudo-Riemanniana su M ¢ che f.T,M
sia anisotropo in (T's(,)N, hf()) per ogni p € M.

10.1.4. Fibrati e connessioni associati ad un’immersione sub-Riemanniana.
Sia f € €*°(M,N) un’immersione sub-Riemanniana. Indichiamo con f*TN il
pullback su M del fibrato tangente di N:

JTN ={(p,w) e M XTN | f(p) = an(w)}.

Definizione 10.1.7. 1l fibrato normale dell’immersione pseudo-Riemanniana f ¢
il sottofibrato vettoriale di f*7'S

(10.1.5) NM = {(p,w) € f*TS | w L T,M}.

Supponiamo che g, h abbiano in ogni punto segnature (pg, q,), (Ph,qr) con
P¢ < Dh» Gg < G, Pg +qg = M, pp +qp = n = m + k e fissiamo una matrice

simmetrica
_ (b1
=" )

con segnatura (py, gn), con by simmetrica con segnatura (p,, ¢,), b> simmetrica con
segnatura (p, — pg, qn — q,)- Introduciamo i fibrati principali con spazi totali

O’(N) = U {o- € Homg(R", T,N) | 'vbv = h(c(v), r(v)), ¥v € R"},
geN
ob(Mm) = UpeM{a' € Homg(R", T(,)N) | 'vbv = h(o(v), o(v)), Yv € R"},
0’'(M) = UpeM{O' € Homg(R™, T,M) | 'vbyv = g(o(v),o(v)), ¥v € R™},
ba _ k ! _ k
02(M) = UpeM{O' € Homg(R*, N,M) | 'vbov = h(c(v), o(v)), Yv € R},
O’(M,N) = UpeM{(’ € OO(M) | o(e;) € £TyM, 1 <i<m),
ove abbiamo indicato con ey, . .., e, 1 vettori della base canonica di ;‘2
Utilizzeremo la decompogizione ganonica descritta nella er utilizza-
re le notazioni introdotte in %fndioheremo con V la fibra tipica di TN, con
U quelladi TM e con W quella di NM. La connessione di Levi-Civita di (N, k)
induce connessioni principali sui fibrati principali sopra descritti. Indicheremo con
o la forma di Cartan su O’(N) e con o*, ®", ®™" le connessioni affini sui fibrati

0" (M), O">(M), O°(M, N), rispettivamente. Su O”(M) abbiamo il pullback della
connessione di Levi-Civita su N.
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10.1.5. La seconda forma fondamentale.

Notazione 10.1.8. Useremo le seguenti notazioni:

e pr, e pr. sono le proiezioni ortogonali di f*TN su NM e T M, rispettiva-
mente,

e V7 indica la differenziazione covariante corrispondente alla connessione
di Levi Civita su (M, g);

e D indica la differenziazione covariante corrispondente alla connessione
di Levi-Civita su (N, h);

e V/ ¢ la derivazione covariante su f*TS associata al pullback della con-
nessione di Levi-Civita su (N, h);

e V" ¢ la derivazione covariante sul fibrato NM definita da Vi Y = pr,V/Y
per X € X(M), Y € (M, NM);

e R, R/, RY sono i tensori di curvatura corrispondenti alla connessione di
Levi-Civita di (M, g), al pullback di quella di (S, #A), alla connessione
lineare sul fibrato normale, rispettivamente.

Lemma 10.1.9. Se X, X, X, € X(M), Y e '(M,NM), allora
(10.1.6) Vi Xo = pr(Vy X2) e VyY =pr,(V4Y).

DimosTrAZIONE. Si verifica facilmente che la Vg(l X, = prT(V{(l Xo), per X1, X» €
X(M), definisce la derivazione covariante di una connessione affine simmetrica
su M. Per dimostrare che V' = V7, che cioe V’ coincide con la connessione di
Levi-Civita di (M, g), ¢ sufficiente verificare che ¢ pseudo-metrica. Per semplicita,
possiamo supporre che M C N, identificando cosi TM ad un sottospazio di TN.
Abbiamo allora V{(Y = DxY se X € ¥(M) ed Y un campo di vettori lungo M. E
quindi

(V) (X1, X2) = Xg(X1, X2) — g(Vi X1, X2) — g(X1, Vi X2)
= Xh(X1,X2) — h(Vy X1, X2) — h(X1, Vi X2)
= Xh(X1, X2) — h(Dx X1, X2) — h(X1, DxX3) = 0
perché D ¢ una connessione pseudo-metrica su (N, h). O
Lemma 10.1.10. Se X,Y € X(M), allora
(10.1.7) VLY = VX +[X,Y].

DmosTrRAZIONE. Se X, Y € X(M) sono f-correlati a campi | S X(S), Allora
VxY,VyX,[X, Y] sono f-correlati a DyV, DyU, U, V]. La ¢ conseguenza
del fatto che la connessione di Levi-Ci &ta su S sia simmetrica. Utilizzando la
partizione dell’unita e il fatto che (%ha natura locale, possiamo ricondurre la
dimostrazione al caso di coppie di campi di vettori che siano f-correlati a campi di
vettori su §'. O

Definiamo

(10.1.8) I(X,Y) = pry(V,Y), VX,Y € ¥(M).
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Proposizione 10.1.11. 1 ¢ un tensore simmetrico a valori nel fibrato normale NM.
H 3
DivosTrAZIONE. La tesi € conseguenza del Lemmalﬁ‘
(X, Y) = pr,(VLY) = pr,(VLX + [X, Y]) = pr,(V},X) = I(Y, X),
perché pr,([X, Y]) = 0, per ogni X, Y € X(M). O

Definizione 10.1.12. 1l tensore I € S*(M, NM) si dice la seconda forma fonda-
mentale dell’immersione pseudo-Riemanniana f.

Poiché f ¢ un’isometria pseudo-Riemanniana, abbiamo
(10.1.9) VxY = prT(V{(Y), VX,Y € X(M)
e vale quindi la
Proposizione 10.1.13 (formula di Gauss). Se X, Y € X(M), allora
(10.1.10) VLY = VxY + I(X,Y). O

Utilizzando i tensori g ed A, possiamo ricavare da II un nuovo tensore:
Definizione 10.1.14. Sia B € T"!' (M, N*M) il tensore definito da

X(M) xT(M,NM) 5 (X, V) > BxV € X(M),

(10.1.11) {
¢ByxV.Y) = —h(I(X,Y), V), VX,Y € X(M), YV € (M, NM).

Esso serve ad esprime la componente tangenziale della derivata covariante di
un campo di vettori normali.

Proposizione 10.1.15 (equazione di Weingarten). Se X € X(M) e V € I'(M, NM),
allora

(10.1.12) VLV = BxV +pr,(V4V).
DimosTrAZIONE. Siano X, Y € X(M)e V e I'(M, NM). Abbiamo
g(V4V,Y) = h(V4V,Y) = X(h(V, Y)) = h(V, V4 Y) = —h(V, I(X, Y)).
Quindi BxV ¢ la componente in TM di V{(V ed otteniamo la (% m|
Siano Xi, X,, X3 € X(M). Abbiamo
Vi Vi X3 =V (Vx, X3 + 1(X3, X3)) = Vi, Vi, X3 + D(X), Vi, X3) + Vi (U(X2, X3)).

Calcoliamo la componente in TM di V{ﬁ (I(X3, X3)). Per ogni X4 € X(M) ottenia-
mo

TV, (X, X3)), Xa) = X1h(I(Xa, X3), X4) = h(I(Xs, X3), Vy, Xa)
= —h(I(X2, X3), I(X1, X4)).
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Risulta percio

y _of v/ fof f
R (X1, X2)X3 = Vxl VX2X3 - VXQVXI X3 - V[Xl,Xz]X3
=Vx, V%, X3 — Vx,Vx, X3 - Vix, x,1 X3

+ ]I(Xl > VX2X3) - ]I(XZ’ VX] X3) - ]I([Xl 5 XZ]’ X3)
+ V. (X2, X3)) - Vi (I(X1, X3)).

(10.1.13)

Se X4 € X(M) abbiamo allora

hR' (X1, X2)X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, Xa) — h(I(Xa, X3), I(X1, X4))
+h((X1, X3), I(X2, X4)).

Ricordiamo la notazione
R/ (X1, X2, X3, X4) = h(R' (X1, X2)X3, X4), R(X3,X2,X3,X4) = g(R(X1, X2)X3, X4).
Abbiamo ottenuto

Proposizione 10.1.16 (Equazione di Gauss). Se X1, X», X3, X4 € X(M), allora
(10.1.14)
{Rf<X1,X2,X3,X4) = R(X1, X2, X3, X4)

+ h(I(X1, X3), I(X2, X4) — h(I(X, X4), L(X>, X3)).

Per le formylg per la dEgi\:/ilgione covariante sui fibrati vettoriali sugli spazi

affini del @‘dﬁr Capitolof abbiamo:

V4 (I(Xa, X3)) = (V4 (X2, X3) = L(Vx, X, X3) - L(X,, Vi, X3).
Possiamo quindi riscrivere (% nella forma
RI(X1,X2)X5 = R(X1, X2)X3 + (V‘)f(l (X2, X3) + L(Vx, X, X3)
(10.1.15) - (V§2H)(X1,X3) — I(Vx, X1, X3) — I([X}, X2], X3)
= R(X1, X2)X3 + (V§, (X2, X3) — (V4 D(X1, X3).
Da questa otteniamo

Proposizione 10.1.17 (Equazione di Codazzi-Mainardi). Se X, X3, X3 € X(M) ed
Y eI'(M,NM), allora

(10.1.16) R/ (X1, X2, X2, Y) = h(Vy (X2, X3), ) — h((V§, D)(X1., X3), Y).
Siano ora X, X, € X(M)ed Y;,Y, € I'(M, NM). Abbiamo
h(Vy, Vi, Y1.Y2) = h(V% (V4 Y1 = Bx, Y1), Y2)
= h(Vy, V3, Y1, Y2) = h(I(X1, Bx, 1)), Y2)
= h(Vy V3. Y1.Y2) + h(Bx, Y2, By, Y1),

Da questa uguaglianza ricaviamo
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Proposizione 10.1.18 (Equazione di Ricci). Se X1, X, € X(M), Y1,Y>, e I'(M,NM),
allora
h(R'(X1,X2)Y1, Y2) =h(R! (X1, X2)Y1, Y2)

(10.1.17)
- h(BX1 Y17 BX2 YZ) + h(Bxl Y2’ BXZ Yl)‘

10.2. Isometrie

Teorema 10.2.1. Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Un’applicazione ¢ : M —
M che sia un’isometria per la distanza definita dalla metrica g é anche un isomor-
fismo Riemanniano.

DmosTtrAZIONE. Poiché gli archi di geodetica di M si caratterizzano come le
curve y : [a,b] — M tali che, per un’opportuna costante ¢ > 0 ed ogni partizione
sufficientemente fine fp = a < t; < --- < fr_1 < tr = b di[a, b] risulta:

k k
()= ) Ay, ytm) = ¢ ) lti=tiil,
i=1 i=1

un’isometria ¢ : M — M trasforma geodetiche in geodetiche. Sia py un qualsiasi
punto di M e sia g9 = ¢(pg). Sia r > 0 tale che B(po, r) e B(qo, r) siano intorni nor-
mali. La ¢ definisce allora un’applicazione T, M 4 Ty, M tale che ¢(y,) = ¢(y )
per ogni v € T M. L’applicazione A ¢ un’isometria dello spazio Euclideo T, M,

con il prodotto scalare g,,, su Ty M, con il prodotto scalare g,,. In particolare A

¢ un’applicazione lineare. Abbiamo ¢(expp0(v)) = equo(/l(v)) se gpo(v,v) < r.

Quindi ¢ ¢ di classe € e A = d¢(po), onde ¢*(g4,) = &py- O
Indichiamo con O(M, g) il gruppo delle isometrie della varieta Riemanniana
(M, g). Osserviamo che, se ¢ € O(M, g) abbiamo :
VYpeM 1 r,>0 taleche

(10.2.1) (exp,(v)) = exPy,) (D (P)(V))
YveT,M con g,(v,v)< rﬁ.

Proposizione 10.2.2. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e siano ¢,y €
O(M, g) e sia po € M. Se ¢(po) = ¥(po) e dp(po) = d(po), allora ¢ = .

DmosTrRAZIONE. Sia N = {p € M| ¢(p) :_;gpg,_l do(p) = dy(p)}. Poiché ¢

e  sono di classe ¥*°, N ¢ chiuso. Per la ( . ’insieme N ¢ anche aperto e
quindi coincide con M. O
10.3. Campi di Killing

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana.
Definizione 10.3.1. Un campo di vettori X € X(M) ¢ di Killing[] se & generatore

infinitesimale di un gruppo locale a un parametro di isometrie locali di (M, g).

! Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923) fu un matematico tedesco, professore a Miinster
dal 1892. Fu un pioniere della teoria dei gruppi e delle algebre di Lie e, tra I’altro, scopri nel 1887
I’algebra eccezionale G,.
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Vale il seguente

Teorema 10.3.2. Sono equivalenti, per X € X(M):
(1) X edi Killing,
(2) la derivata di Lie Lxg del tensore della metrica ¢ nulla;
(3) la derivata covariante VX é g-anti-simmetrica, cioé

(10.3.1) e(VyX,2)+ g(Y,VzX) =0, VY, Ze X(M),
Se X é un campo di Killing, allora

4) perogniY,Z € X(M) risulta
(10.3.2) [X,VyZ] = Vy[X,Z] + Vix x| Z.

(5) la restrizione di X lungo ogni geodetica é un campo di Jacobi;
(6) V%ZX +R(X,Y)Z = 0 per ogni Y,Z € ¥(M).

DivosTrAZIONE. L’equivalenza (1) < (2) ¢ conseguenza immediata della defi-
nizione. Verifichiamo la (2) & (3). Se Y, Z € X(M) abbiamo

(Lxe)(Y,Z2) = X(g(Y,2)) — g([X, Y], Z) — g(Y,[X, Z])
=g(VxY - [X,Y],2) + g(VxZ - [X,Z],Y)
=g(VyX,Z) + g(Y,VzX)

; 31
perché la connessione di Levi-Civita ¢ simmetrica. Quindi la d%‘é condizione
necessaria e sufficiente affinché Lxg = 0.
Supponiamo ora che X sia un campo di Killing ed ¥, Z, U € X(M). Abbiamo

g(X,VyZ],U) = —g(VyZ,[X,U]) = g(VyZ,VyX) — g(VyZ,VxU)
=—g(Vy,zX,U) + g(VxVyZ, U).

V3 X = VyVzX - Vy,2X
= Vy(VxZ - [X,Z]) - VxVyZ + [X, VyZ]
= —R(X, Y)Z - V[X’y]Z - Vy[X, Z] + [X, VyZ]

10.4. Proprieta algebriche del tensore di curvatura
Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita #.

Definizione 10.4.1. Un tensore algebrico di curvatura ¢ una forma bilineare sim-
metrica

(10.4.1) R: A’V XA’V >R
per cui valga Iidentita algebrica di Bianchi:

(10.4.2) R(v1,v2,v3,v4) + R(vi,v3,V4,V2) + R(vi,v4,v2,v3) =0
Yvi,v2,v3,v4 € V.
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Abbiamo posto qui
(10.4.3) R(v1,v2,v3,v4) = R(vi Ava,v3 Avy) per vy, va,v3,va € V.

In modo equivalente, possiamo dire che R ¢ una forma quadri-lineare che soddisfa
le proprieta:

(@) R(v2,v1,v3,v4) = =R(v1,Vv2, V3, v4)

(i) R(vi,v2,v4,v3) = —R(vy, v2, V3, V4)

) R(v3,v4,v1,v2) = R(vi,v2,V3,v4)

(@iv) R(vi,v2,v3,v4) + R(v1,v3,V4,v2) + R(vi,v4,v2,v3) = 0

Yvi,va,v3,v4 € V.
Notiamo che (i) e (iii) implicano (if) e che (iii) ¢ una conseguenza di (i), (ii), (iv).

Definizione 10.4.2. L’insieme R(V) dei tensori di curvatura su V € un sottospazio
vettoriale dello spazio T!%*'V dei tensori O-covarianti e 4-contovarianti su V.

Vale il
Lemma 10.4.3. Siano R, R’ € R(V). Allora
(10.4.4) R(V],VQ,V], vz) = R/(V],VQ,V], V2) Vvl, weV — R= R.

DimmosTrAZIONE. Basta dimostrare il lemma nel caso sia R’ = 0. Utilizziamo le
formule di polarizzazione per forme bilineari simmetriche: fissato vy € V, la forma
bilineare simmetrica V X V 3 (u,v) — R(u,vg,v,vg) € R ¢ nulla in quanto & nulla
la forma quadratica associata.

Quindi, per ogni coppia vi,v3 € V anche la forma bilineare simmetrica V X
V s (u,v) - R(vi,u,v3,v) + R(v3,u,vi,v) € R ¢ nulla in quanto ¢ nulla la forma
quadratica ad essa associata.

Applicando le proprieta (iif) e (ii) otteniamo:

0 = R(v1,v2,v3,v4) + R(v1,v4,v3,v2) = R(v1,Vv2,V3,V4) — R(V1,v4,V2,V3) .
Quindi, per ogni vy, vy, v3,v4 € V abbiamo:
R(v1,v2,v3,v4) = R(v1, V4, v2,v3) = R(v1,V3,V4,V2)
da cui:
3R(vi,Vv2,v3,v4) = R(vi,Vvo,v3,v4) + R(v,Vv3,V4,V2) + R(vi,v4,Vv2,v3) = 0.
La dimostrazione ¢ completa. O

Fissiamo su V un prodotto scalare (-|-). Esso determina univocamente un
prodotto scalare su A%V tale che, per ogni base ortonormale {eq,...,e,} di V, la
{eiAej| 1 <i< j< n}siauna base ortonormale in A2V. Per la norma associata
risulta

(10.4.5) i Aval? = ilPval? = iv2)?, Vv, e V.
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. 5 .
Osservazione 10.4.4. 11 secondo membro della d%‘ ¢ il quadrato dell’area del
(vilv2)

parallelogrammo di lati vy, v,. Infatti, I’altezza relativa alla base v; ¢ E
V1

V2 — Vi

e quindi il quadrato dell’area ¢

~ (nfw)
vil?

Per il prodotto scalare vale la formula

2 2 2 2
il” - |v2 vi| =il val” = (vivo)”.

(10.4.6)  (vi Avalvz Ava) = (Vi[v3)(valva) = (Vilva)(valvs),  Vvi,va,v3,va € V.
: 6
Lemma 10.4.5. [l prodotto scalare (%‘ e un tensore algebrico di curvatura.

. . 1586
DmostrazIONE. Occorre verificare che il prodotto scalare d%‘ su A%V ve-
rifichi I’identita di Bianchi. Abbiamo
(V1 Awalvs Ava) = (V1|v3)(v2lva) = (Vi[va)(valva),
(v1 Avslva Avz) = (Vilva)(v2]v3) — (Viv2)(v3|va),
(V1 Avalva Avz) = (Viv2)(valva) — (Vilva)(valva)
; 2
e sommando membro a membro otteniamo la dﬁf O
Fissato un prodotto scalare su V, possiamo associare ad ogni tensore algebrico
di curvatura R una funzione reale definita sui 2-piani @ di V, ponendo

R(vi,v2,v2,v1)
10.4.7 KX (a) =
(1047) @) = D) — 1172

H 6.6
La d%_sf semplifica nella

(10.4.8) KR(a/) = R(vi,v2,v2,v1) se vy, » € una base ortonormale di a.

: 6.6
Definizione 10.4.6. La K%(), definita dalla (f%—si dice la curvatura seziona-
le.

se (v, v2) = a.

Per il Lemma %‘ig—b{lrvatura sezionale determina completamente il relativo
tensore di curvatura.

La curvat Ha SS@ _Oél_alle & costante ed uguale a —1 per il prodotto scalare di A2V,
Per il Lemma [[0.4-3[abbiamo

Proposizione 10.4.7. Una forma algebrica di curvatura che abbia curvatura se-
zionale costante & un multiplo del prodotto scalare su A*V. O

Definizione 10.4.8. La contrazione di Ricci ¢ I’applicazione O(V)-equivariante
(10.4.9) Ric : R(V)5R— Sr € SZ(V), con Sgp(v,w) =trR(v, -, w, -),

ove la traccia si calcola, a partire da una qualsiasi base ortonormale ey, ...,e, di V
mediante

trR(v, -,w, -) = Z?_IR(V, e, w,e;).

La forma S si dice il tensore di Ricci associato al tensore di curvatura R.
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Osservazione 10.4.9. Fissato un vettore v € V, con (v[v) = 1, possiamo determi-
nare vettori vy, . .., v, che formino con v; = v una base ortonormale. Detto «;, per

i =2,...,nil piano generato da v e v;, abbiamo allora:
n

(10.4.10) Sr(,v) = Z K(@).
i=2

Definizione 10.4.10. Chiamiamo curvatura scalare di R € R(V) la traccia del suo
tensore di Ricci

n
(10.4.11) sk = tr(Ric(R)) = Zi’jle(ei,ej,ei,e s
ove ey, ..., e, ¢ una qualsiasi base ortonormale di V.

Osservazione 10.4.11. La curvatura scalare ¢ il doppio della traccia di R conside-
rato come una forma bilineare simmetrica su A2V.

Definizione 10.4.12 (Prodotto di Kulkarni-Nomizu). Il prodotto di Kulkarni-Nomizu
s1 @ 5o di due forme bilineari simmetriche s, s, su V & il tensore 4-controvariante
definito da

(10412) 510 012, wiw2) = 3 e(h)ek)s (v Wi )52y Wio)
= s1(vi, wi)s2(v2, wa) + s1(v2, wa)s1(vi, wi)

= s1(v1, w2)s2(v2, w1) — s1(v2, wi)s2(vy, wa).

Lemma 10.4.13. 1l prodotto s; © s di due forme si,sy € S 2(V) é un tensore
algebrico di curvatura.

« ¥R 181
leg: DEMOFFRAZIONE. Si ver%%qscalcolo diretto che s1 @ s> soddisfa le @%{W

(e, della Definizione[T0.4.1] O

Osservazione 10.4.14. Se indichiamo con g il prodotto scalare di V, e con G il suo
corrispondente su A%V, abbiamo

1

G=- .
28 Og
Lemma 10.4.15. Sia s una forma bilineare simmetrica su'V. Allora
(10.4.13) Ric(sDg)=m—-2)s + tr(s) - g.

DiMOSTRAZIONE. Sia eq, ..., e, una base ortonormale di V. Allora:

n n
Sswgv1,v2) = D (s © Q)vi, e va,e) = Y (s(vi, v2)gler, €0) + s(eiy gy, v2)
i=1 i=1

- S(Vl, ei)g(V29 ei) - S(Vza ei)g(Vl, ei))
=ns(vi, o) + tr(s)g(vi, v2) — s(vi, v2) — s(v2,v1)
= —=2)s(vi,v2) + tr(s)g(vi,v2).
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Osservazione 10.4.16. In particolare,
(10.4.14) Ric(g ® g) =2(n—1)g.
Se R € R(V) ed Sy il suo tensore di Ricci, abbiamo

Ric(R—aSrDg+bgDg) =1 -an—-2))Sg+2b(n—-1) —asg)g.

tensore di curvatura

(10.4.15) Wr =R =558 O g+ sppio & - 8 O & € ker Ric.

Se n > 3, possiamo porre a = (n — D leb = SRm‘ Otteniamo cosi un

Definizione 10.4.17. Si chiamano tensori di Weyl i.1egsori di curvatura W' che
hanno contrazione di Ricci nulla. Il tensore Wy di (TUZ15) si dice la parte di Weyl
di R.
La differenza zg = Sg — %SR - g si dice il tensore di Ricci a traccia nulla di R.
Abbiamo

(10.4.16) R= 5k ¢ D8+ 5SRO g + W

(10.4.17) R= 505k -8 D g+ 7i5zr © g + Wi
H 7 .. . . . . . .
La d%‘ ¢ la decomposizione irriducibile del tensore algebrico di curvatura.

Teorema 10.4.18 (decomposizione algebrica del tensore di curvatura). Sia R un
tensore algebrico di curvatura sullo spazio vettoriale reale V, di dimensione n > 2.
Sono allora univocamente determinati: un numero reale s (curvatura scalare), una
forma bilineare simmetrica S g (curvatura di Ricci), una forma bilineare simmetri-
ca con traccia nulla zg, e una forma di curvat yg &éc%%atum di Weyl) con
Sw = 0 tali che valgano le decomposizioni d%%,’ A T17).

Se n = 2, abbiamo R = %-s-g@g. Sen =3, alloraW = 0.

10.5. La curvatura sezionale

Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione n > 2. Definiamo il tensore
di curvatura su M mediante :

(10.5.1) R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X3, X4)X1, X2),
VX1, X2, X3, X4 € X(M).

Proposizione 10.5.1. [I tensore di curvatura definisce in ogni punto di M un
tensore algebrico di curvatura.

DimosTrAZIONE. Abbiamo facilmente
R(X1, X2, X4, X4) = —R(X1, X, X3, X4).
Osserviamo poi che, essendo nulla la torsione della connessione di Levi-Civita :
R(X1, X2)X3 + R(X2, X3)X1 + R(X3, X1)X
= Vx, Vx, X3 — Vx, Vx, X3 — Vx, x,1X3
+Vx, V. X1 = Vx, Vx, X1 — Vix, x4 X1
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+ VX3VX1X2 - VX] VX3X2 — V[X3’X1]X2

= Vx, [ X2, X3] + Vx, [ X3, X1] + Vx, [ X1, X5]

= Vixi.x1X3 = Vi1 X1 = Vix x X2

= [ X1, [X2, X311 + [ X0, [X3, X1 1] + [X3,[X1, X211 =0
Da questa ricaviamo I’identita di Bianchi :

R(X1, X2, X3,X4) + R(X1, X4, X2, X3) + R(X1,X3,X4,X2) =0

VX1, X2, X3, X4 € X(M).

Dimostriamo ora che R(X», X1,X3,X4) = —R(X1, X2,X3,X4). A questo scopo
¢ sufficiente verificare che R(X1, X1, X3,X4) = 0 per ogni X1, X3, X4 € X(M).
Abbiamo :

R(X1, X1, X3, X4) = g(R(X3, X4)X1, X1)

=8 ((VxyVx, = Vx, Vs = Vixg x,1) X1, X1)
= X38(Vx, X1, X1) — g(Vx, X1, VX, X1)

- X4g(VX3X1’X1) + g(VX3X1’ VX4X1)

- 11X3, X41g(X1, X))

= 3X3Xag(X1, X1) — $XuX38(X1, X1)

- 31X3, X4]g(X1, X1)

=0.
In questo modo abbiamo verificato le proprieta (i), (i) e (iv) di un tensore algebrico
di curvatura e segue quindi che vale anche la proprieta (iii), cioe che

R(X1,X2, X3, X4) = R(X3, X4, X1,X2) perogni X1, X, X3, X4 € X(M).
In particolare ¢ anche R(X], X7, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4). O
Sia p € M. Per ogni piano a C T,M, definiamo la curvatura sezionale di M

rispetto al piano @ come la quantita K(a) relativa al tensore algebrico di curvatura
R,:
P

—R(v1,v2,v1,Vv2) _ —R(v1,v2,v1,Vv2)
Ivi A valf? gvi,v)g(va, v2) — lg(vi, v2)I?

se a=<{(v,v).

(10.5.2) K(a) =

Fissato il punto p, I'esponenziale exp, definisce un diffeomorfismo di un intorno
convesso No(p) di 0in p su un intorno normale U, di p in M. Inoltre, per un ro > 0,
I’esponenziale trasforma, per ogni 0 < r < rg, la palla B,(0, r) di centro 0 e raggio
r di T, M rispetto alla metrica definita dal prodotto scalare g, nella palla B,(r)
della distanza definita dalla metrica Riemanniana su M. Consideriamo un 2-piano
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@ C T, M. L'immagine exp,(a N No(p)) ¢ una sottovarieta V, di U, di dimensione
reale 2, su cui la restrizione di g definisce una metrica Riemanniana. Utilizzando
tale metrica possiamo calcolare ’area A(r) di V,, N B,(r) per 0 < r < rp. Avremo
A(r) = r? + o(r?) per r N\, 0. La curvatura sezionale misura il modo in cui A(r)
approssima 1’area del disco piano dello stesso raggio :

ot = A(r)
(10.5.3) K(@) = 12 lim —7—.

10.6. Varieta totalmente geodetiche

Sia M una varieta differenziabile, S una sua sottovarieta. Un’applicazione
continna ¢ : N — S, percui N > p — ¢(p) € M sia differenziabile, ¢ anche
differenziabile come applicazione a valori in S.

Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana, possiamo considerare su S la struttu-
ra Riemanniana definita dalla restrizione & della metrica g. Le geodetiche di M
contenute in §' sono anche geodetiche di S. In generale non ¢ vero il viceversa.

Definizione 10.6.1. Diciamo che una sottovarieta S di M ¢ geodetica in p se con-
tiene tutte le geodetiche di M tangenti ad S in p. Diciamo che S ¢ toralmente
geodetica se ¢ geodetica in ogni suo punto.

Le sottovarieta geodetiche 1-dimensionali sono le geodetiche massimali di M.

Proposizione 10.6.2. Sia S una sottovarieta di M, geodetica in un punto p € M.
Se M é completa, allora anche S é completa.

Proposizione 10.6.3. Se la sottovarieta S di M ¢ totalmente geodetica, allora
Uinclusione S — M ¢é un’isometria locale.

Teorema 10.6.4. Sia (M, g) una varieta Riemanniana ed S una sua sottovarieta,
completa per la restrizione della metrica g. Se il trasporto parallelo in M lungo
le curve di S trasforma vettori tangenti ad S in vettori tangenti ad S, allora S é
totalmente geodetica. Viceversa, se S e totalmente geodetica, il trasporto parallelo
in M lungo le curve di S trasforma vettori tangenti ad S in vettori tangenti ad S .

DmosTtrAZIONE. Poiché abbiamo supposto S completa, la dimostrazione si ri-
duce a considerare la situazione locale. Bastera allora verificare che, se si scelgono
coordinate locali x!, ..., x" tali che x', ..., " siano coordinate locali su S, allora i
simboli di Christoftel della connessione di Levi-Civita su S si ottengono da quelli
della connessione di Levi-Civita su M per restrizione del dominio di definizione
degli indici. O

Teorema 10.6.5. Sia (M, g) una varieta Riemanniana connessa, semplicemente
connessa, completa, con curvatura sezionale negativa. Sia S una sua sottovarieta
totalmente geodetica. Per ogni p € S, le geodetiche uscenti da p e perpendicolari
ad S formano una sottovarieta S ; ed M e unione disgiunta delle sottovarieta S [f
alvariaredi pin S.
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DimosTRAZIONE. Abbiamo, per ogni p € S,
S =exp,(TpS), S; =exp,(T,S).

Poiché exp,, : T)M — M ¢ un diffeomorfismo, § ; ¢ una sottovarieta.

Se g € M, poiché S ¢ chiusa, vi & un punto p € S che realizza la minima
distanzadigdaSege S j. Tale punto p € unico, perché se ci fosse un altro punto
p’ che realizza la minima distanza, le geodetiche da g a p e a p’ formerebbero
angoli di 77/2 con il segmento di geodetica di S che congiunge p a p’ e ci sarebbe
quindi un triangolo geodetico con somma degli angoli interni > 7. O
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CAPITOLO 11

Metriche invarianti

11.1. Metriche pseudo-Riemanniane su spazi omogenei

Siano K un gruppo di Lie connesso, H un suo sottogruppo chiuso, M = K/H.
Indichiamo con o il punto base 7(H) ed identifichiamo 7o M al quoziente «/} delle
algebre di Lie « di K ed ) di H. Ricordiamo che, per X € «, XM ¢ ¥(M) ¢ il
generatore infinitesimale del gruppo a un parametro (¢, p) — exp(tX) - p.

Indichiamo con Ad(h) la rappresentazione aggiunta di H sul quoziente «/b, e
con X I’elemento di x/} corrispondente ad X € «.

Supponiamo che K operi effettivamente su M.

Proposizione 11.1.1. Vi ¢ una corrispondenza biunivoca tra le metriche pseudo-
Riemanniane g, K-invarianti su M, e le forme bilineari simmetriche non degeneri
b su k/Y, invarianti rispetto ad Ad(H), data da

(11.1.1) go(XM YM)y = p(X,Y), VX, Y e«
La g ¢ definita positiva se e soltanto se lo e la b.

DimostrAZIONE. La condizione necessaria e sufficiente affinché g sia una me-
trica pseudo-Riemanniana K-invariante ¢ che, per ogni a € K, risulti

Zr (@XM, a, YM) = go(XM, YM), VXY ek
Se b € K e n(b) = n(a), allora a™'b = h € H ed abbiamo allora
(XM, YM) = g1y (0. XM, b.YM) = gu(ey(. XM, b, YM)
= go(@; 0. XM, a b YM) = go(h XM, YM).

Questo dimostra che possiamo definire una forma bilineare M(H)—invariante po-
nendo:

b()_(’ Y) = gO(XM’ YM)
H 1.1
Vice versa, poiché h, XY = (Ad(h)(XlM per ogni X € k, la (i%_déﬁnisce una
metrica K-invariante, purché la b sia Ad(H)-invariante. O

Corollario 11.1.2. Supponiamo che M sia riduttiva, con decomposizione
k=hom, AdH)(m)=m.

Allora la

(11.1.2) 2o(XM YM)y = p(X,Y), VX, Yem
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definisce una corrispondenza biunivoca tra le metriche pseudo-Riemanniane g, K-
invarianti su M, e le forme bilineari simmetriche non degeneri Ad(H)-invarianti
su m. Abbiamo

(11.1.3) b(Z,X],Y)+b(X,[2,Y]) =0, VX, Yem, VZel,

: 1.3
e la condizione d%_e_ equivalente all’invarianza di b rispetto ad Ad(H) se H ¢
connesso.

11.2. La connessione di Levi-Civita sugli spazi omogenei

Data una connessione affine I' su M, associamo ad ogni X € X(M) il tensore
1-covariante ed 1-controvariante Ay, definito da

(11.2.1) AxY = [X,Y] - VxY = -VyX - T(X,Y), VY € X(M).

Lemma 11.2.1. Se g ¢ una metrica pseudo-Riemanniana K-invariante su M =
K/H, allora per ogni X € «, il tensore Axu e g-antisimmetrico.

DimostrAzZIONE. Per ogni X € «, il gruppo a un parametro exp(¢X) definisce un
gruppo a un parametro di isometrie di (M, g). Quindi la derivata di Lie Lyn g della
metrica ¢ nulla. Otteniamo quindi, per ogni Y, Z € X(M):

XMe(Y,2) = (Lymg)(Y, 2) + g(IXM, Y1, 2) + g(¥, X", Z])

= 8(IX".Y1.2) + g(¥. (X", Z)).

Dr’altra parte, vale anche la
XMg(¥.2) = (Vxug)(Y.Z) + g(Vyu Y. Z) + g(¥, VxuZ)
=g(VxuY, Z) + g(Y, VyuZ).

Sottraendo membro a membro otteniamo
(11.2.2) 8AxmY, Z)+ g(Y,AxuZ) =0, VY,Z e X(M),
ed il Lemma ¢ dimostrato. O
Teorema 11.2.2. Supponiamo che M sia riduttiva, con decomposizione
(11.2.3) k=bhem, AdH)(m)=m.

Se g ¢ la metrica pseudo-Riemanniana K-invariante su M, associata alla forma
bilineare simmetrica Ad(H)-invariante b, allora la sua connessione di Levi-Civita
e definita da

(11.2.4) AnO@) = X, Y] +BX.Y), VXY em,
ove B ¢ la forma bilineare simmetrica definita da
(11.2.5) 20(B(X,Y),Z2) =b(X,[Z,Y]w) + b(Z,X],Y), VX, Y,Zem.

In particolare, la connessione di Levi-Civita coincide con [a ¢ réeszsione naturale
priva di torsione se e soltanto se il secondo membro della e uguale a 0 per
ogni X,Y,Z e m.
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DimosTrAZIONE. Ricordiamo che A, (X) = —/ JBet ogni X € n 5elciu'éndi
(E%%g;del I EE%T%E bb

A (X) € antisimmetrica per ogni X € m. Per la eorema abbiamo
AX)Y = Ay()X = [X, Y]y, VX, Y em.
Quindi
BX,Y) =B, X) = [X,Y]n — (An(X)Y — A(¥)X) =0
e dunque S ¢ simmetrica e soddisfa
b(B(X,Y),Z) + b(Y,B(X, Z2)) = 5(b(LY, X]m, Z) + b(Y, [Z, X]w).

Da questa, dalle uguaglianze che da questa si ottengono mediante le permytazioni
cicliche di X, Y, Z e dalla simmetria di 8 ricaviamo finalmente la %7 O

. . . H 2.0a
Definizione 11.2.3. Uno spazio omogeneo riduttivo M = K/H, con (ﬂ%ﬁ
una metrica pseudo-Riemanniana associata ad una forma bilineare simmetrica non
degenere b su m si dice naturalmente riduttivo se

(11.2.6) b(X,[Z, Y1) + D([Z, X, Y) =0, VX, Y,Zem.
Proposizione 11.2.4. Supponiamo che M sia naturalmente riduttivo, con una me-

trica pseudo-Riemanniana invariante associata alla forma bilineare b. Allora la
sua curvatura soddisfa

(11.2.7)  goREXM, YMYYM XMy = Lb([X, Y1, [X, Y1) — BAIX, Y, Y1, X1,
VX, Y e m.
DimosTRAZIONE. Abbiamo infatti
Ro(X, V)Z =1[X, Y, Zlwlm — 5[¥. [X, Z]Im
= 51X, Y1 Zlw — (X, Y1y, Z],
VX,Y,Z € m.

:17.2.2
La tesi segue allora dal Teorema%_ O

Un caso importante in cui si applicano i risultati precedenti ¢ il seguente:

Teorema 11.2.5. Sia M = K/H e supponiamo che vi sia una forma bilineare
simmetrica non degenere Ad(K)-invariante f su « la cui restrizione ad Y sia non

degenere.

Poniamo
(11.2.8) m={Xex|f(X,Y)=0, VY €b}.
Allora vale la decomposizione d%%ﬁ inoltre la
(11.2.9) b(X,Y)=1(X,Y), VX, Yem,

e una forma bilineare simmetrica non degenere ed Ad(H)-invariante su m.
Rispetto a questa decomposizione ed alla metrica pseudo-Riemanniana K-
invariante associata a questa scelta di b lo spazio omogeneo M ¢é naturalmente
riduttivo.
1l tensore di curvatura rispetto a questa metrica soddisfa

(11.2.10)  goRXM, Y )Y™ XM = L0([X, Y], [X, Y1) + (X, Y]y, [X, Y1),
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VX, Y em.

Osservazione 11.2.6. Se possiamo scegliere la f definita positiva, allora la metri-
ca g definita nel teorema precedente ¢ Riemanniana, con curvatura sezionale non
negativa.

Esempio 11.2.7. Supponiamo che K ammetta una forma bilineare simmetrica Ad(K)-
invariante e definita positiva e poniamo H = {e}. Allora la connessione di Levi-
Civita associata alla metrica descritta nel teorema precedente coincide con la 0-
connessione ed ha curvatura R.(X*,Y™") = —%ad([X, Y.



CAPITOLO 12

Metriche di Einstein

12.1. Proprieta del tensore di curvatura

Sia (M, g) una varieta pseudo-Riemanniana di dimensione reale m. Sia D la
differenziazione covariante su M associata alla sua connessione di Levi-Civita ed
indichiamo con R la sua curvatura. Ricordiamo che

T(X,Y)=DxY-DyX-[X,Y]=0, R(X,Y)Z=DxDyZ- DyDxZ - DixyZ.

La curvatura R ¢ un tensore di tipo (3,1) che, per ogni X,Y,Z, U € X(M),
soddisfa le condizioni di simmetria

R(X,Y) = -R(Y, X), (antisimmetrico in X, Y),
RX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (I identita di Bianchi),
gRX,Y)Z,U)+ g(Z,R(X,Y)U) =0, (g-antisimmetrico in Z),
g(RX,Y)Z,U) = g(R(Z, U)X, Y) (g-simmetria).

(12.1.1)

La g-simmetria ¢ conseguenza delle proprieta di antisimmetrig e, della prima
identita di Bianchi. Abbiamo infatti, utilizzando le prime tre delle ;

gR(X,Y)Z,U) = =g(R(Y, 2)X, U) - g(R(Z, X)Y, U)
= 8R(Y,2)U, X) + g(R(Z, X)U,Y)
= —8(R(Z, U)Y, X) — g(R(U, Y)Z, X)
- 8(R(X,U)Z,Y) - g(R(U,2)X,Y)
= 28(R(Z, U)X, Y) + g(R(U, V)X, Z) + g(R(X, U)Y, Z)
= 28(R(Z, U)X, Y) - g(R(X, Y)Z,U),

da cui segue la quarta.
11 tensore di curvatura soddisfa inoltre 1’identita differenziale

(12.1.2) (DR)(X, Y, Z)+(DR)(Y,Z, X)+(DR)(Z, X, Y) = 0, (1 identita di Bianchi).

Utilizzando il tensore della metrica g possiamo considerare la curvatura anche
come un tensore di tipo (4, 0), ponendo

RX,Y,Z,U) = g(R(X, U, Z).

171
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Le simmetrie fondamentali del tensore di curvatura di tipo (4, 0) sono allora
RX,Y,Z,U)=—-R(Y,X,Z,U),
R(X,Y,Z,U)=-RX,Y,U,2),
(12.1.3) RX,Y,Z,U)+R(Y,Z,X,U)+ R(Z,X,Y,U) =0,
RX,Y,Z,U)=R(Z,U,X,Y),

VX, Y,Z,U € X(M).

12.2. Curvatura sezionale

. ) 115.1.1 ) :15,1.3 )
Per le simmetrie d%ﬁ), in modo equivalente, d%ﬁlel tensore di

curvatura, esso definisce un’applicazione
X N*M — N’ M,
che sui tensori alternati di rango due si puo descrivere mediante
SZXANY),ZANU)=RX,Y,Z,U) = g(RX,Y)U,2Z).

Definizione 12.2.1. Se o ¢ un due-piano anisotropo di T, M, la curvatura sezionale
in o ¢ data da

R(X9 Y’ X7 Y)
X, X)g(Y,Y) - [g(X, V)]*

Osservazione 12.2.2. Poiché la forma quadratica associata ad una forma bili-
neare simmetrica la determina completamente, la curvatura sezionale determina
completamente la curvatura Riemanniana.

In particolare, se in un punto p € M la curvatura sezionale ¢ costante, non
dipende cio¢ dal due piano o che si considera, dalla

RX,Y,X,Y) = k{g(X,X)g(Y,Y) - g*(X,Y)} inp

K(o) = seX, Yeo, XANY #0.

ricaviamo che
RX,Y,Z,U) = Hg(X,Z)g(Y,U) - (X, U)g(Y,Z)}, inp
cioe
SRX. VU, Z) = Kg(X,2)g(Y,U) - g(X,U)g(Y,Z)} inp
e quindi
RX, VU = k{g(Y,U)X — g(X,U)Y) inp.
Teorema 12.2.3 (F.Schur). Supponiamo che M sia connessa. Se m > 3 e, per ogni

p € M la curvatura sezionale dei due piani in T,,M é costante, allora (M, g) ha
curvatura costante, esiste cioé una costante reale k tale che

(12.2.1) RX,Y)Z = k(g(Y,2)X - g(X,2)Y), VX,Y,Z e X(M).

11
DmvosTrAZIONE. Per ipotesi, la (%_Vale per una funzione k € €*(M).
Consideriamo il tensore o(X,Y,Z) = g(¥,Z2)X — g(X,Z)Y e consideriamone la
derivata covariante rispetto a un campo di vettori U € X(M). Otteniamo

Vya)(X,Y,Z2) = Vy(g(Y,2)X — g(X,2)Y) — g(VUY, 2)X — g(Y,VyZ)X
—g(Y,Z)VuX + g(VyX,Z)Y + g(X,VuZ)Y + (X, Z)VyY = 0,
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perché Vyg = 0. Utilizzando quindi la seconda identita di Bianchi otteniamo che,
per ogni scelta di Xp, X1,X2, X3 € X(M), ¢ (I’apice sul simbolo di sommatoria
significa che essa ¢ estesa alle terne (i, j, k) che formano una permutazione con
segnatura positiva di {0, 1, 2}):

0= Zi, j,k:O,l,ZVXiR(Xj > X)X

= D o1 2 KR8 X)X~ 8(Xi X3)X,)

= {(X1k)g(X2, X3) — (X2k)g(X1, X3)}Xo

+{(X2k)8(Xo, X3) — (X1Kk)g(X2, X3)} X1

+{(Xok)g(X1, X3) — (X1k)g(Xo, X3)}X>.
Poiché la dimensione m di M & maggiore o uguale a tre, fissato un qualsiasi punto
p di M, possiamo scegliere i campi Xp, X1, X» in modo che siano ortonormali in
un intorno di p e prendere poi X3 = X;. I tre addendi all’ultimo membro dell’u-
guaglianza scritta sopra sono allora linearmente indipendenti in un intorno di p ed
abbiamo quindi, in particolare, poiché il coefficiente di Xy ¢ nullo in un intorno di
P, che X1k = 0 in p. Poiché sia il punto p che il valore di X; in p, possono essere

scelti arbitrariamente, con I’unico vincolo che g(X;, X;) = 1 in p, ne ricaviamo che
dk = 0 e quindi k ¢ costante su M. O

Esempio 12.2.4. Sia g, una forma quadratica in R™*! con segnatura (p,m+ 1 - p)
e definiamo le sottovarieta

Sy ={xeR" g(x,x) =1},
HY = {x e R™" | g(x,x) = —1).

Sel < p < m+1, la restrizione ad S di g, definisce una metrica pseudo-
Riemanniana di segnatura (p,m — p) e curvatura sezionale costante 1. Se 0 <
p < m, larestrizione di g+ definisce su H;' una metrica pseudo-Riemanniana di
segnatura (p, m — p) e curvatura sezionale costante —1.

Perogni0 < p <m+ 1,la g, definisce su R”*! una metrica pseudo-Riemanniana
di segnatura (p,m + 1 — p) e curvatura sezionale costante nulla.

12.3. 1l tensore di Ricci

Si possono ottenere nuovi tensori a partire dal tensore di curvatura utilizzando
le contrazioni. Per le simmetrie del tensore di curvatura, vi € essenzialmente un
solo tensore interessante che si possa ottenere in questo modo.

Definizione 12.3.1. La curvatura di Ricci di (M, g) ¢ il tensore di tipo (2, 0)
r(X,Y)=tr(Z - R(X,2)Y).
Se Zi,...,Z, ¢ una base ortonormale per g in un punto p € M, se cioe
§(Zi,Z) = €6;j, cone =1,

allora "
rXY)(p) = ) &R(X.Z, Y, Z).
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1l tensore di Ricci puo essere anche considerato come un tensore di tipo (1, 1),
Ric : TM — T M, mediante:
r(X,Y) = g(Ric (X), Y).

Osservazione 12.3.2. Il tensore di Ricci ¢ simmetrico: abbiamo cioe r(X,Y) =
r(Y, X), ovvero g(Ric(X),Y) = g(X, Ric(Y)). Cio ¢ conseguenza del fatto che la
connessione di Levi-Civita ¢ simmetrica (cio¢ priva di torsione). In particolare,
quando g sia una metrica Riemanniana, Kic ha in ogni punto autovalori reali ed ¢
diagonalizzabile.

12.4. Un Teorema di Myers

Supponiamo che la metrica g sia Riemanniana.

Fissiamo un punto p € M e un sistema di riferimento ortonormale o, =
(V1s...,vm) in TpM. Ad esso associamo coordinate normali x = (xl,...,x’")
definite in un intorno U di p da

p(x) = expp(xlvl + o+ XM,
Il tensore della metrica ha in queste coordinate componenti
gij = g(0/0x',8/dx"), 1<i,j<m.

Lemma 12.4.1. La funzione

(12.4.1) Fp(q) = {/ldet(gij(0))l,  p(x) =g,

non dipende dalla scelta della base ortonormale o .

DIMOSTRAZIONE. Se 0';, = (w1,...,wp) € un’altra base ortonormale di 7),M, ed
y = (y',...,y™ le corrispondenti coordinate normali, abbiamo che x = ay, con
a= 0'1_710';, € Op(m). Le componenti g;j della metrica nelle coordinate y sono
allora m

r h _k
8ij = Zh,k:lai aj8nk:
Quindi,
fidet g/ )l = \/| detal| det(g; )| = F,

perché |detal = 1. O

Sia N, un intorno normale di 0 in 7, M. Ricordiamo che N, ¢ stellato rispetto
all’origine ed Exp,, : N, —» U, = Exp,(N)) un diffeomorfismo di N,, su un intorno
aperto U, di pin M.

Fissato un vettore non nullo w € N, indichiamo con y,, € €*([0, 1], M)
la geodetica uscente da p con velocita w. Fissiamo un riferimento ortonormale

op=1,...,Vy) in TyM con v, = w/|w| ed indichiamo con J7, ..., J;; i campi di
Jacobi che soddisfano il problema di Cauchy
D%Jy
+ R(J}) (@), (@) yw(®) = 0,
dtz h
DJ¥(0) 1<h<m.
Jy(0) =0, = v,

dt
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Nota che J)(t) = w9 per0 <t < 1.

Ricordiamo che i valori J;l”(l) € TexpowyM sono le immagini dei vettori vy
mediante il differenziale dell’applicazione esponenziale nel punto w. Con queste
notazioni, abbiamo

Lemma 12.4.2. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo
(12.4.2) F,,(Expp(w)) = \/I det(Jy, ..., Jn—DI(D).

DivosTrAzIONE. L’affermazione segue dal fatto che i campi J} sono ortogonali
alla velocita y,, lungo la geodetica e g; j(Expp(w)) = gi;j(J¥(D), J;“(l)) per 1 <
I, j<m. O

;15a.12.4
La funzione introdotta nel Lemma%ﬁlﬂi‘sfa una disuguaglianza relativa
alla curvatura di Ricci. Vale infatti la

Proposizione 12.4.3. Sia y € €*([0, ty], M) una geodetica uscente dal punto p €

M, con supporig contenuto in un suo intorno normale, ed F), la funzione definita
nel Lemma%‘ljoﬂﬁ
¢(@) = ¢ "V,

vale la diseguaglianza
D*¢

12.4.3
( ) dr? * m—1

r(7,v)¢ < 0.






CAPITOLO 13
Spazi simmetrici

13.1. Spazi affini localmente simmetrici

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m, con una connessione affine
definita dalla derivazione covariante V. Fissiamo un punto p di M ed intorni Vy(p)
di 0in T,M, ed U, di p in M tali che I’esponenziale in p sia definito su Vo(p)
e sia un diffeomorfismo di Vo(p) su U,. Ricordiamo che I’esponenziale exp, :
Vo(p)—U), & definito da exp,(X) = ¢px(1), se ¢, x(1) ¢ la geodetica di punto
iniziale p e velocita iniziale X € T, M. Possiamo supporre che Vj(p) sia simmetrico
rispetto all’origine e definire quindi la simmetria geodetica rispetto al punto p
mediante la corrispondenza :

(13.1.1) Up 3 q = exp,(X) g = exp,(—X) € U,,.

Osserviamo che s, ¢ un diffeomorfismo di U, con ds,(p) = —I (I ¢ qui I’identita
suT,M)ed s, =s,05,=idy,.

Definizione 13.1.1. Diciamo che (M, V) & una varieta affine localmente simmetrica
se per ogni punto p di M esiste un intorno aperto U, di p in M su cui la simmetria
affine sia definita e sia una trasformazione affine.

Ricordiamo brevemente la definizione di trasformazione affine. Consideriamo in primo luogo
il concetto di trasporto parallelo. Se (M, V) ¢ uno spazio affine ed « : [0, 1]=>M, con a(0) = py e
a(1) = py, una curva differenziabile, per ogni vettore Xy € T, M indichiamo con [a].(X)) il vettore
X, € T, M, definito dal valore X; = X(1) del campo di vettori [0,1] > t—X(¢) € TM lungo a,
con valore iniziale X(0) = X, definito dal problema di Cauchy per il sistema lineare di equazioni
differenziali ordinarie:

DX(t
dt( ) = Vs X(@) =0,
X(0) = X, .

Se ora (N, V’) & un’altra varieta affine, un’applicazione differenziabile f : M—N si dice affine se
preserva il trasporto parallelo, se cioe, per ogni coppia di punti py, p; di M che siano estremi di un
cammino differenziabile « : [0, 11—M, per ogni X, € T,, M risulta:

df(p)([a)(Xo)) = [f o al.(df(po)(Xo)) -

Se f : M—N ¢ un diffeomorfismo, esso definisce un’applicazione bigettiva X(M) > X—f.(X) €
X(N). In questo caso, la f ¢ una trasformazione affine se e soltanto se preserva la derivazione co-
variante, cioe¢ se e soltanto se f. (VxY) = V}.* xJ+(Y) per ogni coppia X, Y di campi di vettori di
M.

Teorema 13.1.2. Uno spazio affine (M, V) é localmente simmetrico se e soltanto se
il suo tensore di torsione T e il suo tensore di curvatura R soddisfano le equazioni:

(13.1.2) T=0, VxR=0 VXeXM).

177
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DimosTrAZIONE. Supponiamo che (M, V) sia localmente simmetrica. In parti-
colare, per ogni punto p € M, il differenziale in p della simmetria rispetto al punto
p ¢ il differenziale di un’affinita. Preserva quindi torsione e curvatura. Ricordiamo
che la torsione 7' ¢ definitada: T(X,Y) = VxY-VyX—[X, Y] perogni X, Y € X(M).
In un qualsiasi punto p avremo, applicando il differenziale ds;, = —I:

T(Xp,Yp) = —(T(=Xp,-Y),) = -T(Xp,Y)p)

e quindi 7(X),, Y,) = O per ogni X, Y € X(M) ed ogni p € M. Cio dimostra che la
torsione ¢ nulla. Analogamente, se X, Y,Z, T € X(M) e p € M, otteniamo :

[(VxRY, Z)T1, = = [(V_xR)(~=Y, ~Z)(~T)1, = ~ [(VxR)\Y, 2)T1,
e quindi anche VxR = 0. O
Per concludere la dimostrazione, proveremo pil in generale il :

Lemma 13.1.3. Siano (M, V) ed (M’,V’) due spazi affini. Supponiamo che, dette
T ed R torsione e curvatura di (M, V) e T' ed R’ quelle di (M’, V"), risulti :

VxT =0, VxT'=0, VxR=0, Vy,R =0 VXeXM), VX €X(N).

Siano p € M, q € N due punti per cui esista un isomorfismo lineare L : T,M—T,N
tale che:

L(T(v1,v2)) = T"(L(v1), L(v2)),
L(R(vi,v2)v3) = R'(L(v1), L(v2))L(v3)
VV],Vz,V3 € TpM.

Allora esistono intorni aperti U, di pin M, W, di q in N ed un diffeomorfismo affine
f:Up>Ugcondf(p) = L. Tale f é essenzialmente unica, é cioe univocamente
determinata da L nella componente connessa di p dell’intorno aperto di p in M su
cui e definita.

DivosTrAZIONE. Sia U, = exp »(Vo(p)) un intorno normale di p in M. Siano
X1, ..., X,, campi di vettori in U, ottenuti mediante il trasporto parallelo, lungo le
geodetiche uscenti da p, di una base X(p),...,X,(p) di T,M. L’ipotesi che cur-
vatura e torsione abbiano differenziale covariante nullo ci dice che le componenti

della torsione T e della curvatura R, calcolate rispetto ai campi Xy, ..., X,,;, sono
costanti in U),.
Siano ora Xi, ..., X, 1campi di vettori, definiti in un intorno normale U’, =

exp, (V(p")), paralleli lungo le geodetiche uscenti da p’, con X;.(p’) = L(X;(p)).
Per I'ipotesi che torsione e curvatura abbiano differenziale covariante nullo, le
componenti della torsione 7" e della curvatura R’, calcolate rispetto ai campi X7, ..., X},
sono costanti. Poiché tali componenti coincidono con quelle di 7 e di R in p’,
esse coincidono, essendo costanti, su tutto U;,. Siano ®, ¢ @, le applicazioni
@11, ... tm) = exp, (1 X1(p) + ... + tnXim(p)) € Dy (t1,..., 1m) = exp, (L1 X (p) +
...+ 1,X,(p)). A meno di restringere gli intorni normali U, e U ;,,, posto A =

{ ;Z | tl.z < r2} c R™, I’affinita locale cercata si puo definire mediante il diagramma
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commutativo :

@,
AHUP

Sy

’
Up,

Il fatto che la f cosi costruita sia un’affinita, segue dall’unicita della soluzione delle
equazioni di struttureﬂ O

Definizione 13.1.4. Diciamo che una varieta Riemanniana (M, g) ¢ localmente
simmetrica se ogni punto p di M ammette un intorno normale in cui la simmetria
geodetica (rispetto alla connessione di Levi-Civita) sia un’isometria locale.

Teorema 13.1.5. Una varieta Riemanniana (M, g) ¢ localmente simmetrica se e
soltanto se la sua curvatura sezionale é invariante rispetto al trasporto parallelo.

DmosTrAZIONE. Se (M, g) ¢ localmente simmetrica, allora il suo tensore di cur-
vatura, e quindi a maggior ragione la sua curvatura sezionale, & invariante per
trasporto parallelo. Il viceversa segue dalle proprieta algebriche del tensore di
curvatura: se s, ¢ la simmetria geodetica rispetto al punto p, consideriamo il ten-
sore BXX,Y,Z,T) = R(X,Y,Z,T) — R(s,(X), s,(Y), s,(Z), 5,(T)), definito quando
X,Y,Z,T € X(Up) per un intorno normale simmetrico U, di p € M. Esso ¢ anti-
simmetrico rispetto alla prima e alla seconda coppia di indici e simmetrico per lo
scambio della prima con la seconda coppia di indici. Quindi esso si annulla identi-
camente perché, per I’ipotesi dell’invarianza rispetto alla simmetria geodetica della
curvatura sezionale, abbiamo B(X, Y, X,Y) = 0 per ogni X, Y € X(U,). Da questo
si deduce I’invarianza di R rispetto al trasporto parallelo. Resta da verificare che
le simmetrie geodetiche di una varieta Riemanniana, quando siano trasformazioni
affini, sono anche isometrie. Questo ¢ il contenuto del lemma seguente. O

Lemma 13.1.6. lemSia (M, g) una varieta Riemanniana connessa e sia ¢ - M—M
un’affinita per la connessione di Levi-Civita. Se, per un punto po di M, il differen-
ziale d¢(po) : TpyM—Typ)M & un’isometria di spazi Euclidei, allora ¢ : M—M
e un’isometria.

DimosTRAZIONE. Sia g un qualsiasi punto di M e siay : [0, 1] M una curva
differenziabile con y(0) = g, y(1) = po. Sia 7 : TyM—T M il trasporto parallelo
lungo la curvay. Se X,Y € T,)M, abbiamo :

84X, Y) = gpo(1(X), 7(Y))

IRicordiamo che le equazioni di struttura sono le:
P hoo Lgi i h
{dw =-w, A"+ 5T 0 AW

i i b lpi b k

dw; = —w) Nw; + 2R 0" Aw
con Vy X; = Ff.ijh, TX;, X)) = T,.’f/.X,,, RXy, X)X = Ri/,n X (X)) = 6’} w; = FLth. Le forme '
ci consentono di calcolare le coordinate normali nell’intorno del punto p, quando i campi di vettori

X; siano scelti come nella dimostrazione del lemma.
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perché il trasporto parallelo preserva il prodotto scalare,

= 8o(po)([dP(po)(T(X)), d(po)(7(Y)))

per I'ipotesi che d¢(pg) sia un’isometria,

= o) (dP(q)(X), dp(q)(Y))

perché, essendo una trasformazione affine, la d¢ commuta con I’operazione di tra-
sporto parallelo, trasporta cio¢ vettori paralleli lungo la curva vy in vettori paralleli
lungo la curva ¢ o y. O

13.2. Alcuni risultati sui gruppi di trasformazioni

Premettiamo allo studio del gruppo O(M, g) delle isometrie di una varieta Rie-
manniana (M, g) alcuni risultati generali sui gruppi di trasformazioni di una varieta
differenziabile. Vale il :

Teorema 13.2.1. Sia M una varieta differenziabile numerabile all’infinito e sia G
un sottogruppo del gruppo dei diffeomorfismi di M in sé. Sia ® C X(M) [’insieme
di tutti i campi di vettori X di M che generano gruppi a un parametro di trasforma-
zioni di G. Se la sottoalgebra di Lie reale di X(M) generata da ® ha dimensione
finita, allora ® ¢ un’algebra di Lie e possiamo definire su G una struttura di gruppo
di Lie di trasformazioni di M, con algebra di Lie (isomorfa a) ©®.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con R 3 t— exp(zX) € G il gruppo a un parametro
di diffeomorfismi generato da X € ®. Sia £(®) I’algebra di Lie generata da ®
ed indichiamo con G il gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con
algebra di Lie £(®). Per ogni X € £(®) possiamo considerare il gruppo locale a
un parametro da esso generato : vi & un intorno aperto Vx di ({0} x M) in (R x M),
in cui ¢ definita un’applicazione differenziabile, che indicheremo con :

Vx 3 (t, p)—e*(p) e M,
tale che :

(d/dt) [ (p)] = Xy perogni (& p)€ Ux.
Osserviamo che possiamo scegliere Vy = (R x M), e risulta e’ = exp(tX), se
Xe®CLb®).

Poiché abbiamo supposto che £(®) sia un’algebra di Lie di dimensione finita,
possiamo trovare un intorno aperto 7/ di ({e} X M) in (G X M) tale che, se (g, p) €
Y , allora vi sono X € £(®) et € R tali che (¢, p) € Vx e g = exp(tX). (Indichiamo
qui con exp : (®)—G I’esponenziale, definito sull’algebra di Lie 2(®), a valori
nel gruppo di Lie G .)

Per dimostrare quest’affermazione, consideriamo un ricoprimento aperto lo-
calmente finito {U;} di M mediante aperti relativamente compatti € un suo raffi-
namento {U/}. Introduciamo poi una norma sullo spazio vettoriale di dimensione
finita £(®). Per i teoremi di esistenza, unicita e dipendenza continua dai parametri,
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potremo allora determinare numeri reali positivi ¢ tali che il problema di Cauchy
per il sistema di equazioni differenziali ordinarie :

Xe&®), peU!, ¢t p,X)eU;
do(t,p,X) _ x

0 Y
#0,p,X)=p

abbia una ed una sola soluzione, definita per [f| < ¢;, se || X|| < 1. Potremo allora
considerare 7 = | J; ({exp(X) [1X]] < g} % Ul’)
Risulta allora definita un’azione locale di G su M, dalla :
U > (exp(tX), p)—e™X(p) e M.

Osserviamo che quest’applicazione ¢ ben definita per I’unicita della soluzione di
().

Per completare la dimostrazione, proviamo ora alcuni lemmi. O
Lemma 13.2.2. Siano X,Y € ®. Allora Z = Ad(exp(X))(Y) € 6.

DmMoSTRAZIONE. Abbiamo

X

e“(p) = eX o e o e™¥(p) = exp(X) o exp(tY) o exp(-X)(p)

e quindi 7—e'“ & un gruppo a un parametro di trasformazioni di G e Z € ©. O
Lemma 13.2.3. ® genera £(®) come spazio vettoriale su R.

DmvostrazioNE. Indichiamo con V il sottospazio vettoriale di £(®) generato da
®. Per il lemma precedente, abbiamo Ad(exp(®))(®) c ® e quindi, per linerarita,
abbiamo anche Ad(exp(®))(V) c V. Poiché ® genera £(®), anche exp(®) genera
G. Poiché I’insieme degli elementi g € G per cui Ad(g)(V) C V & un sottogruppo
di G, ne segue che Ad(C})(V) C V. Otteniamo in particolare che Ad(exp(V))(V) C
V, che ci da, differenziando, [V, V] c V. Quindi V & un’algebra di Lie e percio

coincide con L(®). O
Lemma 13.2.4. £(®) = 6.
DimMosTRAZIONE. Siano Xi,..., X, € ® una base di £(®) come spazio vettoria-

le. Allora I’applicazione :
HXi+ -+ ,X,—exp(t1 Xp) - - - exp(,X,)

¢ un diffeomorfismo di un intorno Vj di 0 in £(®) su un intorno W, dell’identita e
di G. Quindi, se Y € £(®), possiamo trovare un € > 0 e funzioni g; : (—¢, €)>R
tali che 377, a;(H)X; € Vp e

exp(tY) = exp(a;(H)Xy) - - -exp(a,(H)X,) se || <e.
Questa uguaglianza cidala:
e’ = exp(a| (X)) o --- o exp(a,(H)X,) se || <e.

N .
Definendo /¥ = (e(’/N )Y) se |t| < Ne, otteniamo che Y € 6. Questo completa la
dimostrazione del lemma. O
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Sia ora G* il gruppo di diffeomorfismi di M generato da exp(®). Poiché G* ¢
generato dai sottogruppi a un parametro contenuti in G, abbiamo G* c G. Poiché
per ogni g € G ed ogni sottogruppo a un parametro R 3 t—a; € G anche R >
t—ad(g)(a;) € G ¢ ancora un sottogruppo a un parametro di G, il sottogruppo G* ¢
normale in G. Inoltre, I’applicazione ad(g) : G*—>G* ¢ continueﬁ per la topologia
di gruppo di Lie di G*, perché trasforma sottogruppi a un parametro in sottogruppi
a un parametro.

Dimostriamo ora il :

Lemma 13.2.5. Sia G* un sottogruppo normale di un gruppo G. Se G* é un grup-
po topologico e le applicazioni ad(g) : G*—G™ sono continue per ogni g € G,
allora vi e un’unica topologia di gruppo topologico su G per cui G* sia aperto in

G.

DimostrazIONE. Definiamo su G la topologia meno fine per cui sono aperti tutti
gli insiemi L,(A) con A aperto di G*. Si verifica facilmente che questa topologia &
I’unica con le proprieta richieste nell’enunciato del lemma. O

Osservazione 13.2.6. In generale la topologia su G ¢ piu fine della topologia
compatta-aperta. Inoltre, non ¢ detto che le componenti connesse di G, con la
topologia che abbiamo definito, formino un insieme di cardinalita al pili numera-
bile. Possiamo ad esempio considerare 1’azione sul gruppo additivo R, che identi-
fichiamo alla varieta M, di un qualsiasi suo sottogruppo G totalmente sconnesso:
in questo caso ® = {0} e la costruzione che abbiamo fatto di da su G la topologia
discreta.

Ricordiamo che un parallelismo assoluto su una varieta differenziabile M &
una sezione o € € (M, F(M)) del fibrato dei suoi sistemi di riferimento. In modo
equivalente, ¢ il dato di m campi di vettori Xi,..., X, che definiscono in ogni
punto p € M una base (X (p),...,Xu(p)) di T,M. Un diffeomorfismo f : M—M
definisce un diffeomorfismo di fibrati principali f  FM)->F(M).

Definizione 13.2.7. Se (M, o) ¢ la coppia formata da una varieta differenziabile
M e da un parallelismo assoluto o~ assegnato su M, chiameremo automorfismi di
(M, o) i diffeomorfismi f : M—M taliche foo =0 o f.

Gli automorfismi di (M, o) formano un gruppo, che denoteremo Aut(M, o).

Teorema 13.2.8. Sia (M, o) la coppia formata da una varieta differenziabile con-
nessa M numerabile all’infinito e da un parallelismo assoluto o su M. Allora
Aut(M, o) ¢ un gruppo di Lie di trasformazioni con dimgpAut(M, o) < dimgM.
Piu precisamente, per ogni p € M, I’applicazione

(*) Aut(M,0) > g—g(p) e M

e iniettiva e la sua immagine é una sottovarieta chiusa di M. Vi é un’unica struttura
di gruppo di Lie su Aut(M, o) per cui la (x) sia un diffeomorfismo.

2 Un teorema di Chevalley ([Theory of Lie groups. Princeton Univ. Press, 1946], p.128) ci dice
che, se G e G’ sono due gruppi di Lie, un omomorfismo algebrico ¢ : G—G’ ¢ un omomorfismo di
gruppi di Lie se e soltanto se trasforma sottogruppi a un parametro di G in sottogruppi a un parametro
di G'.
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DimvosTrAZIONE. Sia o(p) = (X1(p),...,Xm(p)) e sia B il sottospazio vetto-
riale reale di X(M) generato da Xi, ..., X,,. Per definizione, le trasformazioni di
Aut(M, o) lasciano U invariante. In particolare gli elementi di Aut(M, o) commu-
tano con gli elementi dei sottogruppi a un parametro ¢,(t) di diffeomorfismi di M
generati dagli elementi v di 8. Poniamo 7, = ¢,(1). Osserviamo che, per ogni
punto p € M, 7,(gq) ¢ definita per v in un intorno di 0 in ¥ e ¢ in un intorno di p in
M.

Lemma 13.2.9. Per ogni p € M l'applicazione Auwt(M,o) > g—g(p) e M ¢
iniettiva.

DimvosTrAZIONE. Per ogni g € Aut(M, o) I'insieme Fy = {qg € M| g(q) = g} dei
punti fissi di g & un sottoinsieme chiuso di M. Fissato un punto g € M, al variare di
v in un intorno di 0 in B, gli elementi 7,(g) sono definiti e formano un intorno di ¢
in M. Poiché, come abbiamo osservato, g o 7, = 7, o g, otteniamo che F, contiene
un intorno di g. Dunque F, risulta aperto e chiuso in M e quindi o ¢ vuoto, o
coincide con M per I’ipotesi che M sia connesso. O

Siay : [0,T]->M (T > 0) una curva differenziabile. Risultano allora deter-
minate m funzioni scalari &), : [0, T]—R tali che y(1) = X7, a}(1)Xi(y(1)) per ogni
t € [0,T]. Due curve differenziabili y;,y; : [0,T]—=M si diranno parallele nel
parallelismo completo o se afy] 1 = afyz(t) per ogni t € [0, T]. Osserviamo che,
data una curva differenziabile y : [0, T]—M ed un punto g, vi & al pitt una curva
differenziabile y’ parallela a y ed uscente dal punto g; esistera poi comunque, per
qualche 0 < € < T sufficientemente piccolo, una y’ : [0, e]>M uscente da pg e
parallela alla restrizione di vy a [0, €].

Lemma 13.2.10. Per ogni py € M, l’insieme Aut(M, o)(pg) é chiuso in M.

DmvosTrAZIONE. Sia {a;} una successione di elementi di Aut(M, o) tali che
{ax(po)} converga a un elemento gg € M.

Dimostriamo che ogni curva vy : [0, 1]—-M uscente dal punto py ammette una
parallelay’ : [0, 11— M uscente da q.

A questo scopo, indichiamo con T 1’estremo superiore dei numeri reali a > 0
per cui la restrizione di y a [0, a] ammette una parallela y/, con punto iniziale go.
Vogliamo dimostrare che esiste la parallela y7.. A questo scopo, osserviamo che
esistono le parallele y7, per ogni 0 < 7" < T e che per ogni con 0 <t < T,
abbiamo limy e ar(y(t)) = vy, () per0 <t < T" <T.

Fissiamo poi un intorno By di 0 in B e un intorno U di y(T') in M tali che 7,(p)
sia definita per v € By e p € U. Allora 7, ¢ anche definita, per v € By, su tutti gli
insiemi ax(U). Sia #p < T tale che ax(y(tp)) € U perogni k > 1 e y(T) = 7,,(y(%0))
per qualche vy € By.

Possiamo allora definire y7. ponendo y7.(f) = y;,(1)se 0 <t < T' < Te
Vo(T) = 13,y (t0)) se o < TV < T

Se fosse T < 1, potremmo prolungare /. con una parallela a y(t — T)) uscente
dal punto y7.(T), contraddicendo la definizione di 7. Quindi 7 = 1 e questo di-
mostra I’esistenza della parallela. Poiché y’(1) = limg_c ax(y(1)), I’estremo y’(1)
non dipende dalla scelta del cammino y, ma soltanto dal suo punto finale y(1).
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Dimostriamo in questo modo che {ax(q)} converge per ogni g € M e otteniamo
quindi un’applicazione a : M— M mediante a(q) = limy— ax(q) per ogni g € M.
Poiché 7,(a(q)) = a(r,(g)) per ogni ¢ € M, la a ¢ chiaramente differenziabile.
Si pud dimostrare che ¢ invertibile, ripetendo i raginamenti appena svolti per la
successione delle applicazioni inverse {a]:1 }. O

Abbiamo facilmente:

Lemma 13.2.11. Sia [ I’algebra di Lie dei campi di vettori X € X(M) tali che
[X, ] = {0}. Per ogni p € M, I’applicazione | > X—X(p) € T,M e iniettiva.

DimostrazIONE. | generatori di sottogruppi a un parametro di Aut(M, o) sono
gli elementi di [ che gen gottogruppi a un parametro di diffeomorfismi di M.
Quindi, per il Teorema %ﬂ gruppo Aut(M, o) & un gruppo di Lie, e I’appli-
cazione Aut(M, o) > a—a(p) € M definisce per ogni p € M un diffeomorfismo di
Aut(M, o) con una sottovarieta differenziabile chiusa di M. O

Completiamo ora la dimostrazione del Teorema% L’insieme ® dei campi
di vettori X € [ che generano sottogruppi a un parametro di trasformazioni di M
¢ una sottoalgebra d%& I, e quindi ha dimensione finita. Possiamo percio
applicare il Teorema [T3.21]al gruppo G = Aut(M, o) e a ®, e concludere che G
ha una struttura di gruppo di Lie con algebra di Lie ®. Poiché I’azione G x M—M
¢ differenziabile, fissato un qualsiasi punto pg € M, I'immersione differenziabile
G > g—g(po) € M ¢ un diffeomorfismo di G con una sottovarieta differenziabile
chiusa di M. O

Ricordiamo che vale il teorem;ﬂ:

Teorema 13.2.12 (Bochner-Montgomery). Sia G un gruppo topologico localmente
compatto e numerabile all’infinito di trasformazioni differenziabili di una varieta
differenziabile paracompatta M. Allora G é un gruppo di Lie.

Ricordiamo ancorzﬂ il:

Teorema 13.2.13 (Dantzig-van der Waerden). Sia (E, d) uno spazio metrico local-
mente compatto. Sia Isom(E,d) il gruppo delle isometrie di (M, E) e, per x € E,
indichiamo con Isom,(E, d) lo stabilizzatore di x in Isom(E, d). Consideriamo su
Isom(E, d) la topologia compatta-aperta. Allora Isom(E, d) ¢ localmente compat-
to e Isom,(E, d) e compatto per ogni x € M. Se M e compatto, anche Isom(E, d)
e compatto.

Osservazione 13.2.14. Ricordiamo ancora che, se (M, g) ¢ una varieta Riemannia-
na e d ¢ la distanza nella metrica corrispondente, allora le isometrie f : M— M per

3S.B0chner, D.Montgomery Locally compact groups of differentiable transformations, Ann. of
Math. 47 (1946), pp.639-657.

4D.Dantzig, B.L.van der Waerden Uber metrish homogene Riume, Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg 6 (1928) pp.374-376. Una dimostrazione completa si puo trovare anche in: Kobayashi-
Nomizu Foundations of Differential Geometry, New York: John Wiley & Sons, vol.1, 1963, alle
pagine 46-50.
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la metrica d sono applicazioni differenziabili che preservano il tensore g della me-
trica. Indicheremo nel seguito con O(M, g) il gruppo delle isometrie della varieta
Riemanniana (M, g), cioe :

OM.,g)={feC (M. M)|fg=g}.
Se d ¢ la distanza su M definita dalla metrica g, allora Isom(M, d) = O(M, g).

13.3. Automorfismi affini e isometrie

Per utilizzare i risultati del nella discussione del gruppo delle affinita
di una varieta affine (M, V) e delle isometrie di una varieta Riemanniana (M, g), &
conveniente riformulare le nozioni di varieta affini e riemanniane nel contesto della
teoria delle G-strutture.

Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Indichiamo con:

FM) ——— M
GL(m,R)

il fibrato principale dei sistemi di riferimento su M.
Gli elementi della fibra §,(M) = n‘l(p) sono le basi (vi,...,v,) di T,M. 1l

gruppo GL(/m, R) opera a destra su (M) mediante :

m ) m ) )
Vi,V a = Za’lvi,...,Zajnvi se a= (a’j)]si,jSm € GL(m,R).

i=1 i=1

Se o = (X1,..., X)) ¢ una m-upla di campi di vettori che definiscono una base di

T,M in ogni punto p di un aperto U di M, allora I’applicazione :

U x GL(m,R) 3 (p,a)—o(p) -a € i\ (U)

¢ un diffeomorfismo per la struttura differenziabile di F(M).

In modo equivalente, possiamo definire la fibra ¥ ,(M) sopra il punto p € M co-
me I’insieme di tutte le applicazioni lineari invertibili £ : R"—T,M, identificando
una base (vy,...,v,) di T),M all’isomorfismo lineare &£ : R"—T,M che associa al
vettore ¢; = {0,...,0,— 1,0,...,0) della base canonica di R il vettore v; di T,M.

Definiamo allora in modo affatto naturale la forma canonica 68 € QY(F(M),R™)
mediante :
o) = £ drn(v)  VEeFM), Vv e TeFM).
Osserviamo che :
(R0 =a'of VaeGLmR).
Infatti, se v € T¢§(M), allora dR,(v) € T §(M) e dr(dR,(v)) = dn(v). Quindi :

(Ro)* 0(v) = B(dR,(v)) = (£ - @) (dn(dR,(v)) = a0 &M (dn(v)) = a™' 0 H(v).

Proposizione 13.3.1. Ogni diffeomorfismo f : M— M si solleva in modo unico ad
un diffeomorfismo f : FM)—F(M) che lascia 0 invariante. Viceversa, ogni auto-
morfismo di GL(m, R)-fibrato principale F : F(M)—F(M) che lasci 0 invariante e
il sollevamento di un diffeomorfismo f : M—M.
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DimvosTtrAZIONE. Sia f : M—M un diffeomorfismo. Definiamo allora il suo
sollevamento f mediante :

f 8 3 E-df(mé) o & € FM).
Abbiamo allora, se § € F(M) ev € TeF(M):

0(df(v) = (df(x(£) o &) (dn(df©)()))
= (& o @f@ON ") (@f@(€)) o dr(v) = 6(v).

Infatti, poiché f preserva le fibre, abbiamo for = 7o f e quindi df odr = drodf.

Viceversa, se F' : F(M)—F(M) preserva le fibre e lascia 8 invariante, detto
f : M— M il diffeomorfismo definito da wo F = f o, osserviamo che ® = 1o F
¢ un automorfismo differenziabile di F(M) che preserva la fibra, lascia 6 invariante
e induce I'identita su M. Percio abbiamo :

£ dr(v) = 6(v) = O*(O(v)) = O(dD(v))

= (D) (dn(ddW)) = (DE) " (dn(v)
VEe FM), Vv e TeFHM).

Otteniamo dunque ((I)(f))_1 w) = & 1(w) per ogni w € Ty M, € questo dimostra
che ® ¢ I’identita su F(M). O

Definizione 13.3.2. Per ogni A € gl(m,R), definiamo il campo di vettori fonda-
mentale A* € X(F(M)) associato ad A come il generatore infinitesimale del gruppo
a un parametro di diffeomorfismi F(M) X R 3 (&, 1)=& - exp(tA) € F(M).

Una connessione affine su M si puo definire, oltre che per mezzo della deri-
vazione covariante, mediante 1’assegnazione di una forma di connessione, ciog¢ di
una forma differenziale w € Q' (M, gl(m, R)) che goda delle proprieta :

(1) w(A*) = A YA € gl(m,R)
(2) Riw=AdlaH)ow VYaeGL(mR).

Un vettore v € T¢F(M) con w(v) = 0 si dice orizzontale. Poiché w(¢) : T¢F(M)—gl(m,R)
ha rango m? e ker dn(€) N ker w(€) = {0} per la proprieta (1), la forma di connes-
sione w ci permette di decomporre lo spazio tangente a F(M) in un punto & nella
somma diretta dei due sottospazi B(M) = kerdn(§) dei vettori verticali in & e
He(M) deﬂ vettori orizzontali in .

Poiché dn(¢) : 9e(M)—TreM ¢ per ogni & € F(M) un isomorfismo lineare,
possiamo associare ad ogni campo di vettori X definito su un aperto U di M un
campo di vettori orizzontale X sun'(U), caratterizzato dalle :

wX)=0
dnX)=X.

5 Un modo equivalente di definire una connessione affine ¢ quello di assegnare una distribuzione
vettoriale $ su F(M), complementare della distribuzione verticale.
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La derivazione covariante associata alla connessione affine € definita dalla formula :
(1) VxY(@@) =0 Xe (67'(1)) =£0R(OT) VXY € X(M), VE € (M),

dove osserviamo che, fissato Y € X(M), la éE-WPy (&) = € (Y ((¢))) & una funzione
differenziabile su (M) a valori in R™. Chiaramente :

Ry =¥y a) = (¢ o) ' Y- ) = a '€ Y@(©) = a ¥y
VY € ¥(M), V¢ € F(M), Ya € GL(m,R),

e quindi :
R}(£ 0 X(Py)) = (€ 0 @) o (RauX) (¥y) = (£ 0 @) 0 X(R,Wy)
=¢o0aoX(a'Wy)=¢oaoa o X(¥y) = €0 X(¥y)

mostra che la derivata covariante VxY ¢ ben definita dalla (), perché il valore del
secondo membro ¢ costante quando £ varia sulla fibra & ,(M) del punto p € M.

Viceversa, si pud dimostrare che, data di una derivazione covariante V, vi &
un’unica forma di connessione w per cui vale la ().

Abbiamo infatti :
Eo (X = [wX)I)NO()) = Varx)Y VX € X(F(M)), VY € X(M).
Quindi:
& [w@OIOF) = XOF) - 'VaxY VX € X(FM)), VY € X(M)

ci permette di calcolare w utilizzando la forma canonica 6 e la derivazione cova-
riante.

Teorema 13.3.3. Sia M una varieta differenziabile, dotata di una connessione affi-
ne definita dalla forma di connessione w € QY(F (M), gl(m, R)). Un diffeomorfismo
f 1 M—M ¢é un’affinita se e soltanto se il suo sollevamento f lascia invariante la
forma di connessione w.

Viceversa, un diffeomorfismo di fibrati principali F : F(M)—&(M) é il solle-
vamento di un’affinita se e soltanto se lascia invarianti la forma canonica 6 e la
forma di connessione .

DivosTtrAZIONE. Le (F) e (F) ci dicono che le trasformazioni affini di M sono
tutte e sole quelle il cui sollevamento lascia w invariante. L'ultima affermazione
segue dal fatto che un diffeomorfismo di F(M) in sé ¢ un sollevamento di un dif-
feomorfismo di M in sé se e soltanto se preserva le fibre e lascia invariante la forma
canonica 6. O

Teorema 13.3.4. I/ gruppo delle affinita di una varieta differenziabile M, dotata
di una connessione affine, é un gruppo di Lie di dimensione minore o uguale a
m(m + 1).

DIMOSTRAZIONE. Sia w € QN (F(M), al(m, R)) la forma della connessione. Allo-
ra la forma
0@ w e Q' (FM),R" @ gl(m,R))
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definisce un parallelismo completo su F(M). La tesi ¢ allora conseguenza del
Teorema‘%r O

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m, R). Una G-struttura su
M ¢ il dato di un fibrato principale P % M e di un’immersione differenziabile

1: P — §(M), in modo che sia commutativo il diagramma :
PxG —— F(M)XGL(m,R)

! !

P — 3IWM)

wl lﬂ
M — M
in cui la prime due frecce orizzontali sono definite dalle inclusionit : P — F(M)
e G — GL(mn,R).

Osserviamo che P é una sottovarieta chiusa di F(M). Infatti, fissata una sezio-
ne differenziabile o di P, definita in un aperto U di M, abbiamo PNa~}(U) = {¢ €
a WU |E oo (n(€)) € G} e I’applicazione 7~ (U) 3 €&~ oo(n(€)) € GL(m,R)
& continua. Quindi P N 7~!(U) & chiuso in 77! (U) per I’ipotesi che G fosse chiuso
in GL(m, R). Poiché gli insiemi 7~ (U), al variare di U tra gli aperti di trivializza-
zione di P, formano un ricoprimento aperto di §(M), otteniamo che P & chiuso in
&(M).

Gli elementi X dell’algebra di Lie g di G definiscono campi di vettori su P che
sono la restrizione dei corrispondenti campi di vettori verticali X* definiti su (M),
e che indicheremo ancora con X*.

Una G-connessione affine su M ¢ il dato di una G-struttura P % M su M, edi
una forma differenziale w’ € Q!(P, g) con le proprieta :
(1) WA =A VAeg
) Riw' =Ad(a)ow VaeG.

Indichiamo con " = kerw’ < X(P) la distribuzione orizzontale associata alla
G-connessione affine. Abbiamo :

dR/(H¢) = Hea  VEEP, VaeG.

Possiamo quindi estendere la distribuzione orizzontale $’ su P a una distribuzione
orizzontale $ su F(M) ponendo

Dea = dR.(9p) se £€P, ae GL(m,R).

Estendiamo cosi la o’ € Q!(P,q) a una forma di connessione affine di Cartan
w € QYUF(M), gl(m, R), ponendo :

wX)=A seXETSc‘&(M)eXzA2+YconAeg[(m,R)eYeSbf.

Possiamo quindi definire in modo equivalente una G-connessione affine mediante
il dato di una forma di connessione affine w su F(M) tale che, per una G-struttura
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P@ > w > G > M, detta 1 : P>&(M) I’inclusione, risulti *w € Q!(P, g), tale cioe
che la sua restrizione a P sia una forma a valori nell’algebra di Lie g di G.

lem:sps.3.4| Lemma 13.3.5. Siano P % M una G-struttura, o' € QY (P, g) una G-connessione

affine e w € QUF M), gl(m,R)) la sua estensione a FM). Sia f : M—M un
diffeomorfismo. Supponiamo che M sia connessa. Sono equivalenti :

(@) f*w = w ed esiste & € P tale che f(&) € P.
(b) f(P) =Pe, detta fC : P-P la restrizione di f a P, abbiamo
(f"G)* W =,

DmosTRAZIONE. (a) = (b). Sia pr : gl(m,R)—>V = gl(m,R)/g la proiezione
nel quoziente. Consideriamo la forma differenziale pro w € Q' (F(M),V) e la
corrispondente distribuzione vettoriale © = ker(pr o w) in F(M). Ricordiamo che
una varieta integrale di D ¢ una sottovarieta differenziabile N di (M) con T¢N C
D¢ per ogni ¢ € N. Poiché f lascia fissa la forma w, essa lascia fissa a maggior
ragione la forma pr o w e trasforma quindi varieta integrali di D in varieta integrali
di ®. La tesi segue allora dal fatto che P ¢ una sottovarieta integrale massimale di
D.

(b) = (a). Segue dal fatto che f(£ - a) = fO(&)-ae w(& - a) = Riw'(£) se
¢&ePeac GL(m,R). O

Definizione 13.3.6. Un diffeomorfismo,f,: M— M che soddisfi le condizioni equi-
valenti (a) e (b) del Lemma l%Tlﬂke una trasformazione G-affine, o una
G-affinita, di M.

Sia P % M una G struttura su M. Indichiamo ancora con 8 la restrizione a P

della forma canonica di F(M). La forma di connessione «’ di una G-connessione
affine definisce un %ismo completo, mediante la forma 6@ w € Q'(P,R"®g).
Per il Teorema abbiamo :

CRLPCE| Corollario 13.3.7. Il gruppo delle trasformazioni G-affini di M, per un’assegnata
connessione affine ' € Q' (P, g) realtiva a una G-struttura P Z—) M ¢ un gruppo
di Lie di dimensione < dimgM + dimypG. O
CRLCG| Corollario 13.3.8. Due trasformazioni G-affini f,g di M, per un’assegnata con-
nessione affine ' € Q'(P,q) realtiva a una G-struttura P % M, coincidono se

sono uguali con i loro differenziali in un punto pg € M.
Una metrica Riemanniana g su M definisce una O(m)-struttura O(M) su M,

in cui gli elementi della fibra ©,(M) sono le basi ortonormali di 7, M rispetto al
prodotto scalare g,. Viceversa, una O(m)-struttura su M definisce univocamente

una metrica Rj iana g su M.

Il Lemma %‘lﬁ dice che le isometrie di (M, g) sono tutte e sole le trasforma-
zioni affini f rispetto alla connessione di Levi-Civita per cui d f(po) : TpyM—T p(p) M
¢ un’isometria in qualche punto pg € M.
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La restrizione «’ della forma w della connessione di Levi-Civita ¢ una O(m)-
connessione affine.
Otteniamo percio:

Teorema 13.3.9. Sia (M, g) una varieta Riemanniana. Un’isometria di M é un
automorfismo differenziabile f : M—M il cui sollevamento e un’affinita per la
connessione di Levi-Civita e per cui f(D(M)) = O(M).

1l gruppo delle isometrie O(M, g) ¢ un gruppo di Lie di dimensione minore o
uguale di m(m + 1)/2.

Lo stabilizzatore O,(M, g) di un punto p € M nel gruppo O(M, g) delle isome-
trie di (M, g) e un gruppo compatto.

DivmosTRA | teorema & una conseguenza delle osservazioni precedenti e
del Corollario Infatti dimgo(m) = m(m — 1)/2 e quindi O(M) ¢ una varieta
differenziabile di dimensione [m(m — 1)/2] + m = m(m + 1)/2. O

Citiamo a questo punto, senza dimostrazioneﬁ il seguente :

Teorema 13.3.10. Sia (M, g) una varieta Riemanniana di dimensione m. Se il suo
gruppo delle isometrie O(M, g) ha dimensione massima m(m + 1)/2, allora (M, g)
e isometrico a uno dei seguenti spazi a curvatura costante :

(a) Lo spazio Euclideo R™ ;

(b) La sfera m-dimensionale S™ ;

(c) Lo spazio proiettivo m-dimensionale RP™ ;

(d) Lo spazio iperbolico semplicemente connesso m-dimensionale H™.

Descriviamo brevemente un modello dello spazio iperbolico m-dimensionale
H™. Consideriamo I’ipersuperficie regolare di R”*! :

m
2 _ 2
xXg=1+ E X;
i=1

H™" = {x:(xo,x],...,xm)ER’"Jrl

Abbiamo:

T.H" = {v = (V0, Vis - .., V) € R

m

i=1

e definiamo la metrica iperbolica g su H" ponendo :

g(v,v)=c- (—v(z) + Z v,-z) VYxe H" ,¥veT.H"
i=1
per una costante ¢ > 0. Osserviamo che H™ ¢ I’orbita del punto (1,0,...,0) ri-
spetto al gruppo O(1,m) delle trasformazioni lineari di R”*! che preservano la
forma bilineare simmetrica definita dalla matrice diag(—-1,1,...,1). I gruppo

Vedi ad esempio: [S.Kobayashi Transformation groups in Differential Geometry, New York,
Springer 1972] a pag.46.
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O(1,m) ¢ il gruppo delle isometrie di H™, che si identifica allo spazio omogeneo
O(1,m)/(0(1) x O(m)), dove :

+1
O(1) x O(m) =~ {( a)

¢ lo stabilizzatore in O(1, m) del punto (1,0,...,0).

ae O(m)}

13.4. Spazi Riemanniani globalmente simmetrici

Sia (M, g) uno spazio Riemanniano. Diciamo che (M, g) & uno spazio Rie-
manniano globalmente simmetrico se, per ogni punto p € M esiste un’isometria
involutiva s, € O(M, g) che abbia p come punto fisso isolato.

Osserviamo che vale il seguente :

Lemma 13.4.1. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano e p € M. Allora esiste al
pii un’isometria involutiva s, che abbia p come punto fisso isolato. Se una tale
sp esiste, allora ds,(p) = —1d su T,M ed s, coincide, in un intorno di p, con la
simmetria geodetica rispetto alla connessione di Levi-Civita.

DiMoSTRAZIONE. Sia s, un’isometria involutiva di (M, g) con p come punto fis-
so isolato. Abbiamo (dsp(p))2 = Id su T,M e quindi T),M si decompone nella
somma diretta dei sottospazi corrispondenti agli autovalori 1 e —1 di (ds,(p)). Se
ci fosseunv € T,M \ {0} con ds,(p)(v) = v, allora s, lascerebbe fissi tutti i punti
della geodetica uscente da p con vettore tangente v e quindi p non sarebbe punto

fisso isolato. Percio ds,(p) = —Id. Poiché, essendo un’isometria, s, trasforma
geodetiche in geodetiche, essa ¢ allora, in un intorno di p, la simmetria geodetica
rispetto a p. O

Lemma 13.4.2. Ogni spazio Riemanniano globalmente simmetrico é completo.

DimosTrAZIONE. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico.
Siay : (a, b)—>M una geodetica massimale. Se fosse ad esempio b < +oo, fissato €
con 0 < 2e < b —a, posto p = y(b — €), la simmetria s, ci permette di prolungare
la geodetica y a una geodetica ¥ definita su (a,2b — a — 2¢) :

(F) = () se a<t<b
PO 5,0 -2¢-1))  se bs<t<2b-a-2e,
contraddicendone la massimalita. Deve quindi essere b = +0c0, € con ragionamento

analogo si dimostra che a = —co. O

Osserviamo che, se y R—M ¢ una geodetica massimale con y(0) = p, allora
sp o y(t) = y(=t) per ogni t € R. Da questo fatto ricaviamo subito che :

Teorema 13.4.3. 1l gruppo delle isometrie di uno spazio Riemanniano globalmente
simmetrico connesso é un gruppo transitivo di trasformazioni.

DmvmostrAzZIONE. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano connesso globalmente sim-
metrico. Indichiamo con d; la distanza definita dalla metrica g. Siano pg, p; due
qualsiasi punti di M. Poiché (M, g) ¢ completo, esiste una geodeticay : [0, 1] =M,
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di lunghezza €(y) = dy(po, p1). Abbiamo allora p; = Sy(L y(po). Infatti Sy(ly e
la simmetria geodetica rispetto al punto y(%) e quindi trasforma la geodetica ()
nella geodetica y(1 — ¢). O

Teorema 13.4.4. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico, con-
nesso. Indichiamo con G la componente connessa dell’identita nel gruppo di
Lie O(M, g) delle isometrie di (M, g). Fissiamo un punto py € M e sia K lo
stabilizzatore di pg in G.

(i) Lo stabilizzatore K di py in G é un sottogruppo di Lie compatto di G e il
diagramma commutattivo :
G—M

LA

G/k

in cui la freccia orizzontale e I’applicazione 1 G 3 a—a(py) € M e la freccia
verticale la proiezione nel quoziente, definisce un diffeomorfismo f dello spazio
omogeneo G/K su M.

(ii) L’applicazione o = ad(sp,) G 3 a—sp, o a o sp, € G & un automorfismo
involutivo di G tale che, detto K, 'insieme dei punti fissi di o e K% la componente
connessa dell’identita in K, risulta :

K. cKcK,.
1l gruppo K non contiene sottogruppi normali non banali di G.
(iii) Siano g e t le algebre di Lie di G e K, rispettivamente. Allora
t={X e gldo(po)(X) = X}
e, posto
p={X € gldo(po)(X) = -X}
abbiamo
a=t®p.
Abbiamo poi dr(e)(t) = {0} e dn(e) : p—T, M é un isomorfismo. Se X € p, allora :
R > t—exp(tX)(po) e M

e la geodetica uscente da po con velocita dn(e)(X). Per ogni v € T, M, il vettore
[d exp(tX)](po)(v) e il traslato di v parallelamente lungo la geodetica.

DimosTrAZIONE. L affermazione (i) & conseguenza del Teorema%

(ii) Per ogni k € K, le due isometrie k € o7(k) = ad(s),)(k) = (sp, 0 ko 1
(M, g) coincidono con il loro differenziale in py. E quindi, per il Corollario %
o(k) = ad(sp,)(k) = k per ogni k € K. In particolare, do(e)(t) = Ad(sp,)(®) =1,
e do(e) ¢ I'identita su f. D’altra parte, se X € g ¢ un punto fisso di do(e), avremo
anche :

Spy © expg(tX) o s, = ad(sp,)(expg(tX)) = expg(ady(sy,) (X)) = expg(1X),
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onde s, (expg(tX)(po)) = expg(tX)(po) per ogni t € R e quindi expg(tX)(po) =
Po, perché pg € un punto fisso isolato di s,,. Quindi t € proprio I’insieme dei punti
fissi di do(e). Poiché il gruppo delle isometrie O(M, g) e G operano su G/K in
modo effettivo, K non contiene sottogruppi normali non banali di G.

(iii) Poiché do(e) ¢ un’involuzione e t ¢ il sottospazio dei suoi punti fissi,
abbiamo la decomposizione g = t @ p.

Poiché dn(e) ha nucleo uguale a t, ne segue che la sua restrizione a p € un
isomorfismo su 7', M.

Siaora X € pesiay : R—M la geodetica uscente da pg con velocita dn(e)(X).
Consideriamo, per ogni numero reale 7, 'isometria u; = s,(/2) © sp,. Dico che
R 3> t—u, € O(M,g) ¢ un sottogruppo a un parametro di O(M, g). Infatti, se
t1,t € R, abbiamo :

Uy © U, (PO) = Uny © Sy(1/2)(P0) = Sy(11/2) © Spo(Y(12))
= Sy /2(Y(=1)) = y(t, + 12)
= Sy(in+1/2)(P0) = U +1,(Po) -

Inoltre, du; : T, —Ty+s) definisce, per ogni coppia di numeri reali ¢, s, il traspor-
to parallelo lungo la geodetica .

Per verificare questo fatto, osserviamo in primo luogo che, per ogni numero
reale s, la —ds,,(y(s)) definisce il trasporto parallelo da T a Ty lungo la
geodetica y. A questo scopo, indichiamo con 7%, ;, : Ty(s,)M—Ty(s,»)M il trasporto
parallelo da y(s1) a y(s2) lungo y. Abbiamo allora un diagramma commutativo :

Y

TO,S
TpM —— TyM
dsp (Po)l ldspO 0)

TM —— TyoyM
-

,—s

Da questa ricaviamo che

70,5 © dspy(po) = dsp,(y(s) 0 7, e, poiché —dsp,(po) =1,

Y

Toos = —dsp,(y(s)) o T?;O , da cui otteniamo :

-1
_ Y Y _ Y _
—dsp,(y(s)) = Ty © [TO’S] =Ty _ O Tgo = Tsos-

Analogamente, —ds,(5) definisce, per ogni coppia di numeri reali s, 7, il trasporto
parallelo da T,y M a T,2s—M lungo la geodetica y. Quindi, per composizione,
du; = (=dsy)2) © (=dsp,) definisce il trasporto parallelo lungo y da y(s) a y(z + s).
E percio du;, o du;, = duy,14,, perché il trasporto parallelo da y(s) a y(s + 11 + t2)
si puo ottenere componendo il trasporto parallelo da y(s) a y(s + t2) con quello da
y(s+ 1) ay(s+t + ).

In particolare (uy, o u;,) ed u;, 4, coincidono con i loro differenziali in pg ed,
essendo isometrie, coincidono dappertutto : u;, o u;, = us 44, € R 3 t—u, € O(M, g)
¢ un gruppo a un parametro di isometrie. Possiamo quindi trovare Y € g tale che
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u; = expg(¢Y) per ogni t € R. Risulta poi

O O Ut = Spy © Sy(t/2) = Sy(-1/2) © Spg = Ut -

Da questa ricaviamo che do(e)(Y) = —Y, quindi Y € p e percio ¥ = X. O

13.5. Coppie simmetriche e simmetriche Riemanniane

Sia G un gruppo di Lie connesso ed H un suo sottogruppo chiuso. La coppia
(G, H) si dice una coppia simmetrica se esiste un automorfismo analitico involutivo
o : G—-G con
0
G, cHcG,,

ove G, ={aeGlo(a)=a}e Gg ¢ la componente connessa dell’identita di G-.
Se Ady(H) ¢ compatt(ﬂ in Ady(G), la coppia (G, H) si dice simmetrica Rie-
manniana.

Teorema 13.5.1. Sia (G, K) una coppia simmetrica Riemanniana e sia M lo spazio
omogeneo M = G/K. Siano n : G—M la proiezione naturale nel quoziente e
7 . GoAu(M) la rappresentazione di G come gruppo di diffeomorfismi di M,
indotta dalla traslazione a sinistra su M :

,b)—(a,n(b
GxG M GxM
(a,h)—)abl l(a,p)—ww)(p)

G M.

a—n(a)

Sia o un automorfismo analitico involutivo di G tale che Kg. c K c K, (ove K,
¢ il sottogruppo dei punti fissi di o e K. la sua componente dell’identita). Allora
esistono metriche Riemanniane G-invarianti g su M. Rispetto a una qualsiasi me-
trica G-invariante g, lo spazio (M, g) e globalmente simmetrico Riemanniano. Sia
0 = nt(e) e sia sq la corrispondente simmetrica geodetica. Essa soddisfa :

Soom=moO
T(0(a)) = s © T(a) o ¢ YaeG.

Osservazione 13.5.2. Osserviamo che, in particolare, la simmetria geodetica s,

¢ indipendente dalla scelta della metrica Riemanniana G-invariante. In effetti, la

connessione di Levi-Civita su M risulta indipendente dalla particolare scelta della
metrica G-invariante su M.

DmosTtrAZIONE. Indichiamo con g e  le algebre di Lie di G e K, rispettivamen-
te e poniamo p = {X € g|do(e)(X) = -X}. Allorag=t®p. Se X e pek € K,
abbiamo :
o (expg (tAdy(k)(X)) = o(ad(k)(expg (X)) = ad(k)(expg(—1X))
= expg(—tAdy(k)(X)),

7 Questo ¢ vero in particolare se H & un sottogruppo compatto di G.
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da cui otteniamo subito che do(e)(Ady(k)(X)) = —Ad,(k)(X). Quindi p ¢ invariante
rispetto ad Ad,(K). L’applicazione dr(e) manda g su T, M ed ha come nucleo f. Se
X € p, abbiamo :

n(expg(Ady(k)(1X)) = n(ad(k)(exp(tX))) = T(k)(exp(tX)) .
Differenziando quest’espressione per ¢ = 0, otteniamo :
dn(e) o Ady(X) = dt(k) o dn(e)(X) VYke K YX € p.

Poiché Ad,(K) & compatto il GLg(g), esiste un prodotto scalare b su p, invariante
rispetto alla restrizione a p di Ady(K). Allora go = b o (d7r(e)|p)_1 ¢ un prodotto
scalare su Ty, M, invariante rispetto a 7(k) per ogni k € K. Definiamo allora una
metrica Riemanniana su M ponendo :

8r(9)((dT(Q)(vV), dT(g)(W)) = go(v, W) VgeG, Yv,weToM.

Questa definizione ¢ consistente perché b ¢ invariante rispetto ad ady(K).
Viceversa, ogni metrica Riemanniana G-invariante su M = G/K ¢ di questa
forma per qualche prodotto scalare invariante b su p.
Definiamo ora la simmetria s, di M mediante la condizione :

SoOM =mo.

Chiaramente s, ¢ un diffeomorfismo involutivo di M in sé, con dsy(0) = —Id su
ToM.

Dimostriamo che s, € un’isometria. Sia p = n(a) = t(a)(0) € M. Se X,Y €
T,M, allora Xo = dr(a™)(p)(X), Yy = dr(a)(p)(Y) € ToM. Per ogni x € G
abbiamo :

S © T(a)(m(x)) = so(m(ax)) = n(o(ax)) = n(o(a)o(x)) = ((o(a)) o $o)(7(x)) .
Quindi s, o 7(a) = T(c(a)) o so. Ricaviamo :

8(dso(X),dso(Y)) = g(ds, o dr(a)(Xo), ds, o dr(a)(Yop))
= g(dt(o(a)) o dso(Xp), dr(0o(a)) o dse(Yp))
= g(dso(Xo), dse(Y0)) = g(Xo, Yo) = g(X,Y).

Quindi s, € un’isometria e, poiché s4(0) = 0 e dso(0) = —1d su T, M, coincide con
la simmetria geodetica rispetto a 0. Per un qualsiasi punto p = n(a), la simmetria
geodetica rispetto a p & I’isometria s, = 7(a) o s © 7(a~"). Questo dimostra che
M = G/K ¢ globalmente simmetrico. O

La G 3 a—71(a) € O(M, g) & un omomorfismo di gruppi di Lie. Il suo nucleo
N ¢ un sottogruppo chiuso normale di G, contenuto in K. Se Z ¢ il centro di
G, i gruppi Ady(K) e K/(K N Z) sono isomorfi. Poiché KN Z c N, ne segue
che K/(K N N) ¢ compatto. Chiaramente la (G/N, K/(K N N)) & un’altra coppia
simmetrica Riemanniana, che definisce lo stesso spazio simmetrico della coppia
(G,K).
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Teorema 13.5.3. Sia (G, K) una coppia simmetrica Riemanniana. Sia t I’algebra
di Lie di K e 3 quella del centro Z di G. Se t N3 = {0}, allora esiste un unico auto-
morfismo involutivo o : G—G tale che K(OT c K c K, (dove K, ¢ il sottogruppo
dei punti fissi di o e K. la sua componente connessa dell’identita,).

DimosTrAZIONE. Osserviamo che il differenziale in e dell’involuzione o cercata
¢ I’identita su f, e I’opposto dell’identita su un sottospazio di g complementare di {
in g, e trasforma in sé 1’ortogonale t+ di f rispetto alla forma di Killing «, di g.

Poiché £ N 3 = {0}, la forma di Killing «, ¢ definita negativa su f. Infatti, poiché
Ady(K) ¢ un sottogruppo compatto, gli elementi ady(X), per X € , si esprimono
come matrici antisimmetriche (a; ;(X)), in una opportuna baseﬂ di g. Quindi, se
Xet:

KX, X) = — Z[czi,j]2 <0
.
e vale I'uguaglianza se e soltanto se a; ;(X) = O per ogni i, j, cio¢ se X € I N 3.
Quindi g = t@t*, dove t+ & I’ortogonale di f rispetto alla forma di Killing e do(e) &
completamente determinato perché & I’identita su f e —Id su . A sua volta do(e)
determina completamente o O

Un’algebra di Lie ortogonale simmetrica € una coppia (g, ), formata da:

(i) un’algebra di Lie reale di dimensione finita g,
(if) un automorfismo involutivo ¢ g—g, tale che :

_ l'insieme t={X€g|¢(X)=X} deipunti fissi
({di) di ¢ sia una sottoalgebra immersa in g in modo compatto.
Diciamo che la coppia (g, ¢) € effettiva se, detto 3 il centro di g, ¢ :
(iv) tn3={0}.

Ricordiamo che il fatto che f sia immersa in modo compatto in g significa che la
sottoalgebra ady(¥) di ad,(g) genera un sottogruppo compatto del gruppo Intg(g)
degli automorfismi interni di g. Nel caso in cui la coppia (g,¢) sia effettiva, la
condizione ¢ equivalente al fatto che la forma di Killing «, di g sia definita negativa
sut.

Abbiamo osservato che, ad una coppia simmetrica Riemanniana (G, K), a
cui sia associato un automorfismo involutivo o di G, ¢ associata I’algebra di Lie
ortogonale simmetrica (g, ¢), ove g ¢ I’algebra di Lie di G e ¢ = do(e).

Sia (g, ) un’algebra di Lie simmetrica ortogonale e sia f il luogo dei punti fissi
dig.

Una coppia (G, K) di gruppi di Lie associata a (g, <) ¢ una coppia formata da
un gruppo di Lie connesso G ed un suo sottogruppo chiuso K con algebre di Lie
uguali a g e a {, rispettivamente.

Abbiamo:

8 sufficiente considerare una base ortonormale di g rispetto a un prodotto scalare invariante per
Ad,(K).
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Teorema 13.5.4. Sia (g,¢) un’algebra di Lie ortogonale simmetrica e sia t la
sottoalgebra di Lie dei punti fissi di s.

(@) Sia G un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con algegbra
di Lie g e sia K il suo sottogruppo analitico con algebra di Lie t. Allora K é un
sottogruppo chiuso di G e (G,K) ¢ una coppia simmetrica Riemanniana. Lo spazio
simmetrico M = G/K é semplicemente connesso.

(b) Se(G,K) ¢ una qualsiasi coppia di gruppi di Lie associata a (g, ), allora
M = G/K ¢ uno spazio Riemanniano localmente simmetrico rispetto a qualsiasi
metrica G-invariante.

(¢) M ¢ il rivestimento universale di M.

DiMOSTRAZIONE. Poiché G & semplicemente connesso, 1’involuzione ¢ di g de-
finisce univocamente un automorfismo & di G con dé(e) = ¢. 1l luogo K; dei
punti fissi di & ¢ chiuso in G e quindi ¢ tale anche la sua componente connessa del-
I’identita K. Poiché Ad, (K) ¢ il sottogruppo analitico di ad,(g) generato da ad,(%),
¢ compatto e quindi (G K) & una coppia Riemanniana simmetrica e M = G/ K
€ uno spazio globalmente simmetrico Riemanniano rispetto a qualsiasi metrica
G-invariante su M, definita a partire da un prodotto scalare Ady(K)-invariante su
ToM.

Se G ¢ un gruppo di Lie con algebra di Lie g e K un suo sottogruppo chiuso
con algebra di Lie K, il rivestimento G—G definisce per passaggio al quoziente il
rivestimento universale M—M = G/K. La simmetrie geodetiche globali di M de-
finiscono, per diffeomorfismi locali, simmetrie Riemanniane locale di M, rispetto
a qualsiasi metrica G-invariante di M. O
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