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CAPITOLO 1

Fibrati principali

ch:fp
1.1. Gruppi di Lie

Definizione 1.1.1. Un gruppo di Lie è un gruppo G su cui è fissata una struttura di
varietà differenziabile per cui l’operazione di gruppo G × G 3 (a, b) → ab−1 ∈ G
sia differenziabile.

Poiché G è localmente connesso, la componente connessa dell’identità G0 di
G è connessa per archi ed è un sottogruppo normale aperto e chiuso in G.

G0 è numerabile all’infinito e quindi condizione necessaria e sufficiente affin-
ché lo sia anche G è che il quoziente G/G0 sia al più numerabile.

Per ogni elemento a di G, le

le traslazioni a sinistra : La :G 3 g→ ag ∈ G,
le traslazioni a destra : Ra :G 3 g→ ga ∈ G,

gli automorfismi interni : ad(a) :G 3 g→ aga−1 ∈ G,

sono diffeomorfismi di G in sé.
A volte scriveremo per semplicità

aX per La∗(X) ed Xa per Ra∗(X), se a ∈ G, X ∈ X(G).

Definizione 1.1.2. Un campo di vettori X ∈ X(G) si dice invariante a sinistra se
aX = La∗(X) = X, per ogni a ∈ G.

Proposizione 1.1.3. I campi di vettori invarianti a sinistra formano una sottoalge-
bra di Lie reale L(G) di X(M). L’applicazione

eq:lg.seq:lg.s (1.1.1) TeG 3 Xe → {Xa = La∗(Xe) | a ∈ G} ∈ L(G)

è un isomorfismo lineare. �

Definizione 1.1.4. Indichiamo con g, e chiamiamo algebra di Lie di G, lo spa-
zio vettoriale TeG, con la struttura di algebra di Lie reale che rende (

eq:lg.seq:lg.s
1.1.1) un

isomorfismo di algebre di Lie.

Notazione 1.1.5. Denoteremo con X∗ ∈ L(G) il campo di vettori invariante a
sinistra corrispondente all’elemento X di g.

prop1213 Proposizione 1.1.6. Il campo X∗ ∈ L(G) genera un gruppo a un parametro φX(t)
di diffeomorfismi di G.
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8 1. FIBRATI PRINCIPALI

Dimostrazione. Sia X ∈ g. Se γ ∈ C∞(I,G) è una curva integrale di X∗,
abbiamo γ̇ = γ · X. Il flusso φX(a, t) di X∗ soddisfa quindi la

φX(a, t) = ab−1φX(b, t) ∀a, b ∈ G,

ed, a priori, per |t| sufficientemente piccolo. Questa formula ci permette di esten-
dere la definizione di φX(a, t) per ogni t ∈ R. Se infatti φX(e, t) è definita per |t| < ε,
dalla

φX(a, t + s) = φX(φX(a, t), s) = φX(a, t)φX(e, s)

ricaviamo che la φX(a, t) definita su un intervallo (t1, t2) ⊂ R, si può estendere
all’intervallo (t1 − ε, t2 + ε) ponendo

φX(a, t) = φX(a, t′)φX(e, t′′), se t′ ∈ (t1, t2), |t′′| < ε, t = t′ + t′′. �

Definizione 1.1.7. L’applicazione

eq:gl.0.1eq:gl.0.1 (1.1.2) g 3 X −→ exp(X) = φX(e, 1) ∈ G

si dice l’ applicazione esponenziale di G.

Poiché

(1.1.3) exp((t1 + t2)X) = exp(t1X) exp(t2X) ∀t1, t2 ∈ R,

l’insieme {exp(tX) | t ∈ R} è un sottogruppo abeliano di G.

Definizione 1.1.8. {exp(tX) | t ∈ R} si dice il sottogruppo a un parametro di G
generato da X ∈ g.

Proposizione 1.1.9. Il gruppo a un parametro di diffeomorfismi di G generato dal
campo di vettori invariante a sinistra X∗ ∈ g associato ad X ∈ g è descritto dalla

eq:gl.1.2eq:gl.1.2 (1.1.4) G × R 3 (a, t) −→ φX(a, t) = a · exp(tX) ∈ G. �

Proposizione 1.1.10 (coordinate di prima specie). L’applicazione esponenziale de-
finisce un diffeomorfismo di un intorno aperto di 0 in g su un intorno aperto di e
in G.

Dimostrazione. Infatti, il differenziale in 0 dell’applicazione esponenziale è
l’identità e quindi la tesi è conseguenza del teorema dell’applicazione inversa. �

Esempio 1.1.11. Il gruppo delle matrici reali n×n invertibili GL(n,R) è un gruppo
di Lie, di dimensione n2. La sua algebra di Lie gl(n,R) è l’algebra di Lie di tutte le
matrici reali n × n e l’esponenziale coincide con quello definito per le matrici :

(1.1.5) exp(X) =

∞∑
h=0

1
h!

Xh .

Il suo sottogruppo SL(n,R) delle matrici con determinante 1 è anch’esso un gruppo
di Lie. Ha dimensione (n2−1) e la sua algebra di Lie sl(n,R) è formata dalle matrici
reali con traccia nulla.
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Esempio 1.1.12. Il gruppo delle matrici complesse n × n invertibili GL(n,C) è
un gruppo di Lie di dimensione 2n2. La sua algebra di Lie gl(n,C) consiste di
tutte le matrici complesse n × n. L’esponenziale anche in questo caso coincide con
l’esponenziale di matrici.

Il suo sottogruppo normale

eq:gl.0.0aeq:gl.0.0a (1.1.6) SL(n,C) = {a ∈ GL(n,C) | det a = 1}

è un gruppo di Lie di dimensione 2n2 − 1, con algebra di Lie

eq:gl.0.0beq:gl.0.0b (1.1.7) sl(n,C) = {A ∈ gl(n,C) | tr(A) = 0}.

Esempio 1.1.13. Il gruppo ortogonale

(1.1.8) O(n) = {a ∈ GL(n,R) | ta = a−1}

è un gruppo di Lie compatto di dimensione n(n−1)
2 . La sua algebra di Lie

eq:gl.0.00eq:gl.0.00 (1.1.9) o(n) = {A ∈ gl(n,R) | A + tA = 0}

consiste delle matrici reali antisimmetriche.
Il suo sottogruppo normale

eq:gl.0.000eq:gl.0.000 (1.1.10) SO(n) = {a ∈ O(n) | det a = 1}

ha indice due in O(n) ed O(n) ed SO(n) hanno la stessa algebra di Lie o(n).
Se n ≥ 3, il gruppo fondamentale di SO(n) è isomorfo a Z2. Il suo rivestimento

fondamentale, a due fogli, è un gruppo di Lie compatto, che si indica con Spin(n)
e si dice gruppo di spin.

Esempio 1.1.14. Il gruppo unitario è il gruppo

eq:gl.0.2eq:gl.0.2 (1.1.11) U(n) = {a ∈ GL(n,C) | a∗ = a−1}

è un gruppo di Lie compatto di dimensione n2, con algebra di Lie

eq:gl.0.3eq:gl.0.3 (1.1.12) u(n) = {A ∈ gl(n,C) | A + A∗ = 0}.

Il gruppo speciale unitario

eq:gl.0.4eq:gl.0.4 (1.1.13) SU(n) = {a ∈ U(n) | det a = 1}

è un suo sottogruppo di Lie normale, di dimensione n2 − 1, con algebra di Lie

eq:gl.0.5eq:gl.0.5 (1.1.14) su(n) = {A ∈ u(n) | trac A = 0}.

Abbiamo un isomorfismo di gruppi di Lie SU(2) ' Spin(3).

Esempio 1.1.15. Indichiamo con Jn la matrice (2n) × (2n)

eq:gl.0.6eq:gl.0.6 (1.1.15) Jn =
(

0 −In
In 0

)
.

Il gruppo

eq:gl.0.7eq:gl.0.7 (1.1.16) Sp(n) = {a ∈ U(2n) | Jna = Jnā}

si dice il gruppo simplettico compatto, o simplettico unitario, o simplettico ortogo-
nale. Ha dimensione n(2n + 1) ed algebra di Lie

eq:gl.0.8eq:gl.0.8 (1.1.17) sp(n) = {A ∈ u(2n) | AJn + JnĀ = 0}.
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1.1.1. La rappresentazione aggiunta.

Proposizione 1.1.16. Per ogni a ∈ G, il differenziale nell’identità Ad(a) dell’au-
tomorfismo ad(a) di G definisce un automorfismo dell’algebra di Lie g.

Dimostrazione. Siano X ∈ g ed a ∈ G. Abbiamo, con le notazioni introdotte
in precedenza per i differenziali delle traslazioni a destra ed a sinistra,

[ada]∗(X∗x) = aX∗a−1 = axXa−1 = axa−1(aXa−1) = [ad(a)(X)]∗ad(a)(x).

Questo dimostra che i campi X∗ ed (Ad(a)(X))∗ sono ad(a)-correlati e perciò

[(ad(a))∗X∗, (ad(a))∗Y∗] = (ad(a))∗([X∗,Y∗]), ∀X,Y ∈ g.

Qundi il diffeomorfismo ad(a) definisce un automorfismo dell’algebra di Lie L(G).
La tesi segue perché, per definizione, [X∗,Y∗] = [X,Y]∗. �

Indichiamo con AutR(g) il gruppo

eq:1215eq:1215 (1.1.18) AutR(g) = {λ ∈ GLR(g) | [λ(X), λ(Y)] = λ([X,Y]), ∀X,Y ∈ g}.

degli automorfismi dell’algebra di Lie reale g.
Si verifica immediatamente che

Proposizione 1.1.17. L’applicazione G 3 a→ Ad(a) ∈ Aut(g) è un omomorfismo
di gruppi. �

Definizione 1.1.18. L’omomorfismo G 3 a → Ad(a) ∈ AutR(g) si dice la rappre-
sentazione aggiunta di G.

1.2. Sottogruppi di Lie

Definizione 1.2.1. Un sottogruppo H di G è un suo sottogruppo di Lie se è anche
una sottovarietà differenziabile di G, e con tale struttura differenziabile è un gruppo
di Lie.

L’algebra di Lie h di un sottogruppo di Lie H di G è una sottoalgebra di Lie di
g. Infatti i campi di vettori invarianti a sinistra su H sono restrizioni ad H di campi
di vettori invarianti a sinsitra di G.

Viceversa, per ogni sottoalgebra di Lie h di G il sottogruppo H di G generato
da exp(h) è un un sottogruppo di Lie connesso di G. Questo è conseguenza del fatto
che i campi di vettori invarianti a sinistra corrispondenti agli elementi di h generano
una distribuzione vettoriale di rango costante formalmente (e quindi totalmente)
integrabile in G.

Ogni omorfismo differenziabile φ : G1 → G2 di gruppi di Lie determina un
omomorfismo dφ(e) : g1 → g2 delle loro algebre di Lie. Il viceversa non è sempre
vero; lo è quando G1 è semplicemente connesso.

In particolare, la G 3 a→ ad(a) ∈ Aut(G) definisce un’applicazione G 3 a→
Ad(a) ∈ Aut(g), che si dice la rappresentazione lineare aggiunta di G.

Vale il

thm:1612 Teorema 1.2.2. Sia G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g.
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(1) Se H è un sottogruppo di Lie di G, la sua algebra di Lie è

(1.2.1) h = {X ∈ g | exp(tX) ∈ H, ∀t ∈ R}.

(2) Ogni sottogruppo chiuso H di G è un suo sottogruppo di Lie.

Esempio 1.2.3 (Gruppi lineari). Un gruppo lineare è un sottogruppo chiuso di un
gruppo GL(n,C).

Per il teorema di Ado1, ogni algebra di Lie su un campo k è isomorfa ad una
sottoalgebra di Lie di gl(n, k).

Per un teorema di Djokovic2, ogni algebra di Lie reale è l’algebra di Lie di un
gruppo lineare.

Tutti i gruppi di Lie compatti sono isomorfi a gruppi lineari.
Si può definire sul rivestimento universale G̃ di un gruppo di Lie connes-

so una struttura di gruppo di Lie per cui la proiezione canonica G̃ → G sia un
omomorfismo di gruppi di Lie.

I rivestimenti universali S̃L(n,R) dei gruppi di Lie SL(n,R) sono gruppi di Lie
che non sono isomorfi a gruppi lineari.

1.3. La forma di Maurer-Cartan

1.3.1. Forme differenziali a valori vettoriali. Siano V uno spazio vettoria-
le reale di dimensione finita ed M una varietà differenziabile. Indichiamo con
Ωh(M,V) lo spazio delle forme differenziali alternate di grado h a valori in V . Esse
sono le applicazioni C∞(M)-multilineari alternate :

α : X(M) × · · · × X(M)︸                  ︷︷                  ︸
h volte

→ C∞(M,V) .

Ad esse si estende im modo naturale la definizione del differenziale. Naturalmente,
se V non ha una struttura di algebra reale, non ha senso considerare il prodotto
esterno di due forme a valori in V . Nel caso in cui V sia un’algebra, possiamo
estendere la definizione del prodotto esterno in modo che, sulle forme di grado
zero, coincida puntualmente con il prodotto definito in V . In particolare, nel caso
delle algebre di Lie, possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 1.3.1. Se V = a è un’algebra di Lie reale, il prodotto esterno di due
forme differenziali α ∈ Ωp(M, a), β ∈ Ωq(M, a), è la forma [α ∧ β] ∈ Ωp+q(M, a)
definita da:

[α ∧ β](X1, . . . , Xp+q) =
∑

σ∈Sp+q
1≤σ1<···<σp≤p+q

1≤σp+1<···<σp+q≤p+q

ε(σ)[α(Xσ1 , . . . , Xσp), β(Xσp+1 , . . . , Xσp+q)].

Il prodotto si estende poi per bilinearità a tutto Ω∗(M, a).

1Matrix representations of Lie algebras, Usp. Mat. Nauk 2 (1947), pp. 159-173.
2A closure theorem for analytic subgroups of a real Lie group, Can.Math. Bull. 19 (1976), pp.

435-439.
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In particolare, se α e β sono 1-forme a valori in a, abbiamo:
[α ∧ β](X,Y) = [α(X), β(Y)] − [α(Y), β(X)],
[α ∧ α](X,Y) = 2[α(X), α(Y)],

∀X,Y ∈ X(M).

1.3.2. Forme differenziali invarianti. Sia G un gruppo di Lie con algebra di
Lie g.

Definizione 1.3.2. Una forma differenziale ω ∈ Ω∗(G) si dice invariante a sinistra
se L∗aω = ω per ogni a ∈ G.

Per una formaω ∈ Ω1(G) di grado uno essere invariante a sinistra è equivalente
al fatto che, per ogni campo di vettori X ∈ L(G) invariante a sinistra su G, la
funzione ω(X) sia costante. Analogamente, una forma omogenea α ∈ Ωq(G) è
invariante a sinistra se, e soltanto se, per ogni scelta di X1, . . . , Xq ∈ L(G), la
funzione α(X1, . . . , Xq) è costante.

1.3.3. La forma di Maurer-Cartan.

Teorema 1.3.3. Sia G un gruppo di Lie con algebra di Lie g. L’applicazione

eq:12321eq:12321 (1.3.1) G × g 3 (a, X) −→ aX ∈ TG

è un diffeomorfismo. In particolare, i gruppi di Lie sono varietà differenziabili
parallelizzabili ed X(G) è il C∞(G)-modulo generato da L(G).

Dimostrazione. L’applicazione inversa della (
eq:12321eq:12321
1.3.1) è la

TG 3 v→ (π(v), π(v)−1 · v) ∈ G × g,

ove π : TG→ G è la proiezione canonica del fibrato tangente sulla base. �

Proposizione 1.3.4. L’applicazione

eq:12322eq:12322 (1.3.2) ωG 3 v −→ π(v)−1 · v ∈ g

è una forma differenziale invariante a sinistra a valori in g. �

Osserviamo che

eq:12323eq:12323 (1.3.3) ωG(X∗a) = X, ∀X ∈ g, ∀a ∈ G.

Definizione 1.3.5. La ωG si dice la forma di Maurer-Cartan del gruppo G.

Proposizione 1.3.6. La forma di Maurer-Cartan ωG ∈ Ω
1(G, g) di Lie G è inva-

riante a sinistra e soddisfa l’equazione di Maurer-Cartan

(1.3.4) dωG + 1
2 [ωG ∧ ωG] = 0 .

Dimostrazione. Siano X,Y ∈ g. Allora :

dωG(X∗,Y∗) = X∗ωG(Y∗) − Y∗ωG(X∗) − ωG([X∗,Y∗])

= −[ωG(X∗),ωG(Y∗)]

= − 1
2 [ωG ∧ ωG] (X∗,Y∗) .

Poiché L(G) genera X(M) come C∞(G)-modulo, otteniamo la tesi. �
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Lemma 1.3.7. (1) La forma di Maurer-Cartan ωG di G soddisfa :

(1.3.5) R∗aωG = Ad(a−1) ◦ ωG .

(2) Ogni forma differenziale η ∈ Ω1(G,V), invariante a sinistra su G è della
forma η = T ◦ ωG, per un’applicazione linerare T : g→ V.

Dimostrazione. Se X ∈ g, abbiamo

Ra∗(X
∗) = Ra∗ ◦ La−1∗(X

∗) = Ad(a−1)∗(X
∗) =

(
Ad(a−1)(X)

)∗
.

Ciò significa che, per X ∈ g, il campo Ra∗(X∗) è ancora invariante a sinistra (perché
le traslazione a sinistra commutano con le traslazioni a destra) e coincide con il
campo di vettori invariante a sinistra corrispondente all’elemento Ad(a−1)(X) ∈ g.

Se η ∈ Ω1(G,V) è invariante a sinistra, abbiamo η = T ◦ ωG con

T = η(e) : g = TeG→ V. �

es1217 Esempio 1.3.8. Consideriamo GL(n,R) come un aperto dello spazio Euclideo Rn2

ed identifichiamo la sua algebra di Lie gl(n,R) con lo spazio vettoriale delle matrici
reali n×n. Utilizzando la (

eq:12321eq:12321
1.3.1), rappresentiamo il suo spazio tangente TGL(n,R)

come il prodotto cartesiamo GL(n,R) × gl(n,R). In particolare, X(GL(n,R)) si
identifica allo spazio C∞(GL(n,R), gl(n,R)). Poiché la traslazione a sinistra Ra
è la restrizione a GL(n,R) della moltiplicazione a sinistra per la matrice a, che è
un’applicazione lineare, il suo differenziale coincide in ogni punto con la molti-
plicazione a sinistra per a. In particolare, i campi di vettori invarianti a sinistra
corrispondono alle applicazioni

GL(n,R) 3 x −→ xA ∈ gl(n,R))

al variare di A in gl(n,R)). In questo sistema di coordinate, la forma di Maurer-
Cartan di GL(n,R) è la

θGL(n,R) = x−1dx.

In modo analogo, i campi di vettori invarianti a destra su GL(n,R) si scrivono
nella forma

GL(n,R) 3 x −→ Ax ∈ gl(n,R)

al variare di A in gl(n,R).
La forma che associa ad ogni vettore v tangente in x il valore A in e del campo

di vettori invariante a destra ∗A con ∗Ax = v è dato da

dx ◦ x−1 = ad(x) ◦ θGL(n,R).

La discussione nell’Esempio
es1217es1217
1.3.8 giustifica la

Notazione 1.3.9. Se α ∈ C∞(I,G) è un arco differenziabile nel gruppo di Lie G,
poniamo

α
−1(t)α̇(t) = θG(α̇(t)), α̇(t)α−1(t) = ad(α(t))θG(α̇(t)).

Concludiamo questo paragrafo con una costruzione che generalizza l’esponen-
ziale.
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prop:fp.1.1 Proposizione 1.3.10. Siano G un gruppo di Lie, con algebra di Lie g.
Sia I un connesso di R, t0 ∈ I, g0 ∈ G ed X ∈ C k(I, g), con k ≥ 0. Allora sono

univocamente determinati a, b ∈ C k+1(I,G) tali chea(t0) = g0,

a−1(t)ȧ(t) = X(t) ∀t ∈ I,
eq:gl.1.88eq:gl.1.88 (1.3.6) b(t0) = g0,

ḃ(t)b−1(t) = X(t) ∀t ∈ I.
eq:gl.1.8peq:gl.1.8p (1.3.7)

Dimostrazione. L’enunciato è conseguenza del fatto che le traslazioni a sini-
stra agiscono sulle soluzioni a valori in G dell’equazione α−1(t)α̇(t) = X(t), ed
analogamente le traslazioni a destra agiscono sulle soluzioni a valori in G dell’e-
quazione β̇(t)β−1(t) = X(t), e possiamo quindi ripetere l’argomento utilizzato nella
dimostrazione della Proposizione

prop1213prop1213
1.1.6. �

1.4. Gruppi di Lie di trasformazioni

Definizione 1.4.1. Sia G un gruppo di Lie e P una varietà differenziabile. Chia-
miamo azione differenziabile a destra di G su P un’applicazione differenziabile:

P ×G 3 (σ, a)→ σ · a ∈ PFRMAAFRMAA (1.4.1)

tale che, per ogni a ∈ G l’applicazione (traslazione a destra):

Ra : P 3 σ→ σ · a ∈ PFRMAFRMA (1.4.2)

sia un diffeomorfismo di P in sé e

(σ · a1) · a2 = p · (a1a2) ∀σ ∈ P, ∀a1, a2 ∈ G.FRMBFRMB (1.4.3)

L’azione di G su P si dice effettiva se

(σ · a = σ,∀σ ∈ P) =⇒ a = e.

L’azione di G su P si dice libera se

(∃σ ∈ P t.c. σ · a = σ) =⇒ a = e.

L’azione di G su P si dice transitiva se

∀σ1, σ2 ∈ P ∃a ∈ G t.c. σ1 · a = σ2.

1.5. Fibrati principali

Definizione 1.5.1. Siano ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato differenziabile e G un gruppo

di Lie. Un’azione differenziabile a destra di G su ξ è un’azione differenziabile a
destra di G su P che operi sulle fibre di ξ.

Richiediamo cioè che

Ppa = Pp, ∀p ∈ M, ∀a ∈ G.eq:1632eq:1632 (1.5.1)

In particolare, per ogni a ∈ G, la traslazione a destra Ra su P definisce un’equiva-
lenza di ξ in sé.
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Definizione 1.5.2. Un fibrato principale è il dato di un fibrato differenziabile ξ, di
un gruppo di Lie G, che si dirà il suo gruppo strutturale, e di un’azione differen-
ziabile a destra di G su ξ che sia libera e transitiva sulle fibre di ξ.

Richiediamo cioè che valgano la (
eq:1632eq:1632
1.5.1) e che inoltre

σ ∈ P, a, b ∈ G, σ · a = σ · b =⇒ a = b,eq:1633eq:1633 (1.5.2)
∀p ∈ M, ∀σ1, σ2 ∈ Pp, ∃ a ∈ G tale che σ2 = σ1 · a.eq:1633eq:1633 (1.5.3)

L’unico elemento a ∈ G per cui vale la (
eq:1633eq:1633
1.5.3) si indica con σ−1

1 σ2.

Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale, con gruppo strutturale G.

Definizione 1.5.3. Un suo atlante di trivializzazione A = {(Uα, σα) | α ∈ I} è il
dato di un ricoprimento aperto {Uα | α ∈ I} di M e, per ogni indice α ∈ I, di una
sezione σα ∈ Γξ(Uα, P).

Alla coppia (Uα, σα) corrisponde la trivializzazione locale

eq:14.3.6eq:14.3.6 (1.5.4) Ξα : Uα ×G 3 (p, a) −→ σα(p) · a ∈ P|Uα = π−1(Uα).

Per ogni coppia di indici α, β ∈ I con Uα,β = Uα ∩ Uβ , ∅ definiamo

eq:14.3.7eq:14.3.7 (1.5.5) ψα,β : Uα,β 3 p −→ σ−1
α (p)σβ(p) ∈ G.

Le {ψα,β ∈ C∞(Uα,β,G) | Uα,β , ∅} si dicono le funzioni di transizione
dell’atlante A .

Proposizione 1.5.4. Siano ξ un fibrato principale ed A = {(Uα, σα)}α∈I un suo
atlante di trivializzazione. Le sue funzioni di transizione {ψα,β} soddisfano le con-
dizioni

ψα,α(p) = e, ∀p ∈ Uα,α = Uα,eq:14.3.8eq:14.3.8 (1.5.6)
ψα,βψβ,γ = ψα,γ su Uα,β,γ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ. �eq:14.3.9eq:14.3.9 (1.5.7)

thm:14.3.2 Teorema 1.5.5. Siano M una varietà differenziabile, G un gruppo di Lie, {Uα} un
ricoprimento aperto di M. Sia data una famiglia

{ψα,β ∈ C∞(Uα,β,G) | Uα,β , ∅}

di funzioni che soddisfino le (
eq:14.3.8eq:14.3.8
1.5.6), (

eq:14.3.9eq:14.3.9
1.5.7). Allora esiste un fibrato principale ξ

su M, con gruppo strutturale G, per cui le ψα,β siano le funzioni di transizione di
un atlante di trivializzazione corrispondente al ricoprimento {Uα}. Tale fibrato è
unico, a meno di diffeomorfismi che commutino con l’azione di G.

Dimostrazione. Definiamo

P] =
⊔

α∈I
Uα ×G.

Per le (
eq:14.3.8eq:14.3.8
1.5.6) ed (

eq:14.3.9eq:14.3.9
1.5.7), la

Uα ×G 3 (p, a) ∼ (q, b) ∈ Uβ ×G ⇐⇒ (p = q, b = aψα,β(p))
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è una relazione d’equivalenza su P]. Poniamo P = P]/ ∼. Indichiamo con ıα :
Uα × G → P] le applicazioni naturali. Detta $ : P] → P la proiezione nel
quoziente, otteniamo per ogni α applicazioni

Ψα : Uα ×G
ıα

−−−−−→ ıα(Uα ×G) ⊂ P]
$

−−−−−→ $ ◦ ı(Uα ×G) = P|Uα ,

che sono omeomorfismi su aperti di P. Risulta allora definita su P un’unica strut-
tura di varietà differenziabile che renda le Ψα diffeomorfismi.

Definiamo π : P→ M in modo che il diagramma

Uα ×G
Ψα
−−−−−→ P

prUα

y yπ
Uα −−−−−→

⊂
M

sia commutativo. Otteniamo cosı̀ un fibrato differenziabile ξ = (P
π
−−→ M), su cui

definiamo un’azione a destra di G che renda commutativo il diagramma

Uα ×G ×G
Ψα×idG
−−−−−−→ P ×G

(p,a,b)→(p,ab)
y y(p,a)→p·a

Uα ×G −−−−−→
Ψα

P.

Abbiamo cioè

π(Ψα(p, a)) = p,
Ψα(p, a) · b = Ψα(p, ab).

In questo modo ξ = (P
π
−−→ M) acquista una struttura di fibrato principale con

gruppo strutturale G.
Per ogni α,

σα : Uα 3 p −→ Ψα(p, e) ∈ P

è una sezione differenziabile di P su Uα ed A = {(Uα, σα)} è un suo atlante di
trivializzazione di ξ, con funzioni di transizione {ψα,β}.

Se ξ′ = (P′
π′

−−→ M) è un altro fibrato principale con gruppo strutturale G, che
ammette un atlante di trivializzazione A ′ = {(Uα, σ

′
α) | α ∈ I}, con σ′−1

α σ
′
β = ψα,β,

definiamo un’equivalenza f : P→ P′ ponendo

f (Ψα(p, a)) = σ′α(p) · a, ∀α ∈ I, p ∈ Uα, a ∈ G.

La condizione che le {ψα,β} siano le funzioni di transizione di A ′ ci dice che la f è
ben definita. �

1.6. Morfismi di fibrati principali

Siano ξi = (Pi
πi
−−→ Mi), i = 1, 2, due fibrati principali, con gruppi struttura-

li Gi.
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Definizione 1.6.1. Un morfismo di fibrati principali di ξ1 in ξ2 è il dato di un
morfismo di fibrati differenziabili

eq:14.4a.1eq:14.4a.1 (1.6.1)

P1
F

−−−−−→ P2

π1

y yπ2

M1 −−−−−→
f

M2,

e di un omomorfismo φ : G1 → G2 di gruppi di Lie che renda commutativo il
diagramma

eq:14.4a.2eq:14.4a.2 (1.6.2)

P1 ×G1
F×φ
−−−−−→ P2 ×G2y y

P1 −−−−−→
F

P2,

in cui le frecce verticali sono definite dalle azioni dei gruppi.
Diciamo che ( f , F, φ) : ξ1 → ξ2 è un’immersione se F è un’immersione. In

questo caso φ è un monomorfismo di gruppi.
Se F è un’inclusione, diciamo che ( f , F, φ) : ξ1 → ξ2 è un’inclusione di fibrati

principali. In questo caso, se M1 = M2 ed f = IdM, diciamo che ξ1 è un sottofibrato
principale di ξ2, o che è stato ottenuto da ξ2 mediante una riduzione del gruppo
strutturale.

Abbiamo la

Proposizione 1.6.2. Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale con gruppo struttura-

le G, e G′ un sottogruppo di Lie di G. Condizione necessaria e sufficiente affinché
ξ ammetta una riduzione del gruppo strutturale a G′ è che ammetta un atlante di
trivializzazione con funzioni di transizione a valori in G′.

Dimostrazione. La condizione è ovviamente necessaria. Dimostriamone la
sufficienza.

Fissato un atlante di trivializzazione A = {(Uα, σα) | α ∈ I} di ξ con funzioni
di transizione ψα,β = σ−1

α σβ ∈ Γ(Uα ∩ Uβ,G′), sia

P′ =
⋃

α∈I
{σα(p) · a | p ∈ Uα, a ∈ G′}.

Con la struttura differenziabile per cui le

Ψ′α : Uα ×G′ 3 (p, a) −→ σ(p) · a ∈ P′ ∩ PUα

siano diffeomorfismi, P′ è una sottovarietà differenziabile di P. La restrizione π′ =

π|P′ definisce un sottofibrato differenziabile ξ′ = (P′
π′

−−→ M), che è principale con
gruppo strutturale G′, ed è una riduzione di ξ a G′. �
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1.7. Spazi omogenei

Se G è un gruppo ed H un suo sottogruppo, indichiamo con G
/
H l’insieme

delle sue classi laterali sinistre, definito dalla relazione d’equivalenza

a ∼ b⇐⇒ aH = bH⇐⇒ a−1b ∈ H.

Il gruppo G agisce su G
/
H mediante le traslazioni a sinistra

`a : G
/
H −→ G

/
H, con `a(π(b)) = π(ab), ∀a, b ∈ G.

Se G è un gruppo topologico, consideriamo su G
/
H la topologia quoziente. Le

traslazioni a sinstra sono allora omeomorfismi di G
/
H in sé.

Proposizione 1.7.1. Sia G un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo. La
proiezione nel quoziente π : G→ G

/
H è un’applicazione aperta.

Dimostrazione. Infatti, se U è un aperto di G, allora

π−1(π(U)) =
⋃

g∈U
gH =

⋃
h∈H

Uh

è aperto perché unione di aperti. �

thm:14.4.0 Teorema 1.7.2. Sia G un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo.
Il quoziente G/H è uno spazio regolare se, e soltanto se, H è un sottogruppo

chiuso di G.
In particolare, G è uno spazio regolare se e soltanto se è uno spazio3 T1 e ciò

equivale al fatto che {e} sia un chiuso di G.

Dimostrazione. Se H è un sottogruppo chiuso del gruppo topologico G, allora
tutte le sue classi laterali sinistre sono chiusi di G e quindi G/H è uno spazio
topologico T1. Viceversa, se G/H è T1, allora H = π−1(π(e)) è chiuso.

Supponiamo dunque che H sia chiuso. Siano F un chiuso di G/H e g un
elemento di G con π(g) < F. Poiché G è un gruppo topologico, l’applicazione

λ : G ×G 3 (a, b)−→a−1b ∈ G

è continua. Il chiuso π−1(F) di G non contiene g = λ(e, g). Possiamo perciò trovare
intorni aperti Ue di e ed Ug di g in G tali che

g−1
1 g2 < π

−1(F) per ogni g1 ∈ Ue, g2 ∈ Ug.

Consideriamo gli insiemi:

Ũg = π−1(π(Ug)) e Ṽ =
⋃
{Ra(Ue) | a ∈ π−1(F)} =

⋃
{La(π−1(F)) | a ∈ Ue}.

Poiché la proiezione π è aperta, il primo è un aperto saturo che contiene g e il
secondo un aperto saturo che contiene π−1(F). Dimostriamo che Ũg ∩ Ṽ = ∅. Se
cosı̀ non fosse, potremmo trovare g1 ∈ Ug, g2 ∈ H, g3 ∈ Ue, g4 ∈ π

−1(F) tali che
g1g2 = g3g4.

3Uno spazio topologico X soddisfa l’assioma di separazione T1 se tutti i suoi sottoinsiemi finiti
sono chiusi; soddisfa l’assioma di separazione T3 se dati un punto a di X ed un chiuso A di X che
non contenga a, esistono aperti disgiunti U e V con a ∈ U ed A ⊂ V; è regolare se soddisfa entrambi
gli assiomi T1 e T3.
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Da questa relazione troviamo g−1
3 g1 = g4g−1

2 ∈ π−1(F), che contraddice la
scelta di Ue ed Ug.

Ciò dimostra che G/H soddisfa l’assioma T3 e quindi è regolare. �

Consideriamo ora la situazione in cui G sia un gruppo di Lie.

Teorema 1.7.3. Sia G un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo chiuso. Vi è
allora sul quoziente M = G/H un’unica struttura di varietà differenziabile per cui
ξ = (G

π
−−→ M), ove π è la proiezione sul quoziente, sia un fibrato principale con

gruppo strutturale H.

Dimostrazione. Per il Teorema
thm:14.4.0thm:14.4.0
1.7.2, M è uno spazio di Hausdorff e la proie-

zione π : G→ M aperta.
Per il Teorema

thm:1612thm:1612
1.2.2, H è un sottogruppo di Lie di G. Siano g l’algebra di Lie

di G ed h la sottoalgebra di g corrispondente ad H.
Scegliamo un complemento lineare m di h in g, di modo che

g = h ⊕m.

L’applicazione
f : m ×H 3 (X, a) −→ exp(X) · a ∈ G

è differenziabile. Lo spazio tangente di m ×H in (0, eH) è m ⊕ h = g e d f (0, eH) è
l’identità su g. Per il teorema delle funzioni implicite esistono allora intorni aperti
N0 di 0 in m, V di eH in H, ed U di eG in G tali che

N0 × V 3 (X, h) −→ f (X, h) = exp(X) h ∈ U

sia un diffeomorfismo. In particolare,

V = U ∩H, exp(N0) ∩H = f (N0 × {eH}) ∩H = {eG}.

La composizione di π con la restrizione ad N0 dell’esponenziale definisce
quindi un omeomorfismo di N0 su un aperto W di M, ed abbiamo il diagramma
commutativo

N0 × V
f

−−−−−→ U

prm
y yπ

N0
η

−−−−−→ W.

Definiamo un atlante su M = G/H ponendo

A = {(Va = `a(Ve), ya = η−1 ◦ `a−1) | a ∈ G},
dove abbiamo indicato con `a la traslazione a sinistra su M definita dall’elemento a:

`a : M 3 π(b) −→ π(La(b)) = π(ab) ∈ M, ∀a, b ∈ G,
per cui abbiamo il diagramma commutativo

G
La

−−−−−→ G

π

y yπ
M −−−−−→

`a
M.
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Le funzioni di transizione sono

ya ◦ y−1
b = η−1 ◦ `a−1 ◦ `b ◦ η : yb(Va ∩ Vb)→ yb(Va ∩ Vb)

= η−1 ◦ `a−1b ◦ π ◦ exp |W

= η−1 ◦ π ◦ La−1b ◦ exp |W

= prm ◦ F−1 ◦ La−1b ◦ exp |W

e quindi l’atlante è differenziabile.
L’azione a destra di H su G, restrizione del prodotto su G, è differenziabile e

definisce su ξ una struttura di fibrato principale con gruppo strutturale H. �

Esempio 1.7.4. L’applicazione π : SO(n + 1) 3 a→ ae0 ∈ S n, ove e0 è un vettore
di lunghezza unitaria in Rn+1, definisce un fibrato principale con base S n, spazio
totale SO(n + 1) e gruppo strutturale SO(n).

Esempio 1.7.5. Sia n un intero positivo. Il gruppo T+(n,R) delle matrici diagonali
superiori con determinante diverso da zero è un sottogruppo chiuso di GL(n,R).
Lo spazio omogeneo F = GL(n,R)/T+(n,R) è una varietà differenziabile compatta
di dimensione n(n−1)/2, che si dice varietà bandiera reale completa.

1.8. Il fibrato dei sistemi di riferimento

Sia η = (E
$
−−→ M) un fibrato vettoriale di rango n su una varietà differenziabile

M di dimensione m. Ad esso associamo in modo canonico un fibrato principale
z(η), con gruppo strutturale GLn(R). Il suo spazio totale è

eq:14.7.0eq:14.7.0 (1.8.1) F(η) = tp∈MFp(η), con Fp(η) = {isomorfismi lineari σ : Rn → Ep}.

e la proiezione π : F(η) → M associa a σ ∈ Fp(η) il punto p. Una trivializzazione
locale di z(η) è descritta dal dato di n sezioni s1, . . . , sn ∈ Γ(U, E), defininite su un
aperto U di M, per cui s1(p), . . . , sn(p) siano linearmente indipendenti in Ep per
ogni p ∈ U. Ad esse associamo la sezione

σ(p) : Rn 3 (k1, . . . , kn)→
∑n

i=1
kisi(p) ∈ Ep.

Questo definisce su z(η) una struttura di fibrato principale con gruppo strutturale
GLn(R).

Definizione 1.8.1. Il fibrato principale z(η), con gruppo strutturale GLn(R), asso-
ciato al fibrato vettoriale η = (E

$
−−→ M) mediante la (

eq:14.7.0eq:14.7.0
1.8.1) si dice il fibrato dei

sistemi di riferimento di η.

Esso è caratterizzato dal fatto che le sue sezioni locali definiscono trivializza-
zioni locali di η. Viceversa, vale la

prop:14.7.2 Proposizione 1.8.2. Ad ogni fibrato principale ξ = (P
π
−−→ M), con gruppo strut-

turale GLn(R), possiamo associare un fibrato vettoriale η = (E
$
−−→ M) di rango

n, unico a meno di isomorfismi, di cui ξ sia il fibrato dei sistemi di riferimento.
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Dimostrazione. Se σ1, σ2 ∈ P stanno sulla stessa fibra di ξ, indichiamo con
σ−1

1 σ2 l’unico elemento a ∈ GLn(R) tale che σ2 = σ1 · a. Fissiamo un atlante di
trivializzazione {(Uα, σα) | α ∈ I} di ξ. Sull’unione disgiunta

E =
⊔

α∈I
(Uα × R

n)

definiamo la relazione di equivalenza

Uα × R
n 3 (pα, vα) ∼ (pβ, vβ) ∈ Uβ×R

n

⇐⇒ (pα = pβ, (σα(pα))−1σβ(pβ)vβ = vα).

Il quoziente E = E/∼ è lo spazio totale di un fibrato vettoriale differenziabile su
M, di rango n, di cui ξ è il fibrato dei sistemi di riferimento. �

Abbiamo quindi:

thm:14.5.1 Teorema 1.8.3. La η ←→ z(η) è una corrispondenza biunivoca tra la categoria
dei fibrati vettoriali di rango n su M, modulo equivalenza, e quella dei fibrati
principali su M con gruppo strutturale GLn(R), modulo equivalenza.

Definizione 1.8.4. Il fibrato dei sistemi di riferimento del fibrato tangente di una
varietà differenziabile M si indica con z(M) e si dice il fibrato dei sistemi di
riferimento su M. Indichiamo con F(M) il suo spazio totale.

Abbiamo

Proposizione 1.8.5. Ogni diffeomorfismo f : M1 → M2 di varietà differenziabili
si rialza ad un unico isomorfismo di fibrati principali che renda commutativo il
diagramma

eq:14.5.2eq:14.5.2 (1.8.2)

F(M1)
f̃

−−−−−→ F(M2)y y
M1

f
−−−−−→ M2.

1.9. Riduzione del gruppo strutturale e G-strutture

Il Teorema
thm:14.5.1thm:14.5.1
1.8.3 stabilisce una corrispondenza biunivoca tra fibrati vettoriali

e fibrati principali con gruppo strutturale GLn(R). Osserviamo che, se avessimo
ristretto la costruzione della Proposizione

prop:14.7.2prop:14.7.2
1.8.2 ad un sottofibrato principale ξ′ di

ξ, con gruppo strutturale G < GLn(R), avremmo ottenuto un fibrato vettoriale
canonicamente isomorfo a quello associato a ξ.

Definizione 1.9.1. Siano η = (E
$
−−→ M) un fibrato vettoriale reale di rango n e G

un sottogruppo di GLn(R). Un G-atlante di trivializzazione di η è un suo atlante di
trivializzazione A = {(Uα, σα)}α∈I tale che

eq:dn7.3aeq:dn7.3a (1.9.1) gα,β(p) = σ−1
α (p) ◦ σβ(p) ∈ G per p ∈ Uα ∩ Uβ, ∀α, β ∈ I.

Due G-atlanti di trivializzazione A ed A ′, sono equivalenti se A ∪ A ′ è
ancora un G-atlante di trivializzazione.
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L’unione di tutti i G-atlanti di trivializzazione equivalenti ad un G-atlante di
trivializzazione assegnato è un G-atlante di trivializzazione massimale.

Una G-struttura, o riduzione a G del gruppo strutturale è il dato di una clas-
se di equivalenza di G-atlanti di trivializzazione di η, ovvero di un G-atlante di
trivializzazione massimale.

Una carta locale di trivializzazione (U, σU) di η è compatibile con la G-struttura
se appartiene al suo G-atlante di trivializzazione massimale.

Vale la

Proposizione 1.9.2. Siano G un sottogruppo di Lie del gruppo lineare GLn(R) ed
η = (E

$
−→ M) è un fibrato vettoriale di rango n, dotato di una G-struttura. Esiste,

unica a meno di isomorfismi, una riduzione zG(η) = (F(η)
π
−−→ M), con gruppo

strutturale G, di z(η), tale che ogni sezione differenziabile locale di z(η) definisca
una trivializzazione locale di η compatibile con la G-struttura.

Dimostrazione. Fissiamo un G-atlante di trivializzazione compatibile A =

{(Uα, σα) | α ∈ I} e definiamo

FG(η) =
⋃

α∈I
{σα(p) · a | p ∈ Uα, a ∈ G}.

Si verifica facilmente che FG(η) è lo spazio totale di una G-riduzione di z(η). �

Definizione 1.9.3. Il G-fibrato principale zG(η) = (F(η)→ M) si dice il fibrato dei
G-sistemi di riferimento di η.

Siano η = (E
$
−−→ M) ed η′ = (E′

$′

−−−→ M′) due fibrati vettoriali di rango n.
Un isomorfismo di fibrati vettoriali

E
f̃

−−−−−→ E′

$

y y$′
M

f
−−−−−→ M′

si rialza ad un isomorfismo dei corrispondenti fibrati dei sistemi di riferimento

F(η)
f̃∗

−−−−−→ F(η′)

π

y yπ′
M

f
−−−−−→ M′,

con f̃∗(σ) = f̃∗ ◦ σ ∈ Fπ(σ)(Rn, E′π(σ)).

Definizione 1.9.4. Siano η, η′ due fibrati vettoriali dotati di una G-struttura. Un
isomorfismo ( f , f̃ ) di η in η′ è un G-isomorfismo se

eq:14.8.aeq:14.8.a (1.9.2) f̃∗(FG(η)) = FG(η′).

Se i due fibrati hanno la stessa base ed f è l’identità, chiamiamo il corrispondente
G-isomorfismo una G-equivalenza.
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Proposizione 1.9.5. Sia η = (E
$
−−→ M) un fibrato vettoriale di rango n. A meno

di equivalenza, le G-strutture su η sono in corrispondenza biunivoca con le G-
riduzioni del fibrato z(η) dei suoi sistemi di riferimento. �

Sia G un sottogruppo chiuso di GLn(R). Se U = {Uα} è un ricoprimento
aperto di M, indichiamo con Cq(U ,G) l’insieme delle q-catene di applicazioni di
classe C∞ del ricoprimento U , a valori in G:

eq:dn7.4eq:dn7.4 (1.9.3) C
q(U ,G)) = {(gα0,α1,...,αq ∈ C∞(Uα0,α1,...,αq ,G))}.

Indichiamo poi con

eq:dn7.5eq:dn7.5 (1.9.4) Z
1(U ,G))=

{
(gα,β ∈ C1(U ,G))

∣∣∣gα,βgβ,γ = gα,γ su Uα,β,γ, ∀α, β, γ
}
,

e scriviamo

eq:dn7.6eq:dn7.6 (1.9.5) δ(gα) = (gα ◦ g−1
β ) ∈ Z1(U ,G)), ∀(gα) ∈ C0(U ,G).

Proposizione 1.9.6. Siano (gα,β), (g′α,β) ∈ Z
1(U ,G)) funzioni di transizione delle

trivializzazioni di due fibrati vettoriali di rango n

ξ = (E
$
−−→ M) e ξ

′ = (E′
$′

−−−→ M)

sulla stessa base M, entrambi con gruppo strutturale G. Condizione necessa-
ria e sufficiente affinché i due fibrati siano G-equivalenti è che esista una (hα) ∈
C0(U ,G) tale che

eq:dn7.7eq:dn7.7 (1.9.6) g′α,β = hαgα,βh−1
β su Uα,β, ∀α, β.

In particolare, il fibrato ξ è G-equivalente al fibrato banale se, e soltanto se,
(gα,β) = δ(hα) per qualche (hα) ∈ C0(U ,G). �

Esempio 1.9.7. Ogni fibrato vettoriale di rango n ammette una O(n)-struttura. Sia
infatti η = (E

$
−−→ M) un fibrato vettoriale di rango n ed A = {(Uα, σα) | α ∈ I}

un suo atlante di trivializzazione, con U = {Uα} ricoprimento aperto localmente
finito di M. Sia {χα} una partizione differenziabile dell’unità subordinata ad U .
Possiamo allora definire un prodotto scalare sulle fibre di E ponendo

g(v1, v2) =
∑

Uα3p
χα(p)(σ−1

α (v1) | σ−1
α (v2)), ∀p ∈ M, ∀v1, v2 ∈ Ep.

La O(n) stuttura su η associata alla metrica g si può ottenere dall’atlante A ap-
plicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alle basiσα(p)(e1),
. . . , σα(p)(en) di Ep rispetto al prodotto scalare gp = g|Ep .

1.10. G-strutture su una varietà differenziabile

Definizione 1.10.1. Sia M una varietà differenziabile di dimensione m. Se G è un
sottogruppo di Lie del gruppo lineare GL(m,R) chiamiamo G-struttura su M una
G-struttura sul suo fibrato tangente.
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Osservazione 1.10.2. Il concetto di G-struttura ci permette di considerare in modo
concettualmente unitario diverse geometrie su M. Ad esempio:

un’orientazione su M è equivalente ad una GL+(m,R)-struttura;
una misura di Radon di classe C∞ equivale ad una SL(m,R)-struttura;
una metrica Riemanniana corrisponde a una O(m)-struttura;
una struttura quasi-compessa è una GLn(C)-struttura (m = 2n pari);
una struttura quasi-Hermitiana è una U(n)-struttura (m = 2n pari);
una struttura quasi-simplettica è una Sp(n,R)-struttura (m = 2n pari)4;
una 1-struttura si dice un parallelismo completo.

Esempio 1.10.3. La fibrazione canonica SO(n + 1) −→ S n è una SO(n)-riduzione
del fibrato dei sistemi di riferimento di S n e quindi una SO(n)-struttura su S n.

La fibrazione canonica SO(n + 1) −→ RPn è una O(n)-riduzione del fibrato dei
sistemi di riferimento di RPn e quindi una struttura Riemanniana su RPn.

La fibrazione canonica SU(n + 1) −→ CPn è una U(n)-riduzione del fibrato dei
sistemi di riferimento su CPn e quindi una struttura quasi-Hermitiana su CPn.

1.11. Rappresentazioni lineari e fibrati vettoriali
sec:1211

1.11.1. Fibrati vettoriali associati a rappresentazioni. La costruzione della
Proposizione

prop:14.7.2prop:14.7.2
1.8.2 si generalizza al caso di fibrati principali generali e di rappre-

sentazioni lineari del loro gruppo strutturale.
Sia ξ = (P

π
−→ M) un fibrato principale su M, con gruppo strutturale G.

Fissata una rappresentazione lineare di dimensione finita ρ : G → GLR(V),
definiamo su P × V una relazione di equivalenza ponendo

eq:1110eq:1110 (1.11.1) (σ, v) ∼ (σ · a, ρ(a−1)(v)) ∀σ ∈ P , ∀v ∈ V , ∀a ∈ G.

Proposizione 1.11.1. Il quoziente EV = (P × V)/∼ è lo spazio totale di un fibrato
vettoriale ξV = (EV

πV
−−−→ M) con fibra tipica V. La proiezione nel quoziente

$ : P × V → EV definisce un morfismo di fibrati vettoriali che rende commutativo
il diagramma

eq:14.7.2eq:14.7.2 (1.11.2)

P × V
$

−−−−−→ EV

prP

y yπV

P
π

−−−−−→ M.

Definizione 1.11.2. ξV = (EV
πV
−−−→ M) è il fibrato vettoriale associato a ξ e alla

rappresentazione lineare (ρ,V) del suo gruppo strutturale.

Notazione 1.11.3. Se σ ∈ P e v ∈ V , indicheremo con σv il vettore $(σ, v) ∈ EV
ed analogamente, se α = $(σ, v), scriveremo v = σ−1α.

Riassumiamo questa costruzione nell’enunciato:

4 Ricordiamo che Sp(n,R) = {a ∈ SL(2n,R) | taΩa = Ω} per una matrice antisimmetrica (2n) ×
(2n) non degenere Ω.
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Proposizione 1.11.4. Sia ξ un fibrato principale sulla varietà differenziabile M,
con gruppo strutturale G. Ad ogni rappresentazione lineare ρ di G su uno spazio
vettoriale V risulta associato un fibrato vettoriale ξV su M, con fibra tipica V, tale
che (

eq:14.7.2eq:14.7.2
1.11.2) sia un diagramma commutativo di morfismi di fibrati vettoriali. �

Definizione 1.11.5. Chiamiamo le sezioni differenziabili del fibrato vettoriale ξV
quantità di tipo (ρ,V).

Una sezione s ∈ Γ(M, EV ) del fibrato ξV si rialza alla funzione s̃ ∈ C∞(P,V),
definita da

eq:1111eq:1111 (1.11.3) s̃(σ) = σ−1s(π(σ)).

Definizione 1.11.6. Chiamiamo la s̃ il sollevamento su P della sezione s.

Proposizione 1.11.7. Condizione necessaria e sufficiente affinché una f ∈ C∞(P,V)
sia il sollevamento di una sezione di ξV è che risulti

eq:1112eq:1112 (1.11.4) f (σa) = ρ(a−1) f (σ), ∀σ ∈ P, ∀a ∈ G.

Dimostrazione. La tesi è conseguenza immediata della (
eq:1110eq:1110
1.11.1). Infatti

(σa) f (σa)) = $(σ, ρ(a)ρ(a−1) f (σ)) = $(σ, f (σ)) = σ f (σ).

Quindi il valore di σ f (σ) dipende solo da π(σ) e possiamo perciò definire una
sezione differenziabile s di ξV ponendo s(π(σ)) = σ f (σ) per ogni σ ∈ P. �

Notazione 1.11.8. Indichiamo con Eρ(P,V) lo spazio delle f ∈ C∞(P,V) che
soddisfano la (

eq:1112eq:1112
1.11.4).

prop:1.34 Proposizione 1.11.9. La (
eq:1111eq:1111
1.11.3) stabilisce un isomorfismo lineare s ↔ s̃ tra

Γ(M, EV ) ed Eρ(P,V). �

Esempio 1.11.10. Sia z(M) = (F(M)
π
−→ M) il fibrato dei sistemi di riferimento di

una varietà differenziabile M.
Il fibrato associato alla rappresentazione canonica di GL(m,R) su Rm è il

fibrato tangente T M → M.
Il fibrato associato alla rappresentazione duale

GL(m,R) 3 a→ ta−1
∈ GLR(Rm)

è il fibrato cotangente T ∗M → M.
I fibrati tensoriali T p,qM sono associati alle rappresentazioni tensoriali :

ρ(a)(v1⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq)

= a(v1) ⊗ · · · ⊗ a(vp) ⊗ ta−1(w1) ⊗ · · · ⊗ ta−1(wq)

∀v1, . . . , vp,w1, . . . ,wq ∈ R
m.

Osservazione 1.11.11. La Proposizione
prop:1.34prop:1.34
1.11.9 ci permette di associare ad ogni se-

zione differenziabile del fibrato ξV una funzione a valori in V . Come abbiamo visto,
alle funzioni definite su una varietà differenziabile e a valori in uno spazio vettoria-
le si possono applicare le diverse operazioni del calcolo differenziale. Ad esempio,
possiamo calcolarne il differenziale e le derivate rispetto a campi di vettori.
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sec:12112

1.11.2. Forme tensoriali e pseudotensoriali. Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato

principale con gruppo strutturale G e ρ : G → GLR(V) una sua rappresentazione
lineare reale di dimensione finita.

Definizione 1.11.12. Una q-forma alternata φ ∈ Ωq(P,V) si dice pseudotensoriale
di tipo (ρ,V) se soddisfa

eq:cop.3.1eq:cop.3.1 (1.11.5) R∗aφ = ρ(a−1) · φ ∀a ∈ G.

La φ si dice tensoriale se è anche orizzontale, cioè se è pseudotensoriale ed inoltre

eq:cop.3.2eq:cop.3.2 (1.11.6) φ(X1, ..., Xq) = 0 quando almeno uno degli Xi sia verticale.

Indichiamo conΩq
ρ(P,V) lo spazio delle q-forme pseudotensoriali di tipo (ρ,V)

e con Ωq
ρ,0(P,V) il sottospazio delle q-forme tensoriali di tipo (ρ,V).

Esempio 1.11.13. Su z(M) la forma canonica5

eq:14.6.3eq:14.6.3 (1.11.7) θ = σ−1dπ ∈ Ω1(F(M),Rm).

è una 1-forma tensoriale per la rappresentazione canonica di GL(m,R).
Se ξ è un sottofibrato di z(M), con gruppo strutturale G ⊂ GL(m,R), la restri-

zione di θ a P è ancora una 1-forma tensoriale per la rappresentazione naturale di
G su Rm.

La definizione del prodotto esterno di forme si estende al caso di forme pseu-
dotensoriali nel caso in cui una di esse sia di tipo (Ad, g).

def:14.6.3 Definizione 1.11.14. Se (ρ,V) è una rappresentazione lineare di G, il prodotto
esterno di φ ∈ Ωr

Ad(P, g) e ψ ∈ Ωs
ρ(P,V) è la forma φ ∧ρ ψ ∈ Ωr+s

ρ (P,V) definita da

φ ∧ρ ψ(X1, . . . , Xrs) =
∑′

ε(k)ρ∗(φ(Xk1 , . . . , Xkr ))(ψ(Xkr+1 , . . . , Xkr+s)),

eq:14.6.12eq:14.6.12 (1.11.8)

∀X1, . . . , Xr+s ∈ X(P),

dove il simbolo
∑′ indica che la somma a secondo membro è fatta su tutte le

permutazioni di k di {1, . . . , r+s} con

1 ≤ k1 < · · · < kr ≤ r + s ed 1 ≤ kr+1 < · · · < kr+s ≤ r + s.

Se ρ è la rappresentazione aggiunta, scriveremo [φ ∧ ψ] invece di φ ∧Ad ψ e, se
G ⊂ GL(n,R) ed ı la rappresentazione canonica su Rn, scriveremo φ ∧ ψ invece di
φ ∧ı ψ.

Abbiamo facilmente

prop:13218 Proposizione 1.11.15. Se φ ∈ Ωr
Ad,0(P, g), ψ ∈ Ωs

ρ,0(P,V), allora φ∧ρψ ∈ Ωr+s
ρ,0 (P,V).

�

5La θ si dice anche forma tautologica o di saldatura (in inglese: solder form).
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1.11.3. Forme differenziali a valori in un fibrato vettoriale.
Sia η = (E

πE
−−−→ M) un fibrato vettoriale.

Definizione 1.11.16. Lo spazio Ωq(M, EV ) delle q-forme differenziali a valori in E
consiste delle q-forme C∞(M)-multilineari alternate di grado q

f : X(M) × · · · × X(M)︸                  ︷︷                  ︸
q volte

−→ Γ(M, E).

In particolare, Ω0(M, E) = Γ(M, E). Se η è il fibrato banale M × V
prM
−−−−→ M,

gli Ωq(M, E) coincidono con gli spazi Ωq(M,V) delle forme differenziali a valori
in V .

Osservazione 1.11.17. Se f : N → M è un’applicazione differenziabile, il pull-
back f ∗φ di φ ∈ Ωq(M, EV ), è una q-forma a valori in f ∗E.

1.11.4. Forme tensoriali e forme a valori in un fibrato vettoriale.
Siano ξ = (P

π
−→ M) un fibrato principale, (ρ,V) una rappresentazione lineare

del suo gruppo strutturale G e ξV = (EV
πV
−−→ M) il corrispondente fibrato vettoriale.

Data una forma φ ∈ Ωq(M, EV ) definiamo
eq:121113eq:121113 (1.11.9)

φ̃σ(X1, . . . , Xq) = σ−1φ(π∗X1,σ, . . . , π∗Xq,σ), ∀X1, . . . , Xq ∈ X(P), σ ∈ P.

prop:12138 Proposizione 1.11.18. Se φ ∈ Ωq(M, EV ), la φ̃ definita dalla (
eq:121113eq:121113
1.11.9) è una q-

forma tensoriale di tipo (ρ,V). L’applicazione

eq:121114eq:121114 (1.11.10) ΛV : Ωq(M, EV ) 3 φ −→ φ̃ ∈ Ω
q
ρ,0(P,V)

è un isomorfismo lineare. �

prop:12139 Proposizione 1.11.19. Se U è un aperto di M e σU ∈ Γ(U, P), allora

eq:121114eq:121114 (1.11.11) σU · (σ∗U φ̃) = φ|U , ∀φ ∈ Ωq(U, EV ).

Definizione 1.11.20. La forma φU = σ∗U φ̃ ∈ Ω
q(U,V) è il coefficiente di φ nella

carta di trivializzazione (U, σU).

Se A = {(Uα, σα} è un atlante di trivializzazione di ξ, possiamo associare a
φ ∈ Ωq(M, EV ) la famiglia

(1.11.12) {φα = σ−1
α φ|Uα ∈ Ω

q(Uα,V)}.

Definizione 1.11.21. Le {φα} sono i coefficienti di φ nell’atlante A .

Proposizione 1.11.22. Condizione necessaria e sufficiente affinché le {φα ∈ Ωq(Uα,V)}
siano i coefficienti di una φ ∈ Ωq(M, EV ) è che

φα = ρ(ψα,β)φβ su Uα,β, ∀α, β

ove le ψα,β = σ−1
α σβ ∈ C∞(Uα,β,G) sono le funzioni di transizione dell’atlante A .





CAPITOLO 2

Connessioni principali

ch:cp
In questo capitolo indicheremo con ξ un fibrato principale, con spazio totale P,

base M e gruppo strutturale G.

2.1. La distribuzione verticale
sec:13.1

All’azione di G su P associamo le applicazioni

eq:22.0.1eq:22.0.1 (2.1.1) `σ : G 3 a −−−−−→ σ · a ∈ P, per ogni σ ∈ P,

eq:22.0.2eq:22.0.2 (2.1.2) Ra : P 3 σ −−−−−→ σ · a ∈ P, per ogni a ∈ G.

Indicando con La ed Ra le tralsazioni a sinistra e a destra in G, abbiamo

`σ ◦ La = `σa,

Ra ◦ `σ = `σa ◦ ad(a−1).

Infatti

`σ(La(x)) = `σ(ax) = σ · (ax) = (σa) · x = `σa(x),

Ra(`σ(x)) = `σ(x) · a = σxa = (σa)ad(a−1)(x) = `σa ◦ ad(a−1)(x).

Definizione 2.1.1. Indichiamo con

(2.1.3) V(P) = {X ∈ X(P) | dπ(σ)(Xσ) = 0, ∀σ ∈ P}

la distribuzione verticale su P e con

(2.1.4) VP =
⋃

σ∈P
{Xσ | X ∈ V(P)} ⊂ T P

il corrispondente fibrato verticale.

La V(P) è totalmente integrabile, in quanto la π : P → M definisce una
foliazione globale diV(P). In particolare, è

eq:22.0.3eq:22.0.3 (2.1.5) [V(P),V(P)] ⊂ V(P).

Ogni X ∈ g definisce un gruppo a un parametro di diffeomorfismi di P:

eq:22.1.3eq:22.1.3 (2.1.6) R 3 t−→Rexp(tX) ∈ C∞(P, P).

Definizione 2.1.2. Il suo generatore infinitesimale X? si dice il campo fondamen-
tale associato a X.

Osservazione 2.1.3. Se ξ è il fibrato banale G→ {p0}, allora il campo fondamen-
tale X? coincide con il campo invariante a sinistra X∗ su G.

29
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Notazione 2.1.4. Indichiamo con λσ : g → TσP il differenziale nell’identità
dell’applicazione `σ : G 3 a→ σ · a ∈ P.

Lemma 2.1.5. Per ogni X ∈ g, è X? ∈ V(P) ed

eq:1329eq:1329 (2.1.7) X?
σ = λσ(X), ∀σ ∈ P.

Dimostrazione. Le curve integrali t → σ·exp(tX) di X? sono verticali e quindi
X? è verticale. Risulta poi

X?
σ = d

dt

∣∣∣
t=0 σ · exp(tX) = d

dt

∣∣∣
t=0 `σ(exp(tX)) = d`σ(e)(X).

�

prop:12.2.2 Proposizione 2.1.6. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo:
02 (1) ∀σ ∈ P, λσ = d`σ(e) : g 3 X → X?

σ ∈ VσP è un isomorfismo lineare.
03 (2) La P × g 3 (σ, X) → X?

σ ∈ VP è un’equivalenza di fibrati vettoriali. In
particolare VP è trivializzabile.

04 (3) La Λ : g 3 X → X? ∈ V(P) è un monomorfismo di algebre di Lie.
05 (4) Vale la formula

eq:14.1.yeq:14.1.y (2.1.8) dRa(X?) = [Ad(a−1)X]?, ∀a ∈ G, ∀X ∈ g.

06 (5) La distribuzione V(P) è il sotto-C∞(P)-modulo generato dai campi di
vettori X?, al variare di X in g.

Dimostrazione. (
0202
1). Poiché l’azione di G su P è libera, l’applicazione λσ è

iniettiva. È anche un isomorfismo, perché VσP e g hanno la stessa dimensione.
La (

0303
2) è conseguenza della (

0202
1). Per (

0202
1), Λ è iniettiva. I campi X∗ su G ed X? su

P sono `σ-correlati per ogniσ ∈ P. Questo implica che Λ è anche un omomorfismo
di algebre di Lie, completando la dimostrazione del punto (

0404
3). La formula (

eq:14.1.yeq:14.1.y
2.1.8)

si ottiene dalla

Ra(σ · exp(tX)) = σ · (exp(tX)a) = σ · a · (a−1 exp(tX)a) = (σ · a) · exp(Ad(a−1)X),

che dimostra come la traslazione Ra trasformi il flusso generato da X? nel flusso
generato da [Ad(a−1)X]?. Infine, la (

0606
5) segue dalla (

0404
3). �

Sia σ ∈ P. Per la Proposizione
prop:12.2.2prop:12.2.2
2.1.6, per ogni vettore verticale w ∈ VσP

vi è un unico elemento X dell’algebra di Lie g di G tale che X?
σ = w. Questa

corrispondenza definisce un’applicazione

eq:14.1.13eq:14.1.13 (2.1.9) ωv : VP→ g

di classe C∞ ed R-lineare sulle fibre di VP.
Diremo quindi che la ωv è una forma differenziale sulla distribuzione verticale

VP, a valori nell’algebra di Lie g.
Per la (

eq:14.1.yeq:14.1.y
2.1.8), la ωv soddisfa

(2.1.10) (Ra)∗ωv = ad(a−1) ◦ ωv ∀a ∈ G.
Per semplificare le notazioni, sarà a volte conveniente scrivere

Xa invece che dRa(X), per X ∈ T P, a ∈ G,
σA invece che λσ(A), per σ ∈ P, A ∈ g,
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aA invece che dLa(A), per a ∈ G, A ∈ TG.

2.2. Il concetto di connessione principale

Definizione 2.2.1. Una connessione principale Γ su ξ è il dato di una forma diffe-
renziale ω ∈ Ω1(P, g) (la sua forma di Cartan) che soddisfi le:

ω(A?) = A per ogni A ∈ g,(1)

R∗aω = Ad(a−1)ω ∀a ∈ G, cioè(2)

ω((Ra)∗(X)) = Ad(a−1)(ω(X)) ∀X ∈ X(P).(2′)

Per ogni punto σ ∈ P, la la composizione

(2.2.1) TσP 3 Xσ
ω

−−−−−→ ω(Xσ) ∈ g
λσ

−−−−−→ [ω(Xσ)]?σ ∈ VσP

definisce una proiezione di TσP su VσP.
Il nucleo di questa proiezione è la distribuzione orizzontale

(2.2.2) HP = {v ∈ T M | ω(v) = 0}.

Indichiamo con

(2.2.3) H (P) = {X ∈ X(P) | Xσ ∈ VP, ∀σ ∈ P}

lo spazio dei campi orizzontali, cioè delle sezioni C∞ di HM.
La distribuzione orizzontale di una G-connessione affine Γ è caratterizzata

dalle proprietà:

TσP = VσP ⊕ HσP, ∀σ ∈ Peq:22.0.1peq:22.0.1p (1′)
(Ra)∗ (HσP) = Hσ·aP, ∀σ ∈ P , ∀a ∈ G.eq:22.0.1seq:22.0.1s (2′)

Sia HP un sottofibrato vettoriale di T P che verifichi le (
eq:22.0.1peq:22.0.1p
1′) e (

eq:22.0.1seq:22.0.1s
2′). Indichia-

mo con prh e prv le proiezioni sulla componente orizzontale e sulla componente
verticale, corrispondenti alla decomposizione (

eq:22.0.1peq:22.0.1p
1′):

eq:1324eq:1324 (2.2.4) T P
prv

||zz
zz

zz
zz prh

""EE
EE

EE
EE

VP HP.

Si verifica immediatamente che la forma ω ∈ Ω1(P, g), definita da

eq:yyyyyeq:yyyyy (2.2.5) ω(X) = ωv(prv(X)), ∀X ∈ T P.

è la forma di Cartan di una connessione principale Γ su ξ ed abbiamo quindi la1:

Proposizione 2.2.2. La ω ←→ HP =
⋃
σ∈P kerω(σ) definisce una corrisponden-

za biunivoca tra le connessioni principali Γ su ξ ed i sottofibrati HP di T P che
soddisfano le condizioni (1′) e (2′). �

1La definizione della connessione a partire dalla distribuzione orizzontale è dovuta a Char-
les Ehresmann: Les connexions infinitésimales dans un espace fibré différentiable, Colloque de
Toplogie, Bruxelles, (1950), pp. 29-55.
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La caratterizzazione di una connessione principale mediante la sua distribuzio-
ne orizzontale ci dà facilmente:

prop:13.2.3 Proposizione 2.2.3 (estensione). Sia ξ′ = (P′
π′

−−→ M) un sottofibrato principale
di ξ, con la stessa base M e gruppo strutturale G′ ⊂ G. Indichiamo con ı : P′ ↪→ P
l’inclusione. Per ogni connessione principale Γ′ su ξ′, con forma di Cartan ω′, vi
è un’unica connessione principale Γ su ξ, la cui forma di Cartan ω soddisfi

(2.2.6) ω
′ = ı∗ω.

Dimostrazione. Indichiamo con H′P′ il fibrato orizzontale della connessio-
ne Γ′. Poiché H′P′ è invariante per le traslazioni a destra mediante elementi di
G′, abbiamo Ra1 H′σ1

P = Ra2 H′σ2
P se σ1, σ2 ∈ P′, a1, a2 ∈ G e σ1a1 = σ2a2.

L’applicazione
P′ ×G 3 (σ, a)→σ · a ∈ Pξ

è surgettiva. Per l’osservazione precedente, possiamo allora definire il fibrato
orizzontale HP della connessione Γ ponendo

Hσ·aP = (Ra)∗(H′σP′), ∀σ ∈ P′, ∀a ∈ G.

Chiaramente HP è univocamente determinato da H′P′, verifica le condizioni (1′)
e (2′), e definisce quindi un’unica connessione principale Γ su ξ, la cui forma di
Cartan ω estende quella di Γ′. �

Osservazione 2.2.4. Viceversa, è possibile restringere la connessione principale
Γ su ξ ad una connessione principale Γ′ sul sottofibrato ξ′ se, e soltanto se, la
restrizione a V ′P′ della sua forma di Cartan ω è a valori nell’algebra di Lie g′ di
G′.

Teorema 2.2.5 (esistenza). Ogni fibrato principale ammette una connessione prin-
cipale.

Dimostrazione. Siano ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale con gruppo strut-

turale G ed ωG ∈ Ω
1(G, g) la forma di Maurer-Cartan di G. Fissiamo un atlante di

trivializzazione {(Uα, σα)} di ξ ed indichiamo con

eq:22.3.5eq:22.3.5 (2.2.7) Ψα : Uα ×G 3 (p, a)→σα(p) · a ∈ π−1(Uα)

le corrispondenti trivializzazioni locali. Per ogni indice α, sia prα,G : Uα ×G→ G
la proiezione sul secondo fattore. Allora la ω′α = Ψα∗ pr∗

α,G ωG ∈ Ω
1(π−1(Uα), g) è

la forma di Cartan di una connessione principale su ξ|Uα .
Fissiamo una partizione dell’unità {χα} su M subordinata al ricoprimento {Uα}

e definiamo
ω =

∑
α
(π∗χα)ω′α ∈ Ω

1(P, g),

ove le forme (π∗χα)ω′α si intendono estese con la forma nulla fuori dell’aperto
π−1(Uα). Si verifica facilmente che ω è la forma di Cartan di una connessione
principale su ξ. �
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2.3. Pullback di una connessione principale

Sia ξ′ = (P′
π′

−→ M′) un altro fibrato principale, con gruppo strutturale G′,
ed f : P′ → P un’applicazione differenziabile che induca un morfismo di fibrati
principali2. Allora, se ω è la forma di Cartan di una connessione principale Γ su
ξ, la sua immagine inversa ω′ = f ∗ω è la forma di Cartan di una connessione
principale Γ′ su ξ′, che si dice il pullback della connessione Γ.

In particolare, se N è un’altra varietà differenziabile ed f ∈ C∞(N,M), defi-

niamo il pullback f ∗ξ = (P f
π f
−−→ N) ponendo

P f = {(y, σ) ∈ N × P | π(σ) = f (y)},
π f : P f 3 (y, σ) −→ y ∈ N.

Otteniamo cosı̀ un un fibrato principale su N, con gruppo strutturale G, per l’azione

(y, σ) · a = (y, σ · a), ∀(y, σ) ∈ P f , ∀a ∈ G.

La f si rialza ad un morfismo f̃ di fibrati G-principali

f̃ : P f 3 (y, σ) −→ f̃ (y, σ) = σ ∈ P.

Se ω è la forma di Cartan di una connessione principale Γ su ξ, allora la f̃ ∗ω ∈
Ω1(P f , g) è la forma di Cartan di una connessione principale f ∗Γ su f ∗ξ.

2.4. Il fibrato delle connessioni principali

Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale, con gruppo strutturale G. Il differen-

ziale della proiezione π definisce un fibrato differenziabile Tξ = (T P
dπ
−−−→ T M), la

cui fibra tipica è G × g, ove g è l’algebra di Lie di G. Possiamo associare ad ogni
sezione σ di ξ, definita su un aperto U di M, la trivializzazione locale

Ψσ : TU ×G × g 3 (v, a, X) −→ (dσ(v)) · a + (σ a) Ad(a−1)(X) ∈ T P|dπ−1(TU).

Il differenziale dell’azione a destra di G su P definisce un’azione di G su T P,
che preserva le fibre di Tξ. Infatti, da π = π ◦Ra, otteniamo che dπ = dπ ◦ dRa, per
ogni a ∈ G.

Indichiamo con Cξ il quoziente di T P rispetto a questa azione: due vettori
X,Y ∈ T P definiscono lo stesso elemento di Cξ se Y = Xa = dRa(X), per qualche
a ∈ G. Il quoziente Cξ è una varietà differenziabile e il diagramma commutativo

T P
$ //

dπ ""DD
DD

DD
DD

D Cξ

dπξ}}{{
{{

{{
{{

T M.

definisce un fibrato vettoriale Cξ
dπξ
−−−−→ T M con fibra tipica g.

2Esistono cioè una f0 ∈ C∞(M′,M) ed una φ ∈ Hom(G′,G) tali che π ◦ f = f0 ◦ π
′ ed

f ◦ R′a = Rφ(a) ◦ f , per ogni a ∈ G′.
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Una trivializzazione locale (Uα, σα) di ξ ci permette di definire una sezione

Ψα : TUα × g 3 (X, A) −→ dσα(X) + A?σα ∈ T P

del fibrato T P
dπ
−−−→ T M. Compondendola con la proiezione nel quoziente ottenia-

mo una trivializzazione locale

TUα × g 3 (X, A) −→ $ ◦ Ψα(X, A) ∈ dπ−1(TUα) = Cξ

∣∣∣
TUα

.

Componendo con la proiezione sulla base, Cξ è lo spazio totale di una fibrato
vettoriale su M

ρ : Cξ −→ M,

con fibra tipica Rm ⊕ g. Abbiamo3:

Teorema 2.4.1. Le connessioni principali su ξ sono in corrispondenza biunivoca

con le sezioni Γ : T M → Cξ del fibrato Cξ
dπ
−−−→ T M tali che

T M
Γ //

pr
!!CC

CC
CC

CC
Cξ

ρ
~~~~

~~
~~

~~

M

sia un morfismo di fibrati vettoriali su M.
In questa corrispondenza, la distribuzione orizzontale è caratterizzata da

eq:174aeq:174a (2.4.1) HP = $−1(Γ(T M)).

2.5. Automorfismi di una connessione principale

Sia ξ un fibrato principale con una connessione Γ, con forma di Cartan ω.

Definizione 2.5.1. Un automorfismo di Γ è un automorfismo ( f̃ , f , id) di ξ che
preserva la connessione.

Abbiamo cioè un diagramma commutativo

P
f̃

−−−−−→ P

π

y yπ
M −−−−−→

f
M

in cui f ∈ C∞(M,M) è un diffeomorfismo e la f̃ gode delle proprietà:

f̃ (σ · a) = f̃ (σ) · a, ∀σ ∈ P, ∀a ∈ G,(i)

f̃ ∗ω = ω.(ii)

Denotiamo con Aut(Γ) il gruppo degli automorfismi di Γ.

3 Shoshichi Kobayashi: Theory of Connections, Ann. Mat. Pura Appl. 43 (1957), pp.119-194.
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2.6. Forme di Christoffel ed equazioni di gauge
sec:14.5

Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale con gruppo strutturale G.

Fissiamo su ξ una connessione principale Γ, con forma di Cartan ω.
Sia σU ∈ Γ(U, P) una sezione C∞ di ξ, definita su un aperto U di M. Indichia-

mo con

eq:1361eq:1361 (2.6.1) ωU = σ∗Uω = ω ◦ dσU ∈ Ω
1(U, g).

il pullback su U di ω mediante la sezione σU .

Definizione 2.6.1. La ωU ∈ Ω1(U, g), definita dalla (
eq:1361eq:1361
2.6.1), si dice la forma di

Christoffel4 della connessione Γ nella trivializzazione locale (U, σU).

La sezione σU ∈ Γ(U, P) definisce la trtivializzazione locale

ΨU : U ×G 3 (p, a) −→ σU(p)a ∈ P|U .

Identifichiamo in modo canonico T (U × G) con il prodotto cartesiano TU × TG.
Un vettore tangente ad U ×G si può allora descrivere come una coppia (v, A∗a) con
v ∈ TU, A ∈ g, a ∈ G.

lem:1329 Lemma 2.6.2. È

eq:22.5.b2aeq:22.5.b2a (2.6.2) Ψ∗Uω = Ad(a−1)ωU + a−1da,

ove abbiamo indicato con a−1da la forma di Maurer-Cartan di G.

Notiamo che, nella (
eq:22.5.b2aeq:22.5.b2a
2.6.2) il primo addendo a secondo membro opera sui

vettori di TU, il secondo su quelli di TG; è cioè

Ψ∗Uω(v, A∗a) = Ad(a−1)ωU(v) + A, ∀v ∈ TU, ∀A ∈ g, ∀a ∈ G.

Dimostrazione. Con le notazioni introdotte alla fine di §
sec:13.1sec:13.1
2.1, abbiamo

dΨU = dσU · a + σU · da.

È poi

ω(dσU(v)a) = Ad(a−1)ω(dσU(v)) = Ad(a−1)ωU(v), ∀v ∈ TU, ∀a ∈ G,
ω(σU · da(A∗)) = ω(σU A∗) = ω(A?) = A, ∀A ∈ g, ∀a ∈ G.

Da queste relazioni ricaviamo la (
eq:22.5.b2aeq:22.5.b2a
2.6.2). �

Sia ora A = {(Uα, σα)} un atlante di trivializzazione di ξ. Poniamo per
semplicità

ωα = σ∗αω, ω̃α = Ψ∗αω

per indicare le forme di Christoffel delle trivializzazioni locali dell’atlante e i pull-
back ω̃α della forma di Cartan mediante le trivializzazioni locali

Ψα : Uα ×G 3 (p, a) −→ σα(p)a ∈ P|Uα .

4Elwin Bruno Christoffel (10/11/1829, Montjoie, ora Monschau (villaggio tedesco vicino ad
Aquisgrana e alla frontiera belga) - 15/3/1900 Strasburgo) matematico e fisico tedesco. Ha lavo-
rato su applicazioni conformi, teoria del potenziale, teoria degli invarianti, analisi tensoriale, fisica
matematica, geodesia e onde d’urto. Oltre ai simboli di Christoffel, sono note le applicazioni di
Schwarz-Christoffel, mappe conformi dei poligoni semplici sul semipiano superiore.
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Notazione 2.6.3. Siano5 ψα,β = σ−1
α σβ ∈ C∞(Uα,β,G) le funzioni di transizione

dell’atlante A . Per ogni coppia di indici α, β per cui Uα,β , ∅ indichiamo con

eq:22.4.2eq:22.4.2 (2.6.3) θα,β = ψ∗α,βωG = ψ−1
α,βdψα,β ∈ C∞(Uα,β, g)

il pullback della forma di Maurer-Cartan ωG = a−1da di G mediante la funzione di
transizione ψα,β.

Vale il seguente:

Teorema 2.6.4. Siano A = {(Uα, σα)}α∈I un atlante di trivializzazione di ξ, con
funzioni di transizione {ψα,β = σ−1

α σβ ∈ C∞(Uα,β,G)}, ed{ωα ∈ Ω1(Uα, g)}α∈I una
famiglia di forme differenziali, definite sugli aperti Uα dell’atlante A , ed a valori
in g. Allora:

(1) Vi è al più una connessione principale Γ su ξ di cui le {ωα} siano le forme
di Christoffel di Γ rispetto alle trivializzazioni locali dell’atlante A .

(2) Condizione necessaria e sufficiente affinché le {ωα} siano le forme di
Christoffel di una connessione principale Γ su ξ è che siano verificate le

ωβ = Ad(ψ−1
αβ)ωα + ψ−1

α,βdψα,β su Uα,β (equazioni di gauge).eq:cop.2.ceq:cop.2.c (2.6.4)

Dimostrazione. L’unicità segue dal Lemma
lem:1329lem:1329
2.6.2, in quanto, per (

eq:22.5.b2aeq:22.5.b2a
2.6.2), le ω̃α

sono determinate dalle ωα e a loro volta determinano univocamente le restrizioni
di ω agli aperti P|Uα .

Per dimostrare la seconda affermazione, basterà verificare che le equazioni di
gauge esprimono una condizione necessaria e sufficiente affinché risulti

eq:cop14eq:cop14 (2.6.5) Ψα∗ω̃α = Ψβ∗ω̃β su P|Uα,β

e quindi le {Ψα∗ω̃α} si rincollino e definiscano una forma di connessione ω su P.
Le (

eq:cop14eq:cop14
2.6.5) sono equivalenti a

eq:cop15eq:cop15 (2.6.6) (Ψ−1
α ◦ Ψβ)∗ω̃α = ω̃β su Uα,β ×G.

Indichiamo con (p, b) il punto generico in Uβ ×G e con (p, a) il punto generico di
Uα ×G. Allora

Ψ−1
α ◦ Ψβ(p, b) = (p, σα(p)−1σβ(p) b) = (p, ψα,β(p)b), ∀p ∈ Uα,β, ∀a ∈ G

e b = ψ−1
α,β(p)a = ψβ,αa. Abbiamo quindi

(Ψ−1
α Ψβ)∗ω̃β = (Ψ−1

α Ψβ)∗(Ad(b−1)ωβ + b−1db)

= Ad([ψβ,αa]−1)(Ad(ψ−1
α,β)ωα + ψ−1

α,βdψα,β) + [ψ−1
β,αa]−1((dψβ,α)a + ψ−1

β,αda)

= Ad(a−1)ωα + Ad(a−1)[(dψα,β)ψβ,α + ψα,βdψβ,α] + a−1da.

Poiché ψα,βψβ,α = eG, è [(dψα,β)ψβ,α+ψα,βdψβ,α] = 0. Otteniamo cosı̀ l’uguaglian-
za (Ψ−1

α Ψβ)∗ω̃β = ω̃α. La dimostrazione è completa. �

5Indichiamo con Uα1 ,...,αh l’intersezione Uα1 ∩ · · · ∩ Uαh .
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Osservazione 2.6.5. Identificando T (Uα × G) al prodotto cartesiano TUα × TG,
possiamo descrivere il pullback su Uα × G della distribuzione orizzontale su P
mediante

eq:13613eq:13613 (2.6.7) Ψ∗αHσα(p)a = {Xp − [ωα(Xp)]∗a | Xp ∈ TpM}, ∀p ∈ Uα, ∀a ∈ G.

2.7. Sollevamento orizzontale di campi di vettori

Sia assegnata una connessione principale Γ su ξ, con forma di Cartan ω. Per
ogni σ ∈ P l’applicazione

(2.7.1) HσP 3 Xσ−→dπ(σ)(Xσ) ∈ Tπ(σ)M

è un isomorfismo lineare. La sua inversa

(2.7.2) hσ : Tπ(σ)M−→HσP

ci permette di definire l’applicazione

cop.1.4cop.1.4 (2.7.3) h : X(M) 3 X−→X̃ ∈H (P), con X̃σ = hσ(Xπ(σ)), ∀σ ∈ P.

Definizione 2.7.1. Il campo X̃ ∈ X(P) è il sollevamento orizzontale di X ∈ X(M).

Si verifica facilmente che vale il seguente :

Proposizione 2.7.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché X̃ ∈ X(P) sia il
sollevamento orizzontale di X ∈ X(M) è che siano soddisfatte le due condizioni:

ω(X̃) = 0,eq:cop.ieq:cop.i (i)

dπ(X̃) = X.eq:cop.iieq:cop.ii (ii)

Queste due proprietà implicano che:

(Ra)∗(X̃) = X̃ ∀a ∈ G .eq:cop.iiieq:cop.iii (iii)

Il sollevamento orizzontale (
cop.1.4cop.1.4
2.7.3) è un’applicazione R-lineare che soddisfa:

h( f X) = π∗( f )X̃, ∀ f ∈ C∞(M) , ∀X ∈ X(M),(a)

dπ([X̃, Ỹ])) = [X,Y], ∀X,Y ∈ X(M) . �(b)

Osservazione 2.7.3. Il commutatore del sollevamento orizzontale a P di due cam-
pi di vettori su M è invariante rispetto alle traslazioni a destra, soddisfa cioè la
proprietà (

eq:cop.iiieq:cop.iii
iii), ma può non essere orizzontale, non soddisfare cioè la (

eq:cop.ieq:cop.i
i).

2.8. Sollevamento orizzontale di cammini e trasporto parallelo
sec:14.14

Indichiamo con C 1
tr ([0, 1],M) l’insieme delle curve di classe C 1 a tratti in M.

Proposizione 2.8.1 (Sollevamento orizzontale dei cammini). Siano γ ∈ C 1
tr ([0, 1],M)

e σ0 ∈ P, con π(σ0) = γ(0). Allora esiste un unico cammino γ̃σ0 ∈ C 1
tr ([0, 1], P),

tale che

eq:22.4a.1eq:22.4a.1 (2.8.1)


γ̃σ0(0) = σ0,

π ◦ γ̃σ0(t) = γ(t), ∀t ∈ [0, 1],

d±γ̃σ0(t)
dt

∈ HP, ∀t ∈ [0, 1].
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Dimostrazione. Possiamo limitarci al caso in cui γ ∈ C 1([0, 1],M). Poiché il
fibrato ξ è localmente banale, esiste senz’altro una curva γP ∈ C 1([0, 1], P) tale cheγP(0) = σ0,

π ◦ γP(t) = s(t), ∀t ∈ [0, 1].

Cerchiamo allora la γ̃σ0 nella forma

γ̃σ0(t) = γP(t) · a(t), con a ∈ C 1([0, 1],G).

Poiché
dγ̃σ0(t)

dt
= γ̇P(t)a(t) + γP(t)ȧ(t),

la condizione che γ̃σ0 sia orizzontale si può riscrivere mediante

0 = ω

(
dγ̃σ0(t)

dt

)
= ω(γ̇P(t)a(t)) + ω(γP(t)ȧ(t)) = ω(dRa(t)(γ̇P)) + ωG(ȧ(t))

= Ad(a(t)−1) ◦ ω(γ̇P) + a(t)−1ȧ(t).

La a(t) deve essere quindi soluzione dell’equazione

ȧ a−1 = ω(γ̇P).

Per la Proposizione
prop:fp.1.1prop:fp.1.1
1.3.10, quest’equazione ammette una ed una sola soluzione, e

quindi anche la (
eq:22.4a.1eq:22.4a.1
2.8.1) ha una ed una sola soluzione. �

Definizione 2.8.2. L’unica soluzione γ̃σ0 di (
eq:22.4a.1eq:22.4a.1
2.8.1) si dice il sollevamento orizzon-

tale di γ a partire dal punto σ0.

Sia γ ∈ C 1
tr ([0, 1],M).

Definizione 2.8.3. Il trasporto parallelo lungo γ, è l’applicazione

eq:22.4a.2eq:22.4a.2 (2.8.2) τγ : Pγ(0) 3 σ −→ γ̃σ(1) ∈ Pγ(1).

Vale la seguente:

prop:22.4a.2 Proposizione 2.8.4. Il trasporto parallelo gode delle seguenti proprietà:
(1) Per ogni γ ∈ C 1

tr ([0, 1],M) la τγ : Pγ(0)→Pγ(1) è invertibile e6

τ−1
γ = τγ−1 .eq:22.4a.4eq:22.4a.4 (2.8.3)

Inoltre

τγ(σ · a) = (τγ(σ)) · a, ∀σ ∈ Pγ(0), ∀a ∈ G.eq:22.4a.3eq:22.4a.3 (2.8.4)

(2) Se γ, γ1, γ2 ∈ C 1
tr ([0, 1],M) e7 γ = γ1 · γ2, allora

eq:22.4a.3eq:22.4a.3 (2.8.5) τγ = τγ2 ◦ τγ1 .

6Indichiamo con γ−1 la curva γ−1(t) = γ(1 − t).

7Ricordiamo che γ1 · γ2(t) =

γ1(2t) se 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

γ2(2t − 1) se 1
2 ≤ t ≤ 1.
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2.9. Il gruppo di olonomia
sec:13.9

Notazione 2.9.1. Per ogni punto p ∈ M indichiamo con L (p) lo spazio dei laccetti
in p, di classe8 C 1 a tratti. Ogni elemento γ di L (p) definisce un elemento [γ] del
gruppo fondamentale π1(M, p) di M con punto base p. Denotiamo con L0(p)
l’insieme dei laccetti γ con [γ] = 0.

Fissata una connessione principale Γ su ξ = (P
π
−−→ M), il trasporto parallelo

associa ad ogni laccetto γ ∈ L (p) un’applicazione τγ della fibra Pp in sé

eq:cop.9.3eq:cop.9.3 (2.9.1) τγ : Pp 3 σ −→ γ̃σ(1) ∈ Pp.

Lemma 2.9.2. Per ogni p ∈ M, l’insieme

eq:22.5.1eq:22.5.1 (2.9.2) Φ(p) = {τγ | γ ∈ L (p)}

dei trasporti paralleli corrispondenti a laccetti di classe C 1 a tratti in p è un
gruppo di permutazioni di Pp.

L’insieme

eq:22.5.2eq:22.5.2 (2.9.3) Φ0(p) = {τγ | γ ∈ L0(p)}

dei trasporti paralleli corrispondenti a laccetti di L (p) omotopi al laccetto co-
stante è un sottogruppo normale di Φ(p). �

Definizione 2.9.3. Chiamiamo Φ(p) gruppo di olonomia ed il suo sottogruppo
normale Φ0(p) gruppo di olonomia ristretto della connessione Γ in p.

Ad ogni σ ∈ Pp associamo un monomorfismo del gruppo di olonomia nel
gruppo strutturale mediante:

eq:cop.9.6eq:cop.9.6 (2.9.4) ρσ : Φ(p) 3 τγ −→ a = σ−1 ◦ τγ(σ) ∈ G.

Definizione 2.9.4. I sottogruppi Φ(σ) = ρσ(Φ(p)) di G e Φ0(σ) = ρσ(Φ0(p)) si
dicono rispettivamente gruppo di olonomia e di olonomia ristretta di Γ in σ ∈ P.

Proposizione 2.9.5. Il gruppo di olonomia ristretta Φ0(σ) è un sottogruppo nor-
male del gruppo di olonomia Φ(σ). �

Osservazione 2.9.6. Consideriamo in P la relazione di equivalenza “∼” che identi-
fica due elementi σ1, σ2 ∈ P se è possibile trovare una curva orizzontale, di classe
C 1 a tratti, con punto iniziale σ1 e punto finale σ2. Allora

(2.9.5) Φ(σ) = {a ∈ G |σ · a ∼ σ}.

Proposizione 2.9.7. (1) Se p ∈ M, σ ∈ Pp, a ∈ G, allora

eq:13166eq:13166 (2.9.6) Φ(σa) = ad(a−1)(Φ(σ)), Φ0(σa) = ad(a−1)(Φ0(σ)).

8Possiamo definire i gruppi di olonomia utilizzando laccetti di classe C k a tratti, per k ≥ 1. Un
teorema di Nomizu e Ozeki [On the degree of differentiability of curves used in the definition of the
holonomy group, Bull. Amer. Math. Soc. 68 (1962), 74-75] ci dice che diversi gradi di regolarità
(1 ≤ k ≤ ∞) danno gli stessi gruppi di olonomia.
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(2) Se σ0, σ1 ∈ P possono essere congiunti con una curva orizzontale di
classe C 1 a tratti, allora

(2.9.7) Φ(σ1) = Φ(σ0), Φ0(σ1) = Φ0(σ0).

(3) In particolare, se M è connesso, allora tutti i gruppi di olonomia Φ(σ),
al variare di σ in P, sono coniugati tra loro come sottogruppi di G.

Dimostrazione. (1) È γ̃σa = γ̃σa e quindi

(σa)−1γ̃σa(1) = a−1σ−1γ̃(1)a = ad(a−1)(σ−1γ̃σ(1)),

da cui segue la (
eq:13166eq:13166
2.9.6).

(2) Sia s̃ una curva orizzontale di classe C 1 a tratti che congiunga σ0 a σ1 ed
s = π ◦ s̃ la sua proiezione su M. Per ogni a ∈ Φ(σ0), possiamo trovare un laccetto
γ ∈ L (π(σ0)) tale che γ̃σ0(1) = σ0a. La curva s̃a è una curva orizzontale di
estremi σ0a e σ1a. Quindi la curva (s̃a) · γ̃σ0 · s̃

−1 è una curva orizzontale che rialza
il laccetto s · γ · s−1 ∈ L (π(σ1)) e che congiunge σ1 a σ1a. Questo dimostra che
a ∈ Φ(σ1). Quindi Φ(σ0) ⊂ Φ(σ1). Ripetendo lo stesso ragionamento possiamo
dimostrare anche l’inlcusione opposta. Per completare la dimostrazione del punto
(2), basta osservare che s · γ · s−1 ∈ L0(π(σ1)) se γ ∈ L0(π(σ0)).

La (3) è conseguenza immediata della (2) e della (1). �

Vale9 il :

thm:13244 Teorema 2.9.8. Sia ξ = (P
π
−→ M) un fibrato principale con gruppo strutturale G,

con base connessa, su cui abbiamo fissato una connessione principale Γ. Sia σ0
un punto di P. Allora:

(a) Φ0(σ0) è un sottogruppo di Lie connesso di G.
(b) Φ0(σ0) è un sottogruppo normale di Φ(σ0) ed il quoziente Φ(σ0)/Φ0(σ0)

è al più numerabile.
(c) In particolare, Φ(σ0) è un sottogruppo di Lie di G, e Φ0(σ0) è la sua

componente connessa dell’identità.

Dimostrazione. Sia γ ∈ L0(p) un laccetto omotopo all’identità. Se F : [0, 1]×
[0, 1] → M è un’omotopia di laccetti di classe C 1 a tratti di γ con il laccetto
costante, allora [0, 1] 3 t → σ−1

0 τFt (σ0) è un cammino continuo in Φ0(σ0) che
congiunge σ−1

0 τγ(σ0) con l’identità. Per il teorema di Freudenthal citato nella nota,
ne segue che Φ0(σ0) è un sottogruppo di Lie di G.

La seconda affermazione segue dal fatto che Φ0(σ0) è un sottogruppo normale
ed abbiamo un omomorfismo surgettivo

π1(M) −→ Φ(σ0)/Φ0(σ0).

Poiché M è connesso e paracompatto, il suo gruppo fondamentale è al più nume-
rabile e da questa osservazione ricaviamo la tesi. �

9 Per la dimostrazione di questo risultato, è utile utilizzare il seguente teorema di Freudenthal
[Die Topologie der Lieschen Gruppen als algebraisches Phänomen I Ann. of Math. 42 (1941) 1051-
1074]: Un sottogruppo H connesso per archi di un gruppo di Lie G, in cui ogni coppia di punti si
possa congiungere con un arco di classe C 1 a tratti, è un sottogruppo di Lie di G.
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Dal Teorema
thm:13244thm:13244
2.9.8 segue subito il

thm:13245 Teorema 2.9.9 (di riduzione). Sia ξ = (P
π
−→ M) un fibrato principale con gruppo

strutturale G, e supponiamo M connesso e paracompatto. Sia Γ una connessione
principale su ξ. Fissiamo σ0 ∈ P e sia P(σ0) l’insieme dei punti di P che possono
essere congiunti a σ0 da un cammino orizzontale. Allora:

(i) ξσ0 = (P(σ0)
π
−−→ M) è un sottofibrato principale di ξ, con gruppo

strutturale Φ(σ0).
(ii) La connessione Γ su ξ si riduce ad una connessione Γ′ su ξσ0 .

Definizione 2.9.10. Chiamiamo ξσ0 il fibrato d’olonomia per σ0.





CAPITOLO 3

Differenziazione covariante e curvatura
ch:13a

3.1. Differenziale di forme tensoriali e pseudotensoriali
sec:138

Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale, con gruppo strutturale G. Nel seguito

di questo paragrafo penseremo fissata una connessione principale Γ su ξ ed una rap-
presentazione lineare (ρ,V) del suo gruppo strutturale. Nel §

sec:12112sec:12112
1.11.2 del Capitolo

ch:fpch:fp
1

abbiamo definito le forme tensoriali e pseudotensoriali associate a (ρ,V).

Osservazione 3.1.1. La forma di Cartan ω di Γ è un esempio di forma pseudoten-
soriale di tipo (Ad, g), che non è tensoriale se g , 0.

Definizione 3.1.2. Il differenziale esterno covariante Dφ ∈ Ωq+1
ρ,0 (P,V) di una q-

forma pseudotensoriale φ ∈ Ωq
ρ(P,V), è definito da:

Dφ(X0, X1, . . . , Xq) = dφ(prh(X0), prh(X1), . . . , prh(Xq))(3.1.1)
∀X0, X1, . . . , Xq ∈ X(P).

Teorema 3.1.3. Sia φ ∈ Ω
q
ρ(P,V) una q-forma pseudotensoriale di tipo (ρ,V).

Allora:
(a) φ ◦ prh è una q-forma tensoriale di tipo (ρ,V);
(b) dφ è una (q + 1)-forma pseudotensoriale di tipo (ρ,V);
(c) Dφ = (dφ) ◦ prh è una (q + 1)-forma tensoriale di tipo (ρ,V). �

Alla rappresentazione lineare (ρ,V) del gruppo di Lie G corrisponde una rap-
presentazione (ρ∗,V) della sua algebra di Lie g, definita da

eq:14.6.6eq:14.6.6 (3.1.2) ρ∗(A)v = dρe(A)(v) =
(

d
dt

)
t=0
ρ(etA) · v, ∀A ∈ g, ∀v ∈ V.

La ρ∗ : g→ glR(V) è una rappresentazione lineare dell’algebra di Lie g: è cioè
lineare e soddisfa

eq:14.6.7eq:14.6.7 (3.1.3) ρ∗([A, B]) = [ρ∗(A), ρ∗(B)], ∀A, B ∈ g.

Notazione 3.1.4. Ricordiamo la notazione introdotta nella Definizione
def:14.6.3def:14.6.3
1.11.14.

Data una forma pseudotensoriale φ ∈ Ωq
ρ(P,V), di tipo (ρ,V), indichiamo con

ω ∧ρ φ ∈ Ω
q+1(P,V) la forma

eq:cop.3.4eq:cop.3.4 (3.1.4) (ω ∧ρ φ)(X0, . . . , Xq) =

q∑
h=0

(−1)h [
ρ∗(ω(Xh))

]
(φ(X0, . . . , X̂h, . . . , Xq)).

Vale il seguente :

43
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LMMACB Lemma 3.1.5. Se φ ∈ Ωq
ρ,0(P,V) è una r-forma tensoriale di tipo (ρ,V), allora

eq:cop.3.5eq:cop.3.5 (3.1.5) Dφ = dφ + ω ∧ρ φ.

Dimostrazione. Basta verificare che

eq:1389eq:1389 (∗) Dφ(X0, . . . , Xq) = dφ(X0, . . . , Xq) + (ω ∧ρ φ)(X0, . . . , Xq)

quando X0, . . . , Xq siano o campi verticali fondamentali associati ad elementi del-
l’algebra di Lie g, oppure sollevamenti orizzontali di campi di vettori su M. La
formula è banalmente vera quando gli Xi siano tutti orizzontali ed anche quando
almeno due di essi siano campi fondamentali, corrispondenti cioè ad elementi di g.

Basterà dunque dimostrare la (
eq:1389eq:1389
∗) nel caso in cui X0 = A? con A ∈ g ed Xi = Z̃i

con Zi ∈ X(M), per 1 ≤ i ≤ q, siano sollevamenti orizzontali. Ricordiamo la
relazione fondamentale tra il differenziale e la derivata di Lie:

LX0φ = X0cdφ + d(X0cφ).

Da essa ricaviamo che

(LA?φ)(X1, . . . , Xq) = dφ(A?, X1, . . . , Xh) + d(A?c φ)(X1, . . . , Xh)

= dφ(A?, X1, . . . , Xh)

perché A?c φ = 0 in quanto φ è tensoriale. Il campo A? è il generatore infinitesi-
male di t → Rexp(tA). Abbiamo perciò

(LA?φ) (Z̃1, . . . , Z̃q) =
dR∗exp(tA)(φ)

dt

∣∣∣∣∣∣∣
t=0

(Z̃1, . . . , Z̃q))

=
dρ(exp(−tA)) · φ

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(Z̃1, . . . , Z̃q)

= −dρ(e)(A)(φ(Z̃1, . . . , Z̃q)) = −(ω ∧ρ φ)(A?, Z̃1, . . . , Z̃q)

e quindi
dφ(A?, Z̃1, . . . , Z̃q) + (ω ∧ρ φ)(A?, Z̃1, . . . , Z̃q) = 0.

La (
eq:1389eq:1389
∗) è verificata, perché

Dφ(A?, Z̃1, . . . , Z̃q) = (A?cDφ)(Z̃1, . . . , Z̃q) = 0,

in quanto Dφ è tensoriale. �

3.2. Differenziazione covariante di sezioni di fibrati vettoriali
sec:14.8

Indichiamo con ξV il fibrato vettoriale associato ad una rappresentazione li-
neare (ρ,V) del gruppo strutturale G di ξ. Utilizzando l’isomorfismo ΛV descritto
nella Proposizione

prop:12138prop:12138
1.11.18, e il differenziale esterno covariante, possiamo dare la

seguente definizione.

Definizione 3.2.1. La differenziazione covariante d∇ (o connessione lineare) su
ξV , associata alla connessione principale Γ su ξ, è l’applicazione lineare

eq:14.8.5eq:14.8.5 (3.2.1) d∇ : Ωq(M, EV )
Λ−1

V ◦D◦ΛV
−−−−−−−−→ Ωq+1(M, EV ), q ≥ 0.
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Abbiamo quindi un diagramma commutativo:

Ωr(M, EV )
d∇

−−−−−→ Ωr+1(M, EV )

ΛV

y yΛV

Ωr
ρ,0(P,V)

D
−−−−−→ Ωr+1

ρ,0 (P,V).

prop:14.8.3 Proposizione 3.2.2. Valgono le formule:d∇( f s) = s ⊗ d f + f d∇s ∀ f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(M, EV ),
d∇(s ⊗ β) = s ⊗ dβ + d∇s ⊗ β ∀s ∈ Γ(M, EV ), ∀β ∈ Ωr(M) . �

def:13a33 Definizione 3.2.3. Se X ∈ X(M) ed s ∈ Γ(M, EV ), la sezione d∇s(X) ∈ Γ(M, EV ) si
indica con ∇X s e si dice derivata covariante di s rispetto ad X.

Siano s ∈ Γ(M, EV ), ed s̃ =∈ C∞(P,V) il suo sollevamento (s̃(σ) = σ−1s(π(σ))).
Abbiamo allora

eq:14.8.6eq:14.8.6 (3.2.2) ∇̃X s = X̃ s̃, ∀s ∈ Γ(M, EV ), ∀X ∈ X(M).

Osservazione 3.2.4. Gli elementi diΩq(M, EV ) sono sezioni di un fibrato vettoriale
su M, ma questo non è, in generale, associato ad una rappresentazione lineare di G.
Di una forma di grado positivo possiamo quindi definire il differenziale, ma non la
derivata covariante rispetto ad un campo di vettori.

Lemma 3.2.5. Sia p un punto di M. Abbiamo:

supp d∇φ ⊂ supp φ, ∀φ ∈ Ω∗(M, EV ),(3.2.3)

d∇φ1(p) = d∇φ2(p) se φ1 = φ2 in un intorno di p,(3.2.4)
supp∇X s ⊂ supp X ∩ supp s, ∀X ∈ X(M), ∀s ∈ Γ(M, EV ),(3.2.5) {
∇ f1X1+ f2X2 s = f1∇X1 s + f2∇X2 s,

∀ f1, f2 ∈ C∞(M), ∀X1, X2 ∈ X(M), ∀s ∈ Γ(M, EV ),
(3.2.6)

∇X( f s) = (X f )s + f∇X s, ∀ f ∈ C∞(M), ∀s ∈ Γ(M, EV ),(3.2.7)
∇X(s1 + s2) = ∇X s1 + ∇X s2, ∀X ∈ X(M), ∀s1, s2 ∈ Γ(M, EV ),(3.2.8)
∇X s(p) = ∇Y s(p) se Xp = Yp, ∀s ∈ Γ(M, EV ).(3.2.9)

In particolare, se U è un aperto di M e φ ∈ Ωq(U, EV ), X ∈ X(U), s ∈ Γ(U, EV ),
v ∈ TpM, p ∈ U, possiamo definire senza ambiguità d∇φ ∈ Ωq+1(U, EV ), ∇X s ∈
Γ(U, EV ), ∇vs ∈ EVp .

3.3. Espressione locale del differenziale covariante

Possiamo utilizzare le forme di Christoffel relative ad un atlante di trivializza-
zione di ξ per ricavare espressioni esplicite del differenziale covariante.

Sia A = {(Uα, σα) | α ∈ I} un atlante di trivializzazione di ξ. Data la forma di
Cartan ω di una connessione principale su ξ, abbiamo posto

ωα = σ∗αω ∈ Ω
1(Uα, g), (forme di Christoffel),
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θα,β = ψ∗α,βωG = ψ−1
α,βdψα,β ∈ Ω

1(Uα ∩ Uβ, g).

Il pullback su Uα × G della connessione su ξ per mezzo della trivializzazione ha
forma di Cartan ω̃α = Ad(a−1) ◦ ωα + a−1da. Quindi il sollevamento orizzontale
X̃α ad Uα ×G di un campo X ∈ X(Uα) è definito da1

eq:14.9.0eq:14.9.0 (3.3.1) X̃α = X −
(
Ad(a−1)ωα(X)

)∗.
Fissiamo una rappresentazione lineare (ρ,V) di G e scriviamo per semplicità E

invece di EV per indicare lo spazio totale di ξV . Ad una s ∈ Γ(M, E) associamo le
funzioni sα = σ−1

α s ∈ C∞(Uα,V). Esse si rialzano a funzioni s̃α ∈ C∞(Uα×G,V),
definite da

s̃α(p, a) = ρ(a−1)sα(p), ∀p ∈ Uα, ∀a ∈ G.
Se A ∈ g, abbiamo

A∗ s̃α(p, a) =

(
d
dt

)
t=0

ρ(e−tAa−1)sα(p) = −ρ(a−1)ρ∗(Ad(a)(A))sα(p).

Otteniamo perciò

eq:13132eq:13132 (3.3.2) X̃ s̃α = ρ(a)−1(X − [Ad(a−1)ωα(X)]∗
)
s̃α = ρ(a)−1(Xs + ρ∗(ωα(X))s).

Definizione 3.3.1. Le forme

eq2130eq2130 (3.3.3) γα = ρ∗ ◦ ωα ∈ Ω
1(Uα, glR(V))

si dicono le forme di Christoffel della differenziazione covariante ∇ di ξV , nell’a-
tlante di trivializzazione {(Uα, σα) | α ∈ I}.

Abbiamo dimostrato la seguente :

Proposizione 3.3.2. La differenziazione covariante si esprime, per mezzo delle
forme di Christoffel (

eq2130eq2130
3.3.3), mediante

eq:cop.6.1eq:cop.6.1 (3.3.4) d∇(σα f ) = σα · (d f + γα( f )), ∀ f ∈ C∞(Uα,V).

Più in generale, ogni φ ∈ Ωq(M, E) può essere descritta da una famiglia di
forme differenziali {φα ∈ Ωq(Uα,V)}, caratterizzate da

φ = σαφα su Uα.

Definiamo γα ∧ φα ∈ Ωq+1(Uα,V) ponendo, per ogni X0, . . . , Xq ∈ X(Uα),

γα ∧ φα(X0, . . . , Xq) =
∑q

j=0
(−1) jγα(X j)(φα(X0, . . . , X̂ j, . . . , Xq)).eq:14.9.6eq:14.9.6 (3.3.5)

Possiamo associare ad una ψ ∈ Ωq(Uα,V) la σαψ ∈ Ωq(Uα, EV ) definita da

(σαψ)(X1, . . . , Xq) = σα(p) · ψ(X1, . . . , Xq) ∈ EVp , ∀X1, . . . X1 ∈ X(Uα).eq:14.9.3eq:14.9.3 (3.3.6)

Per la Proposizione
prop:14.8.3prop:14.8.3
3.2.2, otteniamo la formula:

eq:14.9.4eq:14.9.4 (3.3.7) d∇φ = σα · (dφα + γα ∧ φα) su Uα.

1Come in precedenza, abbiamo identificato T (Uα×G) con il prodotto Cartesiano (TUα)×(TG),
ed indicato con B∗ il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente a B ∈ g.
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3.4. Forma di curvatura ed equazioni di struttura

Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale con gruppo strutturale G, su cui sia

stata fissata una connessione principale con forma di Cartan ω. Indichiamo con g
l’algebra di Lie di G. Ricordiamo che ω è pseudotensoriale di tipo (Ad, g).

Definizione 3.4.1. La forma di curvatura di Γ è la 2-forma tensoriale di tipo
(Ad, g):

(3.4.1) Ω = Dω ∈ Ω2
Ad,0(P, g).

Ricordiamo che il fatto che Ω sia una 2-forma tensoriale di tipo (Ad, g) signi-
fica che valgono le:

R∗aΩ = Ad(a−1) ◦Ω ∀a ∈ G(a)
Ω(X,Y) = 0 se X oppure Y è verticale.(b)

TMACURV Teorema 3.4.2. La forma di curvatura soddisfa l’equazione di struttura2

14.7.114.7.1 (3.4.2) Ω = dω + 1
2 [ω ∧ ω].

Dimostrazione. Basta dimostrare che

(∗) Ω(X,Y) =
(
dω + 1

2 [ω ∧ ω]
)

(X,Y)

quando X,Y ∈ X(P) siano o fondamentali, o sollevamenti orizzontali di campi
su M.

Distinguiamo i diversi casi.
Se X = A?, Y = B?, con A, B ∈ g, sono entrambi fondamentali, allora

Ω(X,Y) = 0 e la (∗) si riduce a

dω(A?, B?) = A?(B) − B?(A) − ω([A?, B?]) = −[A, B] = − 1
2 [ω ∧ ω](A?, B?).

Siano ora X = A?, con A ∈ g, ed Y = Z̃, con Z ∈ X(M). Ancora, Ω(X,Y) =

Ω(A?, Z̃) = 0. Poiché ora anche

[ω ∧ ω](A?, Z̃) = 0,

in quanto ω(Z̃) = 0, la (∗) si riduce a

dω(A?, Z̃) = A?(0) − Z̃(A) − ω([A?, Z̃]) = −ω([A?, Z̃]) = 0.

Infatti, [A?, Z̃] = LA?(Z̃) = 0 perché Z̃ è invariante rispetto all’azione di G su P.
Infine, nel caso in cui X = Z̃1, Y = Z̃2, con Z1,Z2 ∈ X(M), la (∗) si riduce ad

[ω ∧ ω](Z̃1, Z̃2) = 0, e Dω(Z̃1, Z̃2) = dω(Z̃1, Z̃2). �

Osservazione 3.4.3. In particolare, abbiamo

eq:14.7.3aeq:14.7.3a (3.4.3) Ω(Z̃1, Z̃2) = −ω([Z̃1, Z̃2]), ∀Z1,Z2 ∈ X(M).

Il tensore di curvatura misura quindi la non integrabilità formale della distribuzione
orizzontale.

2Non possiamo utilizzare la (
eq:cop.3.5eq:cop.3.5
3.1.5) per il calcolo del differenziale esterno covariante di ω,

perché ω è pseudotensoriale, ma non tensoriale.
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TMABIAN Teorema 3.4.4 (identità di Bianchi). La forma di curvatura Ω soddisfa l’identità
differenziale di Bianchi

eq294eq294 (3.4.4) DΩ = 0.

Dimostrazione. Poiché Ω ∈ Ω2
Ad,0(P, g) è una 2-forma tensoriale di tipo (g,Ad),

abbiamo per il Lemma
LMMACBLMMACB
3.1.5 e per l’equazione di struttura :

DΩ = dΩ + [ω ∧Ω]

= d(dω + 1
2 [ω ∧ ω]) + [ω ∧Ω]

= 1
2 ([dω ∧ ω] − [ω ∧ dω]) + [ω ∧ dω] + 1

2 [ω ∧ [ω ∧ ω]]

= 1
2 [ω ∧ [ω ∧ ω]] = 0,

perché una 3-forma tensoriale che si annulli sui vettori orizzontali è nulla. �

3.5. Connessioni piatte

In questo paragrafo consideriamo il caso di connessioni principali con forma
di curvatura nulla.

Definizione 3.5.1. Sia ξ = (M × G
π
−→ M) il fibrato banale e πG : M × G → G

Denotiamo con la proiezione sulla seconda coordinata. Il pullbackω = π∗GωG della
forma di Maurer-Cartan su G è la forma di Cartan di una connessione principale
su ξ, che si dice la connessione canonica.

Definizione 3.5.2. Chiamiamo piatta una connessione principale localmente iso-
morfa alla connessione canonica.

Teorema 3.5.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché una connessione prin-
cipale sia piatta è che la sua forma di curvatura sia identicamente nulla.

Dimostrazione. Infatti, la forma di curvatura è nulla se e soltanto se la distri-
buzione orizzontale è formalmente e quindi completamente integrabile. �

Teorema 3.5.4. Se la sua base M è semplicemente connessa, ilfibrato principale
ξ ammette una connessione principale piatta se e soltanto se è isomorfo al fibrato
banale, ed una connessione piatta su ξ è isomorfa alla connessione canonica.

Osservazione 3.5.5. In generale, se ξ ammette una connessione principale, le fo-
glie complete della sua distribuzione orizzontale sono tra loro diffeomorfe e sono
dei rivestimenti della base M.

3.6. La famiglia delle connessioni principali

Se ω ed ω′ sono le forme di Cartan di due connessioni principali su ξ, la
differenza η = ω′ − ω è una uno-forma tensoriale di tipo (Ad, g) e quindi definisce
una forma ϕ ∈ Ω1(M,Vg). Abbiamo quindi

Proposizione 3.6.1. Lo spazio delle connessioni principali su ξ è uno spazio affine
con spazio vettoriale associato ΩAd,0(P) ' Ω1(M,Vg).
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Osservazione 3.6.2. Utilizziamo le notazioni introdotte nei paragrafi precedenti.
La forma di Christoffelωα = σ∗αω si può interpretare come l’elemento diΩ1(M,Vg)
che corrisponde alla differenza tra Ψ∗αω e la connessione canonica su Uα ×G.

3.7. Rappresentazione aggiunta e tensore di curvatura

Indichiamo con ξg = (Eg
πg
−−→ M) il fibrato vettoriale corrispondente alla rap-

presentazione aggiuntadi G. L’isomorfismo Λg : Ω∗(M, Eg) → Ω∗Ad,0(P, g) del-
la Proposizion

prop:12138prop:12138
1.11.18 e la Proposizione

prop:13218prop:13218
1.11.15 ci permettono di introdurre la

seguente3

Definizione 3.7.1. Se φ ∈ Ωr(M, Eg) e ψ ∈ Ωs(M, EV ), per una rappresentazione
lineare (ρ,V) di G, definiamo φ ∧ρ ψ come la forma in Ωr+s(M, EV ) tale che

eq:14.t.0eq:14.t.0 (3.7.1) ΛV (φ ∧ρ ψ) = Λg(φ) ∧ρ ΛV (ψ).

Nel caso in cui φ, ψ ∈ Ω∗(M, Eg), useremo la notazione

[φ ∧ ψ] per indicare φ ∧Ad ψ.

Definizione 3.7.2. Se ψ ∈ Ωp(M, EV ) ed α ∈ Ωq(M), indichiamo con ψ ∧ α
l’elemento di Ωp+q(M, EV ) definito da

eq:13142eq:13142 (3.7.2) (ψ ∧ α)(X1, . . . , Xp+q) =
∑′

(−1)pε(k)α(Xkp+1 , . . . , Xkp+q)ψ(Xk1 , . . . , Xkp),

per ogni X1, . . . , Xp+q ∈ X(M), ove la somma è estesa a tutte le permutazioni k di
{1, . . . , p + q} con k1 < · · · < kp e kp+1 < · · · < kp+q.

Osservazione 3.7.3. Se φ ∈ Ωp(M, Eg), ψ ∈ Ωq1(M, EV ) ed α ∈ Ωq2(M), allora

eq:13141eq:13141 (3.7.3) φ ∧ρ (ψ ∧ α) = (φ ∧ρ ψ) ∧ α.

lem:13231 Lemma 3.7.4. Ogni elemento di Ωp(M, EV ) si può scrivere come una somma lo-
calmente finita di forme s · α con s ∈ Γ(M, EV ), α ∈ Ωp(M). �

Le formule (
eq:13142eq:13142
3.7.2) e (

eq:13141eq:13141
3.7.3) ed il Lemma

lem:13231lem:13231
3.7.4 ci saranno utili per semplificare,

più avanti, il calcolo di alcune espressioni.
La forma di curvatura Ω di una connessione principale Γ su ξ è di tipo ten-

soriale per la rappresentazione aggiunta di G. Essa determina quindi un elemento
R ∈ Ω2(M, Eg) tale che

eq:13148eq:13148 (3.7.4) R(Xp,Yp) = σΩ(X̃σ, Ỹσ), ∀X,Y ∈ X(M), ∀p ∈ M, ∀σ ∈ Pp.

Definizione 3.7.5. Il tensore alternato R ∈ Ω2(M, Eg) definito dalla (
eq:13148eq:13148
3.7.4) si dice

tensore di curvatura della connessione principale Γ su ξ.

Teorema 3.7.6. Siano {ωα} le forme di Christoffel di Γ in un atlante di trivializza-
zione A = {(Uα, σα) | α ∈ I} di ξ. Allora

eq:14.t.4eq:14.t.4 (3.7.5) R|Uα = σα · (dωα + 1
2 [ωα ∧ ωα]), ∀α ∈ I.

3cf. la Definizione
def:14.6.3def:14.6.3
1.11.14
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Dimostrazione. Per la Proposizione
prop:12139prop:12139
1.11.19, abbiamo

R|Uα = σα · σ
∗
αΩ = σα · σ

∗
α

(
dω + 1

2 [ω ∧ ω]
)

= σα ·
(
dωα + 1

2 [ωα ∧ ωα]
)
.

�

thm:14.10.2 Teorema 3.7.7. Sia (ρ,V) una rappresentazione lineare di G. Allora, per ogni
φ ∈ Ωq(M, EV ) abbiamo

eq:14.t.3eq:14.t.3 (3.7.6) (d∇)2φ = d∇d∇φ = R ∧ρ φ.

Dimostrazione. Se s ∈ Γ(M, EV ) ed α ∈ Ωq(M), abbiamo:

d∇d∇(sα) = d∇((d∇s)∧α)+s dα) = (d∇d∇s)∧α−d∇s∧dα+d∇s∧dα = (d∇d∇s)∧α.

Utilizzando il Lemma
lem:13231lem:13231
3.7.4 possiamo limitarci quindi a dimostrare la formula nel

caso in cui φ = s ∈ Ω0(M, EV ) = Γ(M, EV ). Abbiamo

D2 s̃ = D(ds̃ + ω ∧ρ s̃) = dω ∧ρ s̃ − ω ∧ρ ds̃ + ω ∧ρ (ds̃ + ω ∧ρ s̃)
= dω ∧ρ s̃ + ω ∧ρ (ω ∧ρ s̃).

Per completare la dimostrazione della (
eq:14.t.3eq:14.t.3
3.7.6) è sufficiente osservare che D2 s̃ è una

due-forma tensoriale di tipo (ρ,V) e che l’uguaglianza D2 s̃ = Ω∧ρ s̃ è verificata su
ogni coppia di campi di vettori orizzontali. �

cor:14.10.3 Corollario 3.7.8. Se s ∈ Γ(M, EV ), abbiamo

R(X,Y) ∧ρ s = ∇X∇Y s − ∇Y∇X s − ∇[X,Y]s,eq:14.t.7eq:14.t.7 (3.7.7)
∀X,Y ∈ X(M), ∀s ∈ Γ(M, EV ).

Dimostrazione. Siano X,Y ∈ X(M), s ∈ Γ(M, EV ). Posto φ = d∇s, abbiamo
φ̃(Z̃) = Z̃ s̃ = ∇̃Z s per ogni Z ∈ X(M) e quindi:

dφ̃(X̃, Ỹ) = X̃φ̃(Ỹ) − Ỹφ̃(X̃) − φ̃([X̃, Ỹ]) = (X̃Ỹ − Ỹ X̃ − ˜[X,Y])s̃,

= σ−1(∇X∇Y s − ∇Y∇X s − ∇[X,Y]s) ◦ π.

Per il teorema
thm:14.10.2thm:14.10.2
3.7.7 otteniamo la (

eq:14.t.7eq:14.t.7
3.7.7). �

3.8. Trasporto parallelo di vettori
sec13151

Il sollevamento orizzontale di cammini descritto nel §
sec:14.14sec:14.14
2.8 del Capitolo

ch:cpch:cp
2 ci per-

mettere di definire il trasporto parallelo lungo i cammini in M di vettori dei fibrati
vettoriali associati alle rappresentazioni lineari del suo gruppo strutturale.

Sia γ ∈ C 1
tr ([0, 1],M) e γ̃σ0 ∈ C 1

tr ([0, 1], P) il suo sollevamento orizzontale
a partire dal punto σ0 ∈ Pγ(0). Se (ρ,V) è una rappresentazione lineare di G e
υ0 ∈ EV,s(0), allora v0 = σ−1

0 υ0 ∈ V e γ̃σ0(t)v0 è un sollevamento differenziabile di
γ ad un cammino in C 1

tr ([0, 1], EV ), con punto iniziale υ0.
Se σ′0 è un altro punto di Pγ(0), è σ′0 = σ0a per un elemento a ∈ G ed il

sollevamento orizzontale di γ con punto iniziale σ′0 è γ̃σ′0(t) = γ̃σ0(t) · a. Poiché

v′0 = σ′0
−1υ0 = (σ0a)−1υ0 = ρ(a−1)σ−1

0 υ0 = ρ(a−1)v0,

otteniamo γ̃σ′0(t)v′0 = γ̃σ0(t) · av′0 = γ̃σ0(t)v0.



3.9. DIFFERENZIAZIONE COVARIANTE SECONDO KOSZUL 51

La curva γ̃υ0(t) = γ̃σ0(t)v0 in EV è quindi indipendente dalla scelta del punto
iniziale σ0 in Pγ(0).

Definizione 3.8.1. La curva γ̃υ0 = γ̃σ0(t)σ−1
0 υ0 ∈ C 1

tr ([0, 1], EV ) si dice il trasporto
parallelo di υ0 lungo la curva γ.

Possiamo considerare una curva ν ∈ C 1([0, 1], EV ) come un campo di vettori
lungo il cammino γ ∈ C 1([0, 1],M) definito dalla sua proiezione γ(t) = πV (ν(t)).
Se γ̃σ0 ∈ C 1([0, 1], P) è il sollevamento orizzontale di γ di punto inizialeσ0 ∈ Pγ(0),
la composizione vσ0(t) = (γ̃σ0(t))−1ν(t) è un cammino vσ0 ∈ C 1([0, 1],V) e pos-
siamo quindi calcolarne la derivata v̇σ0 = d

dt vσ0 . Se a ∈ G e σ′0 = σ0a, allora
γ̃σ′0(t) = γ̃σ0(t) · a è il sollevamento di γ con punto iniziale σ′0. Quindi vσ′0 è a−1vσ0

ed abbiamo perciò
γ̃σ0(t)v̇σ0 = γ̃σ′0 v̇σ′0 .

Quindi γ̃σ0 v̇σ0 è un campo di vettori lungo γ, indipendente dalla scelta del punto
iniziale σ0 del sollevamento. Possiamo introdurre quindi la

Definizione 3.8.2. Sia ν ∈ C 1([0, 1], EV ) un campo di vettori lungo una curva
γ ∈ C 1([0, 1],M) e sia γ̃σ0 il sollevamento orizzontale di γ, a partire da un punto
σ0 ∈ Ps(0). La

eq:14139eq:14139 (3.8.1)
Dν
dt

= γ̃σ0(t)
(
d[(γ̃σ0)−1ν(t)]

dt

)
si dice derivata covariante di ν lungo la curva s. Se

eq:141310eq:141310 (3.8.2)
Dν
dt

= 0

diciamo che il campo di vettori ν è parallelo lungo la curva γ.

Osservazione 3.8.3. Il campo di vettori ν è parallelo lungo la curva γ se e soltanto
se ν è il trasporto parallelo lungo γ del vettore ν(0).

Abbiamo

Proposizione 3.8.4. Siano f ∈ Γ(M, EV ) e γ ∈ C 1([0, 1],M). Allora

eq:14.13.9eq:14.13.9 (3.8.3)
D( f ◦ γ)

dt
= ∇γ̇(t) f .

3.9. Differenziazione covariante secondo Koszul

In questo paragrafo introduciamo la definizione astratta di differenziazione co-
variante4 sulle sezioni di un fibrato vettoriale e mostriamo che essa equivale al dato
di una connessione principale sul fibrato dei sistemi di riferimento.

Sia η = (E
π
−−→ M) un fibrato vettoriale reale di rango n, con fibra tipica V ,

su una varietà differenziabile M di dimensione m. Indichiamo con E (M) lo spazio
Γ(M, E) delle sue sezioni differenziabili.

4J.L.Koszul Lectures on fibre bundles and differential geometry. Notes by S. Ramanan. Tata
Institute of Fundamental Research Lectures on Mathematics, No. 20 Bombay 1965 ii+130+iii pp.
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Definizione 3.9.1 (Koszul). Una derivazione covariante su η è un’applicazione

eq:g0111eq:g0111 (3.9.1) ∇ : X(M) × E (M) 3 (X, s) −→ ∇X s ∈ E (M)

che gode delle proprietà

eq:g0112eq:g0112 (3.9.2)


∇ f1X1+ f2X2 s = f1∇X1 s + f2∇X2 s,
∇X(s1 + s2) = ∇X s1 + ∇X s2,

∇X( f s) = f∇X s + X( f ) · s,

ove f , f1, f2 ∈ C∞(M), X, X1, X2 ∈ X(M), s, s1, s2 ∈ E (M).

Poiché l’applicazione X → ∇X s è C∞(M)-lineare su X(M), possiamo conside-
rare, per ogni s ∈ E (M), la

eq:13a92eq:13a92 (3.9.3) X(M) 3 X → d∇s(X) = ∇X s ∈ E (M)

come una 1-forma a valori in E. Definiamo cosı̀ un’applicazione

eq:g0113eq:g0113 (3.9.4) d∇ : E (M) = Ω0(M, E) −→ Ω1(M, E).

Definizione 3.9.2. L’applicazione (
eq:g0113eq:g0113
3.9.4) si dice differenziazione covariante.

Abbiamo mostrato nel §
sec:14.8sec:14.8
3.2 come una connessione principale sul fibrato z(η)

dei sistemi di riferimento di η permetta di definire una differenziazione covariante
su η. Viceversa, vale il

thm:13a326 Teorema 3.9.3. Ogni differenziazione covariante su η è associata ad una ed una
sola connessione principale sul fibrato z(η) dei suoi sistemi di riferimento.

Dimostrazione. Se s ∈ E (M), denotiamo con s̃ ∈ C∞(F(η),V) il suo solleva-
mento, definito da s̃(σ) = σ−1s(π(σ)). Abbiamo

eq:g012aeq:g012a (3.9.5) Xσ s̃ = −ωv(Xσ)s̃, ∀X ∈ V(F(η)), ∀s ∈ E (M).

Infatti, se A = ωv(Xσ) ∈ glR(V), da s̃(σ exp(tA)) = exp(−tA)s̃(σ) ricaviamo

Xσ s̃ =
dexp(−tA)σ−1s(π(σ))

dt

∣∣∣∣∣∣
t=0

= −As̃(σ).

Perciò, assegnata una connessione principale su z(η), la sua forma di Cartan ω
è legata alla derivazione covariante dall’identità

eq:go12beq:go12b (3.9.6) Xσ s̃ = σ−1(∇π∗Xσ s) − ω(Xσ)s̃(σ), ∀X ∈ X(F(η)), ∀σ ∈ P, ∀s ∈ E (M).

Per concludere la dimostrazione, è quindi sufficiente verificare che, assegnata una
derivazione covariante ∇ su η, la ω ∈ Ω1(P, glR(V) definita dalla (

eq:go12beq:go12b
3.9.6) è la forma

di Cartan di una connessione principale su z(η). Per la (
eq:g012aeq:g012a
3.9.5) è ω(A?) = A per

ogni A ∈ glR(V). Se a ∈ GLR(V), σ ∈ F(η) ed X ∈ X(F(η), abbiamo

[R∗aω(Xσ)]s̃(σa) = [R∗aω(Xσ)]a−1 s̃(σ)

= ω(Ra∗Xσ)s̃ = (σa)−1(∇π∗(Ra∗Xσ)s) − Ra∗Xσ s̃

= a−1σ−1(∇π∗X s) − XσR∗a s̃ = a−1(σ−1(∇π∗X s) − Xσ s̃
)

= a−1
ω(Xσ)s̃(σ) = a−1

ω(Xσ)a s̃(σa) = Ad(a−1)ω(Xσ)s̃(σa),

da cui ricaviamo che R∗aω = Ad(a−1)ω. Ciò completa la dimostrazione. �
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3.10. Il Teorema di Ambrose-Singer

Dopo aver introdotto il concetto di curvatura, ritorniamo sull’olonomia, defi-
nita in §

sec:13.9sec:13.9
2.9. Il seguente fondamentale Teorema di Ambrose e Singer5 stabilisce la

connessione tra curvatura ed olonomia.

thm:13246 Teorema 3.10.1 (dell’olonomia). Sia ξ = (P
π
−→ M) un fibrato principale, con

gruppo strutturale G, ed M connesso e paracompatto. Sia Γ una G-connessione
principale su ξ, con forma di connessione ω e forma di curvatura Ω. Fissiamo un
punto σ0 ∈ P. L’algebra di Lie di Φ0(σ0) è il sottospazio vettoriale di g generato
dagli elementi della forma Ω(σ)(X,Y), al variare di σ in P(σ0) e di X,Y tra i
vettori orizzontali in Hσ(P).

Dimostrazione. Fissiamo un punto p0 ∈ M e σ0 ∈ Pp0 . Per il Teorema
thm:13245thm:13245
2.9.9

possiamo supporre che il gruppo stutturale G di ξ coincida col gruppo di olonomia
Φ(σ0). Sia a il sottospazio di g generato da tutti gli elementi Ωσ(X̃, Ỹ), al variare di
X,Y in X(M) e di σ in P. Poiché Ω è una forma tensoriale di tipo (Ad, g), abbiamo,
per ogni X,Y ∈ X(M) ed A ∈ g,

a 3 Ω(Rexp(tA)∗X̃,Rexp(tA)∗X̃) = R∗exp(tA)Ω(X̃, Ỹ) = Ad(exp(−tA))Ω(X̃, Ỹ).

Derivando rispetto a t per t = 0 otteniamo che [A,Ω(X̃, Ỹ)] ∈ a, e quindi a è un
ideale di g.

Consideriamo la distribuzione vettoriale A (P) generata dai campi di vettori
A?, al variare di A in a, e la B(P) = A (P) + H (P), generata dalla distribuzio-
ne orizzontale H (P) e da A (P). Per costruzione la B(P) è una distribuzione di
rango m + dim a. Dimostriamo che è involutiva. Infatti A (P) è completamente
integrabile, [A?,H (P)] ⊂ H (P) per ogni A ∈ a, perché la distribuzione orizzon-
tale è invariante per le traslazioni a destra rispetto agli elementi di G ed, infine, se
X,Y ∈H (P), la

prv([X,Y]σ) = [ω([X,Y])]?σ = −[Ω(X,Y)]?σ
prova che [X,Y] ∈ B(P). Poiché abbiamo supposto che G coincida con il gruppo
di olonomia Φ(σ0), ogni coppia di elementi di P possono essere collegati da un
cammino orizzontale. Ne segue che P è la varietà integrale di B(P) passante per
σ0 e che quindi ha rango uguale alla dimensione di P. Questo implica che a, avendo
la stessa dimensione di g, coincida con g. �

Osservazione 3.10.2. Se ξ è un fibrato principale, con spazio totale P connesso,
su una base M di dimensione maggiore o uguale a due6, esiste una connessione
principale su ξ per cui sia P(σ0) = P. In particolare, se dim M ≥ 2, ogni gruppo di
Lie connesso G è il gruppo di olonomia di una connessione principale sul fibrato
banale M ×G.

5W.Ambrose, I.M. Singer: A theorem on holonomy, Trans. Amer. Math. Soc. 75 (1953),
428-443

6Vedi J.Hano e H.Ozeki: On the holonomy group of linear connections, Nagoya Math. J.
10 (1956), pp 71-81, per il caso dei gruppi lineari, e K.Nomizu: Un théorème sur les groupes
d’holonomie, Nagoya Math. J. 10, 1956, pp. 101-103 per il caso generale.
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3.11. L’olonomia infinitesima
sec:1317

Lo spazio C∞(P, g) delle funzioni differenziabili su P a valori in g è un’algebra
di Lie con l’operazione

[ f1, f2](σ) = [ f1(σ), f2(σ)], ∀ f1, f2 ∈ C∞(P, g), ∀σ ∈ P.

Consideriamo la sua sottoalgebra

eq:13174eq:13174 (3.11.1) G = Ω0
Ad,0(P, g) = { f ∈ C∞(P, g) | R∗a f = Ad(a−1) f , ∀a ∈ G}.

Definiamo per ricorrenza

eq:13170eq:13170 (3.11.2)


K0 =

〈
Ω(X̃, Ỹ) | X,Y ∈ X(M)},

Kp+1 = Kp + {X̃Kp | X ∈ X(M)} per p ≥ 0,
K =

⋃
p≥0Kp.

prop:13249 Proposizione 3.11.1. K è una sottoalgebra di Lie di G .

Dimostrazione. Il differenziale covariante di una f ∈ G è una forma tensoriale
e quindi

D f (Z) = Z f + [ω(Z), f ] = 0, ∀Z ∈ V(P).
Siano X1, X2 ∈ X(M). Poiché Ω(X̃1, X̃2) = −ω([X̃1, X̃2]), e prh([X̃1, X̃2]) = Ỹ , con
Y = [X1, X2], otteniamo

[Ω(X̃1, X̃2), f ] = −prv([X̃1, X̃2]) f =
(
prh([X̃1, X̃2]) − [X̃1, X̃2]

)
f

= Ỹ f − X̃1, X̃2 f + X̃2, X̃1 f ∈ K .

Dimostriamo per ricorrenza che [Kp,K ] ⊂ K . Per la discussione precedente,
questa proprietà vale se p = 0. Supponiamo ora che p > 0 e [Kp−1,K ] ⊂ K .
Siano X1, . . . , Xp,Y1,Y2 ∈ X(M) ed f0 = X̃1 · · · X̃pΩ(Ỹ1, Ỹ2). Se f ∈ K , è

[ f0, f ] = X̃1[X̃2 · · · X̃pΩ(Ỹ1, Ỹ2), f1] − [X̃2 · · · X̃pΩ(Ỹ1, Ỹ2), X̃1 f1] ∈ K ,

perché [X̃2 · · · X̃pΩ(Ỹ1, Ỹ2), f1]], [X̃2 · · · X̃pΩ(Ỹ1, Ỹ2), X̃1 f1] ∈ [Kp−1,K ] e dunque
appartengono a K per l’ipotesi induttiva, e X̃1K ⊂ K . La dimostrazione è
completa. �

Fissato σ0 ∈ P, poniamo

1317213172 (3.11.3)

mp(σ0) = { f (σ0) | f ∈ Kp},

m(σ0) = { f (σ0) | f ∈ K } =
⋃

p≥0mp(σ0).

Proposizione 3.11.2. m(σ0) è una sottoalgebra dell’algebra di Lie φ(σ0) del grup-
po di olonomia Φ(σ0).

Dimostrazione. Per la Proposizione
prop:13249prop:13249
3.11.1 m(σ0) è un’algebra di Lie e l’in-

clusione m(σ0) ⊂ φ(σ0) è conseguenza del Teorema
thm:13246thm:13246
3.10.1. �

Definizione 3.11.3. L’algebra di Lie (
1317213172
3.11.3) si dice l’olonomia infinitesima della

connessione Γ in σ0 ed il sottogruppo analitico di G generato da m(σ0) il suo
gruppo di olonomia infinitesima in σ0.

Abbiamo
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prop:13251 Proposizione 3.11.4. Se sia ξ che la connessione principale Γ su ξ sono analitici
reali, allora i suoi gruppi di olonomia speciale ed infinitesima coincidono.

3.12. Connessioni invarianti canoniche su spazi omogenei
sec:15.14

In questo paragrafo e nel successivo discuteremo connessioni principali inva-
rianti rispetto ad azioni di gruppi di Lie. Considereremo in primo luogo il caso di
spazi omogenei.

Definizione 3.12.1. Sia G un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo chiuso. Di-
ciamo che lo spazio omogeneo M = G/H è riduttivo se l’algebra di Lie h di H
ammette, nell’algebra di Lie g di G, un complemento lineare Ad(H)-invariante.

Supponiamo cioè che esista un sottospazio vettoriale m di g tale che:

g = h ⊕m,eq:14.13.1eq:14.13.1 (3.12.1)
m = Ad(a)(m), ∀a ∈ H.eq:14.13.2eq:14.13.2 (3.12.2)

Notazione 3.12.2. Indicheremo con Ah, Am le componenti di A ∈ g nella decom-
posizione (

eq:14.13.1eq:14.13.1
3.12.1): A = Ah + Am, con Ah ∈ h, Am ∈ m.

Osservazione 3.12.3. G/H è sempre riduttivo quando H sia compatto, perché le
rappresentazioni lineari dei gruppi compatti sono completamente riducibili.

thm:15.16.1 Teorema 3.12.4 (Connessioni invarianti su spazi riduttivi). Sia M = G/H uno spa-
zio omogeneo ed indichiamo con ξ il corrispondente fibrato principale, con gruppo
strutturale H, spazio totale G e base M.

14.13.a (1) Supponiamo che M sia riduttivo e valgano le (
eq:14.13.1eq:14.13.1
3.12.1), (

eq:14.13.2eq:14.13.2
3.12.2). Allora

la componente ω in h della forma di Maurer-Cartan ωG di G rispetto
alla decomposizione (

eq:14.13.1eq:14.13.1
3.12.1) è la forma di Cartan di una connessione

H-principale su ξ.
14.13.b (2) Se esiste su ξ una connessione H-principale Γ, invariante per le trasla-

zioni a sinistra su G, allora M è riduttivo, e Γ è ottenuta come in (
14.13.a14.13.a
1), a

partire da una decomposizione (
eq:14.13.1eq:14.13.1
3.12.1), per cui valga la (

eq:14.13.2eq:14.13.2
3.12.2).

14.13.c (3) La forma di curvatura della connessione Γ definita in (
14.13.a14.13.a
1) è7

eq:14.13.3eq:14.13.3 (3.12.3) Ω(A∗, B∗) = −[Am, Bm]h, ∀A, B ∈ g.

Dimostrazione. (
14.13.a14.13.a
1) Basta verificare che la

eq:13174eq:13174 (3.12.4) ω(A∗) = Ah ∈ h, ∀A ∈ g

è una forma di Cartan su G. La distribuzione verticaleV(G) è generata dai campi
A∗, al variare di A in h. Abbiamo perciò

ω(A∗) = Ah = A, ∀A ∈ h.

Abbiamo poi (Ra)∗(A∗) = (Ad(a−1)(A))∗ per ogni A ∈ g ed a ∈ G, e dunque

R∗aω(A∗) = ω((Ad(a−1)(A))∗) = (Ad(a−1)(A))h

= Ad(a−1)(Ah) = Ad(a−1)ω(A∗), ∀A ∈ g, ∀a ∈ H.

7Ricordiamo che A∗ è il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente ad A ∈ g.



56 3. DIFFERENZIAZIONE COVARIANTE E CURVATURA

Infatti, la proiezione A→ Ah su h commuta con Ad(a−1), perché abbiamo supposto
che m fosse Ad(H)-invariante.

(
14.13.b14.13.b
2) Se ω è la forma di Cartan di una connessione H-principale G-invariante a

sinistra su ξ, si verifica facilmente che m = kerωe ⊂ g soddisfa (
eq:14.13.1eq:14.13.1
3.12.1) e (

eq:14.13.2eq:14.13.2
3.12.2),

e che ω(A∗) = Ah per ogni A ∈ g.

(
14.13.c14.13.c
3) Per dimostrare (

eq:14.13.3eq:14.13.3
3.12.3) basta utilizzare l’equazione di struttura, decompo-

nendo A e B con la (
eq:14.13.1eq:14.13.1
3.12.1). Abbiamo:

Ω(A∗, B∗) = A∗Ah − B∗Bh − [A, B]h + [Ah, Bh]
= −[Am, Bh]h − [Ah, Bm]h − [Am, Bm]h

ed otteniamo la formula desiderata perché [Am, Bh], [Ah, Bm] ∈ m. �

Come conseguenza diretta del Teorema
thm:13246thm:13246
3.10.1 e della (

14.13.c14.13.c
3) del Teorema

thm:15.16.1thm:15.16.1
3.12.4

abbiamo:

thm:14.12.7 Teorema 3.12.5. Sia M = G/H uno spazio omogeneo che ammette una connes-
sione G-invariante e sia g = h ⊕ m la corrispondente decomposizione della sua
algebra di Lie. Allora l’algebra di Lie φ del suo gruppo di olonomia è generata
dagli elementi di h della forma [X,Y]h al variare di X,Y in m.

Dimostrazione. Per il Teorema
thm:13246thm:13246
3.10.1 l’algebra di Lie φ dell’olonomia Φ(e) è

il sottospazio vettoriale generato dagli Ωa(X∗,Y∗), al variare di X,Y in m e di a in
G. Infatti i campi X∗, con X ∈ m, generano la distribuzione orizzontale su G. Per
l’invarianza della connessione rispetto alle traslazioni a sinistra su G, abbiamo, per
(
eq:14.13.3eq:14.13.3
3.12.3),

Ωa(X∗,Y∗) = Ωe(X,Y) = −[X,Y]h, ∀X,Y ∈ m,

da cui la tesi. �

3.13. Connessioni invarianti

Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato principale con gruppo strutturale G.

Ricordiamo che un automorfismo di ξ è il dato di una coppia di diffeomorfismi
( f , F), con f ∈ C∞(M,M), F ∈ C∞(P, P), tali che

eq:13181eq:13181 (3.13.1) π(F(σ)) = f (π(σ)), F(σa) = F(σ)a, ∀σ ∈ P, ∀a ∈ G.

Fissiamo una connessione principale Γ su ξ, con forma di Cartan ω. Ricordia-
mo che un automorfismo ( f , F) di ξ lascia invariante Γ se F∗ω = ω.

prop:14.13.2 Proposizione 3.13.1. Sia {( ft, Ft)} un gruppo a un parametro di automorfismi di ξ
che lasci invariante Γ. Sia XP il generatore infinitesimale di {Ft}. Allora

eq:13182eq:13182 (3.13.2) Ft(σ) = f̃t(σ) exp(tω(XP
σ)), ∀t ∈ R, ∀σ ∈ P,

ove, per ogni σ ∈ P, abbiamo indicato con f̃t(σ) il sollevamento orizzontale di
t → ft(π(σ)), di punto iniziale σ.
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Dimostrazione. È Ft(σ) = f̃t(σ)a(t) per una a ∈ C∞(R,G), con a(0) = e.
Derivando questa uguaglianza, troviamo che

XP
Ft(σ) = Ra(t)∗

˙̃ft(σ) + f̃t(σ)ȧ(t).

Poiché ˙̃ft(σ) è un vettore orizzontale, applicando la forma di Cartan ad ambo i
membri di quest’uguaglianza, otteniamo

ω(XP
Ft(σ)) = [a(t)]−1ȧ(t),

perché ω(σȧ(t)) = [a(t)]−1ȧ(t) per ogni σ ∈ P. Poiché abbiamo supposto che
F∗t ω = ω per ogni t, è ω(XP

Ft(σ)) = ω(XP
σ). Otteniamo perciò [a(t)]−1ȧ(t) = ω(Xσ0)

e quindi a(t) = exp(tω(Xσ0)). �

Osservazione 3.13.2. Il generatore infinitesimale XP ∈ X(P) di un gruppo a un
parametro di diffeomorfismi di ξ è invariante per traslazioni a destra. Soddisfa cioè
Ra∗XP = XP, per ogni a ∈ G.

Consideriamo ora l’azione su ξ di un gruppo di Lie K. Indichiamo per sempli-
cità con la moltiplicazione a sinistra sia la sua azione sugli elementi di M che su
quelli di P. Avremo quindi

π(kσ) = kπ(σ), k(σa) = (kσ)a, ∀k ∈ K, ∀σ ∈ P, ∀a ∈ G.

Supporremo nel seguito per semplicità che P, G e K siano tutti connessi.
Fissiamo un punto p0 ∈ M e denotiamo con

eq:14.15.4eq:14.15.4 (3.13.3) K0 = {k ∈ K | k · p0 = p0}

lo stabilizzatore di p0 in K. Esso è un sottogruppo chiuso, e quindi di Lie, di K.
Siano κ l’algebra di Lie di K e κ0 quella di K0.

Ad un punto σ0 ∈ Pp0 della fibra di ξ in p0 associamo l’applicazione

eq:14.14.9eq:14.14.9 (3.13.4) λσ0 : K0 3 k −→ σ−1
0 kσ0 ∈ G.

Lemma 3.13.3. L’applicazione λσ0 definita dalla (
eq:14.14.9eq:14.14.9
3.13.4) è un omomorfismo di

gruppi di Lie.

Dimostrazione. La (
eq:14.14.9eq:14.14.9
3.13.4) si può riscrivere nella forma kσ0 = σ0λσ0(k), per

ogni k ∈ K. Se k1, k2 ∈ K0, abbiamo allora

σ0λσ0(k1k2) = (k1k2)σ0 = k1(k2 · σ0) = k1σ0λσ0(k2) = σ0λσ0(k1)λσ0(k2).

Quindi λσ0(k1k2) = λσ0(k1) · λσ0(k2) per ogni k1, k2 ∈ Kσ0 . Chiaramente λσ0 ∈

C∞(K0,G) ed è perciò un omomorfismo di gruppi di Lie. �

Definizione 3.13.4. Ogni elemento X dell’algebra di Lie κ di K definisce gruppi a
un parametro di diffeomorfismi

eq:14.14.7eq:14.14.7 (3.13.5) P × R 3 (σ, t) −→ exp(tX)σ ∈ P, M × R 3 (p, t) −→ exp(tX)p ∈ M.

I loro generatori infinitesimali XP ∈ X(P), ed XM ∈ X(M), si dicono i campi
associati ad X in P ed in M, rispettivamente.
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Notazione 3.13.5. Analogamente, indichiamo con XK il campo di vettori invarian-
te a destra su K, generatore infinitesimale del gruppo a un parametro di diffeomor-
fismi K × R 3 (k, t)→ exp(tX) k ∈ K.

lem:13254 Lemma 3.13.6. Consideriamo il diffeomorfismo  : K 3 k → k−1 ∈ K del gruppo
di Lie K. Allora, per ogni X ∈ κ, i campi X∗ e −XK sono -correlati. In particolare,

eq:13184eq:13184 (3.13.6) [XK,YK] = −[X,Y]K, ∀X,Y ∈ κ.

Dimostrazione. Abbiamo infatti (k exp(tX))−1 = exp(−tX)k−1, da cui ottenia-
mo che ∗X∗ = −XK. �

Lemma 3.13.7. Le applicazioni

eq:14.15.7eq:14.15.7 (3.13.7) κ 3 X −→ XP ∈ X(P), e κ 3 X −→ XM ∈ X(M)

sono anti-omomorfismi di gruppi di Lie. Abbiamo cioè

eq:14.15.8eq:14.15.8 (3.13.8) [X,Y]P = −[XP,YP] e [X,Y]M = −[XM,Y M], ∀X,Y ∈ κ.

Dimostrazione. Per ogni σ0 ∈ P e p0 ∈ M possiamo considerare le applica-
zioni differenziabili rσ0 : K 3 k → kσ0 ∈ P ed rp0 : K 3 k → kp0 ∈ M. Se X ∈ κ,
il campo XK è rσ0-correlato ad XP ed rp0-correlato ad XM. La tesi segue allora dal
Lemma

lem:13254lem:13254
3.13.6. �

Indichiamo con λσ0∗ il differenziale nell’identità dell’applicazione λσ0 definita
dalla (

eq:14.14.9eq:14.14.9
3.13.4).

Lemma 3.13.8. λσ0∗ : κ0 → g è un omomorfismo di algebre di Lie. �

Fissiamo su ξ una connessione principale K-invariante, con forma di Cartan ω
e definiamo

eq:14.14.10eq:14.14.10 (3.13.9) Λσ0 : κ 3 X −→ ω(XP
σ0

) ∈ g.

prop:14.15.5 Proposizione 3.13.9. L’applicazione (
eq:14.14.10eq:14.14.10
3.13.9) soddisfa

Λσ0(X) = λσ0∗(X), ∀X ∈ κ0,14.a14.a (1)
Λσ0(Ad(k0)(X)) = Ad(λσ0(k0))(Λσ0(X)), ∀k0 ∈ K0, ∀X ∈ κ.14.b14.b (2)

Dimostrazione. La (
14.a14.a
1) è conseguenza del fatto che K0 trasforma in sé la fibra

Pp0 e quindi, in particolare, XP
σ0

è verticale se X ∈ κ0.
Fissiamo X ∈ κ e k0 ∈ K0 e sia Y = Ad(k0)X. Abbiamo allora

exp(tY)σ0 = k0 exp(tX)k−1
0 σ0 = k0 exp(tX)λσ0(k−1

0 )
= k0Rλσ0 (k−1

0 )(exp(tX)σ0).

Questa ci dà YP
σ0

= k0∗dRλσ0 (k−1
0 )X

P
σ0

. Applicando ω ad ambo i membri di questa
uguaglianza, poiché ω è K-invariante, otteniamo che

Y = ω(dRλσ0 (k−1
0 )X

P
σ0

) = Ad(λσ0(k0))ω(XP
σ0

),

cioè la (
14.b14.b
2). �
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Osservazione 3.13.10. Per la Proposizione
prop:14.13.2prop:14.13.2
3.13.1, abbiamo la decomposizione

XP
σ = X̃M

σ + [ω(XP
σ)]?σ.

In particolare, poiché i campi XP ed X̃M sono G-invarianti, anche [ω(XP
σ)]?σ lo è.

Osservazione 3.13.11. L’estensione Λσ0 di λσ0∗ non è, in generale, un omomor-
fismo di algebre di Lie, come ci mostrano la Proposizione

prop:14.16.6prop:14.16.6
3.13.12 ed il successivo

Corollario
cor:13266cor:13266
3.13.13.

prop:14.16.6 Proposizione 3.13.12. La forma di curvatura Ω di una connessione K-invariante
su ξ soddisfa

eq:14.15.11eq:14.15.11 (3.13.10) Ωσ0(XP,YP) = [Λσ0(X),Λσ0(Y)] − Λσ0([X,Y]), ∀X,Y ∈ κ,

e quindi abbiamo

Rp0(XM,Y M) = σ0
(
[Λσ0(X),Λσ0(Y)] − Λσ0([X,Y])

)
σ−1

0 ∀X,Y ∈ κ.eq:14.15.11aeq:14.15.11a (3.13.11)

Dimostrazione. Per l’equazione di struttura abbiamo

Ωσ0(XP,YP) = XP
σ0
ω(YP) − YP

σ0
ω(XP) − ωσ0([XP,YP]) + [ω(XP),ω(YP)]σ0 .

La derivata di Lie di ω rispetto ad XP, YP è nulla, perché ω è K-invariante. Quindi

XP
σ0
ω(YP) = ωσ0([XP,YP]), YP

σ0
ω(XP) = ωσ0([YP, XP]).

Inoltre, poiché [XP,YP] = −[X,Y]P,

ωσ0([XP,YP]) = −ωσ0([X,Y]P) = −Λσ0([X,Y]).

Da queste osservazioni otteniamo la tesi. �

cor:13266 Corollario 3.13.13. La connessione K-invariante definita da Λσ0 è piatta se e
soltanto se Λσ0 : κ → g è un omomorfismo di algebre di Lie.

Il teorema seguente seguente8 caratterizza le connessioni K-invarianti:

thm:14.16.7 Teorema 3.13.14 (Wang). Sia K un gruppo di Lie connesso di trasformazioni del
fibrato principale ξ, che operi transitivamente sulla base M. Fissato un elemento
σ0 ∈ P, la (

eq:14.14.10eq:14.14.10
3.13.9) stabilisce una corrispondenza biunivoca tra l’insieme delle

connessioni K-invarianti su ξ e quello delle applicazioni lineari Λσ0 : κ → g che
soddisfino le condizioni (

14.a14.a
1) e (

14.b14.b
2) della Proposizione

prop:14.15.5prop:14.15.5
3.13.9.

Dimostrazione. Basta dimostrare che ad un’applicazione lineare Λσ0 : κ →
g che soddisfi (

14.a14.a
1) e (

14.b14.b
2) della Proposizione

prop:14.15.5prop:14.15.5
3.13.9 si può far corrispondere una

connessione principale Γ su ξ per cui valga la (
eq:14.14.10eq:14.14.10
3.13.9). Definiamo

Hσ0 = {XP
σ0
− Λσ0(X)?σ0

| X ∈ κ}.

L’azione (K × G) × P 3 (k, a, σ) −→ kσa ∈ P di K × G su P è transitiva e lascia
invarante la distribuzione orizzontale di una connessione K-invariante su ξ.

8H.C. Wang: On invariant connections over a principal fiber bundle. Nagoya Math.J. 13 (1958),
1-19.
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Basterà quindi verificare che si possa definire la distribuzione orizzontale po-
nendo Hkσ0a = k∗Ra∗Hσ0 , che cioè, se k1, k2 ∈ K ed a1, a2 ∈ G sono tali che
k1σ0a1 = k2σ0a2, allora k1∗Ra1∗Hσ0 P = k2∗Ra2∗Hσ0 P.

Posto a = a1a−1
2 e k = k−1

2 k1, ciò è equivalente a dimostrare che

k∗Ra∗Hσ0 = Hσ0 se kσ0a = σ0.

Da kσ0a = σ0 segue che k ∈ K0 ed a = λσ0(k−1). Mostriamo che

k∗Ra∗(X
P
σ0
− Λσ0(X)?σ0

) ∈ Hσ0 , se X ∈ κ, k ∈ K0, a = λσ0(k−1).

Abbiamo

k∗Ra∗(X
P
σ0

) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

k exp(tX)σ0a =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(tAd(k)X)(kσ0a)

=
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(tAd(k)X)σ0 = [Ad(k)X]P
σ0
.

Se A = Λσ0(X), abbiamo

k∗Ra∗A
?
σ0

=
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

kσ0 exp(tA)a =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(kσ0a)a−1 exp(tA)a

=
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

σ0 exp(tAd(a−1A) = [Ad(a−1)A]?σ0
.

Poiché per la (
14.b14.b
2)

Ad(a−1)A = Ad(λσ0(k))Λσ0(X) = Λσ0(Ad(k)X),

otteniamo

k∗Ra∗(X
P
σ0
− Λσ0(X)?σ0

) = [Ad(k)X]P
σ0
− [Λσ0(Ad(k)X)]?σ0

∈ Hσ0 .

Quindi k∗Ra∗(Hσ0) ⊂ Hσ0 e, poiché questi due spazi vettoriali hanno la stessa
dimensione, si ha l’uguaglianza. La dimostrazione è completa. �

Ricaviamo ancora

thm:14.16.8 Teorema 3.13.15. Supponiamo inoltre che l’azione di K su M sia riduttiva, e sia
m un sottospazio vettoriale m di κ con

κ = κ0 ⊕m,(3.13.12)
Ad(k)(m) = m, ∀k ∈ K0.(3.13.13)

Vi è allora una corrispondenza biunivoca tra l’insieme delle connessioni K-invarianti
su ξ e quello delle applicazioni lineari

eq:14.15.xeq:14.15.x (3.13.14) λm : m −→ g

tali che

eq:14.15.yeq:14.15.y (3.13.15) λm(Ad(k)(X)) = Ad(λ(k))(λm(X)), ∀X ∈ m, ∀k ∈ K0.

Dimostrazione. Ci riduciamo infatti al teorema precedente associando a λm
l’applicazione lineare Λσ0 : κ → g definita da:

Λσ0(X) =

 X, se X ∈ κ0,

λm(X), se X ∈ m. �
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Osservazione 3.13.16. La curvatura della connessione Γ associata a λm è

Ωσ0(XP,YP) = [λm(X), λm(Y)] − λm([X,Y]m) − λσ0∗([X,Y]κ0),eq:14.15.zeq:14.15.z (3.13.16)
∀X,Y ∈ m.

Definizione 3.13.17. La connessione Γ corrispondente alla scelta λm = 0 si dice la
connessione canonica su ξ associata allo spazio omogeneo riduttivo M = K/K0.

Fissiamo una connessione K-invariante su ξ, con forma di Cartan ω. Sia Λσ0

l’omomorfismo (
eq:14.14.10eq:14.14.10
3.13.9). Definiamo per ricorrenza

eq:13190eq:13190 (3.13.17)


n0 =

〈
{[Λσ0(X),Λσ0(Y)] − Λσ0([X,Y]) | X,Y ∈ κ}

〉
,

np+1 = np + [Λσ0(κ), np, per p ≥ 0,
n =

⋃
p≥0np.

thm:13268 Teorema 3.13.18. Se l’azione di K su M è transitiva, allora n è l’algebra di Lie
dell’olonomia Φ(σ0). �

Dimostrazione. Se f ∈ G = Ω0
Ad,0(P, g) ed X ∈ κ, abbiamo

eq:131919eq:131919 (3.13.18) XP f = X̃M f − [ω(XP), f ].

Vale poi

eq:131920eq:131920 (3.13.19) [XP, Ỹ] = Z̃, con Z = [XM,Y], ∀X ∈ κ, ∀Y ∈ X(M).

Infatti [XP, Ỹ] è un campo di vettori orizzontale, perché H (P) è K-invariante, ed
i campi XP ed Ỹ sono π-correlati ad XM, Y , rispettivamente. Quindi [XP, Ỹ] è il
campo di vettori orizzontale π-correlato a Z = [XM,Y].

Consideriamo gli spazi Kp definiti dalla (
eq:13170eq:13170
3.11.2). Dico che

eq:131921eq:131921 (3.13.20) XPKp ⊂ Kp, ∀X ∈ κ, ∀p ≥ 0.

Ragioniamo per ricorrenza su p. Poiché Ω è K-invariante, la sua derivata di Lie
rispetto ad XP, per X ∈ κ, è nulla e quindi, se Y1,Y2 ∈ X(M), la (

eq:131920eq:131920
3.13.19) ci dà

XPΩ(Ỹ1, Ỹ2) = Ω(Z̃1, Ỹ2) + Ω(Ỹ1, Z̃2), con Z1 = [XM,Y1],Z2 = [XM,Y2].

Quindi XPK0 ⊂ K0. Supponiamo ora che, per un p ≥ 0, sia XPKp ⊂ Kp. Allora,
per ogni f ∈ Kp ed Y ∈ X(M), posto Z = [XM,Y], abbiamo

XPỸ f = Z̃ f + ỸXP f ∈ Kp+1.

Ciò dimostra che XPKp+1 ⊂ Kp+1 e perciò la (
eq:131921eq:131921
3.13.20) vale per ogni intero p ≥ 0.

Poiché per ipotesi K opera transitivamente su M, i campi X̃M, al variare di X in κ,
generano X(M) come C∞(M)-modulo. Utilizzando la (

eq:131919eq:131919
3.13.18), otteniamo allora

eq:131922eq:131922 (3.13.21) X̃MKp ⊂ Kp + [ω(XP),Kp], Kp+1 ⊂ Kp +〈[ω(XP),Kp] | X ∈ κ〉.

Con le mp(σ0) definite da (
1317213172
3.11.3), poiché n0 = m0(σ0), da queste inclusioni

ricaviamo

eq:131930eq:131930 (3.13.22) mp(σ0) = np, ∀p ∈ N.

La tesi è allora conseguenza della Proposizione
prop:13251prop:13251
3.11.4. �





CAPITOLO 4

Varietà affini e Riemanniane
ch:15

4.1. Connessioni e varietà affini

Sia M una varietà differenziabile di dimensione m.

Definizione 4.1.1. Una connessione affine su M è una connessione principale Γ sul
fibrato zM = (F(M)

π
−−→ M) dei suoi sistemi di riferimento.

Chiamiamo varietà affine una varietà differenziabile su cui sia stata fissata una
connessione affine.

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m,R).

Definizione 4.1.2. Diciamo che Γ è una G-connessione affine se ammette una
riduzione ad un sottofibrato principale ξ, con gruppo strutturale G, di F(M).

Osserviamo che in questo caso ξ è un sottofibrato del fibrato di olonomia
determinato da un punto di F(M) (vedi §

sec:13.9sec:13.9
2.9).

Viceversa, per la Proposizione
prop:13.2.3prop:13.2.3
2.2.3, ogni connessione principale definita su un

sottofibrato ξ di zM, si estende a una connessione affine su M.

Fissiamo un sottofibrato principale ξ = (P
π
−−→ M) di zM, il cui gruppo struttu-

rale G sia un sottogruppo chiuso di GL(m,R). Indicheremo con g l’algebra di Lie
di G.

Sia θ ∈ Ω1(P,Rm) la forma canonica, definita da

(4.1.1) θ(Xσ) = σ−1(dπ(Xσ)), ∀σ ∈ P, ∀Xσ ∈ TσP.

Sia Γ una connessione principale su ξ, con forma di Cartan ω. La restrizione
di θ ai vettori orizzontali definisce, per ogni σ ∈ P, un isomorfismo

eq:15.1.2eq:15.1.2 (4.1.2) θ̄σ : HσP 3 Xσ −→ θ(Xσ) = σ−1dπ(Xσ) ∈ Rm.

Definizione 4.1.3. Associamo a v ∈ Rm il campo orizzontale standard B(v) ∈H (P),
definito da

eq:cop.7.2eq:cop.7.2 (4.1.3) B(v)σ = θ̄
−1
σ (v) = h(σv), ∀σ ∈ P.

La (
eq:cop.7.2eq:cop.7.2
4.1.3) è equivalente a

eq:1512aeq:1512a (4.1.4) v ∈ Rm, B(v) ∈H (P), π∗(B(v)σ) = σ v, ∀σ ∈ P.

Osservazione 4.1.4. I campi orizzontali standard non sono, in generale, solleva-
menti orizzontali di campi di vettori su M.

63
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Proposizione 4.1.5. I campi orizzontali standard godono delle proprietà:

B(v) ∈H (P), θ(B(v)) ≡ v, ∀v ∈ Rm,(a)

HσP = {B(v)σ | v ∈ R
m},(b)

dRa(B(v)) = B(a−1v), ∀v ∈ Rm, ∀a ∈ G.(c)
B(v)σ , 0, ∀σ ∈ P se v , 0. �(d)

Osservazione 4.1.6. Una G-connessione affine definisce su T P un parallelismo
assoluto. Abbiamo infatti l’equivalenza di fibrati vettoriali:

(4.1.5) P × (Rm × g) 3 (σ; v, A) −→ B(v)σ + A?σ ∈ T P.

Lemma 4.1.7. Se A ∈ g e v ∈ Rm, allora

(4.1.6) [A?,B(v) ] = B(Av).

Dimostrazione. Abbiamo :

[A?,B(v) ] = −
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

dRexp(tA)(B(v)) = −B
(

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(−tA)v
)

= B(Av),

perché la Rm 3 v→ B(v) ∈ X(P), essendo lineare, commuta con la derivazione. �

4.2. Forme di torsione e di curvatura

Sia Γ una G-connessione affine su M, definita sul sottofibrato principale ξ
di zM.

Definizione 4.2.1. La forma di torsione Θ di Γ è il differenziale esterno covariante
della forma canonica θ:

eq:15.1.6eq:15.1.6 (4.2.1) Θ = Dθ = dθ ◦ h ∈ Ω2
ı,0(P,Rm).

La sua forma di curvatura Ω è il differenziale esterno covariante della sua
forma di Cartan ω:

(4.2.2) Ω = Dω = dω ◦ h ∈ Ω2
Ad,0(P, gl(m,R)).

Teorema 4.2.2 (equazioni di struttura). Le forme di curvatura e di torsione di una
G-connessione affine Γ su M soddisfano le equazioni di struttura :

Θ = Dθ = dθ + ω ∧ θeq:15179eq:15179 (4.2.3)

Ω = Dω = dω + 1
2 [ω ∧ ω] .eq:1518eq:1518 (4.2.4)

Dimostrazione. La (
eq:15179eq:15179
4.2.3) è conseguenza del Lemma

LMMACBLMMACB
3.1.5, perché θ è una for-

ma tensoriale di tipo (ı,Rm), dove ı è la rappresentazione canonica di G ⊂ GL(m,R).
La (

eq:1518eq:1518
4.2.4) è un caso particolare dell’equazione di struttura del Teorema

TMACURVTMACURV
3.4.2.
�

Dal Lemma
LMMACBLMMACB
3.1.5, dal Teorema

TMABIANTMABIAN
3.4.4 e dalle equazioni di struttura (

eq:15179eq:15179
4.2.3),

(
eq:1518eq:1518
4.2.4), otteniamo:
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Teorema 4.2.3 (Identità differenziali di Bianchi). Le forme di torsione e di curva-
tura soddisfano le identità :

DΘ = Ω ∧ θ(I)
DΩ = 0(II)

Dimostrazione. La (II) è un caso particolare della formula (
eq294eq294
3.4.4) del Teorema

TMABIANTMABIAN
3.4.4. Dimostriamo la (I). Poiché Θ è tensoriale di tipo (ı,Rm), otteniamo:

DΘ = dΘ + ω ∧ Θ = d(dθ + ω ∧ θ) + ω ∧ (dθ + ω ∧ θ)
= dω ∧ θ − ω ∧ dθ + ω ∧ dθ + ω ∧ ω ∧ θ = (dω + ω ∧ ω) ∧ θ

=
(
dω + 1

2 [ω ∧ ω]
)
∧ θ = Ω ∧ θ .

�

4.3. Derivazione covariante, torsione e curvatura

I fibrati tensoriali su M sono associati alle rappresentazioni tensoriali di GLm(R).
In particolare, una connessione affine ci permette di calcolare le derivate cova-
rianti dei campi tensoriali su M. Per le proprietà generali della differenziazione
covariante ed il Teorema

thm:13a326thm:13a326
3.9.3 abbiamo:

Teorema 4.3.1. Ad una connessione affine su M è associata una derivazione co-
variante

eq:1420eq:1420 (4.3.1) ∇ : X(M) 3 X → ∇X ∈ HomR(X(M),X(M)).

La ∇ è un’applicazione R-lineare che gode delle proprietà:

∇ f X+gY = f∇X + g∇Y , ∀ f , g ∈ C∞(M), ∀X,Y ∈ X(M)141141 (i)

∇X( f Y) = (X f )Y + f∇XY, ∀ f ∈ C∞(M), ∀X,Y ∈ X(M).142142 (ii)

Viceversa, ogni applicazione (
eq:1420eq:1420
4.3.1) che goda delle proprietà (

141141
i), (
142142
ii) è la deriva-

zione covariante associata ad una connessione affine.

Per la (
eq:14.8.6eq:14.8.6
3.2.2) del Capitolo

ch:13ach:13a
3 possiamo calcolare la derivata covariante di un

campo di vettori utilizzando i sollevamenti orizzontali. È infatti

eq:15.1.eeq:15.1.e (4.3.2) θ(∇̃XY) = X̃θ(Ỹ), ∀X,Y ∈ X(M).

Le Θ ∈ Ω2
ı,0(P,Rm) ed Ω ∈ Ω2

Ad,0(P, gl(m,R)) sono forme tensoriali. Ad essi
corrispondono i tensori T ∈ Ω2(M,T M) ed1 R ∈ Ω2(M,T 1,1M) su M, mediante
gli isomorfismi Λı : Ω2(M,T M) → Ω2

ı,0(P,Rm) e ΛAd : Ω2(M,T M ⊗M T ∗M) →
Ω2
ı,0(P, gl(m,R).

Definizione 4.3.2. La torsione di Γ è la forma T ∈ Ω2(M,T M) per cui

eq:15.1.9eq:15.1.9 (4.3.3) Λı(T ) = Θ.

La curvatura di Γ è la forma R ∈ Ω2(M,T M ⊗M T ∗M) per cui

eq:15.1.9eq:15.1.9 (4.3.4) ΛAd(R) = Ω.

1Ricordiamo che T 1,1 M = T M ⊗M T ∗M è il fibrato degli endomorfismi lineari di T M.
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Abbiamo cioè

T (Xπ(σ),Yπ(σ)) = σ ◦ Θ(X̃σ, Ỹσ), ∀X,Y ∈ X, ∀σ ∈ P,

R(Xπ(σ),Yπ(σ)) = σ ◦Ω(X̃σ, Ỹσ) ◦ σ−1, ∀X,Y ∈ X,∀σ ∈ P

Teorema 4.3.3. La torsione e la curvatura di una connessione affine Γ su M si
esprimono, per mezzo della derivazione covariante, nella forma:

T (X,Y) = ∇XY − ∇Y X − [X,Y], ∀X,Y ∈ X(M),eq:15.1.11eq:15.1.11 (4.3.5)
R(X,Y)Z = ∇X∇YZ − ∇Y∇XZ − ∇[X,Y]Z, ∀X,Y,Z ∈ X(M).eq:15.1.12eq:15.1.12 (4.3.6)

Dimostrazione. La (
eq:15.1.12eq:15.1.12
4.3.6) segue dal Corollario

cor:14.10.3cor:14.10.3
3.7.8.

Dimostriamo la (
eq:15.1.11eq:15.1.11
4.3.5). Se X,Y ∈ X(M), otteniamo, per le equazioni di

struttura,

Θ(X̃, Ỹ) = (dθ + ω ∧ θ)(X̃, Ỹ) = dθ(X̃, Ỹ),

perché ω ∧ θ si annulla su una coppia di campi di vettori orizzontali,

= X̃θ(Ỹ) − Ỹθ(X̃) − θ([X̃, Ỹ])

= X̃θ(Ỹ) − Ỹθ(X̃) − θ( ˜[X,Y])

perché ˜[X,Y] ed [X̃, Ỹ] differiscono per un campo di vettori verticale,

= θ
(
∇̃XY − ∇̃Y X − ˜[X,Y]

)
,

e la tesi segue dalla (
eq:15.1.eeq:15.1.e
4.3.2). �

I fibrati tensoriali T r,sM dei tensori r-covarianti ed s-controvarianti su M sono
associati alle rappresentazioni tensoriali di GL(m,R). La derivazione covariante è
quindi definita sull’algebra dei campi tensoriali

eq:15.2.11eq:15.2.11 (4.3.7) T∗(M) =

∞⊕
r,s=0

Tr,s(M), ove Tr,s(M) = Γ(M,T r,sM).

Definizione 4.3.4. Siano i, j due interi positivi. La contrazione C j
i è un’applica-

zione C∞(M)-multilineare C j
i : Tr,s → Tr−1,s−1 che è nulla se i > r oppure j > s,

e, altrimenti, è data da

C j
i (X1 ⊗ Xr ⊗ η

1 ⊗ ηs) = η j(Xi) X1 ⊗ · · · ⊗ X̂i ⊗ · · · ⊗ Xr ⊗ η
1 ⊗ · · · ⊗ η̂ j ⊗ · · · ⊗ ηs

sui tensori di rango 1.

Teorema 4.3.5. La derivazione covariante è una derivazione dell’algebra dei cam-
pi tensoriali che preserva i gradi di covarianza e controvarianza e commuta con le
contrazioni. �

Recapitoliamo le proprietà della derivazione covariante dei campi tensoriali.
Se X,Y ∈ X(M), τ ∈ T∗(M), f ∈ C∞(M) = T0,0(M), i, j, r, s ∈ N:

∇X : Tr,s(M) −→ Tr,s(M) è R-lineare,(4.3.8)

Ci
j(∇Xτ) = ∇XCi

jτ,(4.3.9)
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∇X f = X f ,(4.3.10)
∇X+Yτ = ∇Xτ + ∇Yτ,(4.3.11)
∇ f Xτ = f∇Xτ.(4.3.12)

Ad esempio, se η ∈ X∗(M) = T0,1(M), la derivata covariante ∇Xη è caratterizzata
da

(∇Xη)(Y) = X(η(Y)) − η(∇XY), ∀Y ∈ X(M).
Ad un tensore s-covariante ed r-controvariante τ ∈ T r,s(M,V), a valori in uno

spazio vettoriale V , possiamo associare un tensore alternatoS(τ) ∈ Ωs(M,T r,0(V)),
ponendo2

S(τ)(X1, . . . , Xs) =
1
s!

∑
a∈Ss

ε(a)τ(Xa1 , . . . , Xas), ∀X1, . . . , Xs ∈ X(M).eq:15.2.8eq:15.2.8 (4.3.13)

Con questa notazione, possiamo enunciare il :

thm:14410 Teorema 4.3.6 (Identità algebriche di Bianchi). Siano T ed R i tensori di torsione
e di curvatura di una connessione affine Γ su M. Valgono allora, per ogni X,Y,Z ∈
X(M), le:

S(R(X,Y)Z) = S [(T (T (X,Y),Z)) + (∇XT )(Y,Z)] (I identità di Bianchi),
S [(∇XR)(Y,Z) + R(T (X,Y),Z)] = 0 (II identità di Bianchi).

Definizione 4.3.7. Una connessione affine Γ si dice simmetrica se ha torsione nulla.

In particolare:

Corollario 4.3.8. Se Γ è simmetrica, il suo tensore di curvatura soddisfa, per ogni
X,Y,Z ∈ X(M), le due identità :

S(R(X,Y)Z) = 0 (I identità di Bianchi con T = 0)
S((∇XR)(Y,Z)) = 0 (II identità di Bianchi con T = 0)

Dimostrazione del Teorema
thm:14410thm:14410
4.3.6. Si possono dimostrare le formule per cal-

colo diretto, a partire dalla caratterizzazione della curvatura e della torsione per
mezzo della derivazione covariante.

Dal momento che la torsione e la curvatura sono forme alternate, possiamo
riscrivere le identità di Bianchi nella forma

eq:15.2.9eq:15.2.9 (4.3.14)


R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y

= T (T (X,Y),Z) + T (T (Y,Z), X) + T (T (Z, X),Y)
+ (∇XT )(Y,Z) + (∇YT )(Z, X) + (∇ZT )(X,Y),

eq:15.2.10eq:15.2.10 (4.3.15)
{ (∇XR)(X,Y) + (∇YR)(Z, X) + (∇ZR)(X,Y)

= R(T (X,Y),Z) + R(T (Y,Z), X) + R(T (Z, X),Y).

Verifichiamo ad esempio la prima. Se X,Y,Z ∈ X(M), abbiamo

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y

2Lo spazio Ωs(M,T r,0(V)) dei tensori alternati è un sottospazio vettoriale di Tr,s(M). La S è
una proiezione di Tr,s(M) su Ωs(M,T r,0(V)).
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= ∇X∇YZ − ∇Y∇XZ − ∇[X,Y]Z
+ ∇Y∇ZX − ∇Z∇Y X − ∇[Y,Z]X
+ ∇Z∇XY − ∇X∇ZY − ∇[Z,X]Y

= ∇X(∇YZ − ∇ZY) + ∇Y (∇ZX − ∇XZ) + ∇Z(∇XY − ∇Y X)
− ∇[X,Y]Z − ∇[Y,Z]X − ∇[Z,X]Y

= ∇X(T (Y,Z)) + ∇Y (T (Z, X)) + ∇Z(T (X,Y))
+ ∇X([Z,Y]) + ∇Y ([Z, X]) + ∇Z([X,Y])
− ∇[X,Y]Z − ∇[Y,Z]X − ∇[Z,X]Y

= (∇XT )(Y,Z) + T (∇XY,Z) − T (∇XZ,Y)
+ (∇YT )(Z, X) + T (∇YZ, X) − T (∇Y X,Z)
+ (∇ZT )(X,Y) + T (∇ZX,Y) − T (∇ZY, X)
+ ∇X([Z,Y]) + ∇Y ([Z, X]) + ∇Z([X,Y])
− ∇[X,Y]Z − ∇[Y,Z]X − ∇[Z,X]Y

= (∇XT )(Y,Z) + (∇YT )(Z, X) + (∇ZT )(X,Y)
+ T (∇XY − ∇Y X,Z) + T (∇YZ − ∇ZY, X) + T (∇ZX − ∇XZ,Y)
+ ∇X([Z,Y]) + ∇Y ([Z, X]) + ∇Z([X,Y])
− ∇[X,Y]Z − ∇[Y,Z]X − ∇[Z,X]Y

= (∇XT )(Y,Z) + (∇YT )(Z, X) + (∇ZT )(X,Y)
+ T (T (X,Y),Z) + T (T (Y,Z), X) + T (T (Z, X),Y)
+ T ([X,Y],Z) + T ([Y,Z], X) + T ([Z, X],Y)
+ ∇X([Z,Y]) + ∇Y ([Z, X]) + ∇Z([X,Y])
− ∇[X,Y]Z − ∇[Y,Z]X − ∇[Z,X]Y

= (∇XT )(Y,Z) + (∇YT )(Z, X) + (∇ZT )(X,Y)
+ T (T (X,Y),Z) + T (T (Y,Z), X) + T (T (Z, X),Y)
+ ∇[X,Y]Z − ∇Z[X,Y] − [[X,Y],Z]
+ ∇[Y,Z]X − ∇X[Y,Z] − [[Y,Z], X]
+ ∇[Z,X]Y − ∇X[Z, X] − [[Z, X],Y]
+ ∇X([Z,Y]) + ∇Y ([Z, X]) + ∇Z([X,Y])
− ∇[X,Y]Z − ∇[Y,Z]X − ∇[Z,X]Y

= (∇XT )(Y,Z) + (∇YT )(Z, X) + (∇ZT )(X,Y)
+ T (T (X,Y),Z) + T (T (Y,Z), X) + T (T (Z, X),Y).

Per dimostrare la seconda identità differenziale di Bianchi, dobbiamo ricordare
che

(∇XR)(Y,Z) = ∇X(R(Y,Z)) − R(∇XY,Z) + R(∇XZ,Y)
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= ∇X∇Y∇Z − ∇X∇Z∇Y − ∇X∇[Y,Z]

+ ∇Z∇∇XY − ∇∇XY∇Z − ∇[Z,∇XY]

− ∇Y∇∇XZ + ∇∇XZ∇Y + ∇[Y,∇XZ].

I calcoli si sviluppano poi in modo simile a quanto abbiamo fatto per dimostrare la
prima. �

4.4. Interpretazione geometrica della torsione e della curvatura

Per dare un’interpretazione geometrica della torsione e della curvatura di una
connessione affine, utilizziamo i campi di vettori standard ed i campi di vettori
fondamentali nel fibrato dei sistemi di riferimento zM.

Ricordiamo che il campo orizzontale standard associato a v ∈ Rm è il campo
B(v) ∈H (P) per cui θ(B(v)) = v.

prop14311 Proposizione 4.4.1. Sia Γ una connessione affine su M. Allora:

T = 0⇐⇒ [B(v1),B(v2)] è verticale ∀v1, v2 ∈ R
m,

R = 0⇐⇒ [Bv1,B(v2)] è orizzontale ∀v1, v2 ∈ R
m.

Torsione e curvtura misurano infatti le componenti orizzontale e verticale del
commutatore di due campi orizzontali standard:

Lemma 4.4.2. Per ogni v1, v2 ∈ R
m abbiamo

Θ(B(v1),B(v2)) = −θ([B(v1),B(v2)]),(4.4.1)
Ω(B(v1),B(v2)) = −ω([B(v1),B(v2)]).(4.4.2)

Dimostrazione. Se v1, v2 ∈ R
m, abbiamo:

Θ(B(v1),B(v2)) = dθ(B(v1),B(v2)) = B(v1) v2 − B(v2) v1 − θ([B(v1),B(v2)])
= −θ([B(v1),B(v2)])

Ω(B(v1),B(v2)) = dω(B(v1),B(v2))
= B(v1)ω(B(v2)) − B(v2)ω(B(v1)) − ω([B(v1),B(v2)])
= −ω([B(v1),B(v2)]).

La Proposizione
prop14311prop14311
4.4.1 segue dal fatto che T = 0 se e soltanto se Θ = 0 ed,

analogamente R = 0 se e soltanto se Ω = 0. �

Analogamente, l’annullarsi del differenziale covariante della torsione (risp.
della curvatura) equivale al fatto che la componente orizzontale (risp. verticale)
del commutatore di due campi orizzontali standard sia ancora un campo di vettori
standard (risp. un campo verticale fondamentale).

prop14314 Proposizione 4.4.3. Sia Γ una connessione affine su M. Fissiamo un riferimento
σ0 ∈ P ed indichiamo con P ⊂ P il fibrato d’olonomia per il punto σ0, con gruppo
strutturale G e sia g l’algebra di Lie di G. Siano v1, v2 ∈ R

m. Allora :
(1) Se ∇T = 0, allora θ([B(v1),B(v2)]) = v su P per qualche v ∈ Rm.
(2) Se ∇R = 0, allora ω([B(v1),B(v2)]) = A su P per qualche A ∈ g.
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Dimostrazione. Siano X ∈ X(M), v1, v2 ∈ R
m. Fissiamo un punto σ ∈ P e

siano Y1,Y2 ∈ X(U) campi di vettori, definiti in un intorno U di p = π(σ) ∈ M,
che si sollevino in B(v1),B(v2) lungo il rialzamento orizzontale per σ di una curva
integrale di X per p. È

(∇XT )(Y1,Y2) = ∇X(T (Y1,Y2)) − T (∇XY1,Y2) − T (Y1,∇XY2).

Osserviamo che, in p, è ∇XpYi = σ(X̃vi) = 0. Otteniamo perciò

σ−1(∇XT (Y1,Y2)) = X̃σΘ(B(v1),B(v2)) = −X̃σθ([B(v1),B(v2)]).

Quindi la condizione ∇T = 0 implica che

Θ(B(v1),B(v2)) = −θ([B(v1),B(v2)])

sia costante lungo i cammini orizzontali per i punti di P e dunque su P, perché P è
lo spazio totale del fibrato d’olonomia, e quindi che la componente orizzontale di
[B(v1),B(v2)] sia un vettore orizzontale standard.

Viceversa, abbiamo per v0, v1, v2 ∈ R
m, indicando con

∑′ la somma su tutte le
permutazioni con segnatura 1 di 0, 1, 2,

DΘ(B(v0),B(v1),B(v2)) =
∑′

B(vi)Θ(B(v j),B(vk)) −
∑′

Θ([B(vi),B(v j)],B(vk))

= −
∑′

B(vi)θ([B(v j),B(vk)])

−
∑′

dθ(h([B(vi),B(v j)]),B(vk))

= −
∑′

h([B(vi),B(v j)])vk

+
∑′

B(vk)θ(h([B(vi),B(v j)])

+
∑′

θ([h([B(vi),B(v j)]),B(vk)])

=
∑′

θ([B(vi, j),B(vk)]).

Per l’ipotesi che θ([B(vi),B(v j)]) sia costante, possiamo scrivere infatti h([B(vi),B(v j)]) =

B(vi, j) per un vettore costante vi, j ∈ R
m.

In modo analogo, si dimostra che, se ∇R = 0, allora Ω(B(v1),B(v2)) è costan-
te su P e quindi ω([B(v1),B(v2)]) è costante su P e, per il Teorema

thm:13246thm:13246
3.10.1 è un

elemento di g. �

Corollario 4.4.4. Sia Γ una connessione affine su M con ∇T = 0 e ∇R = 0.
Fissiamo σ0 ∈ F(M) e siano P ⊂ F(M) il fibrato di olonomia che contiene σ0,
G il suo gruppo strutturale e g l’algebra di Lie di G. Allora i campi di vettori
fondamentali A? con A ∈ g ed i campi orizzontali standard generano un’algebra
di Lie di dimensione finita m + dim g di campi di vettori.

Dimostrazione. Ricordiamo che, senza alcuna ipotesi su torsione e curvatura,
valgono le formule:[A?1 , A

?
2 ] = [A1, A2]?, ∀A1, A2 ∈ gl(m,R),

[A?,B(v) ] = B(Av), ∀A ∈ gl(m,R), ∀v ∈ Rm .
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Se curvatura e torsione sono parallele, per la Proposizione
prop14314prop14314
4.4.3 abbiamo anche

che, se v1, v2 ∈ R
m,

[B(v1),B(v2)] = A∗ + B(v)
per qualche A ∈ g, v ∈ Rm. �

4.5. Esistenza di connessioni simmetriche

Ricordiamo che una connessione affine si dice simmetrica se ha torsione nulla.
Le connessioni affini su M formano uno spazio affine Γ(M), con spazio vetto-

riale associato ΩAd,0(F(M), gl(m,R)). Ciò significa che, fissata la forma di Cartan
ω di una qualsiasi connessione affine su M, è

Γ(M) ' {ω + α | α ∈ Ω1
Ad,0(F(M), gl(m,R))}.

Un elemento τ di Ω2
ı,0(F(M),Rm) definisce in modo naturale un elemento ατ di

Ω1
Ad,0(F(M), gl(m,R)), con

ατ(Xσ)v = τ(Xσ, σ(v)), ∀σ ∈ F(M), ∀Xσ ∈ TσF(M), ∀v ∈ Rm,

e viceversa dalla forma ατ possiamo ricavare la τ mediante

τ = 1
2ατ ∧ θ, ∀τ ∈ Ω2

ı,0(F(M),Rm).

È infatti

(ατ ∧ θ)(Xσ,Yσ) = ατ(Xσ)(σ−1Yσ) − ατ(Yσ)(σ−1Xσ)
= τ(Xσ,Yσ) − τ(Yσ, Xσ) = 2τ(Xσ,Yσ).

In particolare, se Θ = (dθ + ω ∧ θ) ∈ Ω2
ı,0(F(M),Rm) è la forma di torsione di Γω,

la

eq1431eq1431 (4.5.1) ω
′ = ω − 1

2αΘ

è la forma di Cartan di una connessione Γω′ con torsione nulla. Infatti

Θ′ = D′θ = dθ + (ω − 1
2ατ) ∧ θ = Θ − 1

2αΘ ∧ θ = 0.

Osservazione 4.5.1. Non c’è una relazione semplice tra la forma di curvatura di
Γω e di quella della Γω′ ad essa associata dalla (

eq1431eq1431
4.5.1). Osserviamo che le due

connessioni Γω e Γω′ hanno le stesse linee geodetiche.

4.6. Derivazione covariante lungo una curva

Sia M una varietà differenziabile su cui abbiamo fissato una connessione affine
Γ. Possiamo quindi definire il trasporto parallelo di vettori tangenti (vedi il §

sec:14.14sec:14.14
2.8

del Capitolo
ch:cpch:cp
2). Abbiamo:

Teorema 4.6.1. Sia M una varietà differenziabile, con una connessione affine Γ,
X,Y ∈ X(M), p ∈ M e sia φ : (−ε, ε) → M una curva integrale di X con γ(0) = p.
Indichiamo con τt : TpM → Tγ(t)M il trasporto parallelo lungo la curva γ. Allora :

(4.6.1) (∇XY)(p) = lim
t→0

τ−1
t Y(γ(t)) − Y(p)

t
.
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Possiamo estendere la definizione del trasporto parallelo ai tensori. Sia J un
intervallo di R contenente 0 e γ : J → M una curva integrale di X ∈ X(M), con
γ(0) = p ∈ M. Sia τt : TpM → Tγ(t)M il trasporto parallelo lungo la curva γ.
Poiché τt è un isomorfismo lineare, la sua aggiunta τ∗t è un isomorfismo tra gli
spazi duali. Otteniamo quindi un isomorfismo lineare (τ∗)−1 : T ∗pM → T ∗γ(t)M. Per
ogni p, q interi non negativi risulta allora definita un unico isomorfismo lineare:

τ
(p,q)
t : T p,qM → T p,qM tale che

τ
(p,q)
t (v1 ⊗ · · · vp ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vq)

= τt(v1) ⊗ · · · ⊗ τt(vp) ⊗ (τ∗)−1(v1) ⊗ · · · ⊗ (τ∗)−1(vq)

∀v1, . . . , vp ∈ TpM , ∀v1, . . . , vq ∈ T ∗pM .

Possiamo interpretare la derivazione covariante di un qualsiasi tensore in termi-
ni di trasporto parallelo. Sia T[p,q]M = C∞(M,T p,qM) lo spazio dei tensori p-
controvarianti e q-covarianti su M. Abbiamo allora

(4.6.2) (∇Xt)(p) = lim
t→0

{τ
p,q
t }
−1(t(γ(t)) − t(p)

t
∀t ∈ Tp,qM,

ove γ è una curva integrale di X con γ(0) = p.

4.7. Forme e simboli di Christoffel

Supponiamo fissata su M una connessione affine Γ, con forma di Cartan ω.

4.7.1. Forme di Christoffel. Ad un atlante di trivializzazione A = {(Uα, σα)}α∈I
di F(M) sono associate le forme di Christoffel3

eq:15.1.beq:15.1.b (4.7.1) ωα = σ∗αω ∈ Ω
2(Uα, gl(m,R))

Proposizione 4.7.1. Abbiamo:

eq:15.1.aeq:15.1.a (4.7.2) ∇XY = σα
(
X(σ−1

α Y) + ωα(X)(σ−1
α Y)

)
su Uα, ∀X,Y ∈ X(M).

4.7.2. Espressioni dei simboli di Christoffel in coordinate locali. Ad una
carta locale (U, x) di M, con x = (x1, . . . , xm), associamo il sistema di riferimento
(∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm).

La corrispondente trivializzazione locale di F(M) su U fa corrispondere ad un
riferimento σ = (X1, . . . , Xm) la matrice

(
xi

j
)
∈ GL(m,R) per cui

X j =
∑m

i=1
xi

j
∂

∂xi , j = 1, . . . ,m.

Indichiamo con (Xi
j) l’inversa della matrice (xi

j). Abbiamo cioè∑m

h=1
xh

i X j
h = δ

j
i =

1 se i = j,
0 se i , j.

Siano e1, . . . , em i vettori della base canonica di Rm.

3Vedi il §
sec:14.5sec:14.5
2.6 del Capitolo

ch:cpch:cp
2
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Lemma 4.7.2. La forma canonica θ ∈ Ω1(F(M),Rm) si esprime nelle coordinate
locali mediante

eq:15.4.1eq:15.4.1 (4.7.3) θ =
∑

θ
iei, con θ

i =
∑m

j=1
Xi

jdx j. �

Indichiamo con Ei
j la base canonica di gl(m,R). La Ei

j è la matrice il cui unico
coefficiente diverso da 0, ed uguale ad 1, è quello della i-esima riga e j-esima
colonna.

La forma di Cartan della connessione affine Γ si scrive nella forma

eq:15.4.2eq:15.4.2 (4.7.4) ω =
∑m

i, j=1
ωi

jE
j
i , con ωi

j ∈ Ω
1(zU).

Consideriamo σU = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm) come una sezione di Γ(U,F(M)), e con-
sideriamo la relativa forma di Christoffel ωU = σ∗Uω ∈ Ω(U, gl(m,R)). Essa
definisce m3 funzioni Γi

j,k su U, tali che

eq:15.4.3eq:15.4.3 (4.7.5) ωU =
∑m

i,k=1

(∑m

j=1
Γi

j,kdx j)Ek
i .

Definizione 4.7.3. Le funzioni Γi
j,k ∈ C∞(U) si dicono le componenti dei simboli

di Christoffel di Γ nella carta locale x1, . . . , xm.

Le equazioni di gauge danno per i simboli di Christoffel

Proposizione 4.7.4. Se Γ̄αβ,γ sono i simboli di Christoffel di Γ in un’altra carta
locale y1, . . . , ym su U, abbiamo

eq:15.4.4eq:15.4.4 (4.7.6) Γ̄αβ,γ =
∑m

i, j,k=1
Γi

j,k
∂x j

∂yβ
∂xk

∂yγ
∂yα

∂xi +
∑m

i=1

∂2xi

∂yβ∂yγ
∂yα

∂xi . �

La forma di Cartan della connessione Γ si esprime anch’essa per mezzo dei
simboli di Christoffel. Abbiamo infatti

Proposizione 4.7.5. La forma di Cartan della connessione Γ si esprime, nelle
coordinate locali (xi, xi

j), mediante

eq:15.4.5eq:15.4.5 (4.7.7) ω =
∑m

i, j=1
ωi

jE
j
i , con ωi

j =
∑m

k=1
Xi

k
(
dxk

j+
∑

h,`
Γk

h,`x
`
jdxh). �

La derivazione covariante si esprime per mezzo dei simboli di Christoffel:

Proposizione 4.7.6. Indicando con ∇i la derivata covariante rispetto al campo di
vettori ∂/∂xi, abbiamo

eq:15.4.6eq:15.4.6 (4.7.8) ∇i
∂

∂x j = ∇ ∂

∂xi

∂

∂x j =
∑m

k=1
Γk

i, j
∂

∂xk , ∀i, j = 1, . . . ,m. �

Definizione 4.7.7. Definiamo le componenti T i
j,h ∈ C∞(U) della torsione ed Ri

j,h,k ∈

C∞(U) della curvatura di Γ rispetto alle coordinate locali x1, . . . , xm mediante

T
( ∂

∂x j ,
∂

∂xh

)
=

∑m

i=1
T i

j,h
∂

∂xieq:15.4.7eq:15.4.7 (4.7.9)

R
( ∂

∂x j ,
∂

∂xh

) ∂

∂xk =
∑m

i=1
Ri

j,h,k
∂

∂xi .eq:15.4.8eq:15.4.8 (4.7.10)
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Proposizione 4.7.8. Le componenti della torsione e della curvatura di Γ si espri-
mono, per mezzo dei simboli di Christoffel in una carta locale x1, . . . , xm in U ⊂ M,
mediante le formule

T i
j,h = Γi

j,h − Γi
h, j,eq:15.4.9eq:15.4.9 (4.7.11)

Ri
j,h,k =

∂Γi
h,k

∂x j −
∂Γi

j,k

∂xh +
∑m

`=1
(Γi

j,`Γ
`
hk − Γi

h,`Γ
`
j,k).(4.7.12)

4.7.3. Espressioni rispetto a sistemi di riferimento arbitrari. Un sistema
di riferimento (X1, . . . , Xm) su un aperto U di M determina funzioni Γi

j,h ∈ C∞(U)
tali che

eq:k.1.1eq:k.1.1 (4.7.13) ∇Xi X j =

m∑
k=1

Γk
i, j Xk per i, j = 1, . . . ,m .

Definizione 4.7.9. I coefficienti Γk
i, j definiti dalla (

eq:k.1.1eq:k.1.1
4.7.13) si dicono i simboli di

Christoffel di ∇ nel sistema di riferimento (X1, . . . , Xm).

Ogni campo di vettori Y ∈ X(U) è combinazione lineare a coefficienti in
C∞(U) dei campi del sistema di riferimento:

Y =

m∑
i=1

φiXi.

Le sue derivare covarianti rispetto ai campi di riferimento X1, . . . , Xm sono allora:

(4.7.14) ∇XiY =

m∑
k=1

Xi(φk) +

m∑
j=1

Γk
i, jφ

j

 Xk .

Siano Γ̄k
i, j ∈ C∞(U) i simboli di Christoffel di Γ in un altro riferimento (Y1, . . . ,Ym)

su U. È Yi =
∑n

j=1 a j
i X j, con (a j

i ) ∈ C∞(U,GL(n,R)). Indichiamo con (A j
i )

l’inversa della matrice (a j
i ).

Vale allora la formula di trasformazione per i simboli di Christoffel:

eq:f71.3eq:f71.3 (4.7.15) Γ̄k
i, j =

m∑
r,s,t=1

Γr,s
t ar

i a
s
jA

k
t +

m∑
t=1

Ak
t Yi(at

j) per i, j, k = 1, . . . ,m.

Se Xi = ∂/∂xi e Yi = ∂/∂yi questa formula si riduce alla (
eq:15.4.4eq:15.4.4
4.7.6); infatti le matrici

(ai
j) ed (Ai

j) sono in questo caso gli Jacobiani dei cambiamenti di coordinate.
Un diffeomorfismo Φ : M → M definisce un isomorfismo Φ∗ : X(M) 3 X →

XΦ ∈ X(M) che fa corrispondere ad un campo di vettori X ∈ X(M) il campo di
vettori

XΦ(p) = dΦΦ−1(p)(XΦ−1(p)) per ogni p ∈ M.

Il pullback di Γ mediante Φ è una nuova connessione lineare ΓΦ su M. La
corrispondente derivazione covariante ∇Φ è definita da

(4.7.16) ∇Φ
X Y =

(
∇XΦYΦ

)Φ−1

∀X,Y ∈ X(M).
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Proposizione 4.7.10. Un diffeomorfismo Φ : M → M è una trasformazione affine
per la connessione ∇ se ∇Φ = ∇.

4.8. Parallelismo

Sia γ ∈ C∞(I,M) una curva differenziabile in M ed Y ∈ C∞(I,T M) un cam-
po di vettori differenziabile lungo la curva γ, tale cioè che Possiamo definire il
differenziale covariante ∇γ̇Y = DY/dt di Y lungo la curva γ.

Vale infatti il seguente Lemma (vedi §
sec:14.14sec:14.14
2.8 del Capitolo 2).

Lemma 4.8.1. Se Y1,Y2 ∈ X(M) e Y1(γ(t)) = Y2(γ(t)) per ogni t ∈ J, allora
∇γ̇(t)Y1 = ∇γ̇(t)Y2 per ogni t ∈ J.

Dimostrazione. Per dimostrare il lemma è sufficiente stabilire l’espressione
della derivata covariante lungo una curva in coordinate locali.

Siano x1, . . . , xm sono coordinate locali nell’intorno di un punto γ(t) della
curva. Se (γ1(t), . . . , γm(t)) è l’espressione parametrica di γ ed

Y = Y1(t)
∂

∂x1 + . . . + Ym(t)
∂

∂xm ,

allora la derivata covariante di Y lungo γ è:

eq:15.6.1eq:15.6.1 (4.8.1)
DY
dt

=
∑m

i=1

(
Ẏ i + Γi

j,k γ̇
j Yk

) ∂

∂xi .

�

Definizione 4.8.2. Il campo di vettori Y(t) è parallelo lungo la curva γ : J → M
se DY/dt = 0 in tutti i punti di γ.

Ricordiamo, dal §
sec:15.3sec:15.3
4.9, la definizione di geodetica:

Definizione 4.8.3. La curva γ : J → M è una geodetica se il campo della velocità
γ̇ è parallelo lungo γ.

Un campo di vettori parallelo lungo una curva γ soddisfa il sistema di equazioni
differenziali ordinarie lineare (

eq:15.6.1eq:15.6.1
4.8.1) lungo la curva γ. Abbiamo quindi:

Proposizione 4.8.4. Se γ : [0, 1] → M è una curva differenziabile che unisce due
punti p0, p1 di M, per ogni v ∈ Tp0 M vi è uno e un solo campo di vettori Y = Υ(v, t)
parallelo lungo γ con Y(0) = v. L’applicazione Tp0 3 v → Υ(v, 1) ∈ Tp1 M è un
isomorfismo lineare. �

4.9. Geodetiche
sec:15.3

Sia I un intervallo in R ed s ∈ C 2(I,M) una curva di classe C 2. La sua velocità
ṡ è un campo di vettori di classe C 1 su s, di cui possiamo calcolare la derivata
covariante (Dṡ/dt) lungo s. Se s̃σ0 è il sollevamento orizzontale di s a partire da
un punto σ0 di F(M), è

eq:15.3.0eq:15.3.0 (4.9.1)
Dṡ
dt

= s̃σ0

d(s̃−1
σ0

ṡ)
dt

 .
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Definizione 4.9.1. Una curva γ ∈ C 2([0, 1],M) si dice una geodetica se la sua
velocità γ̇ è parallela lungo γ, se cioè

eq:15.3.1eq:15.3.1 (4.9.2)
Dγ̇
dt

= 0, ∀t ∈ [0, 1].

Scriveremo a volte
D2γ

dt2 per
Dγ̇
dt

.

Osservazione 4.9.2. Se γ ∈ C 2(I,M) è una geodetica, la sua velocità γ̇ è o
identicamente nulla, o diversa da zero per ogni t ∈ I. [Vedi §

sec13151sec13151
3.8 del Capitolo

ch:cpch:cp
2.]

Osservazione 4.9.3. Supponiamo che γ ∈ C 2(I,M) sia una geodetica, con γ̇ , 0.
Una sua riparametrizzazione γ ◦ τ, con τ ∈ C 2(I′, I) è ancora una geodetica se, e
soltanto se, la τ è affine, cioè della forma τ(t) = at + b. Abbiamo infatti

d
dt
γ ◦ τ = τ̇ · γ̇ ◦ τ =⇒

D
dt

d
dt

(γ ◦ τ) = τ̈γ̇ + τ̇2 Dγ̇
dt
.

Quindi, se γ è una geodetica,
D2(γ ◦ τ)

dt2 = τ̈ · γ̇. Se γ̇ , 0, questa ci dà τ̈ = 0, e

perciò τ è affine.

Proposizione 4.9.4. La proiezione su M di una curva integrale di un campo di vet-
tori orizzontale standard è una geodetica e viceversa ogni rialzamento orizzontale
di una geodetica in M è la curva integrale di un campo di vettori standard.

Dimostrazione. Siano v ∈ Rm, αv ∈ C∞(I,F(M)) una curva integrale di B(v),
e γv = π ◦ αv. Poiché (αv(t))−1α̇v(t) = v per ogni t ∈ I, per la (

eq:15.3.0eq:15.3.0
4.9.1) abbiamo

D2(γv)/dt2 = 0.
Viceversa, la (

eq:15.3.0eq:15.3.0
4.9.1) implica che, se γ̃ è il sollevamento orizzontale di una

geodetica γ, la (γ̃)−1γ̇ è costante. �

Come conseguenza otteniamo:

thm320 Teorema 4.9.5. Assegnati p0 ∈ M e v0 ∈ Tp0 M esiste un’unica geodetica γ,
definita su un intervallo I contenente 0 come punto interno, tale che

eq:15.3.2eq:15.3.2 (4.9.3)

γ(0) = p0,

γ̇(0) = v0.

Abbiamo inoltre γ ∈ C∞(I,M).
L’unicità va intesa nel modo seguente: se I, I′ sono due intervalli di R che

contengono 0 e γ ∈ C 2(I,M), γ′ ∈ C 2(I′,M) sono due geodetiche con γ(0) =

p0 = γ′(0), γ̇(0) = v0 = γ̇′(0), allora γ(t) = γ′(t) per ogni t ∈ I ∩ I′. In particolare,
esiste una geodetica massimale che soddisfi le condizioni iniziali (

eq:15.3.2eq:15.3.2
4.9.3).

Se γ ∈ C∞(I,M) è una geodetica non costante, allora γ̇(t) , 0 per ogni t ∈ I.

Definizione 4.9.6. Una connessione affine Γ su M si dice completa se ogni geode-
tica γ ∈ C∞(I,M) in M può essere estesa ad una geodetica definita su R.

Per il Teorema
thm320thm320
4.9.5, abbiamo
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Proposizione 4.9.7. Condizione necessaria e sufficiente affinché la connessione Γ

su M sia completa è che tutti i campi orizzontali standard siano completi su F(M).

L’equazione delle geodetiche

(4.9.4)
Dγ̇
dt

= 0

si scrive in coordinate locali mediante:

(4.9.5) γ̈i +
∑m

j,k=1
γ̇ jγ̇kΓi

j,k, per i = 1, . . . ,m,

ed è quindi un’equazione differenziale non lineare del second’ordine. Abbiamo
perciò :

Proposizione 4.9.8. Se p ∈ M, v ∈ TpM, esiste un intervallo aperto I ⊂ R, con
0 ∈ I, ed una geodetica γv : I → M con γv(0) = p, γ̇v(0) = v.

La geodetica γv è essenzialmente unica. Cioè, se I′ è un altro intervallo di R
contenente 0 e γ′v : I′ → M un’altra geodetica con γ′v(0) = p, γ̇′v(0) = v, allora
γ′v(t) = γv(t) per ogni t ∈ I ∩ I′. �

Definizione 4.9.9. Se v ∈ TpM, p ∈ M, indicheremo con γv la geodetica massimale
tale che γ(0) = p e γ̇(0) = v e con Jv ⊂ R il suo massimo dominio di definizione.

Osserviamo che, se v ∈ TpM e t, s ∈ R sono tali che st ∈ Jv, t ∈ Jsv, allora
γsv(t) = γv(st).

4.10. Espressione in coordinate delle equazioni di struttura

Ricordiamo che i tensori di torsione T ∈ T1,2(M) e di curvatura R ∈ T1,3(M)
sono definiti da:

T(X,Y) = ∇XY − ∇Y X − [X,Y](4.10.1)
R(X,Y) = ∇X∇Y − ∇Y∇X − ∇[X,Y](4.10.2)

∀X,Y ∈ X(M).

Fissiamo un riferimento (X1, . . . , Xm) su un aperto U di M e consideriamo i simboli
di Christoffel e le componenti dei tensori di torsione e di curvatura definiti da:

∇Xi X j =
∑m

k=1
Γk

i, jXk,(4.10.3)

T(Xi, X j) =
∑m

k=1
T k

i, jXk,(4.10.4)

R(Xi, X j)Xh =
∑n

k=1
Rk

h,i, jXk.(4.10.5)

Definiamo delle 1-forme ωi, ωi
j ∈ Ω

1(U) (per 1 ≤ i, j ≤ m) mediante :

(4.10.6) ωi(X j) = δi
j , ωi

j =
∑m

k=1
Γi

k, jω
k.

Le forme ωi
j determinano a loro volta i simboli di Christoffel e quindi la connes-

sione affine.
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Diamo una descrizione più intrinseca delle forme ωi e ωi
j. Il dato del sistema

di riferimento (X1, . . . , Xn) definisce una forma differenziale

(4.10.7) Bω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω1(U,Rm).

La differenziazione affine definisce allora una forma BΩ = (ωi
j) ∈ Ω

1(U, gl(m,R))
tale che

(4.10.8) Bω(∇XY) = d [Bω(Y)] (X) + BΩ(Y)X.

Se X′1, . . . , X
′
n è un altro sistema di riferimento in U, le forme Bω′ ∈ Ω1(U,Rm) e

BΩ′ ∈ Ω1(U, gl(m,R)) ad esso associate sono legate alle (Bω,BΩ) del precedente
riferimento dalle equazioni di gauge:

(4.10.9)

Bω = aBω′ con a ∈ C∞(U,GL(m,R)),
Ω′ = a−1 ◦ da + a−1 ◦ BΩ ◦ a = a−1 ◦ da + Ad(a−1)(Ω) .

Teorema 4.10.1 (Equazioni di struttura di Cartan). Le forme ωi
j soddisfano:

dωi = −
∑m

k=1
ωi

k ∧ ω
k + 1

2

∑m

j,k=1
T i

j,kω
j ∧ ωkeq:torseq:tors (4.10.10)

dωi
j = −

∑m

k=1
ωi

k ∧ ω
k
j +

1
2

∑m

h,k=1
Ri

j,h,kω
h ∧ ωk.eq:curveq:curv (4.10.11)

Dimostrazione. Definiamo i coefficienti ck
i, j mediante :

[Xi, X j] =
∑m

k=1
ck

i, jXk .

Useremo nel seguito la convenzione secondo cui indici uguali in alto e in basso si
intendono sommati su tutto il loro insieme di definizione. Abbiamo dunque:

dωi(X j, Xk) = X j(ωi(Xk)) − Xk(ωi(X j)) − ωi([X j, Xk] = − ci
j,k.

Abbiamo poi :

T(X j, Xk) = ∇X j Xk − ∇Xk X j − [X j, Xk]

= Γ j,k
iXi − Γk, j

iXi − ci
j,kXi ,

cioè
T i

j,k = Γ j,k
i − Γk, j

i − ci
j,k

e quindi :

(−ωi
h ∧ ω

h + T i
h,`ω

h ∧ ω`)(X j, Xk)

= −ωi
k(X j) + ωi

j(Xk) +
1
2

(
T i

j,k − T i
k, j

)
= −Γ j,k

i + Γk, j
i +

1
2

(
(Γ j,k

i − Γk, j
i − ci

j,k) − (Γk, j
i − Γ j,k

i − ci
k, j)

)
= −ci

j,k

e quindi abbiamo verificato la (
eq:torseq:tors
4.10.10).

Per i coefficienti del tensore di curvatura abbiamo l’espressione:

(4.10.12) Ri
j,h,k = (XhΓk, j

i) − (XkΓh, j
i) + Γk, j

` Γh,`
i − Γh, j

` Γk,`
i − c`h,k Γ`, j

i.
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A partire dalla formula per le componenti della curvatura, la verifica della (
eq:curveq:curv
4.10.11)

è analoga a quella della (
eq:torseq:tors
4.10.10). �

In un riferimento X1, . . . , Xn su un aperto U di M possiamo associare ai tensori
di torsione e di curvatura le forme di torsione e di curvatura mediante :

T =

(∑m

j,k=1
T i

j,kω
i ∧ ωk

)
i=1,...,n

∈ Ω2(U,Rm) ,(4.10.13)

R =

(∑m

h,k=1
Ri

j,h,kω
h ∧ ωk

)
h,k=1,...,n

∈ Ω2(U, gl(n,R)),(4.10.14)

dove, se V è uno spazio vettoriale reale, Λp(U,V) è lo spazio delle p-forme diffe-
renziali alternate a valori in V .

Le equazioni di struttura si scrivono allora utilizzando le forme di torsione e di
curvatura mediante4 :

(4.10.15)

dω = −Ω ∧ ω + 1
2 T

dΩ = −Ω ∧Ω + 1
2 R .

Supponiamo che il sistema di riferimento X1, . . . , Xn sia definito su un intorno
normale Up del punto p ∈ M e consideriamo l’applicazione differenziabile, definita
in un intorno aperto V di 0 in R × Rm:

(4.10.16) Φ : V 3 (t; a1, . . . , am)→ expp(ta1X . . . , tamXn) ∈ Up.

Abbiamo allora, per forme ω̄i, ω̄i
j definite su V che sono combinazioni lineari a

coefficienti C∞ di da1, . . . , dam:

(4.10.17)


Φ∗ωi = aidt + ω̄i

Φ∗ωi
j = ω̄i

j

1 ≤ i, j ≤ n

Vale la:

Proposizione 4.10.2. Indicando ancora con T i
j,k ed Ri

j,h,k i loro rialzamenti a V,
le forme ω̄i e ω̄i

j soddisfano il sistema differenziale:

(4.10.18)


∂ω̄i

∂t
= dai + akω̄i

k + T i
h,kahω̄k, ω̄i(0, a1, . . . , am) = 0

∂ω̄i
j

∂t
= Ri

j,h,ka jω̄k, ω̄i
j(0, a

1, . . . , am) = 0 .

In particolare, se il tensore di curvatura è nullo, le forme ωi
j sono costanti. Se

anche la torsione è nulla, l’esponenziale definisce una trasformazione affine di un
intorno di 0 in TpM su un intorno normale di p in M.

4Si può dare una formulazione intrinseca delle equazioni di struttura definendo forme ω̃, Ω̃, T̃
ed R̃ sul fibrato principale F(M) dei sistemi di riferimento di M.
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4.11. Metriche pseudo-Riemanniane e connessione di Levi-Civita
sec:149

Sia M una varietà differenziabile.

Definizione 4.11.1. Una metrica Riemanniana su M è il dato di un tensore simme-
trico g ∈ T0,2(M) definito positivo:

g(X,Y) = g(Y, X), ∀X,Y ∈ X(M) (simmetria),
(4.11.1)

gp(X, X) > 0, se X ∈ X(M) ed X(p) , 0 (positività).
eq:1491eq:1491 (4.11.2)

Diciamo che la g è una metrica pseudo-Riemanniana di segnatura (p, q), con p+q =

m, se, invece della condizione (
eq:1491eq:1491
4.11.2) richiediamo che

TpM × TpM 3 (v,w)→ gp(v,w) ∈ R è non degenere di segnatura (p, q).
(4.11.3)

Una varietà Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana) è una varietà differenzia-
bile su cui sia stata fissata una metrica Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana).
Indicheremo a volte una varietà Riemanniana, o pseudo-Riemanniana, come una
coppia (M, g).

Sia (M, g) una varietà pseudo-Riemanniana, b una forma bilineare simmetrica
su Rm, e supponiamo che, per ogni p ∈ M, gp abbia la stessa segnatura di b.
Indichiamo con Ob(m) il gruppo degli automorfismi lineari di Rm che preservano
la forma b.

Otteniamo una riduzione Ob(M) = (Ob(M)
π
−−→ M) ad Ob(m) di z(M) ponendo

eq:1492eq:1492 (4.11.4)
Ob(M, p) = {σ ∈ HomR(Rm,TpM) | b(v,w) = gp(σ(v), σ(w)), ∀v,w ∈ Rm}.

prop:14335 Proposizione 4.11.2. Sia Γ una connessione affine su una varietà pseudo-Riemanniana
(M, g). Sono condizioni equivalenti:

a1 (1) Il trasporto parallelo preserva la forma g.
a2 (2) ∇g = 0.
a3 (3) Γ ammette una Ob(n) riduzione ad Ob(M).

Dimostrazione. Se γ ∈ C∞(I,M) ed X,Y sono campi di vettori paralleli lungo
γ, abbiamo

d
dt

g(X(t),Y(t)) = (∇γ̇g)(X(t),Y(t)).

Da questa uguaglianza ricaviamo l’equivalenza (
a1a1
1)⇔(

a2a2
2).

La g si rialza ad un’applicazione g̃ ∈ C∞(F(M),S2(Rm)), ove abbiamo in-
dicato con S(Rm) lo spazio vettoriale delle forme bilineari simmetriche su Rm,
con

g̃(σ)(v1, v2) = g(σ(v1), σ(v2)), ∀σ ∈ F(M), ∀v1, v2 ∈ R
m.

La restrizione di g̃(σ)(v1, v2) a Ob(M) è costante ed uguale a b(v1, v2). Quindi
Xg̃(σ)(v1, v2) = 0 per ogni X ∈ X(Ob(M)) implica che ∇g = 0. Questo dimostra
l’implicazione (

a3a3
3)⇒(

a2a2
2).
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Fissiamo σ0 ∈ Ob(M) e sia γ ∈ C∞([0, 1],M) una curva con γ(0) = π(σ0).
Consideriamo il suo rialzamento orizzontale γ̃ con γ̃(0) = σ0. I vettori γ̃(t)ei sono
ottenuti da σ0ei per trasporto parallelo lungo γ. Quindi, se vale (

a1a1
1), è γ̃(t) ∈ Ob(M)

per ogni t ∈ [0, 1]. Da questo deduciamo che Hσ0F(M) ⊂ Tσ0Ob(M) per ogni
punto σ0 ∈ Ob(M), e che quindi la connessione affine Γ ammette una Ob-riduzione
ad Ob(M). Ciò dimostra l’implicazione (

a3a3
3)⇒(

a1a1
1) e completa la dimostrazione della

proposizione. �

Definizione 4.11.3. Diciamo che una connessione affine Γ ed una metrica pseudo-
Riemanniana g su M sono compatibili se sono soddisfatte le condizioni equivalenti
della Proposizione

prop:14335prop:14335
4.11.2. Diremo anche che la Γ è una connessione metrica.

thm:lc Teorema 4.11.4 (Levi-Civita). Sia (M, g) una varietà pseudo-Riemanniana. Vi è
allora un’unica connessione affine Γ su M compatibile con g e con torsione nulla.

Dimostrazione. La derivazione covariante ∇ della connessione cercata deve
soddisfare le due condizioni

eq:14336eq:14336 (4.11.5)

T (X,Y) = ∇XY − ∇Y X − [X,Y] = 0, ∀X,Y ∈ X,
∇g = 0.

Per la seconda delle (
eq:14336eq:14336
4.11.5) abbiamo per ogni X,Y,Z ∈ X(M):

(4.11.6) Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ).

Se supponiamo inoltre che valga la prima delle (
eq:14336eq:14336
4.11.5) abbiamo

Yg(Z, X) = g(∇YZ, X) + g(Z,∇Y X)
= g(∇YZ, X) + g(Z,∇XY) − g(Z, [X,Y])

Zg(X,Y) = g(∇ZX,Y) + g(X,∇ZY)
= g(∇XZ,Y) + g(X,∇YZ) + g(Y, [Z, X]) − g(X, [Y,Z])

e quindi

Xg(Y,Z) + Yg(Z, X) − Zg(X,Y)
= g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇YZ, X) + g(Z,∇XY) − g(Z, [X,Y])

− g(∇XZ,Y) − g(X,∇ZY) − g(Y, [Z, X]) + g(X, [Y,Z]).

Da questa ricaviamo la formula della derivazione covariante :

eq:f7.6.9eq:f7.6.9 (4.11.7)
2g(∇XY,Z) = Xg(Y,Z) + Yg(X,Z) − Zg(X,Y)

− g(X, [Y,Z]) + g(Y, [Z, X]) + g(Z, [X,Y]) .

Questo dimostra l’unicità. Viceversa, possiamo utilizzare la (
eq:f7.6.9eq:f7.6.9
4.11.7) per definire

∇XY . Si dimostra senza difficoltà che la∇ cosı̀ definita è una derivazione covariante
con torsione nulla. �
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Definizione 4.11.5. L’unica connessione metrica priva di torsione su (M, g) si dice
la connessione di Levi-Civita5.

4.12. Espressioni locali
sec:1410

In questo paragrafo ricaveremo diverse espressioni locali per il simboli di Chri-
stoffel ed i tensori di curvatura per la connessione di Levi-Civita di una metrica
Riemanniana g su M.

Espressione in coordinate locali. Siano x1, . . . , xm coordinate locali in un
aperto U di M e poniamo

gi, j = g
(
∂

∂xi ,
∂

∂x j

)
1 ≤ i, j ≤ m.

Per la (
eq:f7.6.9eq:f7.6.9
4.11.7) i simboli di Christoffel della connessione di Levi-Civita si esprimo-

no in funzione dei coefficienti gi, j. Abbiamo infatti

2 Γ`i, j g`,k =
∂g j,k

∂xi +
∂gi,k

∂x j −
∂gi, j

∂xk .

Indicando con gi, j i coefficienti della matrice inversa della (gi, j)i, j=1,...,m, otteniamo

(4.12.1) Γk
i, j = 1

2

∑m

`=1
gk,`

(
∂g j,`

∂xi +
∂gi,`

∂x j −
∂gi, j

∂x`

)
.

L’assenza di torsione equivale al fatto che i simboli di Christoffel, calcolati in
un sistema di coordinate locali, siano simmetrici rispetto ai due indici in basso.

Espressione in un riferimento ortonormale. Sia (X1, . . . , Xm) ∈ Γ(U,O(M))
un sistema di riferimento ortonormale in un aperto U di M. Poiché le g(Xi, X j) =

δi, j sono costanti, i simboli di Christoffel nel riferimento (X1, . . . , Xm) soddisfano:

(4.12.2) Γk
i, j = 1

2
(
ck

i, j + c j
k,i + ci

k, j
)

= −Γ
j
i,k, ove [Xi, X j] = ck

i, jXk,

e l’uguaglianza Γk
i, j = −Γ

j
i,k è conseguenza del fatto che i coefficienti ci

j,k sono
antisimmetrici rispetto agli indici in basso.

Per scrivere le forme di Christoffel utilizziamo il co-riferimento (θ1, . . . , θm)
associato ad (X1, . . . , Xm). Le forme θ1, . . . , θm ∈ Ω1(U) sono caratterizzate da
θi(X j) = δi

j per 1 ≤ i, j ≤ m, di modo che

g =
∑m

i=1

(
θ

i
)2

=
∑m

i=1
θ

i ⊗ θi.

La forma di Christoffel ωU = (ω j
k) è quindi a valori in o(m) e le equazioni di

struttura danno

(4.12.3)

dθi +
∑m

j=1ω
i
j ∧ θ

j = 0,
dωi

j +
∑m

k=1ω
i
k ∧ ω

k
j =

∑m
h,k=1Ri

j,h,kθ
h ∧ θk,

5 Tullio Levi-Civita (Padova, 29 Marzo 1873 Roma, 29 Dicembre 1941) matematico italiano,
allievo di Gregorio Ricci-Curbastro, è l’ inventore del calcolo differenziale assoluto (calcolo tensoria-
le). Ha dato notevoli contributi alla geometria differenziale, alla teoria della relatività, alla meccanica
celeste, all’idrodinamica. Nel 1938 fu cacciato dall’Università in seguito alle leggi razziali.
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ove
∑m

j,k=1Ri
j,h,kθ

h ∧ θk è il tensore di curvatura.

Forma polare. Fissiamo un punto p0 ∈ M e sia U un intorno suo intorno
normale. Possiamo supporre che, per un r > 0,

expp0
: Np0(r) = {x ∈ Tp0 M | ‖x‖g < r} −→ U

sia un diffeomorfismo.
Fissiamo una base ortonormale (e1, . . . , em) in Tp0 M e costruiamo una se-

zione σU ∈ Γ(U,O(M)) mediante il trasporto parallelo di (e1, . . . , em) lungo le
geodetiche:

σU(expp0
(x)) =

(
d expp0

(x)(e1), . . . , d expp0
(x)(em)

)
.

Poniamo poi

eq:16.2.20eq:16.2.20 (4.12.4) θ̄ = (θ̄i)1≤i≤m = σ∗Uθ, ω̄ = (ω̄i
j)1≤i, j≤m = σ∗Uω,

ove θ ed ω sono, rispettivamente, la forma canonica e la forma di Cartan della
connessione di Levi-Civita Γ.

Per calcolare queste forme in modo esplicito, introduciamo coordinate polari
in N0, ponendo, per le componenti vi di v ∈ Tp0 M,

vi = xit, 1 ≤ i ≤ m,
∑m

i=1
(xi)2 = 1.

Lemma 4.12.1. Abbiamo:

θ̄i = xidt + φi, con φi indipendente da dt,16.2.a16.2.a (4.12.5)

gli ω̄i
j sono indipendenti da dt,16.2.b16.2.b (4.12.6)

dφi = −
(
dxi +

∑m

j=1
ω̄i

jx
j) ∧ dt + · · · ,16.2.c16.2.c (4.12.7)

dω̄i
j = −

∑m

h,k=1
R̄i

j,h,kxhφk ∧ dt + · · ·16.2.d16.2.d (4.12.8)

dove i puntini stanno per forme indipendenti da dt ed R̄i
j,h,k sono le componenti del

tensore di curvatura nel riferimento σU .

Dimostrazione. Dimostriamo la (
16.2.a16.2.a
4.12.5). Per provare che φi è indipendente

da dt è sufficiente verificare che, se γx = expp0
(tx) è la geodetica uscente da p0

con velocità x, allora θ̄i(γ̇x) = xi. Osserviamo che, per la definizione della forma
canonica,

θ( d
dt γ̃x) = θ̄(γ̇x) = γ̃x(t)−1(γ̇x(t)),

ove γ̃x è il rialzamento orizzontale di γx a partire dal punto (e1, . . . , em). Poiché γ̃x
è orizzontale e γ̇x parallelo lungo γx, ne segue che θ̄(γ̇x) è costante. Il suo valore in
0 è x e dunque θ̄i(γ̇x) = xi per ogni t.

Poiché γ̃x e γ̇x sono paralleli lungo la geodetica γx, abbiamo

ω̄i
j(γ̇x) = ωi

j(
d
dt γ̃x) = 0,

perché γ̃x è orizzontale, e questo ci dà la (
16.2.b16.2.b
4.12.6).

Poiché la connessione di Levi-Civita ha torsione nulla, abbiamo

dθ = −ω ∧ θ.
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Quindi
dφi = −dxi ∧ dt − dθ̄i = −

(
dxi +

∑m

j=1
ω̄i

jx
j) ∧ dt + · · ·

ove i puntini stanno per una forma indipendente da dt, in quanto

dθ̄ = dσ∗Uθ = σ∗Udθ = −σ∗U(ω ∧ θ) = ω̄ ∧ θ̄

e, per le (
16.2.a16.2.a
4.12.5), (

16.2.b16.2.b
4.12.6),∑m

j=1
ω̄i

j ∧ θ̄
j =

∑m

j=1
ω̄i

jx
jdt + · · · ,

ove i puntini stanno per una forma indipendente da dt.
Dalle equazioni di struttura, abbiamo

dθ̄i = d(xidt + φi) =
∑m

j=1
ω̄i

j ∧ (xidt + φi),

dω̄i
j = −

∑m

k=1
ω̄i

k ∧ ω̄
k
j + Ω̄i

j,

ove
Ω̄i

j =
∑m

h,k=1
R̄i

j,h,kθ̄
h ∧ θ̄k,

da cui sostituendo l’espressione di θi in (
16.2.a16.2.a
4.12.5) si ottiene la (

16.2.d16.2.d
4.12.8). �

prop:16.2.6 Proposizione 4.12.2. Abbiamo, per il tensore della metrica, l’espressione

eq:16.2.21eq:16.2.21 (4.12.9) g = dt ⊗ dt +
∑m

i=1
φi ⊗ φi.

Dimostrazione. Poiché σU è un riferimento ortonormale, abbiamo

g =
∑m

i=1
θ̄i ⊗ θ̄i.

Da questa risulta

g = dt ⊗ dt +
∑m

i=1
φi ⊗ φi +

∑m

i, j=1
xi(φi ⊗ dt + dt ⊗ φi).

Dobbiamo verificare che l’ultima sommatoria a secondo membro è nulla. Poi-
ché φi = 0 in p0, basterà dimostrare che la forma

∑m
i=1xiφi è indipendente da t.

Abbiamo

d
(∑m

i=1
xiφi) = −

∑m

i=1
xidφi

=
∑m

i=1
xi(dxi +

∑m

j=1
ω̄i

jx
j) ∧ dt + · · · ,

dove al solito i puntini indicano una forma indipendente da dt. Abbiamo
∑

i, jω̄
i
jx

ix j =

0 perché la matrice ω̄i
j è antisimmetrica. Poi, da

∑m
j=1|x

j|2 = 1 abbiamo
∑m

j=1x jdx j =

0. Quindi il differenziale della forma η =
∑m

i=1x jφi è indipendente da dt e, dal mo-
mento che η non contiene dt, ciò significa che la forma è costante rispetto a t.
Questo completa la dimostrazione. �

4.13. Connessioni lineari su varietà dotate di una connessione affine
sec:1411

Premettiamo alcune osservazioni sul prodotto di fibrati principali.



4.13. CONNESSIONI LINEARI SU VARIETÀ DOTATE DI UNA CONNESSIONE AFFINE 85

ssec:14101

4.13.1. Prodotto di connessioni principali. Siano ξi = (Pi
πi
−−→ M), per i =

1, 2, due connessioni principali con gruppi strutturali Gi. Il prodotto ξ = ξ1 ⊗ ξ2 è
il fibrato principale su M con spazio totale

P = {(σ1, σ2) | π1(σ1) = π2(σ2)}

e gruppo strutturale G = G1 ⊕G2, che agisce su P mediante

(σ1, σ2)(a1, a2) = (σ1a1, σ2a2), ∀(σ1, σ2) ∈ P, ∀a1 ∈ G1, ∀a2 ∈ G2.

L’algebra di Lie di G è la somma diretta g = g1 ⊕ g2 delle algebre di Lie gi dei
gruppi Gi, per i = 1, 2. Indichiamo con pri : P→ Pi le proiezioni pri(σ1, σ2) = σi.

prop:14101 Proposizione 4.13.1. Se ωi ∈ Ω
1(Pi, gi) sono le forme di Cartan di connessioni

principali su ξi, per i = 1, 2, allora ω = pr∗1ω1 ⊕ pr∗2ω2 ∈ Ω
1(P, g) è la forma di

Cartan di una connessione principale su ξ. �

Siano (ρi,Vi) due rappresentazioni lineari dei gruppi Gi. Allora (ρ,V), con
V = V1 ⊗ V2 e ρ(a1, a2)(v1 ⊗ v2) = (ρ1(a1)v1) ⊗ (ρ2(a2)v2) è una rappresentazione
lineare di G = G1 ⊕ G2. La derivazione covariante ∇ su ξV si esprime per mezzo
delle derivazioni covarianti ∇i sui ξiVi

mediante

∇X(s1 ⊗ s2) = (∇1
X s1) ⊗ s2 + s1 ⊗ (∇2

X s2), ∀X ∈ X, ∀si ∈ Γ(M, EVi), i = 1, 2.

4.13.2. Connessioni principali ed affini. Sia ξ = (P
π
−−→ M) un fibrato prin-

cipale con gruppo strutturale G e supponiamo di aver fissato sulla base M una
connessione affine. Indichiamo con ωP ∈ Ω1(P, g) ed ωM ∈ Ω1(z(M), gl(m,R)) le
loro forme di Cartan.

Sia (ρ,V) una rappresentazione lineare di G ed η = (E
πV
−−−→ M) il corrispon-

dente fibrato vettoriale. Indichiamo con ∇ la differenziazione covariante su η e con
D quella definita su T∗(M) dalla connessione affine.

Utilizzando la costruzione generale di §
ssec:14101ssec:14101
4.13.1, possiamo definire una deri-

vazione covariante sugli spazi Tr,s(M, E) dei tensori con coefficienti in E, che
denoteremo ancora con ∇. Per essa vale la

eq:g0141eq:g0141 (4.13.1) ∇X(s ⊗ α) = (∇X s) ⊗ α + s ⊗ DXα, ∀s ∈ Γ(M, E), ∀α ∈ T(r,s)(M).

Proposizione 4.13.2. La derivazione covariante definisce un’applicazione lineare

eq:g0144eq:g0144 (4.13.2) ∇ : Tr,s(M, E) −→ Tr,s+1(M, E).

Usando la derivazione covariante per i tensori a coefficienti in E, possiamo
definire prima le derivate covarianti seconde, e poi, per ricorrenza, quelle di ordine
superiore, di una sezione s ∈ Γ(M, E). Ad esempio, abbiamo la

Definizione 4.13.3. La derivata covariante seconda di una sezione s ∈ Γ(M, E)
rispetto ai campi X,Y ∈ X(M) è definita da

eq:g0142eq:g0142 (4.13.3) ∇2
X,Y s = ∇X(∇Y s) − ∇DXY s.
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Osservazione 4.13.4. La derivata covariante ∇ks di una sezione s ∈ Γ(M, E) è un
tensore in T0,k(M, E), cioè un’applicazione C∞(M)-multilineare

X(M) × · · · × X(M)︸                  ︷︷                  ︸
k volte

3 (X1, . . . , Xk) −→ ∇k
X1,...,Xk

s ∈ Γ(M, E).

Verifichiamo ad esempio la C∞(M)-multilinearità della derivata seconda. La C∞(M)-
linearità di ∇2

X,Y s rispetto ad X è ovvia. Se f ∈ C∞(M), abbiamo

∇2
X, f Y s = ∇X(∇ f Y s) − ∇DX( f Y)s = ∇X( f∇Y s) − ∇ f DXY+(X f )Y s

=
(
f∇X(∇Y s) + (X f )∇Y s

)
−

(
f∇DXY s + (X f )∇Y s

)
= f

(
∇X(∇Y s) + ∇DXY s

)
= f∇2

X,Y s.

esg0141 Esempio 4.13.5. Se η è il fibrato banale con spazio totale E = M × V e ∇ la
connessione banale, allora la derivata seconda di una sezione s ∈ C∞(M,V) è

∇2
X,Y s = XY s − (DXY)s.

Se M fosse un aperto di Rm, con la connessione affine banale, ed X =
∑m

i=1ai∂/∂xi,
Y =

∑m
i=1bi∂/∂xi allora

∇2
X,Y s =

∑m

i, j=1
aib j ∂2s

∂xi∂x j .

Osservazione 4.13.6. Osserviamo che, nell’Esempio
esg0141esg0141
4.13.5, con connessioni ba-

nali sia sul fibrato banale che sulla base aperto diRm, il tensore della derivata secon-
da coincide con la matrice Hessiana dell’applicazione s ed è quindi, in particolare,
simmetrico.

In generale, otteniamo

∇2
X,Y s − ∇2

Y,X s =
(
∇X∇Y s − ∇DXY s

)
−

(
∇Y∇X s − ∇DY X s

)
=

(
∇X∇Y s − ∇Y∇X s − ∇[X,Y]s) − ∇DXY−DY X−[X,Y]s

= R∇(X,Y)s − ∇T D(X,Y)s,

ove abbiamo indicato con R∇ la curvatura della connession lineare ∇ e con T D la
torsione della connessione affine D.

Quindi la curvatura di ∇ in modo algebrico e la torsione di D in modo diffe-
renziale ci permettono di calcolare l’ostruzione al fatto che il tensore della derivata
seconda sia simmetrico.

Abbiamo quindi ottenuto la formula di Ricci:

eq:g0147eq:g0147 (4.13.4) ∇2
X,Y s − ∇2

Y,X s = R∇(X,Y)s − ∇T D(X,Y)s, ∀s ∈ E (M), ∀X,Y ∈ X(M).

Si possono ottenere altre formule di Ricci, che esprimono in termini di curvatu-
ra e torsione come cambino i tensori delle derivate covarianti di ordine superiore
rispetto a permutazioni degli argomenti.



CAPITOLO 5

Connessioni affini invarianti sugli spazi omogenei

5.1. Rappresentazione lineare d’isotropia
sec151

Siano K un gruppo di Lie, H un suo sottogruppo chiuso, κ ed h le loro algebre
di Lie, ed M = K/H. Indichiamo con o il punto base, di isotropia H.

Definizione 5.1.1. Il nucleo d’ineffettività dell’azione di K su M è l’insieme

eq:15.9.1eq:15.9.1 (5.1.1) N = {a ∈ K | ap = p, ∀p ∈ M} = {a ∈ K | abH = bH, ∀b ∈ K}.

Esso è un sottogruppo normale chiuso di K, contenuto nel gruppo d’isotropia H.
L’azione di K su M si dice effettiva se N = {e}, quasi effettiva se N è discreto.

Lemma 5.1.2. Il nucleo di ineffettività è il sottogruppo

eq:1591beq:1591b (5.1.2) N = {a ∈ H | ad(b)(a) ∈ H, ∀b ∈ K} =
⋂

b∈K
ad(b)(H),

con algebra di Lie

eq:15.9.1aeq:15.9.1a (5.1.3) n = {X ∈ h | Ad(a)(X) ∈ h, ∀a ∈ K}.

Dimostrazione. Per (
eq:15.9.1eq:15.9.1
5.1.1), gli elementi a di N sono caratterizzati dalla con-

dizione che ad(b)(a) = bab−1 appartenga ad H per ogni b ∈ K. Questa condizione,
con b = e, ci dice che in particolare N ⊂ H.

Un elemento X ∈ κ appartiene all’algebra di Lie di n se, e soltanto se,

ad(a)(exp(tX)) = exp(tAd(a)(X)) ∈ H per ogni a ∈ K ed ogni t ∈ R.

Otteniamo perciò la (
eq:15.9.1aeq:15.9.1a
5.1.3). �

Osservazione 5.1.3. Poiché un gruppo di Lie è discreto se e soltanto se la sua
algebra di Lie è {0}, l’azione di K è quasi effettiva se e soltanto se n = {0}.

Lasciando fisso o, gli elementi a dell’isotropia definiscono automorfismi di
ToM e quindi una rappresentazione lineare

eq:15.9.2eq:15.9.2 (5.1.4) H 3 a −→ a∗ = dLa(o) ∈ GLR(ToM).

Definizione 5.1.4. Chiamiamo la (
eq:15.9.2eq:15.9.2
5.1.4) rappresentazione lineare d’isotropia.

Per ogni X ∈ κ ed a ∈ H, abbiamo

a∗(π∗(X)) = d
dt

∣∣∣
t=0 π(a exp(tX)) = π∗

((
d
dt

)
t=0

ad(a)(exp(tX))
)

= π∗(Ad(a)(X)).

87
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L’immagine di a ∈ H nella rappresentazione lineare d’isotropia è quindi descritta
dal diagramma commutativo a righe esatte

eq:15.9.2beq:15.9.2b (5.1.5)

0 −−−−−→ h −−−−−→ κ
π∗

−−−−−→ ToM −−−−−→ 0

Ad(a)
y Ad(a)

y a∗
y

0 −−−−−→ h −−−−−→ κ
π∗

−−−−−→ ToM −−−−−→ 0.
La (

eq:15.9.2beq:15.9.2b
5.1.5) esplicita l’identificazione di ToM al quoziente κ/h e ci mostra che la

rappresentazione lineare d’isotropia è isomorfa al quoziente su κ/h della restrizione
ad H della rappresentazione aggiunta. Otteniamo perciò

Proposizione 5.1.5. Il nucleo d’infedeltà della rappresentazione lineare d’isotro-
pia è

eq:15.9.3eq:15.9.3 (5.1.6) N0 = {a ∈ H | Ad(a)(X) − X ∈ h, ∀X ∈ κ}.

Esso è un sottogruppo chiuso di H, con algebra di Lie

eq:15.9.3aeq:15.9.3a (5.1.7) n0 = {X ∈ h | [X,Y] ∈ h, ∀Y ∈ κ}.

Abbiamo ovviamente le inclusioni

eq:15.9.5eq:15.9.5 (5.1.8) N ⊂ N0, n ⊂ n0.

Vale quindi la

Proposizione 5.1.6. Se la rappresentazione d’isotropia è fedele, allora l’azione di
K su M è effettiva. Se il nucleo d’infedeltà dell’applicazione aggiunta è discreto,
allora l’azione di K su M è quasi effettiva. �

Ricordiamo la

Definizione 5.1.7. M = K/H è un K-spazio omogeneo riduttivo se h ammette un
complemento lineare H-invariante m in κ, se risulta cioè

κ = h ⊕m,cop.8.icop.8.i (5.1.9)
Ad(H)(m) = m.cop.8.iicop.8.ii (5.1.10)

Osservazione 5.1.8. Poiché tutte le rappresentazioni lineari di un gruppo di Lie
compatto, o di un gruppo di Lie semisemplice, sono completamente riducibili, tutti
gli spazi omogenei M = K/H con H compatto, o semisemplice, sono riduttivi.

La (
cop.8.icop.8.i
5.1.9) è equivalente al fatto che la restrizione adm del differenziale π∗ della

proiezione nel quoziente sia un isomorfismo lineare

eq:15.9.10eq:15.9.10 (5.1.11) m 3 X
∼
−−→ π∗(X) ∈ ToM.

Le (
cop.8.icop.8.i
5.1.9) ed (

cop.8.iicop.8.ii
5.1.10) ci dicono che la restrizione ad m della rappresentazione

aggiunta di H su κ è equivalente alla rappresentazione lineare d’isotropia. Per ogni
a ∈ H abbiamo infatti un diagramma commutativo

eq:15.9.11eq:15.9.11 (5.1.12)

m
dπe
−−−−−→ ToM

Ad(a)
y ya∗

m
dπe
−−−−−→ ToM.
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Sia Hm il gruppo formato dalle restrizioni ad m degli automorfismi Ad(a), al
variare di a in H.

La (
eq:15.9.11eq:15.9.11
5.1.12) ci permette di considerare T M come un fibrato vettoriale con fibra

tipica m e con una Hm-struttura, invariante per l’azione di K.

Lemma 5.1.9. Supponiamo che M = K/H sia riduttivo e valgano le (
cop.8.icop.8.i
5.1.9),

(
cop.8.iicop.8.ii
5.1.10). Allora, per ogni a ∈ K, l’applicazione

cop.8.2cop.8.2 (5.1.13) m 3 X→dπa(X∗) ∈ Tπ(a)M,

dove X∗ ∈ L(K) è il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente all’ele-
mento X ∈ m ⊂ κ, è un isomorfismo lineare.

Dimostrazione. Condizione necessaria e sufficiente affinché dπa(X∗) = 0 è che
X∗a = La∗(X) sia tangente ad aH, cioè che X ∈ h. �

Da questo si ricava

Lemma 5.1.10. Se M = K/H è riduttivo, allora T M è un fibrato vettoriale con
fibra tipica m e con una Hm-struttura invariante per l’azione di K. �

Proposizione 5.1.11. Supponiamo che M = K/H sia riduttivo. Se la rappresen-
tazione lineare d’isotropia è fedele, allora ξ = (K

π
−→ M) è il fibrato principale

associato ad un’H-struttura di M, invariante per l’azione di K. �

5.2. Connessioni affini canoniche su spazi omogenei riduttivi

Mostriamo ora che la connessione principale definita nel Teorema
thm:15.16.1thm:15.16.1
3.12.4 è una

connessione affine su M. Ricordiamone la definizione.
Sia ωκ ∈ Ω1(K, κ) la forma di Maurer-Cartan di K.

Notazione 5.2.1. Indichiamo con

ωh ∈ Ω
1(K, h) la componente di ωκ in h,cop.8.222cop.8.222 (5.2.1)

θm ∈ Ω
1(K,m) la componente di ωκ in m,(5.2.2)

rispetto alla decomposizione (
cop.8.icop.8.i
5.1.9). Indicheremo con Xh ed Xm le componenti di

X ∈ κ in h ed m, rispettivamente.

Osservazione 5.2.2. Abbiamo, per X,Y ∈ κ,

[X,Y] = [Xh,Yh] + [Xh,Ym] + [Xm,Yh] + [Xm,Ym].

Poiché m è ad(h)-invariante, otteniamo

[X,Y]h = [Xh,Yh] + [Xm,Ym]h,eq:14h23eq:14h23 (5.2.3)
[X,Y]m = [Xh,Ym] + [Xm,Yh]h + [Xm,Ym]m.eq:14h24eq:14h24 (5.2.4)

Definizione 5.2.3. La θm è la forma canonica, sullo spazio totale del fibrato ξ =

(K
π
−→ M), relativa alla decomposizione (

cop.8.icop.8.i
5.1.9) dello spazio riduttivo M.

La ωh è la forma di connessione1 su ξ.

1È la forma di connessione che avevamo definito nel Teorema
thm:15.16.1thm:15.16.1
3.12.4.
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Teorema 5.2.4. Supponiamo che K sia un gruppo di Lie connesso, H un suo sot-
togruppo chiuso. Sia M = K/H e consideriamo ξ = (K

π
−→ M) come un fibrato

principale con gruppo strutturale H.
(1) Se M è riduttivo e valgono le (

cop.8.icop.8.i
5.1.9) e (

cop.8.iicop.8.ii
5.1.10), allora la ωh è la forma

di Cartan di una connessione principale su ξ, invariante rispetto alle
traslazioni a sinistra su K, e definisce quindi su M una connessione affine
per cui gli elementi di K agiscono su M come trasformazioni affini.

(2) Ogni connessione principale su ξ, che sia invariante rispetto alle tra-
slazioni a sinistra su K, determina un’unica decomposizione (

cop.8.icop.8.i
5.1.9) ri-

spetto alla quale la forma di Cartan sia la h-componente della forma di
Maurer-Cartan di K.

(3) Le forme di torsione e di curvatura di una connessione affine con forma
di Cartan ωh definita dalla (

cop.8.222cop.8.222
5.2.1) sono:

Θσ0(X∗,Y∗) = −[Xm,Ym]m, ∀X,Y ∈ κ ,eq:15.10.15eq:15.10.15 (5.2.5)

Ωσ0(X∗,Y∗) = −[Xm,Ym]h, ∀X,Y ∈ κ .eq:15.10.16eq:15.10.16 (5.2.6)

Dimostrazione. La (1) e la (2) sono parte dell’enunciato del Teorema
thm:15.16.1thm:15.16.1
3.12.4.

Verifichiamo le formule per la torsione e la curvatura. Se X,Y ∈ κ ed X∗,Y∗ so-
no i corrispondenti campi di vettori invarianti a sinistra, otteniamo, per le equazioni
di struttura,

Θ(X∗,Y∗) = dθm(X∗,Y∗) + (ωh ∧ θm)(X∗,Y∗)

= X∗Ym − Y∗Xm − θm([X∗,Y∗]) + ωh(X∗)θm(Y∗) − ωh(Y∗)θm(X∗)
= −[X,Y]m + ad(Xh)(Ym) − ad(Yh)(Xm).

Poiché Θ è una forma tensoriale, possiamo supporre che X = Xm ed Y = Ym,
ottenendo cosı̀ la (

eq:15.10.15eq:15.10.15
5.2.5).

Per la forma di curvatura abbiamo

Ω(X∗,Y∗) = dωh(X∗,Y∗) +
1
2

[ωh ∧ ωh](X∗,Y∗)

= X∗ωh(Y∗) − Y∗ωh(X∗) − ωh([X∗,Y∗]) +
1
2

[ωh ∧ ωh](X∗,Y∗)

= X∗Yh − Y∗Xh − ωh([X,Y]∗) + [ωh(X∗),ωh(Y∗)]
= −[X,Y]h + [Xh,Yh].

Poiché Ω è una forma tensoriale, è ancora sufficiente calcolarla nel caso in cui
X = Xm ed Y = Ym. Otteniamo perciò la (

eq:15.10.16eq:15.10.16
5.2.6). �

Osservazione 5.2.5. Utilizzando le (
eq:15.10.15eq:15.10.15
5.2.5), (

eq:15.10.16eq:15.10.16
5.2.6), ed identificando m con ToM

mediante la π∗, possiamo descrivere i tensori di torsione e curvatura nel punto base
o nella forma:

To(X,Y) = −[X,Y]m, ∀X,Y ∈ m,(5.2.7)
Ro(X,Y)Z = −[[X,Y]h,Z]m, ∀X,Y,Z ∈ m.(5.2.8)

Osservazione 5.2.6. Se K è un gruppo di Lie connesso e l’algebra di Lie h di H è
la sottoalgebra compatta massimale dell’algebra di Lie κ di K, possiamo scegliere
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m = p, ove p è il sottospazio della decomposizione di Cartan κ = h ⊕ p. Poiché in
questo caso [p, p] ⊂ h, otteniamo su M = K/H una connessione simmetrica (cioè
con torsione nulla).

5.3. Connessioni affini invarianti
sec:15.10

Siano K un gruppo di Lie, H un suo sottogruppo chiuso, κ ed h le loro algebre
di Lie, ed M = K/H. Indichiamo con o il punto base, di isotropia H.

Siano m la dimensione di M e G un sottogruppo chiuso di GL(m,R).

Definizione 5.3.1. Una G-struttura2 ξ = (P
π
−−→ M) su M si dice K-invariante se

k∗(P) = P, per ogni k ∈ K.

Ogni X ∈ κ definisce un sottogruppo a un parametro {exp(tX)}t∈R di K, che
agisce a sinistra, come gruppo a un parametro di diffeomorfismi, su K, M e P.
Indicheremo con XK, XM ed XP i rispettivi generatori infinitesimali. In particolare,
XK è il campo di vettori invariante a destra su K corrispondente ad X, ed3

XK
k = [Ad(k−1)X]∗k, ∀k ∈ K.

oss15414 Osservazione 5.3.2. I campi XK ed XP sono rispettivamente $- e π-correlati ad
XM e, per ogni σ ∈ P, i campi XK ed XP sono `σ-correlati dall’applicazione `σ :
K 3 k → k∗σ ∈ P.

Lemma 5.3.3. Abbiamo, per ogni X,Y ∈ κ,

eq:151031eq:151031 (5.3.1) [XK,YK] = −[X,Y]K, [XP,YP] = −[X,Y]P, [XM,Y M] = −[X,Y]M.

Dimostrazione. Per l’Osservazione
oss15414oss15414
5.3.2, è sufficiente dimostrare la prima del-

le (
eq:151031eq:151031
5.3.1). A questo scopo consideriamo l’inversione ı : K 3 k → k−1 ∈ K.

Da
ı(exp(tX) · k) = k−1 exp(−tX),

ricaviamo che
ı∗(XK) = −X∗,

ove abbiamo indicato con X∗ il campo di vettori invariante a sinistra corrispondente
ad X ∈ κ. Quindi

ı∗([XK,YK]) = [−X∗,−Y∗] = [X,Y]∗

ci dà la relazione cercata. �

Lemma 5.3.4. Abbiamo

k∗(XP) = [Ad(k)(X)]P, k∗(XM) = [Ad(k)(X)]M, ∀k ∈ K, ∀X ∈ κ,eq:15.10.ceq:15.10.c (5.3.2)

Ra∗X
P = XP, ∀a ∈ G, ∀X ∈ κ.eq:15.10.deq:15.10.d (5.3.3)

2Lo spazio totale P è cioè un sottofibrato di zM e l’azione di G su P è la restrizione dell’azione
di GL(m,R) su zM .

3Ricordiamo che X∗k = (Lk)∗(X) è il campo di vettori invariante a sinistra associato ad X ∈ κ.
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Dimostrazione. Abbiamo infatti, per ogni k ∈ K ed X ∈ κ,

k · (exp(tX) · p) = exp(tAd(k)(X)) · (k · p), ∀t ∈ R, ∀p ∈ M,
k · (exp(tX) · σ) = exp(tAd(k)(X)) · (k · σ), ∀t ∈ R, ∀σ ∈ P.

Derivando rispetto a t in t = 0 otteniamo le (
eq:15.10.ceq:15.10.c
5.3.2). Se a ∈ G ed X ∈ κ, allora

etX · (σ · a) = (etX · σ) · a, ∀t ∈ R, ∀σ ∈ P.

Derivando rispetto a t in t = 0 otteniamo le (
eq:15.10.deq:15.10.d
5.3.3). �

Il Teorema di Wang (Teorema
thm:15.10.1thm:15.10.1
5.3.7) caratterizza le G-connessioni affini K-

invarianti su M.
Fissato un elemento σ0 ∈ Po, l’applicazione

(5.3.4) λσ0 : H 3 h −→ σ−1
0 ◦ h∗ ◦ σ0 ∈ G

è un omomorfismo di gruppi di Lie. Il suo differenziale nell’identità λσ0∗ : h → g

è una rappresentazione lineare di h.

lem15416 Lemma 5.3.5. Sia ω la forma di Cartan di una G-connessione affine K-invariante
su ξ. La

eq:15.10beq:15.10b (5.3.5) Λσ0 : κ 3 X −→ ω(XP
σ0

) ∈ g, ∀X ∈ κ.

è un’applicazione lineare che soddisfa le

Λσ0(X) = λσ0∗(X), ∀X ∈ h,eq:15113eq:15113 (5.3.6)
Λσ0(Adκ(h)(X)) = Adg(λσ0(h))(Λσ0(X)), ∀h ∈ H, ∀X ∈ κ.eq:15114eq:15114 (5.3.7)

Dimostrazione. Se X ∈ h, allora XP coincide con il campo di vettori fonda-
mentale (λσ0∗(X))?, perché exp(tX) · σ0 = σ0λσ0(exp(tX)) per ogni t ∈ R. Poiché
ω((λσ0∗(X))?) = λσ0∗(X), otteniamo la (

eq:15113eq:15113
10.1.17).

Siano X ∈ κ, h ∈ H, ed Y = Ad(h)X. Allora

exp(tY)σ0 = h exp(tX)h−1σ0 = h exp(tX)σ0λσ0(h−1)

=⇒ YP
σ0

= (λh)∗(dRλσ0 (h−1)∗XP
σ0

Poiché la connessione è K-invariante, abbiamo in particolare ω((λh)∗Z) = ω(Z) per
ogni Z ∈ X(P). Otteniamo perciò

ω(YP
σ0

) = ω((λh)∗(dRλσ0 (h−1)∗XP
σ0

) = ω((dRλσ0 (h−1)∗XP
σ0

) = Ad(λσ0(h))ω(XP
σ0

),

che ci dà la (
eq:15114eq:15114
5.3.7). �

Osservazione 5.3.6. La (
eq:15113eq:15113
10.1.17) ci dice che la Λσ0 estende l’omomorfismo di

algebre di Lie λσ0∗ ad un’omomorfismo dell’H-modulo κ sul G-modulo g. In ge-
nerale, Λσ0 non è un omomorfismo di algebre di Lie e la torsione e la curvatura
esprimono l’ostruzione al fatto che lo sia.

thm:15.10.1 Teorema 5.3.7 (Wang). Sia ξ una G-struttura K-invariante su M. La (
eq:15.10beq:15.10b
5.3.5) defi-

nisce una corrispondenza biunivoca tra le G-connessioni affini K-invarianti su M
e le applicazioni lineari Λσ0 ∈ HomR(κ, g) che soddisfano le (

eq:15113eq:15113
10.1.17) e (

eq:15114eq:15114
5.3.7).
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Dimostrazione. Sia Λσ0 ∈ HomR(κ, g). Per il Lemma
lem15416lem15416
5.3.5, le (

eq:15113eq:15113
10.1.17) e

(
eq:15114eq:15114
5.3.7) sono condizioni necessarie perché Λσ0 sia associata ad una G-connessione

affine K-invariante su ξ. Resta da verificare che tali condizioni siano anche suffi-
cienti.

Lo spazio Hσ0 dei vettori orizzontali in σ0 determina univocamente la connes-
sione, perché l’azione (k, g) · σ = k · σ · g di K ×G su P è transitiva. Definiamo

Hσ0 = {XP
σ0
− [Λσ0(X)]?σ0

| X ∈ κ}.

Per la (
eq:15113eq:15113
10.1.17), la sottoalgebra h è il nucleo dell’applicazione lineare

ασ0 : κ 3 X → XP
σ0
−[Λσ0(X)]?σ0

∈ Hσ0 .

Affinché questa scelta di Hσ0 definisca una distribuzione orizzontale K-invariante
su P, è sufficiente verificare che, se k1, k2 ∈ K ed a1, a2 ∈ G sono tali che k1·σ0·a1 =

k2·σ0·a2, allora k1∗Ra1∗Hσ0 = k2∗Ra2∗Hσ0 . Da (k−1
2 k1) · σ0 · a1a−1

2 = σ0, segue che
h = k−1

2 k1 ∈ H e σ−1
0 hσ0 = λσ0(h) = a2a−1

1 = a−1 ∈ G. Poiché le azioni a destra di
G ed a sinistra di K su P commutano, sarà quindi sufficiente dimostrare che

h∗Ra∗Hσ0 = Hσ0 .

Abbiamo, tenuto conto che i campi di vettori XP sono invarianti per l’azione a
destra di G,

h∗Ra∗X
P
σ0

= [Ra∗h∗X
P]σ0 = [Ra∗[Ad(h)(X)]P]]σ0 = [Ad(h)(X)]P]σ0

h∗Ra∗[Λσ0(X)]?σ0
= [h∗[Ad(a−1)Λσ0(X)]?]σ0 = [h∗[Ad(λσ0(h))(Λσ0(X)]∗]σ0

= [h∗[Λσ0(Ad(h)(X)]?]σ0 = [Λσ0(Ad(h)(X)]?σ0
,

per la (
eq:15114eq:15114
5.3.7), perché h∗ lascia invarianti i campi di vettori fondamentali. Otteniamo

perciò che
h∗Ra∗ ◦ ασ0 = ασ0 ◦ Ad(h).

Ciò completa la dimostrazione. �

Osservazione 5.3.8. La condizione (
eq:15114eq:15114
5.3.7) implica che

eq:15.11.4aeq:15.11.4a (5.3.8) Λσ0([X,Y]) = [λσ0∗(X),Λσ0(Y)], ∀X ∈ h, ∀X ∈ κ,

e le due condizioni sono equivalenti se H è connesso.

Calcoliamo ora le forme di torsione e di curvatura di una G-connessione affine
K-invariante.

Lemma 5.3.9. Se X,Y ∈ κ, allora

eq:15115eq:15115 (5.3.9) XP
θσ(YP) = −σ−1([X,Y]M), ∀σ ∈ P.

Dimostrazione. Consideriamo la sommersione differenziabile

Φσ : K ×G 3 (k, a) −→ k∗σ ◦ a ∈ P.

Abbiamo Φ∗σ(XPθ(YP)) = XKΦ∗σ(θ(YP)). Poiché

Φ∗σ(θ(YP))(k, a) = (k∗σ ◦ a)−1(Y M)) = a−1 ◦ σ−1(k−1
∗ Y M)

= a−1 ◦ σ−1([Ad(k−1)Y]M),
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risulta

XKΦ∗σ(θ(YP))(k, a) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

a−1 ◦ σ−1([Ad(exp(−tX))Y]M)

= −a−1 ◦ σ−1([X,Y]M),

che ci dà la (
eq:15115eq:15115
5.3.9). �

Definizione 5.3.10. Ad ogni X ∈ X(M) associamo un tensore AX ∈ T
[1,1](M)

mediante

eq:15.10.7eq:15.10.7 (5.3.10) AX = LX − ∇X ,

ove LX è la derivata di Lie rispetto ad X.

Il fatto che AX sia un tensore si evidenzia dall’uguaglianza

eq:15.10.8eq:15.10.8 (5.3.11) AXY = [X,Y] − ∇XY = −∇Y X − T (X,Y).

Abbiamo

lem:15.10.2 Lemma 5.3.11. L’applicazione Λσ0 è caratterizzata da

eq:15.10.9eq:15.10.9 (5.3.12) σ0 ◦ Λσ0(X)σ0
◦ σ−1

0 = −(AXM )o, ∀X ∈ κ.

Dimostrazione. Siano X ∈ κ, v ∈ Rm ed Y = B(v) il corrispondente campo
orizzontale standard Yσ = h(σ v) e Zo = σ0v = π∗(Yσ0).

Sia Θ la forma di torsione della connessione. Abbiamo

Θ(XP,Y) = dθ(XP,Y) + (ω ∧ θ)(XP,Y)

= XP
θ(Y) − Yθ(XP) − θ([XP,Y]) + ω(XP)(θ(Y))

= −Yθ(X̃M) + ω(XP)(v),

perché XPθ(Y) = XPv = 0 ed [XP,Y] = LXPY = 0, perché la connessione è K-
invariante, e quindi lascia invarianti i vettori orizzontali standard. Inoltre, θ(XP) =

θ(X̃M) perché XP − X̃M è verticale. Poiché ∇Zo XM = σ0(Yθ(X̃M)), calcolando nel
punto σ0 otteniamo

T (XM
o ,Zo) = −∇Zo XM + σ0 ◦ Λσ0(X) ◦ σ−1

0 (Zo),

che ci dà la (
eq:15.10.9eq:15.10.9
5.3.12). �

Scriviamo

eq:15.11.10eq:15.11.10 (5.3.13) λσ0(X) = σ0 ◦ Λσ0(X) ◦ σ−1
0 ◦$∗ ∈ HomR(κ,ToM), ∀X ∈ κ.

prop:15.10.3 Proposizione 5.3.12. La torsione e la curvatura della connessione Γ associata
all’applicazione Λσ0 si esprimono, mediante le formule:

To(XM
0 ,Y

M
0 )) = λσ0(X)(Y) − λσ0(Y)(X) + [X,Y]M

oeq:15.10.8aeq:15.10.8a (5.3.14)

Ro(XM
o ,Y

M
o ) = σ0 ◦ {[Λσ0(X),Λσ0(Y)] − Λσ0([X,Y]} ◦ σ−1

0 ,eq:15.10.9aeq:15.10.9a (5.3.15)
∀X,Y ∈ κ.
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Dimostrazione. La (
eq:15.10.8aeq:15.10.8a
5.3.14) è conseguenza della (

eq:15.10.9eq:15.10.9
5.3.12). Se X,Y ∈ κ, abbia-

mo:

T (XM
o ,Y

M
o ) = (∇XM

o
Y M − [XM,Y M]o) − (∇Y M

o
XM − [Y M, XM]o) + [Y M, XM]o

= −AXM
o

Y M
o + AY M

o
XM

o + [Y M, XM]o

= λσ0(X)(Y) − λσ0(Y)(X) + [X,Y]M
o .

La formula per la curvatura è la (
eq:14.15.11eq:14.15.11
3.13.10) della Proposizione

prop:14.16.6prop:14.16.6
3.13.12. �

5.4. Connessioni invarianti su spazi riduttivi

Utilizziamo le notazioni del §
sec:15.10sec:15.10
5.3.

Supponiamo inoltre, in questo paragrafo, che lo spazio omogeneo M = K/H
sia riduttivo, che ci sia cioè un complemento lineare m di h in κ, invariante rispetto
all’azione aggiunta di H:

eq:15.11.1eq:15.11.1 (5.4.1) κ = h ⊕m, Ad(H)(m) = m.

Dalla (
eq:15.11.1eq:15.11.1
5.4.1) segue, in particolare, che [h,m] ⊂ m, e questa condizione è

equivalente ad Ad(H)(m) = m quando H è connesso.
Sia m la dimensione di M, G un sottogruppo di Lie di GL(m,R) e ξ = (P

π
−→ M)

una G-struttura su M, invariante per l’azione di K.
Il Teorema

thm:14.16.8thm:14.16.8
3.13.15 del Capitolo

ch:cpch:cp
2 dà in questo caso:

Teorema 5.4.1 (Wang). C’è una corrispondenza biunivoca tra le G-connessioni
affini K-invarianti su M e le applicazioni lineari

eq:15.11.2eq:15.11.2 (5.4.2) Λσ0m : m −→ g

tali che

eq:15.11.3eq:15.11.3 (5.4.3) Λσ0m(Adκ(h)(X)) = Adg(λ(h))(Λσ0m(X)), ∀h ∈ H, ∀X ∈ m.

Infatti la Λσ0m determina univocamente un’applicazione lineare

Λσ0(X) =

X se X ∈ h,
Λσ0m(X) se X ∈ m,

che soddisfa le condizioni del Teorema
thm:15.10.1thm:15.10.1
5.3.7.

Osserviamo che, per il Lemma
lem:15.10.2lem:15.10.2
5.3.11 la corrispondenza è data da

Proposizione 5.4.2. Se Λσ0m è l’applicazione lineare associata a Γ, abbiamo

eq:15.11.4eq:15.11.4 (5.4.4) σ0 ◦ Λσ0m ◦ σ
−1
0 = −(AX∗)o, ∀X ∈ m.

Identifichiamo ToM conm e di conseguenza gli elementi di g come endomorfi-
smi dim, utilizzando il sistema di riferimento σ0. Indichiamo al solito con Xm ∈ m
ed Xh ∈ h le componenti di X ∈ κ rispetto alla decomposizione (

eq:15.11.1eq:15.11.1
5.4.1). Con queste

notazioni, possiamo enunciare il seguente:
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thm:15.12.3 Teorema 5.4.3. La torsione e la curvatura della G-connessione K-invariante Γ

sono espresse in termini della Λσ0m dalle formule

To(X,Y) = Λσ0m(X)Y − Λσ0m(Y)X − [X,Y]meq:15.12.5eq:15.12.5 (5.4.5)
Ro(X,Y) = [Λσ0m(X),Λσ0m(X)] − Λσ0m([X,Y]m) − λ∗([X,Y]h),(5.4.6)

∀X,Y ∈ m.

Dimostrazione. L’enunciato è un caso particolare della Proposizione
prop:15.10.3prop:15.10.3
5.3.12.
�

La connessione canonica corrisponde alla scelta Λσ0m = 0.
Essa è caratterizzata da

Proposizione 5.4.4. La connessione canonica è l’unica G-connessione affine K-
invariante tale che, per ogni X ∈ m, l’orbita exp(tX) · σ0, e quindi anche tutte le
orbite exp(tX) · σ con σ ∈ Pp0 , siano orizzontali.

Dimostrazione. Poiché Λσ0m(X) = ωσ0(X∗), la condizione che Λσ0m sia l’ap-
plicazione nulla è necessaria e sufficiente affinché X∗σ0

sia orizzontale per ogni
X ∈ m. Poiché K opera come un gruppo di affinità, X∗ è orizzontale lungo la
curva exp(tX) · σ0 se e soltanto se è orizzontale in σ0. �

Proposizione 5.4.5. Supponiamo che M sia riduttivo, ξ una G-struttura su M e Γ

la connessione canonica su ξ. Allora:

(1) Γ è completa;
(2) le geodetiche uscenti da o sono le curve integrali exp(tX) · o dei campi

X∗, al variare di X in m.
(3) La torsione e la curvatura di Γ soddisfano le

To(X,Y) = −[X,Y]m, ∀X,Y ∈ m,(5.4.7)
Ro(X,Y)Z = −[[X,Y]h,Z], ∀X,Y,Z ∈ m,(5.4.8)

∇T = 0,(5.4.9)
∇R = 0.(5.4.10)

Proposizione 5.4.6. Sia Γ una G-connessione affine K-invariante sullo spazio
riduttivo M = K/H e sia Λσ0m ∈ HomR(m, g) l’applicazione lineare associata.

Condizione necessaria e sufficiente affinché le curve integrali dei campi X∗, al
variare di X in m, siano geodetiche, è che

eq:15.11.13eq:15.11.13 (5.4.11) Λσ0m(X)X = 0, ∀X ∈ m.

Dimostrazione. Per la (
eq:15.11.4eq:15.11.4
5.4.4) la condizione Λσ0m(X)X = 0 è necessaria e suf-

ficiente affinché la derivata covariante del vettore di velocità della curva integrale
di X∗ lungo la curva sia nulla. �

Teorema 5.4.7. Esiste una G-connessione affine su M priva di torsione e per cui
le curve integrali dei campi di vettori X∗, al variare di X in m, siano geodetiche.
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Dimostrazione. Basta infatti considerare la connessione corrispondente alla
scelta

eq:15.12.18eq:15.12.18 (5.4.12) Λσ0m(X)Y = 1
2 [X,Y]m, ∀X,Y ∈ m.

�

Definizione 5.4.8. La connessione corrispondente alla scelta (
eq:15.12.18eq:15.12.18
5.4.12) si dice la

connessione naturale priva di torsione.

Osservazione 5.4.9. Se la rappresentazione lineare d’isotropia è fedele, allora la
connessione naturale priva di torsione è unica.

Consideriamo il caso particolare in cui M = G sia un gruppo di Lie. Facciamo
agire K = G ×G su G mediante

eq:15.12.19eq:15.12.19 (5.4.13) K ×G 3 ((a, b), x) −→ axb−1 ∈ G.
Lo stabilizzatore dell’identità è il sottogruppo

eq:15.12.20eq:15.12.20 (5.4.14) H = {(a, a) | a ∈ G}.
Se g è l’algebra di Lie di G, allora κ = g ⊕ g è quella di K ed h = {(X, X) | X ∈ g}
quella di H.

Possiamo rappresentare G = K/H come uno spazio riduttivo in diversi modi.
Tra questi, abbiamo le decomposizioni Ad(H)-invarianti:

κ = h ⊕m+, con m+ = {(0, X) | X ∈ g},eq:gaeq:ga (+)
κ = h ⊕m−, con m+ = {(X, 0) | X ∈ g},eq:gbeq:gb (−)
κ = h ⊕m0, con m+ = {(X,−X) | X ∈ g}.eq:gceq:gc ( 0 )

Definizione 5.4.10 (Cartan-Shauten). Le connessioni canoniche corrispondenti al-
le decomposizioni (

eq:gaeq:ga
+), (

eq:gbeq:gb
−), (

eq:gceq:gc
0 ), si dicono la connessione-(

eq:gaeq:ga
+), la connessione-(

eq:gbeq:gb
−)

e la connessione-(
eq:gceq:gc
0 ), rispettivamente.

Teorema 5.4.11. La torsione e curvatura delle connessioni di Cartan-Shauten sul
gruppo di Lie G si esprimono con le formule:

T (X∗,Y∗) = [X∗,Y∗], R = 0,(+)

T (X∗,Y∗) = −[X∗,Y∗], R = 0,(−)

T = 0, R(X∗,Y∗)Z∗ = − 1
4 [[X∗,Y∗],Z∗],( 0 )

per ogni X,Y,Z ∈ g.





CAPITOLO 6

Applicazione esponenziale e campi di Jacobi

6.1. L’applicazione esponenziale

Sia (M,Γ) una varietà affine. Fissiamo un punto p0 ∈ M. Le geodetiche di
punto iniziale p0 sono parametrizzate dalla loro velocità iniziale v ∈ Tp0 M. La γv,
di velocità iniziale v, è la soluzione del problema di Cauchy

eq361eq361 (6.1.1)


D2γv

dt2 = 0,

γv(0) = p0,

γ̇v(0) = v.

Indichiamo con Iv ilsuo intervallo massimale di definizione. È Ikv = k−1Iv per ogni
numero reale k , 0 e

eq362eq362 (6.1.2) γkv(t) = γv(kt), ∀t ∈ k−1Iv.

Per la dipendenza C∞ delle soluzioni del problema di Cauchy dai dati iniziali,
(
eq361eq361
6.1.1), l’insieme

(6.1.3) Wp0 = {v ∈ Tp0 | 1 ∈ Iv}

è un intorno aperto di 0 in Tp0 M, stellato rispetto all’origine per la (
eq362eq362
6.1.2), ed

eq365eq365 (6.1.4) Expp0
: Wp0 3 v −→ γv(1) ∈ M

è un’applicazione di classe C∞.

Definizione 6.1.1. La (
eq365eq365
6.1.4) si dice l’applicazione esponenziale in p0 associata

alla connessione Γ.

Osservazione 6.1.2. Se la connessione Γ è completa, allora, per ogni punto p0,
l’applicazione esponenziale è definita su Tp0 M.

Proposizione 6.1.3. L’applicazione esponenziale in p0 ∈ M definisce un diffeo-
morfismo di un intorno aperto di 0 in Tp0 M su un intorno aperto di p0 in M.

Dimostrazione. L’enunciato è conseguenza del teorema dell’applicazione in-
versa, perché il differenziale di Expp0

in 0 è l’identità su Tp0 M. �

In particolare, l’esponenziale in p0 definisce una carta locale con centro in p0.

99
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6.2. Intorni normali ed intorni convessi

Definizione 6.2.1. Un intorno stellato N0(p) dell’origine in TpM, contenuto in
Wp0 , e su cui Expp definisca un diffeomorfismo su un aperto Np di M, si dice
normale, ed Np = Expp(N0(p)) si dice un intorno normale di p in M.

Osservazione 6.2.2. Se v1, . . . , vn è una base di TpM, si dicono coordinate normali
del punto q ∈ Np i numeri reali x1, . . . , xm tali che

Expp(x1v1 + · · · + xmvn) = q.

Per ogni base v1, . . . , vn di TpM le coordinate normali sono anche coordinate locali
in Np.

thm:17a64 Teorema 6.2.3. Ogni punto p0 ∈ M ammette un intorno normale Np0 che è anche
intorno normale di ciascuno dei suoi punti.

In particolare, data una coppia di punti q0, q1 ∈ Np0 vi è un’unica geodetica
γ ∈ C∞([0, 1],Np) con γ(0) = q0, γ(1) = q1.

Dimostrazione. Fissiamo coordinate locali x1, . . . , xm in un intorno U di p0 in
M, con x j(p0) = 0 per j = 1, . . . , n. Se q0 ∈ U ed r > 0, e definiamo

V(q0, r) =

{
p ∈ U

∣∣∣∣∣∑m

j=1
|x j(p) − x j(q0)|2 < r2

}
.

Utilizzando i teoremi di esistenza, unicità, dipendenza C∞ dai dati iniziali per le
equazioni differenziali ordinarie ed il teorema delle funzioni implicite, possiamo
trovare un r0 > 0 tale che, per ogni p ∈ V(p0, 2r0), l’aperto V(p, 2r0) sia contenuto
in un intorno normale di p. In particolare, tutti gli aperti V(p, r), con p ∈ V(p0, r0)
ed r ≤ r0 sono semplici, ovvero contengono al più un segmento di geodetica che
congiunga due punti assegnati.

Sia F(p) =
∑m

j=1

∣∣∣x j(p)
∣∣∣2 ∈ C∞(U). Ad una geodetica γ ∈ C∞([a, b],V(p0, r0))

associamo la funzione G(t) = F(γ(t)) ∈ C∞([a, b]). Abbiamo :

Ġ(t) = 2
∑m

j=1
x j(t)ẋ j(t),

G̈(t) = 2
∑m

j=1

(∣∣∣ẋ j(t)
∣∣∣2 + x j(t)ẍ j(t)

)
= 2

∑m

i, j=1

(
δi, j −

∑m

h=1
xh(t) · Γh

i, j(γ(t))
)

ẋi(t) ẋ j(t) .

Possiamo quindi determinare un numero reale r∗, con 0 < r∗ ≤ r0, tale che, per
ogni geodetica γ : [a, b]→ V(p0, r∗), la funzione F(γ(t)) sia strettamente convessa.

Fissiamo un r > 0 tale che ogni p ∈ V(p0, r) abbia un intorno normale Np con
V(p0, r) ⊂ Np ⊂ V(p0, r∗). Dati due punti q0, q1 ∈ V(p0, r) vi è un’unica geodetica
γ : [0, 1] → V(p0, r∗), che congiunge q0 a q1. Poiché F(γ(0)) < r2, F(γ(1)) < r2,
segue dalla convessità di F(γ(t)) che γ(t) ∈ V(p0, r) per ogni t ∈ [0, 1]. �

Definizione 6.2.4. Un sottoinsieme A di M si dice
• convesso se, per ogni coppia di suoi punti contiene una geodetica che li

congiunge;
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• semplice se, per ogni coppia di suoi punti vi è al più una geodetica che li
congiunge.

Per il Teorema
thm:17a64thm:17a64
6.2.3, abbiamo:

thm:f06.3.4 Teorema 6.2.5. Ogni punto di M ammette un sistema fondamentale di intorni
aperti semplici e convessi. �

Sia Np un intorno normale di un punto p ∈ M. Per ogni q ∈ Np, v’è un’unica
geodetica γ[p,q] : [0, 1] → Np che congiunge p a q. Il trasporto parallelo lungo la
geodetica γ[p,q] ci permette di definire un’applicazione lineare τp,q : TpM → TqM.
Indichiamo con v∗ ∈ X(Np) il campo di vettori

eq:17a20eq:17a20 (6.2.1) v∗(q) = τp,q(v) ∈ X(Np).

Definizione 6.2.6. Il campo di vettori (
eq:17a20eq:17a20
6.2.1) si dice adattato al vettore tangente

v ∈ TpM.

Possiamo utilizzare i campi di vettori adattati per esprimere con una formula il
differenziale dell’esponenziale di una connessione analitica.

Definizione 6.2.7. Se M è una varietà analitica reale, la connessione ∇ si dice
analitica se ∇XY è analitico in Uaperto ⊂ M per ogni coppia di campi di vettori X,Y
che siano analitici in U.

Questa condizione equivale al fatto che i simboli di Christoffel, calcolati in un
sistema di riferimento analitico, siano analitici.

Indichiamo con LX la derivata di Lie rispetto al campo di vettori X ∈ X(M).

Teorema 6.2.8. Sia M una varietà analitica su cui sia assegnata una connessione
affine analitica Γ. Siano p ∈ M e v ∈ TpM. Allora esiste un ε > 0 tale che Expp
sia definita ed analitica in un intorno di {tv | − ε ≤ t ≤ ε} e si ha:

(6.2.2) (dExpp)(tv)(w) =

{
1 − eL−tv∗

Ltv∗
(w∗)

}
Expp(tv)

∀|t| ≤ ε.

Osservazione 6.2.9. Se (M, g) è una varietà Riemanniana, in coordinate normali
(Np0 , x) abbiamo:

(6.2.3)

gi, j(x) = δi, j + 0(|x|2)
Γi

j,k(0) = 0 .

6.3. Definizione dei campi di Jacobi

6.3.1. Superfici parametriche. Sia M una varietà differenziabile. Una super-
ficie parametrica in M è un’applicazione differenziabile f : U→M di un aperto U
di R2 in M. Siano (t, s) le coordinate cartesiane di R2. Poniamo

∂ f (t, s)/∂t = f∗(∂/∂t)(t,s), e ∂ f (t, s)/∂s = f∗(∂/∂s)(t,s).
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Chiamiamo campo di vettori su f un’applicazione differenziabile V : U→T M che
renda commutativo il diagramma:

T M
π

��
U

V 55kkkkkk

f ))SSSSSS

M.

Supponiamo ora che su M sia assegnata una connessione affine Γ. Per ogni s
fissato, la t→ f (t, s), e per ogni t fissato la s → f (t, s) sono curve differenziabili
in M e possiamo quindi definire le derivate covarianti di V lungo ciascuna di tali
curve. Le denoteremo con

(6.3.1)
DV
∂t

(t, s) e
DV
∂s

(t, s).

lem:17a47 Lemma 6.3.1. Siano f : U→M una superficie parametrica in M e V un campo di
vettori su f . Valgono allora le:

D
∂s
∂ f
∂t
−

D
∂t
∂ f
∂s

= T
(
∂ f
∂s
,
∂ f
∂t

)
,(6.3.2)

D
∂s

D
∂t

V −
D
∂t

D
∂s

V = R
(
∂ f
∂s
,
∂ f
∂t

)
V.(6.3.3)

Dimostrazione. La verifica delle formule è immediata quando la f si scriva, in
un sistema di coordinate locali x1, . . . , xn, mediante:

(t, s)→(t, s, 0, . . . , 0).

Ciò è possibile vicino a ciascun punto (t, s) in cui la f sia un’immersione, cioè

in cui
∂ f
∂t

e
∂ f
∂s

siano linearmente indipendenti. Perturbando la f , ed osservan-
do che le formule che vogliamo dimostrare dipendono con continuità dalla f , ci
riconduciamo al caso in cui f sia un’immersione. �

6.3.2. L’equazione di Jacobi. Fissiamo un punto p ∈ M e consideriamo l’ap-
plicazione esponenziale Expp, definita sull’intorno Wp di 0 in TpM. Per calcolarne
il differenziale in un punto v ∈ Wp, consideriamo una curva v(s) ∈ C∞([−ε, ε],TpM)
con v(0) = v e v̇(0) = w e la superficie parametrica

eq:17a30aeq:17a30a (6.3.4) f (t, s) = Expp(t v(s)),

definita su un intorno aperto U di [0, 1] × (−ε, ε) in R2. È

eq:17a30eq:17a30 (6.3.5)
(
Expp

)
∗(v)(w) =

∂ f (1, 0)
∂s

.

Il campo di vettori J(t) =
∂ f (t, 0)
∂s

soddisfa un’equazione differenziale lineare
del second’ordine lungo la geodetica γ(t) = Expp(tv). Infatti, per il Lemma

lem:17a47lem:17a47
6.3.1

abbiamo

0 =
D
∂s

D
∂t
∂ f
∂t

=
D
∂t

D
∂s
∂ f
∂t

+ R
(
∂ f
∂s
,
∂ f
∂t

)
∂ f
∂t
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=
D
∂t

D
∂t
∂ f
∂s

+
D
∂t

(
T

(
∂ f
∂s
,
∂ f
∂t

))
+ R

(
∂ f
∂t
,
∂ f
∂s

)
∂ f
∂t
.

Abbiamo quindi ottenuto l’equazione di Jacobi per il campo di vettori J(t) lungo
la geodetica γ(t) = Expp(tv):

eq:17a31eq:17a31 (6.3.6)
D2J
dt2 +

D T (J, γ̇)
dt

+ R(J, γ̇)γ̇ = 0.

L’equazione di Jacobi per una connessione simmetrica si semplifica nella

eq:433eq:433 (6.3.7) J̈ + R(J, γ̇)γ̇ = 0.

Sia γ ∈ C∞(I,M) una geodetica.

Definizione 6.3.2. Chiamiamo campi di Jacobi lungo γ le soluzioni della (
eq:17a31eq:17a31
6.3.6).

Indichiamo con J (γ) l’insieme dei campi di Jacobi lungo γ.

Proposizione 6.3.3. Sia γ ∈ C∞(I,M) una geodetica e sia t0 ∈ I. Per ogni coppia
v0,w0 di vettori tangenti in Tγ(t0)M esiste uno ed un solo campo di Jacobi J lungo
γ che soddisfi le condizioni iniziali J(t0) = v0, J̇(t0) = w0.

J (γ) è uno spazio vettoriale reale di dimensione 2m.

Dimostrazione. L’enunciato segue dal fatto che la (
eq:17a31eq:17a31
6.3.6) è un’equazione dif-

ferenziale ordinaria del second’ordine lineare per il campo J(t). �

lem:17a510 Lemma 6.3.4. Siano p ∈ M, v,w ∈ TpM. Allora

(6.3.8) J(t) = Expp∗
(tv)(tw)

è il campo di Jacobi lungo la geodetica γ(t) = Expp(tv) che soddisfa le condizioni
iniziali:

(6.3.9) J(0) = 0, J̇(0) = w.

Dimostrazione. Infatti, J(t) = ∂ f (t, 0)/ds per la superficie parametrica

(t, s)→ f (t, s) = Expp(t(v + sw)).

Poiché f (0, s) = p per ogni s, è J(0) = 0. Abbiamo poi
DJ(0)

dt
=

( D
dt

)
t=0

[
Expp∗

(tv)(tw)
]

=

( D
dt

)
t=0

[
t Expp∗

(tv)(w)
]

=

[
(Expp)∗(tv)(w) + t

D
dt

(
Expp∗

(tv)(w)
)]

t=0
= w.

�

Osservazione 6.3.5. Per ogni geodetica γ, la sua velocità γ̇ ed il campo tγ̇ sono di
Jacobi lungo γ.

Dal Lemma
lem:17a510lem:17a510
6.3.4 abbiamo:

prop:17a511 Proposizione 6.3.6. Sia N0 un intorno normale di 0 in TpM, v ∈ N0 e w0 ∈ TpM.
Allora dExpp(v)(w) è il valore in 1 del campo di Jacobi Jw lungo la geodetica
γ(t) = Expp(tv), che soddisfa le condizioni iniziali Jw(0) = 0, J̇w(0) = w. �
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Corollario 6.3.7. I punti singolari di Expp sono i vettori v ∈ N0 per cui esiste un
campo di Jacobi non nullo lungo γ(t) = Expp(tv) che si annulli in 0 ed 1. �

6.4. Campi di Jacobi su una varietà Riemanniana

Supponiamo che (M, g) sia una varietà Riemanniana, e consideriamo su M la
connessione di Levi-Civita.

Definizione 6.4.1. Un riferimento mobile lungo una curva γ ∈ C∞(I,M) è una
curva σ = (e1, . . . , em) ∈ C∞(I,O(M)) tale che:

(1) per ogni t ∈ I, e1(t), . . . , em(t) è una base ortonormale di Tγ(t)M;
(2) per ogni i = 1, . . . ,m, ei ∈ C∞(I,T M) è parallelo lungo γ.

Un riferimento orizzontale è cioè un sollevamento orizzontale γ̃ di γ in o(M).
Se γ ∈ C∞(I,M) è una geodetica, allora

d
dt

g(γ̇(t), γ̇(t)) = 2 g
(

Dγ̇(t)
dt

, γ̇(t)
)

= 0.

Quindi

lem:17a614 Lemma 6.4.2. Le geodetiche non costanti di una varietà Riemanniana (M, g) sono
parametrizzate mediante un multiplo della lunghezza d’arco. �

Potremo dunque scegliere, su una geodetica non costante γ ∈ C∞(I,M), un
riferimento mobile (e1, . . . , em) ∈ C∞(I,O(M)) con e1 = γ̇/‖γ̇‖. Poniamo

(6.4.1) ai, j(t) = R(ei(t), γ̇(t), γ̇(t), e j(t)) = g(R(ei(t), γ̇(t)) γ̇(t) , e j(t)).

I coefficienti ai, j sono simmetrici per la prima identità di Bianchi. Abbiamo infatti

ai, j(t) = g(R(ei(t), γ̇(t)) γ̇(t) , e j(t)) = −g(R((ei(t), γ̇(t)) e j(t), γ̇(t))
= g(R(γ̇(t), e j(t)) ei(t), γ̇(t)) + g(R(e j(t), ei(t)) γ̇(t), γ̇(t))
= g(R(e j(t), γ̇(t)) γ̇(t), ei(t)) = a j,i(t),

perché R(v,w) è un endomorfismo gp-antisimmetrico di TpM per ogni v,w ∈ TpM.
È poi a1,i = ai,1 = 0 per ogni i = 1, . . . ,m.

Le componenti f i di un campo di Jacobi J(t) =
∑m

i=1 f i(t)ei(t) rispetto al riferi-
mento mobile scelto sulla geodetica γ, soddisfano il sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie

eq:jacformaeq:jacforma (6.4.2) f̈ i +
∑m

j=1
ai, j f j = 0, i = 1, . . . ,m .

In particolare,

eq:jacformbeq:jacformb (6.4.3) f̈ 1 = 0.

I campi di Jacobi γ̇(t) = ‖γ̇‖ e1(t) e tγ̇(t) = t ‖γ̇‖ e1(t) sono le soluzioni della
(
eq:jacformaeq:jacforma
6.4.2), corrispondenti rispettivamente alle condizioni iniziali f (t0) = (‖γ̇‖, 0, . . . , 0),

ḟ (t0) = 0
ed

 f (t0) = 0,
ḟ (t0) = (‖γ̇‖, 0, . . . , 0).

Dalla (
eq:jacformbeq:jacformb
6.4.3) segue il
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lem:17a513 Lemma 6.4.3. Sia γ ∈ C∞([0, a],M) una geodetica e fissiamo t0 ∈ I. Ogni campo
di Jacobi J tale che

eq:17a44eq:17a44 (6.4.4) g(J(t0), γ̇(t0)) = 0 e g(J̇(t0), γ̇(t0)) = 0

soddisfa

eq:17a45eq:17a45 (6.4.5) g(J(t), γ̇(t)) = 0 e g(J̇(t), γ̇(t)) = 0, ∀t ∈ I. �

cor:17a516 Corollario 6.4.4. Sia p0 ∈ M, v ∈ Wp0 ⊂ Tp0 M e w ∈ Tp0 M con w ⊥ v. Allora
Expp0

(v)
∗
w ⊥ Expp0

(v)
∗
v. �

Il tensore di curvatura R della connessione di Levi-Civita è una due-forma
a coefficienti nel fibrato og(M) ⊂ T 1,1M degli endomorfismi g-antisimmetrici di
T M. Se definiamo

eq:17a44eq:17a44 (6.4.6) R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4), ∀X1, X2, X3, X4

otteniamo una forma bilineare simmetrica su Λ2T M.

Definizione 6.4.5. Chiamiamo curvatura sezionale di (M, g) nel piano α di T M il
numero reale K(α) per cui

eq:17a45eq:17a45 (6.4.7) R(X1, X2, X1, X2) = −K(α)(g(X1, X1)g(X2, X2) − |g(X1, X2)|2).

Esempio 6.4.6 (Campi di Jacobi su una varietà a curvatura sezionale costante).
Supponiamo che M abbia curvatura sezionale costante K e sia γ una geodetica su
M. Supponiamo che γ sia parametrizzata per lunghezza d’arco.

Fissiamo un campo di vettori w(t) parallelo su γ, con ‖w(t)‖ = 1 e g(w(t), γ̇(t)) =

0. Allora R(w(t), γ̇(t))γ̇(t) = Kw(t)). Poiché Dw/dt = 0 lungo γ, ne segue che le

eq:17a48eq:17a48 (6.4.8) J(t) =


K−1(A cos(t

√
K) + B sin(t

√
K)) · w(t) se K > 0,

(A + Bt) · w(t) se K = 0,
K−1(A cosh(t

√
−K) + B sinh(t

√
−K)) · w(t) se K < 0

sono campi di Jacobi ortogonali lungo γ. Tutti i campi di Jacobi ortogonali si
ottengono al variare di w(t) tra i campi di vettori ortogonali paralleli lungo γ.

Esempio 6.4.7. Più in generale, possiamo considerare il caso in cui sia∇R = 0, che
si verifica ad esempio per una metrica invariante su uno spazio omogeneo riduttivo.
Sia γ ∈ C∞(I,M) una geodetica. Supporremo per semplicità che 0 ∈ I e ‖γ̇‖ = 1.
Abbiamo

ai, j(t)
dt

=
d
dt

g(R(ei(t), γ̇(t)) γ̇(t), e j(t))

=
Dg
dt

(R(ei(t), γ̇(t)) γ̇(t), e j(t)) + g
(DR

dt
(ei(t), γ̇(t)) γ̇(t), e j(t)

)
+ g(R(ėi(t), γ̇(t)) γ̇(t), e j(t)) + g(R(ei(t), γ̈(t)) γ̇(t), e j(t))
+ g(R(ei(t), γ̇(t)) γ̈(t), e j(t)) + g(R(ei(t), γ̇(t)) γ̇(t), ė j(t)) = 0

e quindi i coefficienti ai, j sono costanti lungo γ. Possiamo fissare il riferimento
mobile σ = (e1, . . . , em) lungo γ in modo che i vettori ei diagonalizzino (ai, j), che
cioè ∑m

j=1
ai, je j(t) = kiei(t), per i = 1, . . . ,m
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ove k1 = 0 e k2, . . . , km sono gli autovalori della matrice (ai, j). Allora

J′i =


k−1

i cos(t
√

k)ei(t) se ki > 0,
ei(t) se ki = 0,
k−1

i cosh(t
√
−ki) se ki < 0,

J′′i =


k−1

i sin(t
√

k)ei(t) se ki > 0,
t ei(t) se ki = 0,
k−1

i sinh(t
√
−ki)ei(t) se ki < 0,

per i = 1, . . . ,m formano una base dello spazio vettoriale di J (γ).

6.5. Punti coniugati

Sia γ ∈ C∞([a, b],M) una geodetica.

Definizione 6.5.1. Diciamo che t0, t1, con a ≤ t0 < t1 ≤ b, sono coniugati lungo γ
se esiste un campo di Jacobi J(t) non identicamente nullo su γ che si annulli in t0
e t1. La molteplicità di (t0, t1) è la dimensione dello spazio vettoriale:

eq:17a51eq:17a51 (6.5.1) {J : [a, b]→T M | J ∈J (γ), J(t0) = 0, J(t1) = 0}.

Diremo anche che due punti p0, p1 ∈ M sono coniugati se p0 = γ(t0) e p1 = γ(t1)
per una geodetica γ ∈ C∞([a, b],M) per cui t0, t1 siano coniugati e chiameremo la
dimensione di (

eq:17a51eq:17a51
6.5.1) molteplicità di (p0, p1) lungo γ.

Se pensiamo t0 fissato, chiameremo la dimensione dello spazio vettoriale (
eq:17a51eq:17a51
6.5.1)

molteplicità di t1.

Osservazione 6.5.2. Fissato t0 ∈ [a, b], lo spazio vettoriale dei campi di Jacobi che
si annullano in t0 ha dimensione m. Tra di essi c’è il campo di vettori (t − t0)γ̇(t),
che si annulla soltanto nel punto t0. Quindi la molteplicità di un punto coniugato è
un intero ≤ (n − 1).

Esempio 6.5.3. Nel caso della sfera Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}, le geodetiche sono i
cerchi massini (intersezioni di Sn con i piani per l’origine). Su ciascuna di esse il
punto antipodale (e il punto stesso) è coniugato con molteplicità (n − 1).

Definizione 6.5.4. Sia p ∈ M. Il luogo coniugato di p è l’insieme C(p) dei punti q
di M tali che

(1) q = Expp(tq vq) per qualche 0 , vq ∈ TpM e tq > 0;
(2) esiste un campo di Jacobi J ∈J (Expp(t vq)) con J(0) = 0, J(tq) = 0.

Esempio 6.5.5. Nel caso della sfera Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}, è C(x) = {−x} per
ogni x ∈ Sn.

Proposizione 6.5.6. Sia γ : [0, a]→M una geodetica, con γ(0) = p ∈ M, γ̇(0) =

v ∈ TpM\{0}. Allora γ(τ), con 0 < τ ≤ a è coniugato di 0 lungo γ se e soltanto se τv
è un punto singolare dell’applicazione Expp, e la molteplicità del punto coniugato
γ(τ) è la dimensione del nucleo di (Expp)∗(τv).

Dimostrazione. Infatti i campi di Jacobi lungo γ che si annullano in 0 sono
tutti e soli quelli della forma J(t) =

[
(∂Ep(t(v + sw)))/∂s

]
s=0

e il loro valore in τ è
(Expp)∗(τv)(τw). �
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Proposizione 6.5.7. Sia γ : [a, b]→M una geodetica. Se a e b non sono coniugati,
allora il problema al contorno:

(6.5.2)


D2J
dt2 + R(γ̇, J)γ̇ = 0

J(a) = va , J(b) = vb

ammette un’unica soluzione per ogni coppia di vettori va ∈ Tγ(a)M e vb ∈ Tγ(b)M.

Dimostrazione. Se a e b non sono coniugati, l’applicazione lineare

J (γ) 3 J→(J(a), J(b)) ∈ Tγ(a)M ⊕ Tγ(b)M

è iniettiva e quindi anche surgettiva perché i due spazi vettoriali hanno la stessa
dimensione finita 2m. �





CAPITOLO 7

Varietà Riemanniane

7.1. Metriche Riemanniane e pseudo-Riemanniane

Richiamiamo alcune nozioni già introdotte nel §
sec:149sec:149
4.11 del Capitolo

ch:15ch:15
4.

Definizione 7.1.1. Sia M una varietà differenziabile. Una metrica Riemanniana su
M è un tensore g ∈ T0,2(M) simmetrico e definito positivo:

g(X,Y) = g(Y, X), ∀X,Y ∈ X(M) (simmetria),(7.1.1)
gp(X, X) > 0, se X ∈ X(M) ed X(p) , 0 (positività).eq:poseq:pos (7.1.2)

Diciamo che la g è una metrica pseudo-Riemanniana se la condizione (
eq:poseq:pos
7.1.2) si

indebolisce a:

Per ogni p ∈ M la forma bilineare simmetrica

TpM × TpM 3 (v,w)→ gp(v,w) ∈ R è non degenere.(7.1.3)

Una varietà Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana) è una varietà differen-
ziabile su cui sia stata fissata una metrica Riemanniana (risp. pseudo-Riemanniana).
Indicheremo a volte una varietà Riemanniana, o pseudo-Riemanniana, come una
coppia (M, g).

Se (M, g) è una varietà Riemanniana, poniamo

eq:16.0eq:16.0 (7.1.4) (v|w)p = g(v,w), ‖v‖ =
√

g(v, v), se p ∈ M e v,w ∈ TpM.

Definizione 7.1.2. Siano (M, g) ed (N, h) due varietà pseudo-Riemanniane. Un’ap-
plicazione differenziabile f : N → M si dice un’immersione isometrica se

eq:16.1.deq:16.1.d (7.1.5) g f (q)( f∗Xq, f∗Yq) = hq(X,Y), ∀X,Y ∈ X(N), ∀q ∈ N.

Esempio 7.1.3. La metrica Euclidea di Rm è definita, nelle coordinate canoniche
x1, . . . , xm, da

eq:16.1.1eq:16.1.1 (7.1.6) g
( ∂
∂xi ,

∂

∂x j

)
= δi, j, per 1 ≤ i, j ≤ m.

Esempio 7.1.4. Siano (M, g) una varietà Riemanniana, N una varietà differenzia-
bile ed f : N → M un’immersione differenziabile. Allora

eq:16.1.2eq:16.1.2 (7.1.7) h(Xq,Yq) = g( f∗(Xq), f∗(Yq)), ∀q ∈ N, ∀Xq,Yq ∈ TqN

definisce una metrica Riemanniana su N.
Più in generale, se (M, g) è pseudo-Riemanniana, la (

eq:16.1.2eq:16.1.2
7.1.7) definisce una me-

trica pseudo-Riemanniana su N se, per ogni q ∈ N, il sottospazio f∗(TqN) è
anisotropo in (T f (q)M, g f (q)).

109
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es:16.1.4 Esempio 7.1.5. Consideriamo su S m la metrica Riemanniana g indotta dall’im-
mersione canonica S n ↪→ Rm+1. Sia U = {x ∈ S m | x0 + 1 > 0} e consideriamo su
U le coordinate locali y1, . . . , ym definite da

x0 =
1 − |y|2

1 + |y|2
, xi =

2yi

1 + |y|2
, yi =

xi

1 + x0 , per i = 1, . . . ,m.

Abbiamo

dx0 = −4
∑

jy jdy j

(1 + |y|2)2 , dxi = 2
dyi

(1 + |y|2)
− 4yi

∑
jy jdy j

(1 + |y|2)2 su S m.

Quindi1

g =
∑

i

dxi ⊗ dxi|S m = 4
∑m

i=1 dyi ⊗ dyi

(1 + |y|2)2 .

Calcoliamo ora il tensore della metrica in coordinate sferiche. Per semplicità
ci limitiamo a trattare il caso della sfera di dimensione due dello spazio ordinario.
Abbiamo allora su S 2

x0 = cos θ,
x1 = sin θ cos φ,
x2 = sin θ sin φ,


dx0 = − sin θ dθ,
dx1 = cos θ cos φ dθ − sin θ sin φ dφ,
dx2 = cos θ sin φ dθ + sin θ cos φ dφ

e quindi, ponendo dθ2 = dθ ⊗ dθ e dφ2 = dφ ⊗ dφ,

g = dθ2 + sin2 θ dφ2.

Esempio 7.1.6. Poiché la mappa antipodale a0 : S n 3 x → −x ∈ S n è un’isome-
tria, la metrica g definisce, per passaggio al quoziente, una metrica ḡ sullo spazio
proiettivo, che rende la proiezione π : S n → RPn un’isometria.

Esempio 7.1.7. La metrica dell’esempio
es:16.1.4es:16.1.4
7.1.5 coincide su S 2 ' CP1 con la metrica

di Fubini-Study degli spazi proiettivi complessi. è, a meno di un fattore moltipli-
cativo, la parte reale della metrica di Fubini-Study di CPn. Questa è una metrica
Hermitiana invariante per l’azione di SU(n + 1), che si esprime, nelle coordinate
locali w j = z j/z0 di U0 = {z0 , 0}, mediante

eq:16.1.aaeq:16.1.aa (7.1.8) h =
(1 + |w|2)

∑
j=1dw j ⊗ dw̄ j −

∑n
j,h=1w̄ jwhdz j ⊗ dw̄h

(1 + |w|2)2 .

Si ottiene una metrica Riemanniana ponendo g = Re h.

Esempio 7.1.8. Possiamo considerare lo spazio proiettivo reale RPn come una
sottovarietà differenziabile dello spazio proiettivo complesso CPn. La restrizio-
ne ad RPn della metrica di Fubini-Study definisce una metrica SO(n+1)-invariante
su RPn. La sua espressione, nelle coordinate locali yi = xi/x0 di U0 = {x0 , 0}, è

(7.1.9) g =
(1 + |y|)2∑n

i=1dyi ⊗ dyi −
∑n

i, j=1yiy jdyi ⊗ dy j

(1 + |y|2)2 .

1La forma della metrica è particolarmente semplice perché le coordinate yi sono conformi.
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es:16.1.3 Esempio 7.1.9. Se G è un gruppo di Lie ed H un suo sottogruppo compatto, pos-
siamo definire su M = G/H una metrica Riemanniana G-invariante. Sia o = [H]
il punto base di M. Per il teorema di Haar sull’esistenza di misure invarianti
sui gruppi compatti, possiamo definire su ToM un prodotto scalare go per cui gli
h∗ = dLh : ToM → ToM, per h ∈ H, siano isometrie. Se p = a · o per un a ∈ G,
poniamo.

g(a∗Xo, a∗Yo) = go(Xp0 ,Yp0)

Questa è una buona definizione, perché, se b = ah con h ∈ H, allora

g((ah)∗Xo, (ah)∗Yo) = go(h∗Xp0 , h∗Yp0) = go(Xp0 ,Yp0).

Definizione 7.1.10. Sia G un gruppo di Lie, M = G/H un suo spazio omogeneo
e g una metrica Riemanniana su M. Se g è G-invariante, diciamo che (M, g) è uno
spazio Riemanniano G-omogeneo.

Esempio 7.1.11. Ogni gruppo di Lie compatto G ammette una metrica Riemannia-
na invariante sia rispetto alle traslazioni a destra che rispetto alle traslazioni a sini-
stra. Possiamo infatti considerare G come uno spazio omogeneo rispetto all’azione
transitiva

eq:16.1.7eq:16.1.7 (7.1.10) (G ×G) ×G 3 ((a, b), x) −→ axb−1 ∈ G.

Il sottogruppo di isotropia di e è ∆G = {(a, a) | a ∈ G}. Per l’Esempio
es:16.1.3es:16.1.3
7.1.9, G

ammette una metrica g invariante per l’azione di G×G, cioè invariante sia a destra
che a sinistra.

Supponiamo che il gruppo G sia un gruppo semisemplice compatto. Allora la
forma di Killing

eq:16.1.8eq:16.1.8 (7.1.11) κg(A, B) = traccia(adg(A) · adg(B))

è definita negativa. Otteniamo una metrica Riemanniana G-invariante sia a sinistra
che a destra ponendo

eq:16.1.9eq:16.1.9 (7.1.12) g(X∗a,Y
∗
a ) = −κg(X,Y), ∀X,Y ∈ g,

dove abbiamo indicato con X∗,Y∗ i campi di vettori invarianti a sinistra associati
ad X,Y ∈ g.

Analogamente, se G è un sottogruppo compatto di GL(n,R), la forma quadra-
tica

(7.1.13) ge(X,Y) = −traccia(XY), ∀X,Y ∈ g ⊂ gl(n,R)

è definita positiva ed otteniamo una metrica Riemanniana invariante su G definendo

(7.1.14) g(X∗a,Y
∗
a ) = −traccia(XY), ∀X,Y ∈ g.

Esempio 7.1.12. Se 1 < p < m, la forma

eq:16.1.15eq:16.1.15 (7.1.15) g =
∑p

i=1
dxi ⊗ dxi −

∑m

i=p+1
dxi ⊗ dxi.

definisce una metrica pseudo-Riemanniana su Rm.
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Esempio 7.1.13. Consideriamo su Rm+1 la metrica pseudo-Riemanniana

h = −dx0 ⊗ dx0 +
∑m

i=1
dxi ⊗ dxi.

Il pullback di h su M = {x ∈ Rm+1 | x0 = (1 +
∑m

i=1|x
i|2)1/2} definisce una metrica

Riemanniana g, che è la metrica standard dello spazio iperbolico di Lobacevski di
dimensione n. Indichiamo con K la matrice

K =



−1
1

1
. . .

1


e sia O(1, n) = {a ∈ GLn(R) | taKa = K} il gruppo delle trasformazioni lineari di
Rm+1 che lasciano invariata la K. Posto e0 = t(1, 0, . . . , 0) ∈ M,

O+(1, n) = {a ∈ O(1, n) | te0Kae0 > 0}

è un sottogruppo normale di indice due di O(1, n), che opera transitivamente su M
e lascia invariata la metrica Riemanniana g. Lo stabilizzatore di e0 in O+(1, n) è
un sottogruppo compatto, isomorfo ad O(n). Questa costruzione è dunque un caso
particolare di quella dell’Esempio.,

es:16.1.3es:16.1.3
7.1.9.

Esempio 7.1.14. Sia G un gruppo di Lie semisemplice. Per un criterio di Cartan,
la semisemplicità è equivalente al fatto che la forma di Killing

(7.1.16) κg(X,Y) = traccia(adg(X)adg(Y)), X,Y ∈ g

sia non degenere sull’algebra di Lie g di G. Nota che, se G non è compatto, la
forma di Killing è indefinita. La

(7.1.17) g(X∗a,Y
∗
a ) = −κ(X,Y), per X,Y ∈ g

definisce allora una metrica pseudo-Riemanniana su G.

7.2. Estensione della metrica ai fibrati tensoriali

Sia g una forma bilineare simmetrica, definita su uno spazio vettoriale reale V ,
di dimensione finita m. Risulta allora univocamente definita una forma bilineare
simmetrica, che denoteremo ancora con g, sulla potenza tensoriale k-esima V⊗

k
e

che, sulle coppie di tensori di rango uno dà

g(v1 ⊗ · · · ⊗ vk,w1 ⊗ · · · ⊗ wk) = g(v1,w1) · · · g(vk,wk).

Fissiamo una base e1, . . . , em di V , poniamo gi, j = g(ei, e j) e siano α, β ∈ V⊗
k

con
α =

∑
i1,...,ikα

i1,...,ik ei1 ⊗ · · · ⊗ eik , β =
∑

i1,...,ikβ
i1,...,ik ei1 ⊗ · · · ⊗ eik . Allora

g(α, β) =
∑

i1,...ik ,
j1,..., jk

gi1, j1 · · · gik , jkα
i1,...,ikβ j1,..., jk .

Se g è non degenere, l’applicazione lineare Bg : V → V∗ ad essa associata è un
isomorfismo. Utilizzando la Bg, possiamo definire una forma bilineare simmetrica
su V∗ ponendo

g(ξ, η) = g(B−1
g (ξ), B−1

g (η)), ∀ξ, η ∈ V∗.
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Se indichiamo con (gi, j) l’inversa della matrice (gi, j), otteniamo che

g(ξ, η) =
∑

i, j
gi, jξiη j,

ove ξ =
∑

iξiei, η =
∑

iηiei per la base duale e1, . . . , em in V∗ di e1, . . . , em.
Possiamo quindi definire il prodotto di tensori h-covarianti e k-controvarianti

α =
∑

i1,...,ih
j1,..., jk

αi1,...,ih
j1,..., jk

ei1 ⊗ · · · ⊗ eih ⊗ e j1 ⊗ · · · ⊗ e jk ,

β =
∑

i1,...,ih
j1,..., jk

βi1,...,ih
j1,..., jk

ei1 ⊗ · · · ⊗ eih ⊗ e j1 ⊗ · · · ⊗ e jk ,

mediante
g(α, β) =

∑
gi1,i′1 · · · gih,i′h

g j1, j′1 · · · g jk , j′kαi1,...,ih
j1,..., jk

β
i′1,...,i

′
h

j′1,..., j
′
k
.

Osserviamo ancora che le applicazioni

T h,kV 3 α −→ gi1, j1+k · · · gih, jh+kα
i1,...,ih
j1,..., jk

e j1 ⊗ · · · ⊗ eh+k ∈ T 0,h+kV,

T h,kV 3 α −→ g j1,ih+1 · · · g jk , jh+kαi1,...,ih
j1,..., jk

ei1 ⊗ · · · ⊗ eh+k ∈ T h+k,0V

sono isomorfismi lineari che preservano le estensioni della g.
Tutte queste considerazioni si estendono in modo ovvio ai tensori definiti su

una varietà pseudo-Riemanniana (M, g).

7.3. Geodetiche e distanza Riemanniana

Sia (M, g) una varietà Riemanniana, su cui abbiamo fissato la connessione di
Levi-Civita. Useremo la notazione (v|w) = g(v,w) e ‖v‖ =

√
g(v, v) ≥ 0 se v,w ∈

TpM.
Sia γ ∈ C 1([a, b],M) una curva differenziabile.

Definizione 7.3.1. La lunghezza L(γ) e l’energia, o azione E(γ) di γ sono definite
dagli integrali:

L(γ) =

∫ b

a
‖γ̇(t)‖ dt(7.3.1)

E(γ) =

∫ b

a
‖γ̇(t)‖2dt .(7.3.2)

Se ‖γ̇(t)‖ = 1 per ogni t ∈ [a, b] diciamo che γ è parametrizzata per lunghezza
d’arco. In questo caso t2 − t1 =

∫ t2
t1
‖γ̇(t)‖ dt per ogni a ≤ t1 < t2 ≤ b.

Queste definizioni si estendono in modo ovvio al caso in cui γ sia di classe C 1

a tratti.

Indichiamo con C 1
tr ([a, b],M) l’insieme di tutte le curve γ : [a, b]→M che sono

di classe C 1 a tratti; ricordiamo che ciò significa che γ è un’applicazione continua
e che possiamo trovare una partizione

t0 = a < t1 < . . . < tm = b

dell’intervallo [a, b] tale che ciascuna delle curve

[ti−1, ti] 3 t→γ(t) ∈ M
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sia differenziabile di classe C 1. Indichiamo con C 1
tr ([a, b], a, b; M, p, q)} il sottoin-

sieme di C 1
tr ([a, b],M) che consiste delle curve γ che hanno punto iniziale γ(a) = p

e punto finale γ(b) = q.
Dalle formule di cambiamento di variabile negli integrali ricaviamo:

Lemma 7.3.2. La lunghezza di una curva non dipende dalla sua parametrizzazio-
ne.

Supponiamo che M sia connessa.

Definizione 7.3.3. La distanza Riemanniana tra due punti p, q ∈ M è

(7.3.3) d(p, q) = inf{L(γ) | γ ∈ C 1
tr ([0, 1], 0, 1; M, p, q)} .

prop:17a518 Proposizione 7.3.4. Fissiamo r0 > 0 in modo tale che N0(p0) = {v ∈ Tp0 M |

‖v‖ < r0} sia un intorno normale dell’origine in Tp0 M ed Np0 = Expp0
(N0(p0)) il

corrispondente intorno normale di p0 in M. Allora

eq:17a64eq:17a64 (7.3.4) d(p0,Expp0
(v)) = ‖v‖, ∀v ∈ N0(p0).

Dimostrazione. Sia γ ∈ C 1
tr ([0, 1],Np0) un cammino semplice con γ(0) = p0

e γ(1) = Expp0
(v), con v , 0. Risulta allora determinato un cammino α ∈

C 1
tr ([0, 1],N0(p0)) per cui γ(t) = Expp0

(α(t)), con α(0) = 0 ed α(1) = v. Per

0 < t ≤ 1 decomponiamo α̇(t) nella sua componente radiale α̇r(t) =
(α̇(t)|α(t))α(t)
‖α(t)‖2

e la sua componente normale alla direzione radiale α̇n(t) = α̇(t) − α̇r(t). Abbiamo

γ̇(t) = Expp0∗
(α̇(t)) = Expp0∗

(α̇r(t)) + Expp0∗
(α̇n(t)).

Per la Proposizione
prop:17a511prop:17a511
6.3.6 ed il Lemma

lem:17a513lem:17a513
6.4.3 i vettori Expp0∗

(α̇r(t)) ed Expp0∗
(α̇n(t))

sono ortogonali. Inoltre ‖Expp0∗
(α̇r(t))‖ = ‖α̇r(t)‖, e ‖Expp0∗

(α̇n(t))‖ = 0 se e
soltanto se α̇n(t) = 0. È poi∫ 1

0
‖α̇r(t)‖dt =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ d
dt
‖α(t)‖

∣∣∣∣∣ dt ≥
∫ 1

0

d
dt
‖α(t)‖ = ‖v‖.

Otteniamo perciò

L(γ) =

∫ 1

0
‖γ̇‖ ≥

∫
‖Expp0∗

(α̇r(t))‖dt ≥ ‖v‖

e vale l’uguaglianza solo quando α̇n(t) sia identicamente nulla, cioè quando γ sia
la geodetica Expp0

(tv). Per concludere la dimostrazione basta osservare che ogni
arco di classe C 1

tr ne contiene uno semplice con gli stessi estremi, che ha quindi
lunghezza inferiore, e che ogni cammino che congiunga p0 ad un punto non con-
tenuto in Np0 ha, per la prima parte della dimostrazione, lunghezza maggiore o
uguale ad r0. �

Per la Proposizione
prop:17a518prop:17a518
7.3.4 le geodetiche minimizzano localmente la lunghezza

d’arco. Abbiamo cioè

Corollario 7.3.5. Se γ ∈ C∞(I,M) è una geodetica, allora per ogni t0 ∈ I
possiamo trovare ε0 > 0 tale che d(γ(t), γ(t0)) = ‖γ̇(t0)‖ · |t − t0| per |t| < ε0.
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Da questa proprietà delle geodetiche ricaviamo:

Teorema 7.3.6. M×M 3 (p, q)→d(p, q) è una distanza su M. La topologia indotta
da d coincide con la topologia di varietà di M. �

7.4. Il funzionale dell’energia

Mostriamo in questo paragrafo che le geodetiche di una varietà Riemanniana
sono i punti stazionari del funzionale dell’energia.

Lemma 7.4.1. Per ogni curva γ ∈ C 1
tr ([a, b],M) vale la diseguaglianza:

eq:gd4a5eq:gd4a5 (7.4.1) L(γ)2 ≤ (b − a)E(γ) .

In (
eq:gd4a5eq:gd4a5
7.4.1) vale l’uguaglianza se e soltanto se ‖γ̇(t)‖ = costante.

Dimostrazione. La diseguaglianza di Hölder dà

L(γ) =

∫ b

a
‖γ̇(t)‖ dt ≤

(∫ b

a
‖γ̇(t)‖2 dt

)1/2

·

(∫ b

a
dt

)1/2

= (b − a)1/2E(γ)1/2

e vale l’uguaglianza se e soltanto se ‖γ̇(t)‖ è costante. �

Corollario 7.4.2. Se γ ∈ C 1
tr ([a, b],M) è parametrizzata per lunghezza d’arco,

allora E(γ) è minimo di {E(γ ◦φ)}, al variare di φ tra i diffeomorfismi di [a, b]. �

Siano a, b ∈ R con a < b, Ω un aperto di Rn ed

F : [a, b] ×Ω × Rn 3 (t, x, ξ)→F(t, x, ξ) ∈ R

una funzione di classe C 1. Le equazioni di Eulero-Lagrange di un funzionale

(7.4.2) Φ(ψ) =

∫ b

a
F(t, ψ(t), ψ̇(t)) dt , ψ ∈ C 1([a, b],Ω)

sono date da:

(7.4.3)
d
dt
∂F
∂ξi −

∂F
∂xi = 0 , i = 1, . . . , n .

Proposizione 7.4.3. Le equazioni di Eulero-Lagrange per il funzionale dell’ener-
gia E(γ) sono date da

(7.4.4)
Dγ̇
dt

= 0 .

Le geodetiche della connessione di Levi-Civita di una varietà Riemanniana sono
quindi gli estremali del funzionale dell’energia.

Dimostrazione. Supponiamo che γ ∈ C 1([a, b],M) e che il suo supporto γ([a, b])
sia contenuto in un aperto coordinato (U, x). Il funzionale E(γ) è definito, nelle
coordinate locali, dalla

F(t, x, ξ) = ‖ξ‖2g =

n∑
i, j=1

gi, j(x)ξiξ j .



116 7. VARIETÀ RIEMANNIANE

Otteniamo perciò per le relative equazioni di Eulero-Lagrange:

2
d
dt

 n∑
j=1

gi, j(γ(t))γ̇ j(t)

 − n∑
j,k=1

∂g j,k(γ(t))
∂xi γ̇ j(t)γ̇k(t) = 0 per i = 1, . . . , n ;

quindi

2
n∑

j=1

gi, j(γ)γ̈ j + 2
n∑

j,k=1

∂gi, j(γ)
∂xk γ̇ jγ̇k −

n∑
j,k=1

∂g j,k(γ(t))
∂xi γ̇ j(t)γ̇k(t) = 0(∗)

per i = 1, . . . , n

I simboli di Christoffel per la connessione di Levi-Civita sono

Γi
j,k =

1
2

n∑
h=1

gi,h
{
∂gh, j

∂xk +
∂gh,k

∂x j −
∂g j,k

∂xh

}
.

Quindi la (∗) è l’equazione

γ̈i +

n∑
j,k=1

Γi
j,k(γ)γ̇ jγ̇k = 0 per i = 1, . . . , n

delle geodetiche della connessione di Levi-Civita della metrica g. �

Proposizione 7.4.4 (Lemma di Gauss). Condizione necessaria e sufficiente affin-
ché una carta coordinata (U, x) con centro in p0 sia un suo intorno normale, e le xi

coordinate normali, è che x(U) sia stellato rispetto all’origine ed il tensore della
metrica soddisfi

eq:17a61eq:17a61 (7.4.5)
∑m

j=1
gi, j(p)x j(p) = xi(p), ,∀p ∈ U.

Dimostrazione. Consideriamo un sistema di coordinate normali in p0, per la
connessione di Levi-Civita di (M, g). Fissata una base gp0-ortonormale e1, . . . , em
di Tp0 M, la carta locale è definita da

N0(p0) 3 (x1, . . . , xm) −→ Expp0
(x1e1 + · · · + xmem) ∈ Np0 .

Le geodetiche uscenti da p0 sono, in Np0 , le curve integrali del campo radiale∑m
i=1xi ∂

∂xi , ed il trasporto parallelo lungo le geodetiche preserva l’ortonormalità.
Valgono perciò le (

eq:17a61eq:17a61
7.4.5) in un sistema di coordinate normali.

Viceversa, se (U, x) è una carta coordinata con centro in p0 per cui valga la
(
eq:17a61eq:17a61
7.4.5), per ogni x ∈ x(U) la t → tx rappresenta nelle coordinate il cammino di

lunghezza minima che congiunge p0 al punto di coordinate x. Inoltre la velocità
lungo tale cammino è costante ed uguale a ‖x‖. Infatti, se x(γ(t)) = tx,

g(γ̇, γ̇) =
∑

i, j
gi, j(tx)xix j =

∑m

i=1
xixi = ‖x‖2.

�
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7.5. Varietà di Riemann compatte

Teorema 7.5.1. Sia (M, g) una varietà Riemanniana compatta. Ogni curva con-
tinua γ ∈ C ([0, 1],M) è omotopa, in un’omotopia che lascia fissi i suoi estremi
p0 = γ(0) e p1 = γ(1), ad una geodetica. Essa può essere scelta come una curva
di lunghezza minima nella classe [γ] di γ in π([0, 1], 0, 1; M, p0, p1).

Dimostrazione. Gli intorni normali sono contrattili e quindi due archi qual-
siasi, che abbiano gli stessi estremi e siano contenute in un intorno normale, sono
omotopi in un’omotopia con gli estremi fissi. Sia U = {Ui}1≤i≤k un ricoprimento
finito di M mediante aperti semplici e convessi.

Fissiamo un numero reale positivo r tale che, per ogni p ∈ M la palla B(p, r) =

{q ∈ M | d(p, q) < r} sia contenuta in un aperto del ricoprimento U . Mostriamo
che ciò è possibile. Ragioniamo per assurdo. Se ciò non fosse vero, per ogni
intero positivo ν potremmo trovare un punto pν in M tale che B(pν, 2−ν) non sia
contenuto in nessun aperto del ricoprimento U . Poiché M è compatto, possiamo
estrarre dalla {pν} una sottosuccessione {pkν} convergente ad un punto p∞ ∈ M. È
p∞ ∈ Ui0 per qualche i0 e B(p∞, r0) ⊂ Ui0 per qualche r0 > 0. Se q ∈ B(pkν , 2

−kν),

d(q, p∞) < d(p∞, pkν) + 2−kν < r0 per ν � 1

ci dà una contraddizione.
Siano p0, p1 ∈ M ed α una classe di omotopia in π([0, 1], 0, 1; M, p0, p1). Sia2

µ = inf{L(γ) | γ ∈ α} e {γn} una successione in α con {L(γn)} decrescente a µ.
Se 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1 è una partizione di [0, 1] per cui l’arco di

γn di estremi γn(t j−1), γn(t j) sia contenuto in un aperto U j(i,n) di U , la curva γ′n
formata dagli archi geodetici in U j(i,n) di estremi γn(t j−1), γn(t j) è omotopa a γn in
π([0, 1], 0, 1; M, p0, p1) ed ha lunghezza L(γ′n) ≤ L(γn). Possiamo quindi sceglie-
re la nostra successione minimizzante {γn} ⊂ α con γn ∈ C∞tr ([0, 1],M) somma
di archi geodetici, e, a meno di riparametrizzazione, con ‖γ̇n(t)‖ = µn costante.
Osserviamo che µn = L(γn) ≤ µ0 = L(γ0) e µν → µ.

Scegliamo un intero positivo N con Nµ0r < 1 e consideriamo la partizione
0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1 con ti = i/N. Poiché le coppie di punti γn(ti−1), γn(ti),
avendo distanza inferiore ad r, appartengono ad uno stesso aperto di U , possia-
mo supporre che le γn siano somme di archi geodetici di estremi γn(ti−1), γn(ti)
contenuti ciascuno in un aperto di U .

Passando ad una sottosuccessione, possiamo supporre che per ogni i = 1, . . . ,N−
1 la successione {γn(ti)} converga ad un punto qi ∈ M e che, posto q0 = p0 e
qN = p1, per ogni 1 ≤ i ≤ N, gli archi geodetici di estremi {γn(ti−1)}, {γn(ti)}, per
ogni n, e quello di estremi qi−1, qi siano tutti contenuti nello stesso aperto U j(i) di
U . Per ogni i = 1, . . . ,N, è

d(qi−1, qi) = lim
ν→∞

d(γn(ti−1), γ(ti)) = lim
ν→∞

µν(ti − ti−1) = µ(ti − ti−1) = N−1µ < r.

2La lunghezza di una curva continua γ ∈ C ([0, 1],M) in uno spazio metrico (M, d) è l’estremo
inferiore delle somme

∑N
i=1d(γ(ti−1), γ(ti)) al variare di 0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = 1 tra tutte le

partizioni finite dell’intervallo [0, 1].
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Possiamo perciò costruire una curva γ ∈ C∞tr ([0, 1],M) con ‖γ̇(t)‖ costante, in
modo che la restrizione di γ a [ti−1, ti] sia l’arco di geodesica in U ji che congiunge
qi−1 a qi. La γ cosı̀ ottenuta appartiene alla classe di omotopia α e L(γ) = µ.
Necessariamente γ ∈ C∞([0, 1],M) ed è quindi una geodetica. Infatti, se γ fosse
singolare in uno dei ti, con 1 ≤ i < N, potremmo ottenere una curva di lunghezza
strettamente inferiore sostituendo al suo arco di estremi γ(ti−(2N)−1), γ(ti+(2N)−1)
il corrispondente arco dell’unica geodetica che congiunge i due punti in un aperto
del ricoprimento U che li contiene. �

Corollario 7.5.2. Se M è una varietà Riemanniana connessa e compatta, due punti
qualsiasi p, q di M possono essere congiunti con una geodetica γ : [0, 1]→M con
L(γ) = d(p, q).

Corollario 7.5.3. Se M è una varietà Riemanniana compatta, per ogni p ∈ M
l’applicazione Expp è definita su tutto TpM ed è surgettiva.

7.6. Il teorema di Hopf-Rinow

Definizione 7.6.1. Una varietà affine M si dice geodeticamente completa se ogni
geodetica γ ∈ C∞(I,M) è la restrizione all’intervallo I di una geodetica definita
su R.

Teorema 7.6.2. Sia M una varietà Riemanniana, e sia d la relativa distanza. Le
seguenti affermazioni sono equivalenti:

(1) M, con la distanza d, è uno spazio metrico completo;
(2) i sottoinsiemi chiusi e limitati (rispetto a d) di M sono compatti;
(3) esiste p ∈ M tale che Expp è definita su tutto TpM;
(4) M è geodeticamente completa rispetto alla connessione di Levi-Civita.

Inoltre, ognuna delle (1), (2), (3), (4) implica:
(5) due punti qualsiasi p, q ∈ M possono essere congiunti da una geodetica

di lunghezza d(p, q).

Dimostrazione. In primo luogo mostriamo che, se Expp è definita su tutto
TpM, allora ogni q ∈ M può essere congiunto a p da una geodetica di lunghezza
d(p, q). In particolare, questo dimostra che (4)=⇒(5).

Sia r = d(p, q) e sia ρ > 0 tale che ogni p′ ∈ M con d(p, p′) ≤ ρ è congiunto a
p da un’unica geodetica di lunghezza d(p, p′).

Se r ≤ ρ, per la scelta di ρ vi è un’unica geodetica di lunghezza r che congiunge
p a q, e quindi la nostra affermazione è senz’altro verificata.

Consideriamo quindi il caso in cui r > ρ.
Poiché ∂B(p, ρ)) = {x ∈ M | d(p, x) = ρ} è compatto, possiamo fissare un

punto p0 ∈ ∂B(p, ρ) tale che d(q, ∂B(p, ρ) = d(p0, q). Vi è allora un unico vettore
v ∈ TpM con g(v, v) = 1 ed Expp(ρ v) = p0. Consideriamo la geodetica

R 3 t→γ(t) = Expp(t v) ∈ M .

Vogliamo dimostrare che γ(r) = q. In questo caso γ
∣∣∣[0,r] è la geodetica di lunghez-

za minima che congiunge p a q.
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Sia
I = {t ∈ [0, r] | d(γ(s), q) = r − s ∀s ∈ [0, t]} .

Dobbiamo dimostrare che r ∈ I. Osserviamo che I è chiuso e contiene [0, ρ].
Mostriamo che I è anche aperto. Sia t0 ∈ I. Se t0 = r, allora I = [0, r] e

abbiamo finito. Consideriamo allora un t0 ∈ I con t0 < r. Sia p1 = γ(t0) e sia
ρ1 > 0 tale che ogni x ∈ M con d(p1, x) ≤ ρ1 sia congiunto a p1 da un’unica
geodetica di lunghezza d(p1, x).

Se d(p1, q) ≤ ρ1, la spezzata ottenuto congiungendo la geodetica γ
∣∣∣[0,t0] con

l’unica geodetica (parametrizzata per lunghezza d’arco) che congiunge p1 a q ha
lunghezza r ed è quindi una geodetica di lunghezza r che congiunge p a q.

Se invece d(p1, q) > ρ1, fissiamo un punto p2 su ∂B(p1, ρ1) a distanza minima
da q. Allora

d(p, p2) ≥ d(p, q) − d(q, p1) = r − d(p, p1) .
Ogni curva γ′ da p1 a q interseca ∂B(p1, ρ1) in un punto γ′(t). Quindi:

L(γ′) ≥ d(γ(t), p1) + d(γ(t), q)
= ρ1 + d(γ(t), q)
≥ ρ1 + d(p2, q) .

Abbiamo quindi anche
d(q, p1) ≥ ρ1 + d(q, p2)

e, per la diseguaglianza triangolare, vale l’uguaglianza. Poiché

d(γ(t0), q) = d(p1, q) = r − t0 ,

otteniamo
d(p, p1) ≥ r − (r − t0 − ρ1) = t0 − ρ1 .

Da questo segue che la γ(t), per t0 ≤ t ≤ t0 + ρ1, coincide con l’unica geodetica
che congiunge p1 a p2. Inoltre per quanto osservato in precedenza, risulterà allora
d(γ(t), q) = r − t anche per t0 ≤ t ≤ t0 + ρ1. Dunque t0 è punto interno a I.

Da questo segue che I = [0, r] e la nostra affermazione è dimostrata. Completiamo
ora la dimostrazione delle altre implicazioni del teorema.
(4)⇒(3) è banale. (3)⇒(2) Se A è un sottoinsieme limitato di M, è A ⊂ B(p,R) per
qualche R > 0 e quindi è un sottoinsieme del compatto Expp({v ∈ TpM | gp(v, v) ≤
R}). La (2) segue quindi dal fatto che un sottoinsieme chiuso di un compatto è
compatto. (2)⇒(1) Ogni successione di Cauchy {pn} ⊂ M è limitata e quindi
la chiusura della sua immagine è compatta. Esiste perciò una sottosuccessione
convergente e dunque la successione {pn} stessa è convergente. (1)⇒(4) Sia p ∈ M
e consideriamo la geodetica t→γ(t) = Expp(tv). Sia I il suo intervallo massimale
di definizione. Se fosse sup I = T0 < +∞, potremmo scegliere una successione {tn}
tale che tn ↗ T0. Poiché g(tn, tm) ≤ gp(v, v) |tn − tm|, la {γ(tn) è una successione di
Cauchy. Per ipotesi ammette un limite p0 ∈ M. Poiché gp(γ̇(tn), γ̇(tn)) = gp(v, v)
per ogni n, a meno di passare a una sottosuccessione possiamo fare in modo che
γ̇(tn)→v∞ ∈ Tp0 in T M. Allora Expp0

(t − T0) è definita in un intorno di T0 e
coincide con γ nei punti in cui entrambi sono definite. Ciò contraddice la scelta di
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T0 e mostra quindi che T0 = +∞. Analogamente si dimostra che la γ è definita per
ogni t < 0. Ciò completa la dimostrazione. �

7.7. Varietà Riemanniane con curvatura negativa

Dimostriamo innanzi tutto un risultato che collega i campi di Jacobi alla cur-
vatura sezionale.

Proposizione 7.7.1. Siano p ∈ M, v,w ∈ TpM. Consideriamo, lungo la geodetica
γ(t) = expp(tv), il campo di Jacobi J(t) = (dExpp(tv))(tw). Valgono le formule:

‖J(t)‖2 = t2 ‖w‖2 −
1
3

g(R(v,w)v,w) t4 + o(t4),eq:16.13.1eq:16.13.1 (7.7.1)

‖J(t)‖ = t ‖w‖ −
1
6

g(R(v,w)v,w)
‖w‖

t3 + o(t4) , per t ≥ 0.(7.7.2)

In particolare, se ‖v‖ = 1, ‖w‖ = 1 e g(v,w) = 0, detto σ il piano generato da v e
w, abbiamo

eq:z17b73eq:z17b73 (7.7.3) ‖J(t)‖ = t −
1
6

K(σ) t3 + o(t4) , per t ≥ 0,

ove K(σ) è la curvatura sezionale.

Dimostrazione. Calcoliamo lo sviluppo di Taylor di f (t) = g(J(t), J(t)) nel-
l’origine. Ricordiamo che J verifica le condizioni iniziali J(0) = 0, J̇(0) = w.
Indicando con J, J′, J′′, . . . le successive derivate covarianti di J lungo γ abbiamo:

f (t) = g(J, J),
d
dt

f (t) = 2g(J′, J),

d2

dt2 f (t) = 2g(J′′, J) + 2g(J′, J′),

d3

dt3 f (t) = 2g(J′′′, J) + 6g(J′′, J′),

d4

dt4 f (t) = 2g(J′′′′, J) + 8g(J′′′, J′) + 6g(J′′, J′′).

Derivando l’equazione di Jacobi

J′′ = R(γ̇, J)γ̇

otteniamo poi

J′′′ =
D
dt

(
R(γ̇, J)γ̇

)
=

DR
dt

(γ̇, J)γ̇ + R(γ̇, J′)γ̇.

Tenuto conto delle condizioni iniziali e dell’equazione di Jacobi abbiamo

J(0) = 0, J′(0) = w, J′′(0) = 0, J′′′(0) = R(v,w)v,

e quindi

f (0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 2‖w‖2, f ′′′(0) = 0, f ′′′′(0) = 8g(R(v,w)v,w).
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Sostituendo nella formula del polinomio di Taylor, otteniamo la tesi della proposi-
zione. �

La (
eq:z17b73eq:z17b73
7.7.3) esprime, in forma infinitesima, il modo in cui si comportino le geo-

detiche uscenti da p, immagini mediante l’esponenziale delle semirette uscenti
dall’origine di TpM. Rispetto ai raggi Euclidei di TpM esse si avvicinano se la
curvatura sezionale del piano (v,w) è positiva, si allontanano se essa è negativa.

Definizione 7.7.2. Diciamo che una varietà Riemanniana (M, g) ha curvatura ne-
gativa (rispettivamente strettamente negativa) se K(α) ≤ 0 (rispettivamente K(α) <
0) per ogni 2-piano α ⊂ TpM, per ogni p ∈ M.

Perciò, se M ha curvatura (sezionale) negativa, per un campo di Jacobi J
avremo:

(7.7.4) g(J̈, J) = −g(R(γ̇, J)γ̇, J) = −R(γ̇, J, γ̇, J) ≤ 0.

Vale il seguente:

Teorema 7.7.3. Supponiamo che M abbia curvatura sezionale negativa. Sia p ∈
M ed N0(p) un intorno normale di 0 in TpM. Allora, per ogni v ∈ N0(p) e w ∈
TpM,

eq:AKIeq:AKI (7.7.5) gexpp(v)
(
d expp(v)(w), d expp(v)(w)

)
≥ gp(w,w).

In particolare, se γ0 ∈ C 1([a, b],N0(p)), allora

eq:AKIIeq:AKII (7.7.6) L(γ0) =

∫ b

a

√
gp(γ̇0, γ̇0) dt ≤ L(Expp ◦ γ0).

Dimostrazione. Ricordiamo che J(t) = (dExpp(tv))(tw) è un campo di Jacobi
lungo Expp(tv). Utilizzando la formula (

eq:16.13.1eq:16.13.1
7.7.1) otteniamo allora che, se la curvatura

sezionale del piano 〈v,w〉 è strettamente negativa,

d expp(tv)(w) = ‖w‖ −
t2

6
g(v,w, v,w)
‖w‖

+ o(t3) < ‖w‖ per 0 < t < t0

se t0 > 0 è sufficientemente piccolo. Il campo J è in ogni punto tangente al piano
α(tv) = 〈Expp∗

(tv)v,Expp∗
(tv)(w)〉. Quindi, se la curvatura sezionale fosse nulla

lungo la geodetica, avremmo J̈ = 0 e quindi in (
eq:AKIeq:AKI
7.7.5) varrebbe l’equaglianza.

Per completare la dimostrazione, basterà suddividere la geodetica Expp(tv),
definita per 0 ≤ t ≤ a, in sottoarchi sufficientemente piccoli di geodetica su
ciascuno dei quali la curvatura sezionale di α(tv) sia o strettamente negativa o
nulla in tutti i punti interni, in modo da poter applicare per ciascuno di tali sot-
toarchi il ragionamento precedente, tenendo conto del fatto che, per t0 ≤ t ≤ a,
Expp(tv) = ExpExpp(t0v)((t − t0)Expp∗

(t0v)v). �

Corollario 7.7.4. Sia (M, g) una varietà Riemanniana a curvatura sezionale nega-
tiva e sia B una palla convessa e semplice di M, in cui le geodetiche minimizzino
le distanze tra le coppie di punti. Dato un triangolo in B, i cui lati sono geodetiche
γa, γb, γc di lunghezze a, b, c, con angoli corrispondenti α, β, γ, valgono le :

a2 + b2 − 2ab cos γ ≤ c2(7.7.7)
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α + β + γ ≤ π .(7.7.8)

Dimostrazione. Per dimostrare la prima disuguaglianza, indichiamo con pC
il vertice comune alle geodetiche γa e γb. Per due vettori va, vp ∈ TpC M abbia-
mo, a meno di riparametrizzazioni, γa(t) = ExppC

(tva), γb(t) = ExppC
(tvb), per

t ∈ [0, 1], con a2 = gpC (va, va), b2 = gpC (vb, vb): a e di b sono le lunghezze
Euclidee, in (TpC M, gpC ), dei segmenti [0, va] e [0, vb]. Per la proposizione prece-
dente, la lunghezza c della geodetica γc è maggiore o uguale della lunghezza Eucli-
dea della curva exp−1

p0
γc. Questa a sua volta è maggiore o uguale della lunghezza√

a2 + b2 − 2ab cos γ del segmento [va, vb] di Tp0 M.
Per dimostrare l’ultima diseguaglianza, costruiamo il triangolo Euclideo con

lati di lunghezze a, b, c e siano α′, β′, γ′ i suoi angoli interni, opposti rispettiva-
mente ai lati a, b, c. Abbiamo allora a2 + b2 − 2abc cos γ′ = c2. Sottraendo questa
dalla diseguaglianza che abbiamo appena dimostrato, ricaviamo che cos γ′ ≤ cos γ.
Poiché 0 < γ, γ′ < π, questa diseguaglianza equivale a γ ≤ γ′. Analogamente
otteniamo che α ≤ α′ e β ≤ β′, onde α + β + γ ≤ α′ + β′ + γ′ = π. �

Teorema 7.7.5. Una varietà Riemanniana (M, g) con curvatura sezionale negativa
non contiene coppie di punti coniugati.

Se (M, g) è connessa e completa e contiene un punto p0 privo di punti coniuga-
ti, allora Expp0

: Tp0 → M è un rivestimento. In particolare, se M è semplicemen-
te connesso, l’inversa di Expp0

definisce un diffeomorfismo di M con uno spazio
Euclideo.

Dimostrazione. Per (
eq:AKIeq:AKI
7.7.5), se p ∈ M e J è un campo di Jacobi lungo la

geodetica expp(tv), che si annulli in p, allora t−1‖J(t)‖ è crescente per t > 0.
Supponiamo ora che (M, g) sia connessa e completa e contenga un punto p0

privo di punti coniugati. L’applicazione Expp0
è definita su Tp0 M perché abbiamo

supposto (M, g) completa e non ha punti critici perché p0 non ha punti coniugati.
Possiamo quindi considerare su Tp0 M la metrica Riemanniana g∗ = Exp∗p0

g. An-
che (Tp0 M, g∗) è una varietà Riemanniana completa per il teorema di Hopf-Rinow,
perché tutte le geodetiche di g∗ passanti per l’origine, che hanno come supporto
le rette per l’origine in Tp0 M, sono geodetiche complete. L’applicazione Expp0
definisce un’isometria di (Tp0 M, g∗) in (M, g). La sua immagine è aperta per il
teorema dell’inversa locale perché Expp0

non ha punti critici, ed è chiusa perché
è un’isometria di uno spazio metrico completo. Poiché abbiamo supposto M con-
nessa, Expp0

è allora anche surgettiva e definisce perciò un rivestimento, perché
ogni aperto semplice convesso di (M, g) è di trivializzazione. �

Corollario 7.7.6. Una varietà Riemanniana (M, g), connessa e semplicemente
connessa, e con curvatura sezionale negativa, è diffeomorfa ad uno spazio Eu-
clideo. �

Teorema 7.7.7. Sia (M, g) una varietà Riemanniana connessa e completa, con
curvatura sezionale negativa. Sia K un gruppo topologico compatto e localmente
compatto, che agisce su M come un gruppo di isometrie. Allora K ha almeno un
punto fisso in M.
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Dimostrazione. Sia λ la misura di Haar su K, normalizzata in modo che
∫

K dλ =

1, e d la distanza su M a definita dalla metrica g. Fissiamo un punto p0 ∈ M e
definiamo su M una funzione continua, ponendo

Ψ(p) =

∫
K
|d(p, kp0)|2 dλ(k).

Osserviamo che Ψ(kp) = Ψ(p) per ogni k ∈ K. Dico che Ψ(p) ha minimo in M.
Infatti, l’orbita K · p0 è compatta e quindi ha diametro δ = maxp1,p2∈K·p0 d(p1, p2)
finito. Quindi, se d(p, p0) > 2δ,

Ψ(p) =

∫
K
|d(p, kp0)|2 dλ(k) ≥

∫
K
|d(p, p0) − d(p0, kp0)|2 dλ(k) > δ2 ≥ Ψ(p0).

Per l’ipotesi che (M, g) sia completa, la palla chiusa B̄(p0, 2δ) = {p ∈ M | d(p, p0) ≤
2δ} è compatta. Il minimo di Ψ(q0) di Ψ su B̄(p0, 2δ) è anche minimo di Ψ su M.
Poiché Ψ è K-invariante, per dimostrare che q0 è punto fisso di K è sufficiente
verificare che Ψ(p) > Ψ(q0) per ogni p , q0.

Sia p ∈ M un punto distinto da q0, k ∈ K ed αk l’angolo delle geodetiche
uscenti da q0 e passanti per p e kp0, rispettivamente. Per il teorema del coseno è

eq:17astareq:17astar (∗) |d(p, kp0)|2 ≥ |d(q0, kp0)|2 + |d(p, q0)|2 − 2d(q0, kp0)d(p, q0) cosαk.

Poiché q0 è punto di minimo per Ψ, indicando con t → qt la geodetica di estremi
q0 e p = q1, abbiamo

d
dt

∫
G
|d(qt, kp0)|2dλ(k)

∣∣∣∣∣
t=0

= 0.

Fissato k ∈ K, è
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
|d(qt, kp0)|2 = −2d(p, q0) d(kp0, q0) cosαk.

Quindi, differenziando sotto il segno d’integrale, otteniamo∫
G

d(q0, p) · d(q0, kp0) cosαkdλ(k) = 0.

Integrando (
eq:17astareq:17astar
∗) membro a membro otteniamo

Ψ(p) ≥ Ψ(q0) + |d(p, q0)|2.

La dimostrazione è completa. �





CAPITOLO 8

Algebre di Clifford e Spinori

8.1. Algebre di Clifford

Indichiamo con k o il campo dei numeri reali, o quello dei numeri complessi.
Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita m su k ed indichiamo con

T(V) =
⊕∞

h=0Th(V) la sua algebra tensoriale, con T0(V) = k, T1(V) = V e
Th+1(V) = V ⊗ Th(V) per h ≥ 1. Ricordiamo che T(V) è Z+-graduata ed è
caratterizzata dalla proprietà universale:

Proposizione 8.1.1. È V ⊂ T(V) ed ogni applicazione lineare φ : V → A di V
in un’algebra associativa unitaria si estende in modo unico ad un omomorfismo di
algebre φ̃ : T(V)→ A.

Fissiamo una forma bilineare simmetrica

cl11cl11 (8.1.1) b : V × V 3 (v,w) −→ b(v,w) ∈ k.

Sia Jb l’ideale bilatero di T(V) generato dagli elementi della forma v⊗v+b(v, v) ·1,
al variare di v in V .

Definizione 8.1.2. L’algebra di Clifford C`b(V) associata alla forma b è il quozien-
te T(V)/Jb dell’algebra tensoriale T(V), rispetto all’ideale bilatero Jb.

Poiché T(V) è associativa e unitaria, anche C`b(V) è associativa e unitaria.
Indichiamo con

π : T(V) −→ C`b(V) = T(V)/Jb
la proiezione nel quoziente.

La composizione

V ↪→ T(V)
π
−−→ C`b(V)

è iniettiva e ci permette di considerare V un sottospazio di C`b(V).
L’algebra di Clifford si può caratterizzare con la proprietà universale:

Proposizione 8.1.3. È V ⊂ C`b(V) ed ogni applicazione lineare φ : V → A di V
in un’algebra associativa unitaria tale che φ(v)2 = b(v, v) ·1A si estende in modo
unico ad un omomorfismo φ̃ : C`b(V)→ A.

Notazione 8.1.4. Se v1, . . . , vk ∈ V , indichiamo con v1 · · · vk l’elemento π(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)
di C`b(V). In generale, indichiamo con x · y, o semplicemente con xy, il prodotto
di x, y ∈ C`b(V).

125
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Osservazione 8.1.5. Se v1, v2 ∈ V , vale la formula di anticommutazione

v1v2 + v2v1 + 2b(v1, v2) = 0.

Questa è infatti conseguenza della (v1 + v2)(v1 + v) + b(v1 + v2, v1 + v2) = 0.
In particolare, v1v2 = −v2v1 se v1 e v2 sono b-ortogonali.

Esempio 8.1.6. L’algebra di Clifford C`0(V), corrispondente alla forma nulla,
coincide con l’algebra di Grassmann Λ(V) dei tensori alternati di V .

Proposizione 8.1.7. L’algebra di Clifford C`b(V) è Z2 graduata, mediante
eq:cl12eq:cl12 (8.1.2)

C`b(V) = C`b(V)0 ⊕ C`b(V)1, con C`b(V)i = π
(⊕∞

h=0
T2h+i(V)

)
, i = 1, 2.

Dimostrazione. Consideriamo su T(V) la Z2-gradazione indotta dalla Z+-gra-
dazione. L’ideale Jb è Z2-graduato, perché ammette un sistema di generatori di
grado pari. Il quoziente C`b(V) risulta allora anch’esso Z+-graduato. �

Notazione 8.1.8. Se V = km e b(v,w) =
∑m

i=1viwi, indichiamo la corrispondente
algebra di Clifford con C`(km).

Osservazione 8.1.9. Se dim V = 1, allora C`b(V) = k ⊕ V ha dimensione due.
Fissata un vettore non nullo e ∈ V e posto β(e, e) = λ, la tabella di moltiplicazione
di C`b(V) è data da

1 e
1 1 e
e e λ

Proposizione 8.1.10. Sia W ⊂ V un sottospazio vettoriale di V. L’inclusio-
ne naturale T(W) ↪→ T(V) induce, per passaggio al quoziente, un’inclusione
C`b|W(W) ↪→ C`b(V).

Siano V1, V2 due sottospazi b-ortogonali di V ed indichiamo con bi la restri-
zione di b a Vi. Allora l’applicazione lineare

C`b1(V1) ⊗ C`b2(V2) −→ C`β(V),

definita da

eq:cl13eq:cl13 (8.1.3) x ⊗ y −→ x · y, ∀x ∈ C`b1(V1), y ∈ C`b2(V2)

è un isomorfismo di algebre.

Notazione 8.1.11. Se e1, . . . , em è una base di V ed I = (i1, i2, . . . , ik) una k-upla
di interi con 1 ≤ ih ≤ m, indicheremo con eI l’elemento ei1ei2 · · · eik di C`b(V).
Porremo ancora e∅ = 1.

Corollario 8.1.12. Se dim V = m, allora dim C`b(V) = 2m.
Se e1, . . . , em è una base di V, allora gli eI con I = ∅, ed I = (i1, . . . , ik) con

1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m formano una base di C`b(V).

Dimostrazione. Si consideri una base b-ortogonale e1, . . . , em di V e si proceda
per ricorrenza, applicando la proposizione precedente. �



8.2. INVOLUZIONI DELL’ALGEBRA DI CLIFFORD 127

Esempio 8.1.13. Consideriamo C`(R). Indichiamo con i un generatore di R come
spazio vettoriale. Allora i2 = −1. Gli elementi di C`(R) sono della forma a+ ib con
a, b ∈ R ed (a1 + ib1)(a2 + ib2) = (a1a2−b1b2) + i(a1b2 + a2b1). Quindi C`(R) ' C.

Esempio 8.1.14. Consideriamo ora C`(R2). Indichiamo con i, j una base ortonor-
male di R2. Abbiamo i2 = j2 = −1, i j = − ji. La dimensione di C`(R2) è quattro
ed una sua base consiste degli elementi 1, i, j, i j = k. La tabella di moltiplicazione
è

1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k − j
j j −k −1 i
k k j −i −1

e quindi C`(R2) è l’algebra H dei quaternioni di Hamilton.

8.2. Involuzioni dell’algebra di Clifford

Definiamo in questo paragrafo alcune involuzioni canoniche delle algbebre di
Clifford. Per la proprietà universale, ogni involuzione di V che sia anche una tra-
sformazione b-ortogonale si estende in modo unico ad un’involuzione dell’alge-
bra C`b(V). In particolare, la V 3 v → −v ∈ V si estende in modo unico ad
un’involuzione di C`b(V).

Definizione 8.2.1. Indichiamo con α l’involuzione di C`b(V) definita da

eq:cl21eq:cl21 (8.2.1) α(x) = (−1)ix, ∀x ∈ C`b(V)i, i = 0, 1.

lem:cl811 Lemma 8.2.2. Supponiamo che b sia non degenere. Condizione necessaria e suf-
ficiente affinché x ∈ C`b(V) soddisfi

eq:cl22eq:cl22 (8.2.2) xv = vα(x), ∀v ∈ V

è che x sia uno scalare, cioè che x ∈ k.

Dimostrazione. Osserviamo che, se b è non degenere, gli elementi non nulli
di V sono invertibili, e v−1 = b(v, v)−1v. Possiamo allora riscrivere la (

eq:cl22eq:cl22
8.2.2) nella

forma
v−1xv = x, ∀v ∈ V.

Fissiamo una base ortogonale e1, . . . , em di V . Abbiamo allora

e−1
i e jei =

−ei se i = j,
e j se i , j.

Scriviamo x =
∑′

I xIeI , con xI ∈ k e con la sommatoria estesa alle k-uple crescenti
di indici in {1, . . . ,m}. Allora

e−1
i xei =

∑
i<I

xIeI −
∑

i∈I
xIeI per i = 1, . . . ,m,

perché e−1
i eIei = (−1)reI se r è il numero di indici uguali ad i in I = (i1, . . . , ik).

Infatti
e−1

i eIei = e−1
i ei1ei · · · e−1

i eik ei = (−1)reI .
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Se vale la (
eq:cl22eq:cl22
8.2.2) abbiamo allora∑

i<I
xIeI −

∑
i∈I

xIeI =
∑′

|I|∈2N
xIeI −

∑′

|I|<2N
xIeI per i = 1, . . . ,m

e da questa segue la tesi. �

Osservazione 8.2.3. Se b = 0, allora xv = vα(x) per ogni x ∈ C`0(V) = Λ(V).

L’applicazione lineare β̃ : T(V)→ T(V), definita da

β̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = vk ⊗ · · · ⊗ v1, ∀k = 0, 1, . . . , k, . . . ∀v1, . . . , vk ∈ V

è un’anti-involuzione di T(V), che lascia invariante l’ideale Jb.

Definizione 8.2.4. Indichiamo con β : C`b(V) → C`b(V) l’anti-involuzione di
C`b(V) ottenuta da β̃ per passaggio al quoziente.

Indichiamo con γ la composizione γ = α ◦ β.

Lemma 8.2.5. L’involuzione α e le anti-involuzioni β e γ commutano tutte tra loro.

Esempio 8.2.6. Le α, β e γ sono descritte, per C`(R) e C`(R2), dalle tabelle

1 i
α 1 −i
β 1 i
γ 1 −i

1 i j k
α 1 −i − j k
β 1 i j −k
γ 1 −i − j −k

.

8.3. I gruppi spinoriali

In questo paragrafo V è uno spazio vettoriale di dimensione finita m sul campo
k (= R o C) e b una forma bilineare simmetrica non degenere che, nel caso k = R,
supponiamo essere un prodotto scalare. Scriveremo per semplicità C`(V) invece
che C`b(V).

Consideriamo innanzi tutto il gruppo degli elementi invertibili di C`(V).

lem:cl814 Lemma 8.3.1. Se x ∈ C`(V) sono equivalenti:
(1) ∃y ∈ C`(V) tale che x · y = 1;
(2) ∃z ∈ C`(V) tale che z · x = 1;
(3) ∃! u ∈ C`(V) tale che x · u = u · x = 1.

Dimostrazione. Indichiamo con Lx ed Rx le moltiplicazioni per x a sinistra e a
destra in C`(V):

Lx : C`(V) 3 q→ x · q ∈ C`(V), Rx : C`(V) 3 q→ q · x ∈ C`(V).

Le Lx ed Rx sono applicazioni lineari. Se x ammette un’inversa destra y in C`(V),
allora Rx è iniettiva. Infatti, se Rx(q) = 0, è

q = q · 1 = q · (x · y) = (q · x) · y = Rx(q) · y = 0 · y = 0.

Poiché C`(V) ha dimensione finita 2m, la Rx, essendo lineare e iniettiva è anche
bigettiva ed, in particolare, esiste uno ed un solo elemento z ∈ C`(V) per cui Rx(z) =

1, cioè z · x = 1. Questo dimostra che (1)⇒ (2). In modo analogo, se supponiamo
che x ammetta un’inversa sinistra, possiamo dimostrare che Lx è lineare e iniettiva,
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e quindi bigettiva e che perciò esiste un unico elemento y ∈ C`(V) tale che Lx(y) =

1, cioè x · y = 1. È quindi valida anche l’implicazione (2) ⇒ (1). L’equivalenza
(1) ⇔ (2) ⇔ (2) segue allora dall’identità dell’inversa destra e sinistra: se x · y =

1 = z · x abbiamo

z = z · 1 = z · (x · y) = (z · x) · y = 1 · y = y.

�

Definizione 8.3.2. Un elemento x di C`(V) che soddisfi le condizioni equivalenti
del Lemma

lem:cl814lem:cl814
8.3.1 si dice invertibile.

Lemma 8.3.3. L’insieme C`∗(V) degli elementi invertibili di C`(V) è un gruppo di
Lie di dimensione 2m.

Dimostrazione. Chiaramente, C`∗(V) è un gruppo con identità 1. Dimostria-
mo che C`∗(V) è un aperto di C`(V). A questo scopo possiamo considerare l’ap-
plicazione lineare L : C`(V) → Endk(C`(V)) che fa corrispondere ad x ∈ C`(V)
la moltiplicazione a sinistra Lx : C`(V) 3 q → x · q ∈ C`(V). Allora C`∗(V) =

L−1(GLk(C`(V))) è aperto perché immagine inversa di un aperto mediante un’ap-
plicazione continua. La moltiplicazione di due elementi e l’inversa di un elemento
sono applicazioni differenziabili perché il prodotto in C`(V) è un’applicazione dif-
ferenziabile e l’inversa si può esprimere, nell’intorno di un elemento x ∈ C`∗(V),
mediante

(x + q)−1 = x · (1 + x−1q) = x ·
∑∞

h=0
(−x−1q)h.

�

Lemma 8.3.4. L’insieme Gγ = {x ∈ C`(V) | x · γ(x) = 1} è un sottogruppo chiuso
di C`∗(V).

Dimostrazione. L’affermazione è conseguenza del fatto che γ sia una anti-
involuzione di C`(V). Abbiamo infatti

1 · γ(1) = 1 · 1 = 1 =⇒ 1 ∈ Gγ,

x ∈ Gγ ⇒ x ∈ C`∗(V), γ(x) = x−1, γ(x) · γ(γ(x)) = γ(x) · x = 1 =⇒ x−1 ∈ Gγ,

x, y ∈ Gγ ⇒ (x · y) · γ(x · y) = x · y · γ(y) · γ(x)
= x · (y · γ(y)) · γ(x) = x · ·γ(x) = 1

}
=⇒ x · y ∈ Gγ,

e quindi gli assiomi della definizione di gruppo sono soddisfatti. Poiché γ è conti-
nua, Gγ c̀hiuso in C`(V) e quindi a maggior ragione in C`∗(V). �

Lemma 8.3.5. L’insieme

eq:cl32eq:cl32 (8.3.1) GV = {x ∈ C`∗(V) | x · v · β(x) ∈ V, ∀v ∈ V}

è un sottogruppo chiuso di C`∗(V).

Dimostrazione. Se x ∈ C`(V), indichiamo con Bx l’endomorfismo lineare

Bx : C`(V) 3 q −→ x · q · β(x) ∈ C`(V).
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Osserviamo che Bx è invertibile se e soltanto se x ∈ C`∗(V), ed in questo caso
(Bx)−1 = Bx−1 . Certamente GV è chiuso in C`∗(V), contiene 1 e, dalla consi-
derazione precedente, segue che contiene l’inverso di ogni suo elemento. Basta
verificare che è un gruppo, basta verificare che contiene anche il prodotto di ogni
coppia di suoi elementi. Se x, y ∈ GV e v ∈ V , abbiamo

(x · y) · v · β(x · y) = x · (y · v · β(y)) · β(x) ∈ V perché y · v · β(y) ∈ V.

Questo completa la dimostrazione. �

Lemma 8.3.6. Se v ∈ V è un vettore b-anisotropo, allora v ∈ GV ed

eq:cl3aeq:cl3a (8.3.2) Av : V 3 ξ −→ v · ξ · v ∈ V

è la b-simmetria di vettore v, composta con la dilatazione lineare di ragione b(v, v).

Dimostrazione. Abbiamo infatti

v · ξ · β(v) = v · ξ · v = v · (−v · ξ − 2b(v, ξ))
= b(v, v) ξ − 2b(v, ξ) v ∈ V, ∀ξ ∈ V.

�

Osservazione 8.3.7. Se v è b-isotropo, allora Av è un endomorfismo lineare di V
che ha per immagine il sottospazio 〈v〉.

Definizione 8.3.8. Denotiamo con Pin(V) il gruppo Gγ ∩GV e con Spin(V) il suo
sottogruppo Pin(V) ∩ C`(V)0.

Il gruppo Spin(V) si dice il gruppo Spin di V , rispetto alla forma b.

Per la discussione precedente, Pin(V) e Spin(V) sono sottogruppi di Lie ci
C`∗(V). Vedremo in seguito che Spin(V) è un sottogruppo di indice due di Pin(V),
e che coincide con la sua componente connessa dell’identità. In particolare, le loro
algebre di Lie coincidono.

Notazione 8.3.9. È conveniente distinguere l’esponenziale nell’algebra di Cifford
e nello spazio degli endomorfismi dell’algebra di Clifford. Scriveremo quindi

exp(x) =
∑∞

h=0
1
h! xh, con xh+1 = x · xh per h ≥ 0

per l’esponenziale in C`(V) ed

ExpC`V (A) =
∑∞

h=0
1
h! Ah, con Ah+1 = A ◦ Ah per h ≥ 0

per l’esponenziale in glk(C`(V)).

L’algebra associativa C`(V) ha una struttura naturale di algebra di Lie con il
commutatore

eq:cl30eq:cl30 (8.3.3) [x, y] = xy − yx, ∀x, y ∈ C`(V).

Identificando C`∗(V) al gruppo delle trasformazioni lineari di C`(V) definiti dalla
moltiplicazione a sinistra per gli elementi di C`∗(V), otteniamo una identificazio-
ne naturale di C`(V) con l’algebra di Lie di C`∗(V). L’applicazione esponenziale
coincide allora con l’esponenziale nell’algebra di Clifford definito sopra.
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Possiamo quindi identificare le algebre di Lie gγ di Gγ, gV di GV , spin(V) di
Spin(V) a sottoalgebre di Lie di C`(V).

Lemma 8.3.10. Le algebre di Lie di Gγ e di GV sono descritte, rispettivamente, da

gγ = {x ∈ C`(V) | x + γ(x) = 0},(8.3.4)
gV = {x ∈ C`(V) | x · ξ + ξ · β(x) ∈ V, ∀ξ ∈ V}.(8.3.5)

Dimostrazione. Poiché β e γ sono anti-involuzioni di C`(V), abbiamo
β(exp(x)) = exp(β(x)) e γ(exp(x)) = exp(γ(x)) per ogni x ∈ C`(V).

Ricordiamo che x ∈ C`(V) appartiene a gγ se, e soltanto se, exp(tx) ∈ Gγ

per ogni t ∈ R, se cioè exp(tx)γ(exp(tx)) = exp(tx) exp(tγ(x)) = 1 per ogni t ∈ R.
Derivando rispetto a t questa uguaglianza, e calcolandola per t = 0, troviamo subito
che la condizione x + γ(x) = 0 è necessaria. Quando essa è verificata, γ(x) = −x
e quindi x e γ(x) commutano. Allora exp(tx) exp(tγ(x)) = exp(t[x + γ(x)]) = 1 per
ogni t ∈ R.

Analogamente, x ∈ C`(V) appartiene a gV se, e soltanto se exp(tx) ∈ GV per
tutti i t ∈ R. Differenziando la condizione

exp(tx) · ξ · β(exp(tx)) = exp(tx) · ξ · exp(tβ(x)) ∈ V per ogni t ∈ R e ∀ξ ∈ V ,

troviamo che la condizione x · ξ + ξ · β(x) ∈ V per ogni ξ ∈ V è necessaria affinché
x ∈ gV . La sufficienza segue dal fatto che

exp(x) · y · exp(β(x)) = ExpC`(V)(Ax)(y), ∀x, y ∈ C`(V),

per l’endomorfismo lineare

Ax : C`(V) 3 y −→ Ax(y) = x · y + y · β(x) ∈ C`(V).

Abbiamo infatti

Lx : C`(V) 3 y→ x · y ∈ C`(V) −→ ExpC`(V)(Lx)(y) = exp(x) · y,
Rz : C`(V) 3 y→ y · z ∈ C`(V) −→ ExpC`(V)(Rz)(y) = y · exp(z),

[Lx,Rz] = 0 =⇒ ExpC`(V)(Lx + Rz)(y) = ExpC`(V)(Lx)ExpC`(V)(Rz)(y)
= exp(x) · y · exp(z).

�

Proposizione 8.3.11 (Rappresentazione ortogonale). Per ogni x ∈ Pin(V) l’appli-
cazione

eq:cl35eq:cl35 (8.3.6) Ax : V 3 v −→ x · v · β(x) ∈ V

è una trasformazione ortogonale di V. La

eq:cl34eq:cl34 (8.3.7) A : Pin(V) 3 x −→ Ax ∈ Ob(V)

è un omomorfismo di gruppi e ker A = {±1}.

Dimostrazione. Siano x ∈ Pin(V) e v ∈ V . Poiché

−x · v ·β(x) = α(x · v ·β(x)) = α(x) ·α(v) · γ(v), α(x)β(x) = α(x · γ(x)) = α(1) = 1,
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abbiamo

b(Axv, Axv) = −(Axv)2 = −(x · v · β(x)) · (x · v · β(x)) = x · v · β(x) · α(x) · α(v) · γ(v)

= x · v · α(v) · γ(v) = −x · v2 · γ(v) = β(v, v) x · γ(v) = β(v, v).

Questo dimostra che Ax ∈ Ob(V). Abbiamo poi

Ax ◦Ay(v) = x · (y ·v ·β(y)) ·β(x) = (x ·y) ·v · (β(y) ·β(x)) = (x ·y) ·v ·β(x ·y) = Ax·y(v),

e quindi A è una rappresentazione di Pin(V) nel gruppo ortogonale Ob(V).
Supponiamo ora che x ∈ Pin(V) soddisfi Ax = idV . Allora anche Ax−1 =

Aγ(x) = idV e quindi, se v ∈ V ,

x · v = x · γ(x) · v · β(γ(x)) = x · γ(x) · v · α(x) = v · α(x).

Per il Lemma
lem:cl811lem:cl811
8.2.2 questo implica che x = k ∈ k. Da k2 = 1 troviamo allora che

k = ±1 �

lem:cl819 Lemma 8.3.12. Il sottospazio vettoriale g di C`(V) generato dagli elementi della
forma vw − wv, al variare di v,w in V è una sotto-algebra di Lie di C`(V) di
dimensione m(m−1)

2 .

Dimostrazione. Sia e1, . . . , em una base ortonormale di V . Poiché eie j = −e jei
per 1 ≤ i , j ≤ m, gli elementi eie j con 1 ≤ i < j ≤ m appartengono a g e ne
formano una base.

Per dimostrare che g è una sottoalgebra di Lie di C`(V), è sufficiente verificare
che g contiene i commutarori degli elementi di una sua base.

Abbiamo [eie j, ehek] = 0 se i , j, h , k e #({i, j} ∩ {h, k}) = 0, 2. Se #({i, j} ∩
{h, k}) = 1, possiamo supporre, a meno di cambiare i segni, che i, j, h siano distinti
e che k = i. Allora

[eie j, ehei] = eie jehei − eheieie j = e jeieieh + ehe j = 2ehe j.

Questo dimostra che g è una sottoalgebra di Lie di C`(V) e completa la dimostra-
zione della proposizione. �

Lemma 8.3.13. L’algebra di Lie g definita nel Lemma
lem:cl819lem:cl819
8.3.12 è una sottoalgebra

di Lie di spin(V).

Dimostrazione. Siano v,w ∈ V .
Se sono linearmente dipendenti, allora v·w−w·v = 0. Quindi, se v·w−w·v , 0,

i due vettori sono linearmente dipendenti. Scegliamo una base b-ortogonale u, z del
piano 〈v,w〉. Se v = au + bz, w = cu = dz, poiché u · z = −z · u, otteniamo

v · w = ac b(u, u) + bd b(z, z) + (ac − bd)u · z,
w · v = ac b(u, u) + bd b(z, z) − (ac − bd)u · z,

v · w − w · v = 2(ac − bd)u · z.

Possiamo riscalare u e z in modo che 2(ac − bd) = 1. Osserviamo a questo punto
che

(u · z)2 = u · z · u · z = −u · u · z · z = −b(u, u) · b(z, z) = −λ2 ∈ k,
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con λ ∈ C, λ2 = b(u, u) · b(z, z). Otteniamo allora

exp(t(v · w − w · v)) = exp(t u · z) =
∑∞

h=0

(iλ)2ht2h

2h!
+ (u · z)

∑∞

h=0

(iλ)2ht2h+1

(2h + 1)!

=

1 + t u · z se λ = 0,
cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t) se λ , 0.

Consideriamo i due casi. Se λ = 0, abbiamo

(1 + t u · z) · γ(1 + t u · z)) = (1 + t u · z) · (1 + t z · u)

= 1 + t(u · z + z · u) + t2 u · z · z · u = 1,

perché u · z + z · u + u · z = 0 in quanto u e z sono b-ortogonali e u · z · z · u =

b(u, u) b(z, z) = λ2 = 0. Se ξ ∈ V , abbiamo

(1 + t u · z) · ξ · β(1 + t u · z)) = (1 + t u · z) · ξ · (1 + t z · u)
= (ξ + t u · z · ξ) · (1 + t z · u)

= ξ + t (u · z · ξ + ξ · z · u) + t2 u · z · ξ · z · u

Abbiamo

u · z · ξ + ξ · z · u = u · z · ξ − ξ · u · z

= 2b(z, ξ) u − u · ξ · z − 2b(u, ξ) z + u · ξ · z

= 2b(z, ξ) u − 2b(u, ξ) z ∈ V,

u · z · ξ · z · u = u · z · ξ · β(z) · β(u) ∈ V,

perché β(z) = z, β(u) = u.
Se λ , 0 abbiamo invece

(cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t)) · γ(cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t))

= (cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t))(cos(λ t) + (z · u)λ−1 sin(λ t))

= cos2(λ t) + (u · z · z · u)λ−2 sin2(λ t) + sin(λ t) cos(λ t)λ−1(u · z + z · u)

= cos2(λ t) + sin2(λ t) = 1.

Se ξ ∈ V , abbiamo

(cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t)) · ξ · β(cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t))

= (cos(λ t) + (u · z)λ−1 sin(λ t)) · ξ · (cos(λ t) + (z · u)λ−1 sin(λ t))

= cos2(λ t) ξ + λ−1 sin(λ t) cos(λ t)(u · z · ξ + ξ · u · z)

+ λ−2 sin2(λ t) u · z · ξ · z · u

= cos2(λ t) ξ ∈ V

+ λ−1 sin(λ t) cos(λ t)(2b(z, ξ)u − 2b(u, ξ)z) ∈ V

+ λ−2 sin2(λ t)

�





CAPITOLO 9

Operatori differenziali sulle varietà Riemanniane

9.1. Elemento di volume ed operatore di Hodge

Sia M una varietà differenziabile di dimensione m. Ad una forma ω ∈ Ωm(M)
possiamo associare una funzione

eq:17b71eq:17b71 (9.1.1) F(M) 3 σ −→ ω(σ1, . . . , σm) ∈ R,

oveσi = σ(ei) ∈ Tπ(σ)M, per la base canonica e1, . . . , em diRm. La (
eq:17b71eq:17b71
9.1.1) definisce

una sezione del fibrato in rette che corrisponde alla rappresentazione determinante
GLm(R) 3 a→ det a ∈ R∗, e stabilisce un isomorfismo di Ωm(M) con Ω0

det(F(M)).
Una densità positiva su M è localmente il valore assoluto di una m-forma.

Possiamo definirla in modo invariante come una funzione µ, definita sullo spazio
F(M) dei sistemi di riferimento di M.

Definizione 9.1.1. Una densità di classe C∞ su M è una funzione µ ∈ C∞(F(M))
che soddisfa

(9.1.2) µ(σa) = | det a| · µ(σ), ∀σ ∈ F(M), ∀a ∈ GLm(R).

Ad una densità µ di classe C∞ su M possiamo associare una misura regolare.
Se (U, x) è una carta locale in M ed f una funzione continua con supporto compatto
in U definiamo ∫

f dµ =

∫
f (x)µ(∂/∂x)dλ(x),

dove ∂/∂x è la sezione ( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂x1 ) di F(M) su U e dλ la misura di Lebesgue su

Rm. La definizione si estende, mediante partizione dell’unità, a tutte le funzioni
continue a supporto compatto su M.

Sia (M, g) una varietà pseudo-Riemanniana.

Definizione 9.1.2. L’elemento di volume di (M, g) è la densità µg definita da

(9.1.3) µg(σ) =

√
| det g(σi, σ j)|, ∀σ ∈ F(M).

Definizione 9.1.3. Se M è orientata, definiamo forma di volume di (M, g) l’unico
elemento ωg ∈ Ω

m(M) che definisce l’orientazione di M e soddisfa

(9.1.4) µg(σ) = |ωg(σ1, . . . , σm)|, ∀σ ∈ F(M).

Ricordiamo che abbiamo esteso la pseudo-metrica ai fibrati tensoriali di M,
in particolare alle forme differenziali esterne. Sulle forme di grado zero si tratta
semplicemente del prodotto di numeri reali. Le m-forme alternate formano uno

135
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spazio vettoriale di dimensione uno. Ogni varietà è localmente orientabile e quindi
possiamo definire, almeno localmente, la forma di volume ωg. Abbiamo

(9.1.5) g(ωg, ωg) = (−1)q

se q è il numero di valori propri negativi di g. Poiché la derivata covariante di una
forma alternata è ancora una forma alternata, deduciamo da questa identità che

(9.1.6) ∇ωg = 0.

Supporremo nel seguito che (M, g) sia una varietà pseudo-Riemanniana orien-
tata.

Definizione 9.1.4. Per ogni 0 ≤ k ≤ m definiamo l’operatore di Hodge

(9.1.7) ∗ : Ωk(M) −→ Ωm−k(M)

come l’unico operatore lineare tale che

(9.1.8) α ∧ (∗β) = g(α, β)ωg, ∀α, β ∈ Ωk(M).

prop:718 Proposizione 9.1.5. L’operatore di Hodge è caratterizzato da
(9.1.9)∫

M
g(α, β)ωg =

∫
M

(∗α) ∧ β, ∀α, β ∈ Ωk(M) con suppα ∩ supp β compatto.

Proposizione 9.1.6. L’operatore di Hodge gode delle seguenti proprietà1

(1) ∗1 = ωg, ∗ωg = (−1)q;
(2) se α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωm−k(M), allora

(9.1.10) g(α, ∗β) = (−1)k(m−k)g(∗α, β);

(3) se α ∈ Ωk(M), allora

(9.1.11) ∗ ∗α = (−1)k(n−k)+qα.

9.2. Codifferenziale, operatore di Lapleace-Beltrami, divergenza

Sia (M, g) una varietà pseudo-Riemanniana.

9.2.1. Isomorfismi di dualità. Poiché la g è non degenere, vale il

Lemma 9.2.1. Per ogni forma differenziale ξ ∈ Ω1(M) esiste un unico campo di
vettori ξ] tale che

(9.2.1) g(ξ], X) = ξ(X), ∀X ∈ X(M). �

L’applicazione

eq:17baeq:17ba (9.2.2) ] : Ω1(M) 3 ξ→ ξ
] ∈ X(M)

Definizione 9.2.2. L’isomorfismo (
eq:17baeq:17ba
9.2.2) è l’isomorfismo di dualità di (M, g). In-

dichiamo con

(9.2.3) [ : X(M) 3 X → X[ ∈ Ω(M)

l’isomorfismo inverso.
1Ricordiamo che q è il numero di valori propri negativi di g.
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Poiché la metrica sul fibrato cotangente è definita in modo tale che ] e [ siano
isometrie, vale la

(9.2.4) g(ξ], X) = g(ξ, X[) = ξ(X), ∀ξ ∈ Ω1(M), ∀X ∈ X(M).

Lemma 9.2.3. La derivazione covariante commuta con gl’isomorfismi di dualità.

Dimostrazione. Siano ξ ∈ Ω1(M), X,Y ∈ X(M). Abbiamo

g(∇X(ξ]),Y) = Xg(ξ],Y) − g(ξ],∇XY) = X(ξ(Y)) − ξ(∇XY) = (∇Xξ)(Y)

= g((∇Xξ)],Y).

Questo dimostra che ∇X(ξ]) = (∇Xξ)] = ∇Xξ
]. Si verifica in modo analogo che

∇X(Y[) = (∇XY)[ = ∇XY[. �

Gli elementi di Tk,q sono localmente somme finite di termini della forma

τ = X1 ⊗ · · · ⊗ Xq ⊗ ξ
1 ⊗ · · · ⊗ ξk con X1, . . . , Xq ∈ X(M), ξ1, . . . , ξk ∈ Ω1(M).

Possiamo estendere la definizione degli isomorfismi di dualità descrivendo appli-
cazioni ] : Tk,q(M) → Tk−1,q+1(M) per k ≥ 1 e [ : Tk,q(M) → Tk+1,q−1(M) per
q ≥ 1 con

τ
] = X1 ⊗ · · · ⊗ Xq−1 ⊗ Xq ⊗ ξ

1] ⊗ ξ2 ⊗ · · · ξk (k ≥ 1),

τ
[ = X1 ⊗ · · · ⊗ Xq−1 ⊗ X[

q ⊗ ξ
1 ⊗ ξ2 ⊗ · · · ⊗ ξk (q ≥ 1).

Poiché la derivazione covariante è una derivazione dell’algebra tensoriale, anche
gli isomorfismi ] e [ definiti sui campi tensoriali commutano con la derivazione
covariante.

9.2.2. Gradiente, Hessiano, Operatore di Laplace-Beltrami.

Definizione 9.2.4. Il gradiente di una funzione f ∈ C∞(M) è il campo di vettori

eq:17b91eq:17b91 (9.2.5) ∇ f = d f ].

La (
eq:17b91eq:17b91
9.2.5) è equivalente a

(9.2.6) g(∇ f , X) = X f , ∀X ∈ X(M).

Se σ = (X1, . . . , Xm) è un sistema di riferimento su un aperto U di M, posto gi, j =

g(Xi, X j), ed indicando con (gi, j) la matrice inversa della (gi, j), abbiamo

(9.2.7) ∇ f =
∑

i, j
gi, j(Xi f )X j.

In particolare, se (M, g) è Riemanniana e σ = (X1, . . . , Xm) un riferimento ortonor-
male su un aperto U di M, è

(9.2.8) ∇ f =
∑m

i=1
(Xi f )Xi su U, ∀ f ∈ C∞(M).

Definizione 9.2.5. L’Hessiano di f ∈ C∞(M) è la derivata covariante di d f

(9.2.9) ∇2 f = ∇d f , cioè ∇2 f (X,Y) = XY f − (∇XY) f , ∀X,Y ∈ X(M).
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Osserviamo che

∇2 f (Y, X) = (YX − ∇Y X) f = (XY − [X,Y] − ∇Y X) f = (XY − ∇XY) f ,

perché la connessione di Levi-Civita è simmetrica. Quindi l’Hessiano è un tensore
simmetrico.

Definizione 9.2.6. L’operatore di Laplace-Beltrami sulle funzioni è l’opposto della
traccia rispetto a g dell’Hessiano:

(9.2.10) ∆ f = −trg(∇2 f ).

Se σ = (X1, . . . , Xm) è un sistema di riferimento su un aperto U di M, posto
gi, j = g(Xi, X j), ed indicando con (gi, j) la matrice inversa della (gi, j), abbiamo

∇2 f (Xi, X j) = (XiX j − Γh
i, jXh) f ,(9.2.11)

∆ f = −
(∑

i, j
gi, j(XiX j −

∑
h
Γh

i, jXh)
)
f .(9.2.12)

Osserviamo che ∆ è ellittico se e soltanto se la g è una metrica Riemanniana, cioè
se g è definita positiva. In questo caso, se scegliamo un riferimento ortonormale
σ = (X1, . . . , Xm) su un aperto U di M, abbiamo in U

(9.2.13) ∆ f = −trg(∇d f ) = −
(∑m

i=1
X2

i − ∇Xi Xi
)
f in U.

9.2.3. Divergenza. Supporremo in tutto questo sottoparagrafo che (M, g) sia
una varietà Riemanniana orientata, con forma di volume ωg ∈ Ω

m(M).

Definizione 9.2.7. La divergenza2 in p ∈ M di un campo di vettori X ∈ X(M) è la
traccia dell’applicazione lineare TpM 3 Yp → ∇Yp X ∈ TpM:

(9.2.14) div X = tr(Y → ∇Y X).

Lemma 9.2.8. Supponiamo che (X, g) sia Riemanniana. Se σ = (Y1, . . . ,Ym) è un
sistema di riferimento ortonormale su un aperto U di M, allora

eq:17b99aeq:17b99a (9.2.15) div X =
∑m

i=1
g(∇Yi X,Yi) su U, ∀X ∈ X(U).

Cioè, se X =
∑m

i=1 f iYi, con f i ∈ C∞(U), allora

eq:17b99eq:17b99 (9.2.16) div X =
∑m

i=1
Yi f i +

∑m

i, j=1
Γi

i, j f j in U,

dove i simboli di Christoffel Γi
j,h sono definiti da ∇Y jYh =

∑m
i=1Γi

j,hYi.

Dimostrazione. Abbiamo

∇Yi X =
∑m

h=1

(
Yi f h +

∑m

j=1
Γh

i, j f j)Yh

e quindi otteniamo la (
eq:17b99eq:17b99
9.2.16), che è equivalente alla (

eq:17b99aeq:17b99a
9.2.15). �

Proposizione 9.2.9. Supponiamo che (M, g) sia Riemanniana orientata, con forma
di volume ωg. Allora (indichiamo con LX la derivata di Lie)

eq:17b910aeq:17b910a (9.2.17) LXωg = (div X) · ωg, ∀X ∈ X(M).

2Per definire la divergenza di un campo di vettori è sufficiente avere assegnato su M una
connessione affine.
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Dimostrazione. Siaσ = (Y1, . . . ,Ym) un riferimento ortonormale locale, orien-
tato positivamente. Allora

0 = X · 1 = Xωg(Y1, . . . ,Ym) = (LXωg)(Y1, . . . ,Ym) +
∑

i
ωg(. . . , [X,Yi], . . .).

Posto X =
∑

i=1 f iYi, con f i funzioni C∞, abbiamo

[X,Yi] =
∑m

j=1
f j[Y j,Yi] −

∑m

j=1
(Yi f j)Y j

=
∑m

j=1
f j(∇Y jYi − ∇YiY j) −

∑m

j=1
(Yi f j)Y j

=
∑m

j,h=1
f j(Γh

j,i − Γh
i, j)Yh −

∑m

h=1
(Yi f h)Yh.

Otteniamo quindi

ωg(Y1, . . . , [X,Yi], . . . ,Ym)

= g
(
Y1, . . . ,

(∑m

j,h=1
f j(Γh

j,i − Γh
i, j)Yh −

∑m

h=1
(Yi f h)Yh

)
, . . . ,Ym

)
= g

(
Y1, . . . ,

(∑m

j=1
f j(Γi

j,i − Γi
i, j) − (Yi f i)

)
Yi, . . . ,Ym

)
= −g

(
Y1, . . . ,

(
Yi f i +

∑m

j=1
f jΓi

i, j

)
Yi, . . . ,Ym

)
= −

(
Yi f i +

∑m

j=1
f jΓi

i, j

)
La (

eq:17b910aeq:17b910a
9.2.17) segue allora dalla (

eq:17b99eq:17b99
9.2.16). �

Osserviamo che, per ogni intero non negativo k, vale la

eq:17b911eq:17b911 (9.2.18) LXα = Xcdα + d(Xcα), ∀X ∈ X(M), ∀α ∈ Ωk(M).

Se f ∈ C∞(M), X ∈ X(M), ed α = fωg con supp f ∩ supp X compatto in M,
otteniamo ∫

M
LX( fωg) =

∫
M

d( f Xcωg) = 0

e quindi∫
M

g(∇ f , X)ωg =

∫
M

X f ωg =

∫
M

LX( fωg) −
∫

M
f LXωg = −

∫
M

f div X ωg.

Abbiamo dimostrato cioè che l’opposto della divergenza sui campi di vettori è
l’aggiunto formale del gradiente delle funzioni:

Proposizione 9.2.10. Se (M, g) è una varietà Riemanniana orientabile, allora∫
M

g(∇ f , X)ωg = −

∫
M

f div X ωg,eq:17b913eq:17b913 (9.2.19)

∀ f ∈ C∞(M),∀X ∈ X(M), con supp f ∩ supp X b M. �

Da questa ricaviamo
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Proposizione 9.2.11 (Formula d’integrazione per parti). Se f , g ∈ C∞(M), X ∈
X(M) e supp f ∩ supp g ∩ supp X b M, allora

eq:17b912aeq:17b912a (9.2.20)
∫

M
f (Xg)ωg = −

∫
M

g(X f + f div X)ωg.

Definizione 9.2.12. L’operatore differenziale lineare del prim’ordine

eq:17b912beq:17b912b (9.2.21) X∗ f = −X f − f div X

si dice l’aggiunto formale del campo di vettori X.

9.2.4. Operatore di Laplace-Beltrami.

Proposizione 9.2.13. Abbiamo

eq:17b914eq:17b914 (9.2.22) ∆ f = −div (∇ f ), ∀ f ∈ C∞(M).

Dimostrazione. Se X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M), otteniamo

g(∇X(∇ f ),Y) = Xg(∇ f ,Y) − g(∇ f ,∇XY) = XY f − ∇XY f .

Per calcolare l’espressione locale della divergenza di ∇ f , possiamo utilizzando un
riferimento ortonormale σ = (X1, . . . , Xm), definito su un aperto U di M. Per la
(
eq:17b99aeq:17b99a
9.2.15) abbiamo in U

div (∇ f ) =
∑m

i=1
g(∇Xi∇ f , Xi) =

∑n

i=1
(X2

i − ∇Xi Xi) f = −∆ f .

�

Come conseguenza delle (
eq:17b913eq:17b913
9.2.19) e (

eq:17b914eq:17b914
9.2.22) abbiamo

Proposizione 9.2.14. Vale la∫
M

g(∇ f ,∇φ)ωg =

∫
M

f∆φωg,(9.2.23)

∀ f , φ ∈ C∞(M), con supp f ∩ supp φ b M. �

Se σ = (X1, . . . , Xm) è un riferimento ortonormale su un aperto U di M, allora

g
(∑m

i=1
∇Xi Xi, X j

)
= −

∑m

i=1
g(Xi,∇Xi X j) = −div X j.

Otteniamo quindi

eq:17b917eq:17b917 (9.2.24)
∑n

i=1
∇Xi Xi = −

∑m

i=1
(div Xi)Xi

e dunque l’espressione del Laplaciano sulle funzioni rispetto ad un riferimento
ortonormale:

(9.2.25) ∆ = −
∑m

i=1
(X2

i + (div Xi)Xi).

Siano α ∈ T1,q(M) e β ∈ T0,q(M), con suppα ∩ supp β b U. Allora∫
M

g(α,∇β) =
∑m

i=1

∫
g(α(Xi),∇Xiβ)ωg

=
∑m

i=1

∫
M

[
Xig(α(Xi), β) − g((∇Xiα)(Xi), β) − g(α(∇Xi Xi), β)

]
ωg
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=
∑m

i=1

∫
M

[
−(div Xi)g(α(Xi), β) − g((∇Xiα)(Xi), β) − g(α(∇Xi Xi), β)

]
ωg

=

∫
M

g
(∑m

i=1
(∇Xiα)(Xi), β

)
ωg,

perché, per la (
eq:17b917eq:17b917
9.2.24) la sommatoria dei primi e dei terzi addendi sono l’una

l’opposta dell’altra.

9.2.5. Codifferenziale. Poiché la derivazione covariante commuta con gli iso-
morfismi [ e ], utilizzando la partizione dell’unità otteniamo la seguente:

Proposizione 9.2.15. Siano k, q due interi non negativi. Risulta univocamente
determinato un operatore differenziale lineare del prim’ordine d : Tk+1,q → Tk,q

tale che
(9.2.26)

∫
M

g(dα, β)dµg =

∫
M

g(α,∇β)dµg,

∀α ∈ Tk+1,q(M),∀β ∈ Tk,q(M), con suppα ∩ supp β compatto.

Se σ = (X1, . . . , Xm) è un riferimento ortonormale su un aperto U di M, abbiamo

eq:17b925eq:17b925 (9.2.27) dα = −
∑m

i=1
Xic(∇Xiα) su U. �

def:17b729 Definizione 9.2.16. Il codifferenziale di α ∈ Tk+1,q(M) è il tensore dα definito da
(
eq:17b925eq:17b925
9.2.27).

Porremo dα = 0 se α ∈ T0,q(M).

9.2.6. Codifferenziale sulle forme alternate e Laplaciano di Hodge-deRham.
Supponiamo nel seguito che (M, g) sia Riemanniana orientata, con forma di volu-
me ωg.

Proposizione 9.2.17. Il codifferenziale definisce un operatore d : Ωk+1 → Ωk(M),
che si può esprimere utilizzando il differenziale e l’operatore di Hodge mediante
la formula

eq:17b910eq:17b910 (9.2.28) dα = (−1)k+1 ∗ d(∗α), ∀α ∈ Ωk(M).

Dimostrazione. Abbiamo infatti∫
M

g(dα, β)ωg =

∫
M

g(α, dβ)ωg =

∫
M

(∗α) ∧ dβ

= (−1)k+1
∫

M
(d(∗α)) ∧ β = (−1)k+1

∫
M

g(∗d∗α, β)ωg.

�

Definizione 9.2.18. Il Laplaciano di Hodge-deRham sulle k-forme è l’operatore
differenziale

(9.2.29) ∆ = (d ◦ d + d ◦ d) : Ωk(M)→ Ωk(M).
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9.2.7. Differenziazione di forme simmetriche.

Notazione 9.2.19. Indichiamo con S kM il fibrato vettoriale dei tensori simmetrici
k-controvarianti su M e con S k(M) lo spazio delle sue sezioni, cioè delle k-forme
simmetriche su M.

La differenziazione covariante ∇ defininisce un’applicazione ∇ : S k(M) →
Ω1(M, S kM).

Definizione 9.2.20. Il differenziale simmetrico d∗ : S k(M) → S k+1(M) è l’ope-
ratore differenziale

eq:z17b928eq:z17b928 (9.2.30) (d∗α)(X0, . . . , Xk) = 1
k+1

∑k

i=0
(∇Xiα)(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk).

Se α ∈ S 1(M) = Ω1(M), posto A = α], abbiamo

(d∗α)(X,Y) = 1
2 [(∇Xα)(Y) + (∇Yα)(X)]

= 1
2 (Xα(Y) − α(∇XY) + Yα(X) − α(∇Y X))

= 1
2 (Xg(A,Y) − g(A,∇XY) + Yg(A, X) − g(A,∇Y X))

= 1
2 (g(∇XA,Y) + g(∇Y A, X)) .

Abbiamo poi

(LAg)(X,Y) = Ag(X,Y) − g([A, X],Y) − g([A,Y], X)
= Ag(X,Y) − g(∇AX − ∇XA,Y) − g(∇AY − ∇Y A, X)
= g(∇XA,Y) + g(∇Y A, X)

perché ∇Ag = 0. Abbiamo perciò

Lemma 9.2.21. Se α ∈ S 1(M), allora

eq:z17b729eq:z17b729 (9.2.31) (d∗α)(X,Y) = − 1
2 (Lα]g)(X,Y).

Definizione 9.2.22. Chiamiamo divergenza di una forma simmetrica l’aggiunto
formale del differenziale covariante sulle forme simmetriche, cioè l’applicazione
d : S k+1(M)→ S k(M) definita da

eq:z17b30eq:z17b30 (9.2.32)
∫

M
g(dα, β) dµg =

∫
M

g(α, d∗β) dµg

per ogni α ∈ S k+1(M) e β ∈ S k(M) con suppα ∩ supp β b M.

Osserviamo che la divergenza è la restrizione alle forme simmetriche del co-
differenziale covariante della Definizione

def:17b729def:17b729
9.2.16.

9.3. Il Laplaciano naturale

Sia (M, g) una varietà Riemanniana. Ad ogni rappresentazione lineare di di-
mensione finita (ρ,V) di O(m) è associato un fibrato vettoriale η = (E

πE
−−−→ M),

su cui la connessione di Levi-Civita definisce una differenziazione covariante. In-
dichiamo con E (M) lo spazio Γ(M, E) delle sue sezioni, con E (1)(M) lo spazio
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delle forme differenziali a coefficienti in E, cioè delle sezioni delle sezioni C∞ del
fibrato η ⊗ τ∗M = (E ⊗M T ∗M −−→ M), e con

eq:17c01eq:17c01 (9.3.1) ∇ : E (M) −→ E (1)(M),

la differenziazione covariante.
Possiamo definire su V un prodotto scalare3 hV per cui ρ(O(m)) ⊂ OhV (V).

Indichiamo con ( | )0 il corrispondente prodotto scalare sulle fibre di η. Vale
allora

eq:17c01aeq:17c01a (9.3.2) X(s1, s2)0 = (∇X s1, s2)0 + (s1,∇X s2)0.

Risulta allora definito un prodotto scalare naturale sulle fibre di η ⊗ τ∗M, che indi-
cheremo con ( | )1. Se σ = (X1, . . . , Xm) è un riferimento ortonormale su un aperto
U di M ed α, β ∈ E (1)(M), allora

(α|β)1(p) =
∑m

i=1
(α(σi)|β(σi))0 su U.eq:17c01beq:17c01b (9.3.3)

Siano s ∈ E (M), α ∈ E (1)(M) tali che supp s ∩ suppα b U. Integrando per
parti, otteniamo, indicando con ωg la forma di volume su U per sui σ è orientato
positivamente,∫

M
(∇s|α)1ωg =

∑m

i=1

∫
M

(∇Xi s|α(Xi))0ωg

=

m∑
i=1

∫
M

(
Xi(s|α(Xi))0 − (s|∇Xi[α(Xi)])0

)
ωg

=

∫
M

LXi[(s|α(Xi))0ωg] −
∫

M
(s|α(Xi))0LXωg −

∫
M

(
s
∣∣∣∣∑i
∇Xi[α(Xi)]

)
0
ωg

= −

∫
M

(s|∇∗α)0 ωg

ove

eq:17c02eq:17c02 (9.3.4) ∇∗α = −
∑m

i=1
(∇Xi + divXi)[α(Xi)] su U.

Osserviamo che un cambiamento di orientazione cambia il segno di ωg e quindi
di tutti i termini delle equazioni precedenti. La (

eq:17c02eq:17c02
9.3.4) è quindi ben definita, a

prescindere dal dato di un’orientazione globale su M.

Definizione 9.3.1. L’operatore differenziale ∇∗ : E (1)(M) → E (M) definito da
(
eq:17c02eq:17c02
9.3.4) si dice l’aggiunto formale della differenziazione covariante.

L’operatore differenziale

eq:17c03eq:17c03 (9.3.5) ∇∗∇ : E (M) −→ E (M)

è il Laplaciano naturale sulle sezioni di η rispetto alla metrica Riemanniana g.

3Questo prodotto scalare non è univocamente determinato. Lo è, a meno di una costante
moltiplicativa, sui fattori irriducibili della rappresentazione (ρ,V).
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Proposizione 9.3.2. Vale la formula d’integrazione per parti∫
M

g(∇s1,∇s2)dµg =

∫
M

g(∇∗∇s1, s2)dµg,eq:17c04eq:17c04 (9.3.6)

∀s1, s2 ∈ E (M) con supp s1 ∩ supp s2 b M.

In particolare, se M è compatta, tutte le soluzioni dell’equazione omogenea

eq:17c05eq:17c05 (9.3.7) ∇∗∇s = 0

sono parallele su M.

9.4. Il Laplaciano di Lichnerowicz

Descriviamo in questo paragrafo una nozione generale di Laplaciano sulle
varietà Riemanniane, dovuta a Lichnerowicz4.

Introduciamo gli operatori di curvatura di Weitzenböck5.
Sia oM = (o(M)

π
−−→ M) il fibrato vettoriale corrispondente alla rappresenta-

zione aggiunta di O(m). Gli elementi di op(M) sono gli endomorfismi R-lineari di
TpM che sono antisimmetrici per gp:

A ∈ op(M)⇐⇒
(
A ∈ EndR(TpM), gp(AXp,Yp)+g(Xp, AYp) = 0, ∀Xp,Yp ∈ TpM

)
.

Se α ∈ Ω2(M) ed X,Y ∈ X(M), allora

g([Xcα]],Y) = [Xcα](Y) = α(X,Y) = −α(Y, X) = −g(X, [cYα]]).

Quindi α definisce la sezione Aα del fibrato o(M)

eq:17c13beq:17c13b (9.4.1) Aα(X) = [Xcα]].

Lemma 9.4.1. La corrispondenza A : Ω2(M) 3 α → Aα ∈ Γ(M, o(M)) è un
isomorfismo lineare. �

Possiamo associare ad X,Y ∈ X(M) la sezione di AX,Y di o(M) definita da

eq:17c13ceq:17c13c (9.4.2) AX,Y (Z) = g(X,Z)Y − g(Y,Z)X, ∀Z ∈ X(M).

Abbiamo infatti

g(AX,YZ1,Z2) =g(g(X,Z1)Y − g(Y,Z1)X,Z2)
=g(X,Z1)g(Y,Z2) − g(Y,Z1)g(X,Z2)
=g(Z1, g(Y,Z2)X − g(X,Z2)Y) = −g(Z1, AX,YZ2).

Osservazione 9.4.2. È AX,Y = A(X∧Y)[ .

4André Lichnerowicz (1915-1998) è stato un matematico francese, allievo di Élie Cartan. Ha
insegnato a Strasburgo e Parigi, dal 1952 al Collège de France. Si è occupato di geometria diffe-
renziale, relatività generale ed ha avuto un ruolo importante nella formulazione dei programmi di
insegnamento della matematica in Francia.

5Roland Weitzenböck (1885-1955). Matematico austriaco, ha studiato a Vienna, Bonn e Göttin-
gen. Ha insegnato a Praga, e dal 1923 al 1945 ad Amsterdam. Per la sua attività filo-nazista, fu
internato al termine della guerra, fino al 1948. Si occupò di teoria degli invarianti, di invarianti
spaziali e di teoria dei campi. Ottenne le formule per il Laplaciano di Hodge-deRham nel 1923.
[Invariantentheorie, Groningen, Noordhoff]
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Sia ora (ρ,V) una rappresentazione lineare di O(m) ed η = (E
πE
−−−→ M) il

corrispondente fibrato vettoriale. Lo spazio totale E è il quoziente di O(M) × V
rispetto alla relazione di equivalenza

(σ1, v1) ∼ (σ2, v2)⇐⇒
(
π(σ1) = π(σ2), v2 = ρ(σ−1

2 σ1)(v1)
)
.

Indichiamo con$ : O(M)×V → E la proiezione nel quoziente. Ricordiamo ancora
che possiamo definire un prodotto scalare hV su V per cui ρ(O(m)) ⊂ OhV (V) e che
questo definisce un prodotto scalare invariante sulle fibre di η. Il differenziale di ρ
nell’origine definisce una rappresentazione lineare ρ∗ : o(m)→ ohV (V) dell’algebra
di Lie, che definisce un morfismo lineare di fibrati

eq:17c13deq:17c13d (9.4.3) [ρ]∗ : o(M) −→ o(E)

ove abbiamo indicato con o(E) lo spazio degli endomorfismi lineari antisimmetrici
sulle fibre di η. Esso si definisce nel modo seguente. Siano p ∈ M e T un endo-
morfismo gp-antisimmetrico di TpM. Se σ ∈ Op(M), allora σ−1 ◦ T ◦ σ ∈ o(m).
Definiamo [ρ]∗(T ) in modo che

[ρ]∗(T )$(σ, v) = $(σ, ρ∗(σ−1 ◦ T ◦ σ)(v)), ∀v ∈ V.

Definiamo quindi una forma cρ ∈ Ω2(M, o(E)) ponendo

eq:17c13eeq:17c13e (9.4.4) cρ(X,Y) = [ρ]∗(AX,Y ), ∀X,Y ∈ X(M).

Definizione 9.4.3. Chiamiamo la cρ ∈ Ω2(M, o(E), definita dalla (
eq:17c13eeq:17c13e
9.4.4), la forma

caratteristica del fibrato η.

Ricordiamo che su ogni spazio tensoriale Tr,s(M) è definita la curvatura

eq:17c13eq:17c13 (9.4.5) R(X,Y)τ = ∇X∇Yτ − ∇Y∇Xτ − ∇[X,Y]τ, ∀τ ∈ Tr,s(M), ∀X,Y ∈ X(M).

Ad esempio, se α ∈ Ω1(M) ed X,Y,Z ∈ X(M), otteniamo

eq:17c14ceq:17c14c (9.4.6) (R(X,Y)α)(Z) = −α(R(X,Y)Z).

Infatti

(R(X,Y)α)(Z) =(∇X∇Yα)(Z) − (∇Y∇Xα)(Z) − (∇[X,Y]α)(Z)
=X((∇Yα)(Z)) − (∇Yα)(∇XZ) − Y((∇Xα)(Z)) + (∇Xα)(∇YZ)

− [X,Y]α(Z) + α(∇[X,Y]Z)
=X(Yα(Z) − α(∇YZ)) − (∇Yα)(∇XZ)
− Y(Xα(Z) − α(∇XZ)) + (∇Xα)(∇YZ)

− [X,Y]α(Z) + α(∇[X,Y]Z)

=XYα(Z) − (∇Xα)(∇YZ) − (∇Yα)(∇XZ) − α(∇X∇YZ)
− YXα(Z) + (∇Yα)(∇XZ) + (∇Xα)(∇YZ) + α(∇Y∇XZ)

− [X,Y]α(Z) + α(∇[X,Y]Z)

da cui, poiché la connessione di Levi-Civita è simmetrica, otteniamo la (
eq:17c14ceq:17c14c
9.4.6).
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Definizione 9.4.4. Il tensore di Ricci generalizzato, od operatore di curvatura di
Weitzenböck, sui tensori k-controvarianti, con k ≥ 1, è definito da

eq:17c14eq:17c14 (9.4.7)
Ric(τ)(X1, . . . , Xk) =

∑m

i=1

∑k

j=1
(R(Yi, X j)τ)(X1, . . . , X j−1,Yi, X j+1, . . . , Xk),

ove (Y1, . . . ,Ym) è un qualsiasi riferimento ortonormale.

In particolare, se α è una 1-forma differenziale, abbiamo

eq:17c14aeq:17c14a (9.4.8) Ric(α)(X) =
∑m

i=1
R(Yi, X)α(Yi) = −α(R(Yi, X)Yi)

Definizione 9.4.5. Un Laplaciano di Lichnerowicz è della forma

eq:17c15eq:17c15 (9.4.9) ∆Lτ = ∇∗∇τ + c Ric(τ),

per una costante c > 0.

9.5. Laplaciano sulle forme differenziali alternate

9.5.1. Espressione del differenziale mediante la derivazione covariante.
La derivazione covariante rispetto ad una connessione simmetrica ci permette di
calcolare il differenziale di una forma alternata con una formula che è diretta
generalizzazione di quella, in coordinate, valida per gli spazi Euclidei.

prop:17c22 Proposizione 9.5.1. Se ∇ è la derivazione covariante di una connessione affine
simmetrica su M, allora, per ogni α ∈ Ωk(M) ed X0, . . . , Xk ∈ X(M) vale la

eq:17c21eq:17c21 (9.5.1) dα(X0, . . . , Xk) =
∑k

j=0
(−1) j(∇X jα)(X0, . . . , X̂ j, . . . , Xk).

Se σ = (X1, . . . , Xm) è un sistema di riferimento su un aperto U di M e
(ξ1, . . . , ξm) il coriferimento duale, definito da ξi(X j) = δi

j per 1 ≤ i, j ≤ m,
abbiamo

eq:17c21aeq:17c21a (9.5.2) dα =
∑m

i=1
ξ

i ∧ ∇Xiα in U.

Dimostrazione. Abbiamo infatti

dα(X0, . . . , Xk) =
∑

j
(−1) jX jα(. . . , X̂ j, . . .)

+
∑

i< j
(−1)i+ j

α([Xi, X j], . . . , X̂i, . . . , X̂ j, . . .)

=
∑

j
(−1) j(∇X jα)(. . . , X̂ j, . . .)

−
∑

i< j
(−1)i+ j

α(∇Xi X j, . . . , X̂i, . . . , X̂ j, . . .)

+
∑

i< j
(−1)i+ j

α(∇X j Xi, . . . , X̂i, . . . , X̂ j, . . .)

+
∑

i< j
(−1)i+ j

α([Xi, X j], . . . , X̂i, . . . , X̂ j, . . .)

=
∑

j
(−1) j(∇X jα)(. . . , X̂ j, . . .)

−
∑

i< j
(−1)i+ j

α(T (Xi, X j), . . . , X̂i, . . . , X̂ j, . . .),



9.5. LAPLACIANO SULLE FORME DIFFERENZIALI ALTERNATE 147

dove T è la torsione. Otteniamo quindi la (
eq:17c21eq:17c21
9.5.1) se supponiamo T = 0.

Verifichiamo ora la (
eq:17c21aeq:17c21a
9.5.2). Basta verificare che i due membri dell’equazione

assumono gli stessi valori sulle k-uple di elementi del sistema di riferimento σ. Se
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m, otteniamo(∑m

i=1
ξ

1 ∧ ∇Xiα
)
(Xi0 , . . . , Xik ) =

∑m

i=1

∑k

j=0
(−1) j

ξ
i(Xi j)(∇Xiα)(. . . , X̂i j , . . .)

=
∑k

j=0
(−1) j(∇Xi j

α)(. . . , X̂i j , . . .)

e l’ultimo termine dell’uguaglianza è uguale a dα(Xi0 , . . . , Xik ) per la (
eq:17c21eq:17c21
9.5.1). �

9.5.2. Aggiunto formale del differenziale. Utilizziamo la Proposizione
prop:17c22prop:17c22
9.5.1

per calcolare l’aggiunto formale del differenziale esterno. Osserviamo che, se β ∈
Ωk+1(M) ed X0, . . . , Xk ∈ X(M), allora

(Xicβ)(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk) = (−1)i
β(X0, . . . , Xk), ∀i = 0, 1, . . . , k.

Supponiamo ora che (M, g) sia una varietà Riemanniana e σ = (X1, . . . , Xm) un
sistema di riferimento ortonormale su un aperto U di M. Siano α ∈ Ωk(M) e
β ∈ Ωk+1(M), con suppα b U. Otteniamo allora∫

M
g(dα, β)dµg

=
∑

i0<···<ik

∑
j
(−1) j

∫
M

(∇Xi j
α)(Xi0 , . . . , X̂i j , . . . , Xik ) · β(Xi0 , . . . , Xi j , . . . , Xik )dµg

=
∑

i0<···<ik

∑
j

∫
M

(∇Xi j
α)(Xi0 , . . . , X̂i j , . . . , Xik ) · Xi jcβ(Xi0 , . . . , X̂i j , . . . , Xik )dµg

=
∑m

j=0

∫
M

g(∇X jα, X jcβ)dµg

Osserviamo che, se X,Y, X1, . . . , Xk ∈ X(M), è

(∇X(Ycβ))(X1, . . . , Xk) = Xβ(Y, X1, . . . , Xk) −
∑

β(Y, . . . ,∇XX j, . . .)

= (∇Xβ)(Y, X1, . . . , Xk) + β(∇XY, X1, . . . , Xk),

abbiamo cioè

eq:17b22eq:17b22 (9.5.3) ∇X(Ycβ) = Yc∇Xβ + (∇XY)cβ.

Supponiamo ora di aver fissato un’orientazione su U, ed indichiamo con ωg la
corrispondente forma di volume. Abbiamo∫

M
g(∇Xα,Ycβ)ωg =

∫
M

(
Xg(α,Ycβ)

)
ωg −

∫
M

g(α,∇X(Ycβ))ωg

=

∫
M

LX
(
g(α,Ycβ)ωg

)
−

∫
M

g(α,Ycβ)LXωg

−

∫
M

g(α,Yc∇Xβ)ωg −

∫
M

g(α,∇XYcβ)ωg

= −

∫
M

g(α,Yc∇Xβ)ωg −

∫
M

g(α, (∇XY + (divX)Y)cβ)ωg.
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Otteniamo quindi, per l’aggiunto formale del differenziale, l’espressione

d∗β = −
∑

i
Xic∇Xiβ −

(∑
i
(∇Xi Xi + (divXi)Xi)

)
cβ.

Poiché∑
i
(divXi)Xi =

∑
i, j

g(∇X j Xi, X j)Xi = −
∑

i, j
g(Xi,∇X j X j)Xi = −

∑
j
∇X j X j,

l’ultima sommatoria al secondo membro dell’espressione che abbiamo ottenuto per
d∗β si annulla ed otteniamo perciò

Proposizione 9.5.2. Se σ = (X1, . . . , Xm) è un riferimento ortogonale su un aperto
U di M e β ∈ Ωk+1(M), allora

eq:17c23eq:17c23 (9.5.4) d∗β =
∑m

i=0
Xic∇Xiβ in U. �

9.5.3. Aggiunti formali della derivazione covariante e del prodotto ester-
no. Raccogliamo in questo breve paragrafo alcune formule che ci saranno utili nel
seguito.

Lemma 9.5.3. Se (M, g) è una varietà Riemanniana orientata, allora

eq:17c24eq:17c24 (9.5.5) ∇∗Xα = −∇Xα − (divX) · α, ∀α ∈ Ωk(M), ∀X ∈ X(M).

Dimostrazione. Se β ∈ Ωk(M) e suppα ∩ supp β b M, abbiamo∫
M

g(α,∇Xβ)ωg =

∫
M

(Xg(α, β))ωg −

∫
M

g(∇Xα, β)ωg

= −

∫
M

g(α, β)(divX)ωg −

∫
M

g(∇Xα, β)ωg,

da cui segue la (
eq:17c24eq:17c24
9.5.5). �

Lemma 9.5.4. Sia X ∈ X(M). L’applicazione

eq:17c25eq:17c25 (9.5.6) Ωk(M) 3 α −→ X[ ∧ α ∈ Ωk+1(M)

è l’aggiunta formale del prodotto interno

eq:17c26eq:17c26 (9.5.7) Ωk+1(M) 3 β −→ Xcβ ∈ Ωk(M).

Dimostrazione. Sia σ = (X1, . . . , Xm) un riferimento ortonormale su un aperto
U di M. Abbiamo in U, per α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωk+1(M),

g(α, Xcβ) =
∑

i1<···<ik
α(Xi1 , . . . , Xik )β(X, Xi1 , . . . , Xik )

=
∑

i0

∑
i1<···<ik

g(X, Xi0)α(Xi1 , . . . , Xik )β(Xi0 , Xi1 , . . . , Xik )

=
∑

i0<i1<...<ik

∑k

h=0
(−1)hg(X, Xih)α(· · · , X̂ih , . . .)β(Xi0 , Xi1 , . . . , Xik )

= g(X[ ∧ α, β).

Questa uguaglianza dimostra il Lemma. �
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9.5.4. La formula di Weitzenböck. Dalla (
eq:17c21aeq:17c21a
9.5.2) della Proposizione

prop:17c22prop:17c22
9.5.1 ab-

biamo:

prop:17c86 Proposizione 9.5.5. Sia σ = (X1, . . . , Xm) un riferimento ortonormale su un aperto
U di M. Se α ∈ Ωk(M), abbiamo

eq:17c27eq:17c27 (9.5.8) dα =
∑m

i=1
X[

i ∧ ∇Xiα in U.

Ricordiamo che la derivazione covariante è una derivazione dell’algebra ester-
na. È cioè

eq:17c28eq:17c28 (9.5.9) ∇X(α ∧ β) = (∇Xα) ∧ β + α ∧ ∇Xβ, ∀X ∈ X(M), ∀α, β ∈ Ω∗(M).





CAPITOLO 10

Immersioni, isometrie, campi di Killing

ch:f06
10.1. Immersioni pseudo-Riemanniane

sub:1511
10.1.1. Sottofibrati con sottogruppo strutturale riduttivo e connessione in-

dotta. Siano ξG = (PG
πG
−−−→ M) un fibrato principale con gruppo strutturale G e

ξH = (PH
πH
−−−→ M) un suo sottofibrato principale, con gruppo strutturale H < G.

Indichiamo con h e g le rispettive algebre di Lie.

Definizione 10.1.1. Diciamo che H è riduttivo in g se h ammette in g un comple-
mento Ad(H)-invariante, se cioè possiamo trovare un sottospazio vettoriale m di g
tale che

eq:1501eq:1501 (10.1.1) g = h ⊕m, Ad(h)(m) = m ∀h ∈ H.

Indichiamo con prh : g → h la proiezione su h associata alla decomposizio-
ne (
eq:1501eq:1501
10.1.1). Poiché prh commuta con Ad(h) per ogni h ∈ H, vale la

prop:1501 Proposizione 10.1.2. Se ωg ∈ Ω1(PG, g) è la forma di Cartan di una connessione
principale su ξG, allora ωh = prh ◦ ı

∗ωg ∈ Ω
1(PH, h) è la forma di Cartan di una

connessione su ξH. �

Osservazione 10.1.3. I sottogruppi compatti e i sottogruppi semisemplici sono
riduttivi. Se H è compatto o semisemplice, possiamo definire su g una forma
bilineare simmetrica β invariante, tale cioè che

β([X1, X2], X3) + β(X2, [X1, X3]) = 0, ∀X1, X2, X3 ∈ g,

e la cui restrizione ad h sia non degenere. Possiamo allora scegliere m come
l’ortogonale di h rispetto alla forma β.

sub:1512
10.1.2. Una decomposizione canonica per i gruppi ortogonali. Sia V uno

spazio vettoriale reale di dimensione n e g una forma bilineare simmetrica non
degenere su V . Fissiamo una decomposizione ortogonale

(10.1.2) V = U ⊕W, U ⊥ W,

con dim U = m > 0, dim W = k > 0, m + k = n. I due sottospazi U e W sono
anisotropi. Consideriamo i gruppi

Og(V) = {a ∈ GLR(V) | g(a(v), a(v)) = g(v, v), ∀v ∈ V},
Og(U) = {a ∈ Og(V) | a(w) = w, ∀w ∈ W},
Og(W) = {a ∈ Og(V) | a(u) = u, ∀u ∈ U},

Og(U,W) = {a ∈ Og(V) | a(U) = U, a(W) = W} ' Og(U) ×Og(W).

151
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Ciascuno dei sottogruppi Og(U), Og(W) ed Og(U,W) è semisemplice e quindi ri-
duttivo nell’algebra di Lie og(V) di Og(V). Indichiamo con og(U), og(W), og(U,W)
le loro algebre di Lie. La forma

(10.1.3) β(X,Y) = tr(XY) per X,Y ∈ og(V)

è non degenere ed invariante su og(V) e le sottoalgebre og(U), og(W), og(U,W) sono
β-anisotrope. Abbiamo perciò decomposizioni β-ortogonali

og(V) = og(U) ⊕mU , con Ad(Og(U))(mU) = mU ,

og(V) = og(W) ⊕mW , con Ad(Og(W))(mW) = mW ,

og(V) = og(U,W) ⊕mU,W , con Ad(Og(U,W))(mU,W) = mU,W ,

con mU,W = mU ∩mW , poiché og(U,W) = og(U) ⊕ og(W).
Possiamo dare una rappresentazione matriciale di questi oggetti scegliendo una

base e1, . . . , en di V per cui e1, . . . , em sia una base di U ed em+1, . . . , en una base di
W. In questa base

g =

(
gU 0
0 gW

)
,

og(V) =


(
XU,U XU,W
XW,U XW,W

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tXU,UgU + gU XU,U = 0,

tXW,WgW + gW XW,W = 0,
tXW,UgW + gU XU,W = 0

 ,
og(U) =

{(
XU,U 0

0 0

)∣∣∣∣∣∣ tXU,UgU + gU XU,U = 0
}
,

mU =

{(
0 XU,W

XW,U XW,W

)
∈ og(V)

}
,

og(W) =

{(
0 0
0 XW,W

)∣∣∣∣∣∣ tXW,WgW + gW XW,W = 0
}
,

mW =

{(
XU,U XU,W
XW,U 0

)
∈ og(V)

}
,

og(U,W) =

{(
XU,U 0

0 XW,W

)
∈ og(V)

}
,

mU,W =

{(
0 XU,W

XW,U 0

)
∈ og(V)

}
.

10.1.3. La nozione di immersione pseudo-Riemanniana. Siano (M, g) ed
(N, h) due varietà pseudo-Riemanniane.
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Definizione 10.1.4. Un’immersione pseudo-Riemanniana è un’applicazione diffe-
renziabile f ∈ C∞(M,N) per cui sia g = f ∗h, cioè

eq:1511eq:1511 (10.1.4) gp(X,Y) = h( f∗(Xp), f∗(Yp)), ∀p ∈ M, ∀X,Y ∈ X(M).

Poiché g è non degenere, abbiamo

Proposizione 10.1.5. Ogni immersione pseudo-Riemanniana è un’immersione dif-
ferenziabile. �

Osservazione 10.1.6. Viceversa, se (N, h) è una varietà pseudo-Riemanniana, ed
f ∈ C∞(M,N) un’immersione differenziabile, condizione necessaria e sufficiente
affinché g = f ∗h definisca una struttura pseudo-Riemanniana su M è che f∗TpM
sia anisotropo in (T f (p)N, h f (p)) per ogni p ∈ M.

10.1.4. Fibrati e connessioni associati ad un’immersione sub-Riemanniana.
Sia f ∈ C∞(M,N) un’immersione sub-Riemanniana. Indichiamo con f ∗T N il
pullback su M del fibrato tangente di N:

f ∗T N = {(p,w) ∈ M × T N | f (p) = πN(w)}.

Definizione 10.1.7. Il fibrato normale dell’immersione pseudo-Riemanniana f è
il sottofibrato vettoriale di f ∗TS

eq:1512eq:1512 (10.1.5) NM = {(p,w) ∈ f ∗TS | w ⊥ TpM}.

Supponiamo che g, h abbiano in ogni punto segnature (pg, qg), (ph, qh) con
pg ≤ ph, qg ≤ qh, pg + qg = m, ph + qh = n = m + k e fissiamo una matrice
simmetrica

b =

(
b1

b2

)
con segnatura (ph, qh), con b1 simmetrica con segnatura (pg, qg), b2 simmetrica con
segnatura (ph − pg, qh − qg). Introduciamo i fibrati principali con spazi totali

Ob(N) =
⋃

q∈N
{σ ∈ HomR(Rn,TqN) | tvbv = h(σ(v), σ(v)), ∀v ∈ Rn},

Ob(M) =
⋃

p∈M
{σ ∈ HomR(Rn,T f (p)N) | tvbv = h(σ(v), σ(v)), ∀v ∈ Rn},

Ob1(M) =
⋃

p∈M
{σ ∈ HomR(Rm,TpM) | tvb1v = g(σ(v), σ(v)), ∀v ∈ Rm},

Ob2(M) =
⋃

p∈M
{σ ∈ HomR(Rk,NpM) | tvb2v = h(σ(v), σ(v)), ∀v ∈ Rk},

Ob(M,N) =
⋃

p∈M
{σ ∈ Ob

p(M) | σ(ei) ∈ f∗TpM, 1 ≤ i ≤ m},

ove abbiamo indicato con e1, . . . , en i vettori della base canonica di Rn.
Utilizzeremo la decomposizione canonica descritta nella §

sub:1512sub:1512
10.1.2. Per utilizza-

re le notazioni introdotte in §
sub:1512sub:1512
10.1.2, indicheremo con V la fibra tipica di T N, con

U quella di T M e con W quella di NM. La connessione di Levi-Civita di (N, h)
induce connessioni principali sui fibrati principali sopra descritti. Indicheremo con
ω la forma di Cartan su Ob(N) e con ωτ, ων, ωτ,ν le connessioni affini sui fibrati
Ob1(M), Ob2(M), Ob(M,N), rispettivamente. Su Ob(M) abbiamo il pullback della
connessione di Levi-Civita su N.
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10.1.5. La seconda forma fondamentale.

Notazione 10.1.8. Useremo le seguenti notazioni:
• prν e prτ sono le proiezioni ortogonali di f ∗T N su NM e T M, rispettiva-

mente,
• ∇τ indica la differenziazione covariante corrispondente alla connessione

di Levi Civita su (M, g);
• D indica la differenziazione covariante corrispondente alla connessione

di Levi-Civita su (N, h);
• ∇ f è la derivazione covariante su f ∗TS associata al pullback della con-

nessione di Levi-Civita su (N, h);
• ∇ν è la derivazione covariante sul fibrato NM definita da ∇νXY = prν∇

f Y
per X ∈ X(M), Y ∈ Γ(M,NM);
• R, R f , Rν sono i tensori di curvatura corrispondenti alla connessione di

Levi-Civita di (M, g), al pullback di quella di (S , h), alla connessione
lineare sul fibrato normale, rispettivamente.

Lemma 10.1.9. Se X, X1, X2 ∈ X(M), Y ∈ Γ(M,NM), allora

eq:1507eq:1507 (10.1.6) ∇τX1
X2 = prτ(∇

f
X1

X2) e ∇νXY = prν(∇
f
XY).

Dimostrazione. Si verifica facilmente che la∇′X1
X2 = prτ(∇

f
X1

X2), per X1, X2 ∈

X(M), definisce la derivazione covariante di una connessione affine simmetrica
su M. Per dimostrare che ∇′ = ∇τ, che cioè ∇′ coincide con la connessione di
Levi-Civita di (M, g), è sufficiente verificare che è pseudo-metrica. Per semplicità,
possiamo supporre che M ⊂ N, identificando cosı̀ T M ad un sottospazio di T N.
Abbiamo allora ∇ f

XY = DXY se X ∈ X(M) ed Y un campo di vettori lungo M. È
quindi

(∇′Xg)(X1, X2) = Xg(X1, X2) − g(∇′XX1, X2) − g(X1,∇
′
XX2)

= Xh(X1, X2) − h(∇′XX1, X2) − h(X1,∇
′
XX2)

= Xh(X1, X2) − h(DXX1, X2) − h(X1,DXX2) = 0

perché D è una connessione pseudo-metrica su (N, h). �

lem:1583 Lemma 10.1.10. Se X,Y ∈ X(M), allora

eq:1510eq:1510 (10.1.7) ∇
f
XY = ∇

f
Y X + [X,Y].

Dimostrazione. Se X,Y ∈ X(M) sono f -correlati a campi U,V ∈ X(S ), Allora
∇XY,∇Y X, [X,Y] sono f -correlati a DUV,DVU, [U,V]. La (

eq:1510eq:1510
10.1.7) è conseguenza

del fatto che la connessione di Levi-Civita su S sia simmetrica. Utilizzando la
partizione dell’unità e il fatto che (

eq:1510eq:1510
10.1.7) ha natura locale, possiamo ricondurre la

dimostrazione al caso di coppie di campi di vettori che siano f -correlati a campi di
vettori su S . �

Definiamo

eq:1513eq:1513 (10.1.8) II(X,Y) = prN(∇ f
XY), ∀X,Y ∈ X(M).
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Proposizione 10.1.11. II è un tensore simmetrico a valori nel fibrato normale NM.

Dimostrazione. La tesi è conseguenza del Lemma
lem:1583lem:1583
10.1.10:

II(X,Y) = prν(∇
f
XY) = prν(∇

f
Y X + [X,Y]) = prν(∇

f
Y X) = II(Y, X),

perché prν([X,Y]) = 0, per ogni X,Y ∈ X(M). �

Definizione 10.1.12. Il tensore II ∈ S2(M,NM) si dice la seconda forma fonda-
mentale dell’immersione pseudo-Riemanniana f .

Poiché f è un’isometria pseudo-Riemanniana, abbiamo

eq:1513aeq:1513a (10.1.9) ∇XY = prτ(∇
f
XY), ∀X,Y ∈ X(M)

e vale quindi la

Proposizione 10.1.13 (formula di Gauss). Se X,Y ∈ X(M), allora

eq:1515eq:1515 (10.1.10) ∇
f
XY = ∇XY + II(X,Y). �

Utilizzando i tensori g ed h, possiamo ricavare da II un nuovo tensore:

Definizione 10.1.14. Sia B ∈ T1,1(M,N∗M) il tensore definito da

eq:1514eq:1514 (10.1.11)

X(M) × Γ(M,NM) 3 (X,V)→ BXV ∈ X(M),
g(BXV,Y) = −h(II(X,Y),V), ∀X,Y ∈ X(M), ∀V ∈ Γ(M,NM).

Esso serve ad esprime la componente tangenziale della derivata covariante di
un campo di vettori normali.

Proposizione 10.1.15 (equazione di Weingarten). Se X ∈ X(M) e V ∈ Γ(M,NM),
allora

eq:1516eq:1516 (10.1.12) ∇
f
XV = BXV + prν(∇

f
XV).

Dimostrazione. Siano X,Y ∈ X(M) e V ∈ Γ(M,NM). Abbiamo

g(∇ f
XV,Y) = h(∇ f

XV,Y) = X(h(V,Y)) − h(V,∇ f
XY) = −h(V, II(X,Y)).

Quindi BXV è la componente in T M di ∇ f
XV ed otteniamo la (

eq:1516eq:1516
10.1.12). �

Siano X1, X2, X3 ∈ X(M). Abbiamo

∇
f
X1
∇

f
X2

X3 =∇
f
X1

(∇X2 X3 + II(X2, X3)) = ∇X1∇X2 X3 + II(X1,∇X2 X3) + ∇
f
X1

(II(X2, X3)).

Calcoliamo la componente in T M di ∇ f
X1

(II(X2, X3)). Per ogni X4 ∈ X(M) ottenia-
mo

h(∇ f
X1

(II(X2, X3)), X4) = X1h(II(X2, X3), X4) − h(II(X2, X3),∇ f
X1

X4)

= −h(II(X2, X3), II(X1, X4)).
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Risulta perciò

eq:1519eq:1519 (10.1.13)


R f (X1, X2)X3 = ∇

f
X1
∇

f
X2

X3 − ∇
f
X2
∇

f
X1

X3 − ∇
f
[X1,X2]X3

= ∇X1∇X2 X3 − ∇X2∇X1 X3 − ∇[X1,X2]X3

+ II(X1,∇X2 X3) − II(X2,∇X1 X3) − II([X1, X2], X3)

+ ∇
f
X1

(II(X2, X3)) − ∇ f
X2

(II(X1, X3)).

Se X4 ∈ X(M) abbiamo allora

h(R f (X1, X2)X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4) − h(II(X2, X3), II(X1, X4))
+h(II(X1, X3), II(X2, X4)).

Ricordiamo la notazione

R f (X1, X2, X3, X4) = h(R f (X1, X2)X3, X4), R(X3, X2, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4).

Abbiamo ottenuto

Proposizione 10.1.16 (Equazione di Gauss). Se X1, X2, X3, X4 ∈ X(M), allora
eq:1517eq:1517 (10.1.14) R f (X1, X2, X3, X4) = R(X1, X2, X3, X4)

+ h(II(X1, X3), II(X2, X4) − h(II(X1, X4), II(X2, X3)).

Per le formule per la derivazione covariante sui fibrati vettoriali sugli spazi
affini del §

sec:1411sec:1411
4.13 del Capitolo

ch:15ch:15
4, abbiamo:

∇
f
X1

(II(X2, X3)) = (∇ f
X1

II)(X2, X3) − II(∇X1 X2, X3) − II(X2,∇X1 X3).

Possiamo quindi riscrivere (
eq:1519eq:1519
10.1.13) nella forma

eq:15110eq:15110 (10.1.15)


R f (X1, X2)X3 = R(X1, X2)X3 + (∇ f

X1
II)(X2, X3) + II(∇X1 X2, X3)

− (∇ f
X2

II)(X1, X3) − II(∇X2 X1, X3) − II([X1, X2], X3)

= R(X1, X2)X3 + (∇ f
X1

II)(X2, X3) − (∇ f
X2

II)(X1, X3).

Da questa otteniamo

Proposizione 10.1.17 (Equazione di Codazzi-Mainardi). Se X1, X2, X3 ∈ X(M) ed
Y ∈ Γ(M,NM), allora

eq:151111eq:151111 (10.1.16) R f (X1, X2, X2,Y) = h((∇ f
X1

II)(X2, X3),Y) − h((∇ f
X2

II)(X1, X3),Y).

Siano ora X1, X2 ∈ X(M) ed Y1,Y2 ∈ Γ(M,NM). Abbiamo

h(∇νX1
∇νX2

Y1,Y2) = h(∇ f
X1

(∇ f
X2

Y1 − BX2Y1),Y2)

= h(∇ f
X1
∇

f
X2

Y1,Y2) − h(II(X1,BX2Y1)),Y2)

= h(∇ f
X1
∇

f
X2

Y1,Y2) + h(BX1Y2,BX2Y1).

Da questa uguaglianza ricaviamo
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Proposizione 10.1.18 (Equazione di Ricci). Se X1, X2 ∈ X(M), Y1,Y2 ∈ Γ(M,NM),
allora

eq:15113eq:15113 (10.1.17)

 h(Rν(X1, X2)Y1,Y2) =h(R f (X1, X2)Y1,Y2)
− h(BX1Y1, BX2Y2) + h(BX1Y2, BX2Y1).

10.2. Isometrie

Teorema 10.2.1. Sia (M, g) una varietà Riemanniana. Un’applicazione φ : M →
M che sia un’isometria per la distanza definita dalla metrica g è anche un isomor-
fismo Riemanniano.

Dimostrazione. Poiché gli archi di geodetica di M si caratterizzano come le
curve γ : [a, b] → M tali che, per un’opportuna costante c ≥ 0 ed ogni partizione
sufficientemente fine t0 = a < t1 < · · · < tk−1 < tk = b di [a, b] risulta :

`(γ) =

k∑
i=1

d(γ(ti), γ(ti−1)) = c
k∑

i=1

|ti − ti−1| ,

un’isometria φ : M → M trasforma geodetiche in geodetiche. Sia p0 un qualsiasi
punto di M e sia q0 = φ(p0). Sia r > 0 tale che B(p0, r) e B(q0, r) siano intorni nor-

mali. La φ definisce allora un’applicazione Tp0 M
λ
−→ Tq0 M tale che φ(γv) = φ(γλ(v))

per ogni v ∈ Tp0 M. L’applicazione λ è un’isometria dello spazio Euclideo Tp0 M,
con il prodotto scalare gp0 , su Tq0 M, con il prodotto scalare gq0 . In particolare λ
è un’applicazione lineare. Abbiamo φ(expp0

(v)) = expq0
(λ(v)) se gp0(v, v) < r2.

Quindi φ è di classe C∞ e λ = dφ(p0), onde φ∗(gq0) = gp0 . �

Indichiamo con O(M, g) il gruppo delle isometrie della varietà Riemanniana
(M, g). Osserviamo che, se φ ∈ O(M, g) abbiamo :

eq:f7.9.1eq:f7.9.1 (10.2.1)


∀p ∈ M ∃ rp > 0 tale che
φ(expp(v)) = expφ(p)(dφ(p)(v))
∀v ∈ TpM con gp(v, v) < r2

p .

Proposizione 10.2.2. Sia (M, g) una varietà Riemanniana connessa e siano φ, ψ ∈
O(M, g) e sia p0 ∈ M. Se φ(p0) = ψ(p0) e dφ(p0) = dψ(p0), allora φ = ψ.

Dimostrazione. Sia N = {p ∈ M | φ(p) = ψ(p), dφ(p) = dψ(p)}. Poiché φ
e ψ sono di classe C∞, N è chiuso. Per la ((

eq:f7.9.1eq:f7.9.1
10.2.1)), l’insieme N è anche aperto e

quindi coincide con M. �

10.3. Campi di Killing

Sia (M, g) una varietà pseudo-Riemanniana.

Definizione 10.3.1. Un campo di vettori X ∈ X(M) è di Killing1 se è generatore
infinitesimale di un gruppo locale a un parametro di isometrie locali di (M, g).

1 Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923) fu un matematico tedesco, professore a Münster
dal 1892. Fu un pioniere della teoria dei gruppi e delle algebre di Lie e, tra l’altro, scoprı̀ nel 1887
l’algebra eccezionale G2.
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Vale il seguente

Teorema 10.3.2. Sono equivalenti, per X ∈ X(M):
(1) X è di Killing;
(2) la derivata di Lie LXg del tensore della metrica è nulla;
(3) la derivata covariante ∇X è g-anti-simmetrica, cioè

eq:z1531eq:z1531 (10.3.1) g(∇Y X,Z) + g(Y,∇ZX) = 0, ∀Y,Z ∈ X(M);

Se X è un campo di Killing, allora
(4) per ogni Y,Z ∈ X(M) risulta

eq:z1532eq:z1532 (10.3.2) [X,∇YZ] = ∇Y [X,Z] + ∇[X,Y]Z.

(5) la restrizione di X lungo ogni geodetica è un campo di Jacobi;
(6) ∇2

Y,ZX + R(X,Y)Z = 0 per ogni Y,Z ∈ X(M).

Dimostrazione. L’equivalenza (1) ⇔ (2) è conseguenza immediata della defi-
nizione. Verifichiamo la (2)⇔ (3). Se Y,Z ∈ X(M) abbiamo

(LXg)(Y,Z) = X(g(Y,Z)) − g([X,Y],Z) − g(Y, [X,Z])
= g(∇XY − [X,Y],Z) + g(∇XZ − [X,Z],Y)
= g(∇Y X,Z) + g(Y,∇ZX)

perché la connessione di Levi-Civita è simmetrica. Quindi la (
eq:z1531eq:z1531
10.3.1) è condizione

necessaria e sufficiente affinché LXg = 0.
Supponiamo ora che X sia un campo di Killing ed Y,Z,U ∈ X(M). Abbiamo

g([X,∇YZ],U) = −g(∇YZ, [X,U]) = g(∇YZ,∇U X) − g(∇YZ,∇XU)
= −g(∇∇Y ZX,U) + g(∇X∇YZ,U).

∇2
Y,ZX = ∇Y∇ZX − ∇∇Y ZX

= ∇Y (∇XZ − [X,Z]) − ∇X∇YZ + [X,∇YZ]
= −R(X,Y)Z − ∇[X,Y]Z − ∇Y [X,Z] + [X,∇YZ].

�

10.4. Proprietà algebriche del tensore di curvatura

Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.

def:18815 Definizione 10.4.1. Un tensore algebrico di curvatura è una forma bilineare sim-
metrica

eq:1581eq:1581 (10.4.1) R : Λ2V × Λ2V → R

per cui valga l’identità algebrica di Bianchi:

R(v1, v2, v3, v4) + R(v1, v3, v4, v2) + R(v1, v4, v2, v3) = 0eq:1582eq:1582 (10.4.2)
∀v1, v2, v3, v4 ∈ V.
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Abbiamo posto qui

(10.4.3) R(v1, v2, v3, v4) = R(v1 ∧ v2, v3 ∧ v4) per v1, v2, v3, v4 ∈ V.

In modo equivalente, possiamo dire che R è una forma quadri-lineare che soddisfa
le proprietà :

R(v2, v1, v3, v4) = −R(v1, v2, v3, v4)eq:18ieq:18i (i)
R(v1, v2, v4, v3) = −R(v1, v2, v3, v4)eq:18iieq:18ii (ii)
R(v3, v4, v1, v2) = R(v1, v2, v3, v4)eq:18iiieq:18iii (iii)
R(v1, v2, v3, v4) + R(v1, v3, v4, v2) + R(v1, v4, v2, v3) = 0eq:18iveq:18iv (iv)

∀v1, v2, v3, v4 ∈ V .

Notiamo che (i) e (iii) implicano (ii) e che (iii) è una conseguenza di (i), (ii), (iv).

Definizione 10.4.2. L’insieme R(V) dei tensori di curvatura su V è un sottospazio
vettoriale dello spazio T [0,4]V dei tensori 0-covarianti e 4-contovarianti su V .

Vale il

lem:16.6.1 Lemma 10.4.3. Siano R,R′ ∈ R(V). Allora

(10.4.4) R(v1, v2, v1, v2) = R′(v1, v2, v1, v2) ∀v1, v2 ∈ V =⇒ R = R′.

Dimostrazione. Basta dimostrare il lemma nel caso sia R′ = 0. Utilizziamo le
formule di polarizzazione per forme bilineari simmetriche: fissato v0 ∈ V , la forma
bilineare simmetrica V × V 3 (u, v) → R(u, v0, v, v0) ∈ R è nulla in quanto è nulla
la forma quadratica associata.

Quindi, per ogni coppia v1, v3 ∈ V anche la forma bilineare simmetrica V ×
V 3 (u, v) → R(v1, u, v3, v) + R(v3, u, v1, v) ∈ R è nulla in quanto è nulla la forma
quadratica ad essa associata.

Applicando le proprietà (iii) e (ii) otteniamo:

0 = R(v1, v2, v3, v4) + R(v1, v4, v3, v2) = R(v1, v2, v3, v4) − R(v1, v4, v2, v3) .

Quindi, per ogni v1, v2, v3, v4 ∈ V abbiamo :

R(v1, v2, v3, v4) = R(v1, v4, v2, v3) = R(v1, v3, v4, v2)

da cui:

3R(v1, v2, v3, v4) = R(v1, v2, v3, v4) + R(v1, v3, v4, v2) + R(v1, v4, v2, v3) = 0.

La dimostrazione è completa. �

Fissiamo su V un prodotto scalare ( · | · ). Esso determina univocamente un
prodotto scalare su Λ2V tale che, per ogni base ortonormale {e1, . . . , en} di V , la
{ei ∧ e j | 1 ≤ i < j ≤ n} sia una base ortonormale in Λ2V . Per la norma associata
risulta

eq:1585eq:1585 (10.4.5) |v1 ∧ v2|
2 = |v1|

2|v2|
2 − (v1|v2)2, ∀v1, v2 ∈ V.
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Osservazione 10.4.4. Il secondo membro della (
eq:1585eq:1585
10.4.5) è il quadrato dell’area del

parallelogrammo di lati v1, v2. Infatti, l’altezza relativa alla base v1 è
∣∣∣∣∣v2 −

(v1|v2)
|v1|2

v1

∣∣∣∣∣
e quindi il quadrato dell’area è

|v1|
2 ·

∣∣∣∣∣v2 −
(v1|v2)
|v1|2

v1

∣∣∣∣∣2 = |v1|
2|v2|

2 − (v1|v2)2.

Per il prodotto scalare vale la formula

eq:1586eq:1586 (10.4.6) (v1 ∧ v2|v3 ∧ v4) = (v1|v3)(v2|v4) − (v1|v4)(v2|v3), ∀v1, v2, v3, v4 ∈ V.

Lemma 10.4.5. Il prodotto scalare (
eq:1586eq:1586
10.4.6) è un tensore algebrico di curvatura.

Dimostrazione. Occorre verificare che il prodotto scalare (
eq:1586eq:1586
10.4.6) su Λ2V ve-

rifichi l’identità di Bianchi. Abbiamo

(v1 ∧ v2|v3 ∧ v4) = (v1|v3)(v2|v4) − (v1|v4)(v2|v3),
(v1 ∧ v3|v4 ∧ v2) = (v1|v4)(v2|v3) − (v1|v2)(v3|v4),
(v1 ∧ v4|v2 ∧ v3) = (v1|v2)(v3|v4) − (v1|v3)(v2|v4)

e sommando membro a membro otteniamo la (
eq:1582eq:1582
10.4.2). �

Fissato un prodotto scalare su V , possiamo associare ad ogni tensore algebrico
di curvatura R una funzione reale definita sui 2-piani α di V , ponendo

eq:16.6.6eq:16.6.6 (10.4.7) KR(α) =
R(v1, v2, v2, v1)

(v1|v1)(v2|v2) − (v1|v2)2 se 〈v1, v2〉 = α.

La (
eq:16.6.6eq:16.6.6
10.4.7) si semplifica nella

(10.4.8) KR(α) = R(v1, v2, v2, v1) se v1, v2 è una base ortonormale di α.

Definizione 10.4.6. La KR(α), definita dalla (
eq:16.6.6eq:16.6.6
10.4.7), si dice la curvatura seziona-

le.

Per il Lemma
lem:16.6.1lem:16.6.1
10.4.3 la curvatura sezionale determina completamente il relativo

tensore di curvatura.
La curvatura sezionale è costante ed uguale a −1 per il prodotto scalare di Λ2V .

Per il Lemma
lem:16.6.1lem:16.6.1
10.4.3 abbiamo

Proposizione 10.4.7. Una forma algebrica di curvatura che abbia curvatura se-
zionale costante è un multiplo del prodotto scalare su Λ2V. �

Definizione 10.4.8. La contrazione di Ricci è l’applicazione O(V)-equivariante

eq:15810eq:15810 (10.4.9) Ric : R(V) 3 R −→ S R ∈ S 2(V), con S R(v,w) = tr R(v, · ,w, · ),

ove la traccia si calcola, a partire da una qualsiasi base ortonormale e1, . . . , en di V
mediante

tr R(v, · ,w, · ) =
∑n

i=1
R(v, ei,w, ei).

La forma S R si dice il tensore di Ricci associato al tensore di curvatura R.
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Osservazione 10.4.9. Fissato un vettore v ∈ V , con (v|v) = 1, possiamo determi-
nare vettori v2, . . . , vn che formino con v1 = v una base ortonormale. Detto αi, per
i = 2, . . . , n il piano generato da v e vi, abbiamo allora:

(10.4.10) S R(v, v) =

n∑
i=2

K(αi).

Definizione 10.4.10. Chiamiamo curvatura scalare di R ∈ R(V) la traccia del suo
tensore di Ricci

eq:1581aeq:1581a (10.4.11) sR = tr(Ric(R)) =
∑n

i, j=1
R(ei, e j, ei, e j),

ove e1, . . . , en è una qualsiasi base ortonormale di V .

Osservazione 10.4.11. La curvatura scalare è il doppio della traccia di R conside-
rato come una forma bilineare simmetrica su Λ2V .

Definizione 10.4.12 (Prodotto di Kulkarni-Nomizu). Il prodotto di Kulkarni-Nomizu
s1 ? s2 di due forme bilineari simmetriche s1, s2 su V è il tensore 4-controvariante
definito da

s1 ? s2(v1, v2,w1,w2) =
∑

h,k∈S2
ε(h)ε(k)s1(vh1 ,wk1)s2(vh2 ,wk2)eq:15811eq:15811 (10.4.12)

= s1(v1,w1)s2(v2,w2) + s1(v2,w2)s1(v1,w1)
− s1(v1,w2)s2(v2,w1) − s1(v2,w1)s2(v1,w2).

Lemma 10.4.13. Il prodotto s1 ? s2 di due forme s1, s2 ∈ S 2(V) è un tensore
algebrico di curvatura.

Dimostrazione. Si verifica con calcolo diretto che s1 ? s2 soddisfa le (
eq:18ieq:18i
i), (
eq:18iieq:18ii
ii),

(
eq:18iiieq:18iii
iii), (

eq:18iveq:18iv
iv) della Definizione

def:18815def:18815
10.4.1. �

Osservazione 10.4.14. Se indichiamo con g il prodotto scalare di V , e con G il suo
corrispondente su Λ2V , abbiamo

G =
1
2

g ? g.

Lemma 10.4.15. Sia s una forma bilineare simmetrica su V. Allora

(10.4.13) Ric(s ? g) = (n − 2) s + tr(s) · g.

Dimostrazione. Sia e1, . . . , en una base ortonormale di V . Allora :

S s?g(v1, v2) =

n∑
i=1

(s ? g)(v1, ei, v2, ei) =

n∑
i=1

(
s(v1, v2)g(ei, ei) + s(ei, ei)g(v1, v2)

− s(v1, ei)g(v2, ei) − s(v2, ei)g(v1, ei)
)

= n s(v1, v2) + tr(s)g(v1, v2) − s(v1, v2) − s(v2, v1)
= (n − 2) s(v1, v2) + tr(s)g(v1, v2) .

�
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Osservazione 10.4.16. In particolare,

eq:15813eq:15813 (10.4.14) Ric(g ? g) = 2(n − 1)g.

Se R ∈ R(V) ed S R il suo tensore di Ricci, abbiamo

Ric(R − a S R ? g + b g ? g) = (1 − a(n − 2))S R + (2b(n − 1) − a sR)g.

Se n ≥ 3, possiamo porre a = (n − 2)−1 e b = sR
1

2(n−1)(n−2) . Otteniamo cosı̀ un
tensore di curvatura

eq:15816eq:15816 (10.4.15) WR = R − 1
n−2 S R ? g + 1

2(n−1)(n−2) sR · g ? g ∈ ker Ric.

Definizione 10.4.17. Si chiamano tensori di Weyl i tensori di curvatura W che
hanno contrazione di Ricci nulla. Il tensore WR di (

eq:15816eq:15816
10.4.15) si dice la parte di Weyl

di R.
La differenza zR = S R −

1
n sR · g si dice il tensore di Ricci a traccia nulla di R.

Abbiamo

R = −1
2(n−1)(n−2) sR · g ? g + 1

n−2 S R ? g + WReq:15817aeq:15817a (10.4.16)

R = 1
2n(n−1) sR · g ? g + 1

n−2 zR ? g + WReq:15817eq:15817 (10.4.17)

La (
eq:15817eq:15817
10.4.17) è la decomposizione irriducibile del tensore algebrico di curvatura.

Teorema 10.4.18 (decomposizione algebrica del tensore di curvatura). Sia R un
tensore algebrico di curvatura sullo spazio vettoriale reale V, di dimensione n > 2.
Sono allora univocamente determinati: un numero reale s (curvatura scalare), una
forma bilineare simmetrica S R (curvatura di Ricci), una forma bilineare simmetri-
ca con traccia nulla zR, e una forma di curvatura W (la curvatura di Weyl) con
S W = 0 tali che valgano le decomposizioni (

eq:15817aeq:15817a
10.4.16), (

eq:15817eq:15817
10.4.17).

Se n = 2, abbiamo R = 1
2 · s · g ? g. Se n = 3, allora W = 0.

10.5. La curvatura sezionale

Sia (M, g) una varietà Riemanniana di dimensione n ≥ 2. Definiamo il tensore
di curvatura su M mediante :

R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X3, X4)X1, X2),(10.5.1)
∀X1, X2, X3, X4 ∈ X(M).

Proposizione 10.5.1. Il tensore di curvatura definisce in ogni punto di M un
tensore algebrico di curvatura.

Dimostrazione. Abbiamo facilmente

R(X1, X2, X4, X4) = −R(X1, X2, X3, X4).

Osserviamo poi che, essendo nulla la torsione della connessione di Levi-Civita :

R(X1, X2)X3 + R(X2, X3)X1 + R(X3, X1)X2

= ∇X1∇X2 X3 − ∇X2∇X1 X3 − ∇[X1,X2]X3

+ ∇X2∇X3 X1 − ∇X3∇X2 X1 − ∇[X2,X3]X1
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+ ∇X3∇X1 X2 − ∇X1∇X3 X2 − ∇[X3,X1]X2

= ∇X1[X2, X3] + ∇X2[X3, X1] + ∇X3[X1, X2]
− ∇[X1,X2]X3 − ∇[X2,X3]X1 − ∇[X3,X1]X2

= [X1, [X2, X3]] + [X2, [X3, X1]] + [X3, [X1, X2]] = 0

Da questa ricaviamo l’identità di Bianchi :

R(X1, X2, X3, X4) + R(X1, X4, X2, X3) + R(X1, X3, X4, X2) = 0

∀X1, X2, X3, X4 ∈ X(M).

Dimostriamo ora che R(X2, X1, X3, X4) = −R(X1, X2, X3, X4). A questo scopo
è sufficiente verificare che R(X1, X1, X3, X4) = 0 per ogni X1, X3, X4 ∈ X(M).
Abbiamo :

R(X1, X1, X3, X4) = g(R(X3, X4)X1, X1)

= g
((
∇X3∇X4 − ∇X4∇X3 − ∇[X3,X4]

)
X1, X1

)
= X3g(∇X4 X1, X1) − g(∇X4 X1,∇X3 X1)
− X4g(∇X3 X1, X1) + g(∇X3 X1,∇X4 X1)

− 1
2 [X3, X4]g(X1, X1)

= 1
2 X3X4g(X1, X1) − 1

2 X4X3g(X1, X1)

− 1
2 [X3, X4]g(X1, X1)

= 0 .

In questo modo abbiamo verificato le proprietà (i), (ii) e (iv) di un tensore algebrico
di curvatura e segue quindi che vale anche la proprietà (iii), cioè che

R(X1, X2, X3, X4) = R(X3, X4, X1, X2) per ogni X1, X2, X3, X4 ∈ X(M).

In particolare è anche R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4). �

Sia p ∈ M. Per ogni piano α ⊂ TpM, definiamo la curvatura sezionale di M
rispetto al piano α come la quantità K(α) relativa al tensore algebrico di curvatura
Rp:

(10.5.2) K(α) =
−R(v1, v2, v1, v2)
‖v1 ∧ v2‖2

=
−R(v1, v2, v1, v2)

g(v1, v1)g(v2, v2) − |g(v1, v2)|2

se α = 〈v1, v2〉 .

Fissato il punto p, l’esponenziale expp definisce un diffeomorfismo di un intorno
convesso N0(p) di 0 in p su un intorno normale Up di p in M. Inoltre, per un r0 > 0,
l’esponenziale trasforma, per ogni 0 < r ≤ r0, la palla Bp(0, r) di centro 0 e raggio
r di TpM rispetto alla metrica definita dal prodotto scalare gp nella palla Bp(r)
della distanza definita dalla metrica Riemanniana su M. Consideriamo un 2-piano
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α ⊂ TpM. L’immagine expp(α∩ N0(p)) è una sottovarietà Vα di Up di dimensione
reale 2, su cui la restrizione di g definisce una metrica Riemanniana. Utilizzando
tale metrica possiamo calcolare l’area A(r) di Vα ∩ Bp(r) per 0 < r ≤ r0. Avremo
A(r) = πr2 + o(r2) per r ↘ 0. La curvatura sezionale misura il modo in cui A(r)
approssima l’area del disco piano dello stesso raggio :

(10.5.3) K(α) = 12 · lim
r↘0

πr2 − A(r)
πr4 .

10.6. Varietà totalmente geodetiche

Sia M una varietà differenziabile, S una sua sottovarietà. Un’applicazione
continua φ : N → S , per cui N 3 p → φ(p) ∈ M sia differenziabile, è anche
differenziabile come applicazione a valori in S .

Se (M, g) è una varietà Riemanniana, possiamo considerare su S la struttu-
ra Riemanniana definita dalla restrizione h della metrica g. Le geodetiche di M
contenute in S sono anche geodetiche di S . In generale non è vero il viceversa.

Definizione 10.6.1. Diciamo che una sottovarietà S di M è geodetica in p se con-
tiene tutte le geodetiche di M tangenti ad S in p. Diciamo che S è totalmente
geodetica se è geodetica in ogni suo punto.

Le sottovarietà geodetiche 1-dimensionali sono le geodetiche massimali di M.

Proposizione 10.6.2. Sia S una sottovarietà di M, geodetica in un punto p ∈ M.
Se M è completa, allora anche S è completa.

Proposizione 10.6.3. Se la sottovarietà S di M è totalmente geodetica, allora
l’inclusione S ↪→ M è un’isometria locale.

Teorema 10.6.4. Sia (M, g) una varietà Riemanniana ed S una sua sottovarietà,
completa per la restrizione della metrica g. Se il trasporto parallelo in M lungo
le curve di S trasforma vettori tangenti ad S in vettori tangenti ad S , allora S è
totalmente geodetica. Viceversa, se S è totalmente geodetica, il trasporto parallelo
in M lungo le curve di S trasforma vettori tangenti ad S in vettori tangenti ad S .

Dimostrazione. Poiché abbiamo supposto S completa, la dimostrazione si ri-
duce a considerare la situazione locale. Basterà allora verificare che, se si scelgono
coordinate locali x1, . . . , xn tali che x1, . . . , xm siano coordinate locali su S , allora i
simboli di Christoffel della connessione di Levi-Civita su S si ottengono da quelli
della connessione di Levi-Civita su M per restrizione del dominio di definizione
degli indici. �

Teorema 10.6.5. Sia (M, g) una varietà Riemanniana connessa, semplicemente
connessa, completa, con curvatura sezionale negativa. Sia S una sua sottovarietà
totalmente geodetica. Per ogni p ∈ S , le geodetiche uscenti da p e perpendicolari
ad S formano una sottovarietà S ⊥p ed M è unione disgiunta delle sottovarietà S ⊥p
al variare di p in S .
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Dimostrazione. Abbiamo, per ogni p ∈ S ,

S = expp(TpS ), S ⊥p = expp(T⊥p S ) .

Poiché expp : TpM → M è un diffeomorfismo, S ⊥p è una sottovarietà.
Se q ∈ M, poiché S è chiusa, vi è un punto p ∈ S che realizza la minima

distanza di q da S e q ∈ S ⊥p . Tale punto p è unico, perché se ci fosse un altro punto
p′ che realizza la minima distanza, le geodetiche da q a p e a p′ formerebbero
angoli di π/2 con il segmento di geodetica di S che congiunge p a p′ e ci sarebbe
quindi un triangolo geodetico con somma degli angoli interni > π. �





CAPITOLO 11

Metriche invarianti
ch:17

11.1. Metriche pseudo-Riemanniane su spazi omogenei

Siano K un gruppo di Lie connesso, H un suo sottogruppo chiuso, M = K/H.
Indichiamo con o il punto base π(H) ed identifichiamo ToM al quoziente κ/h delle
algebre di Lie κ di K ed h di H. Ricordiamo che, per X ∈ κ, XM ∈ X(M) è il
generatore infinitesimale del gruppo a un parametro (t, p)→ exp(tX) · p.

Indichiamo con Ad(h) la rappresentazione aggiunta di H sul quoziente κ/h, e
con X̄ l’elemento di κ/h corrispondente ad X ∈ κ.

Supponiamo che K operi effettivamente su M.

Proposizione 11.1.1. Vi è una corrispondenza biunivoca tra le metriche pseudo-
Riemanniane g, K-invarianti su M, e le forme bilineari simmetriche non degeneri
b su κ/h, invarianti rispetto ad Ad(H), data da

eq:17.1.1eq:17.1.1 (11.1.1) go(XM,Y M) = b(X̄, Ȳ), ∀X,Y ∈ κ.

La g è definita positiva se e soltanto se lo è la b.

Dimostrazione. La condizione necessaria e sufficiente affinché g sia una me-
trica pseudo-Riemanniana K-invariante è che, per ogni a ∈ K, risulti

gπ(a)(a∗XM, a∗Y M) = go(XM,Y M), ∀X,Y ∈ κ.

Se b ∈ K e π(b) = π(a), allora a−1b = h ∈ H ed abbiamo allora

go(XM,Y M) = gπ(b)(b∗XM, b∗Y M) = gπ(a)(b∗XM, b∗Y M)

= go(a−1
∗ b∗XM, a−1

∗ b∗Y M) = go(h∗XM, h∗Y M).

Questo dimostra che possiamo definire una forma bilineare Ad(H)-invariante po-
nendo:

b(X̄, Ȳ) = go(XM,Y M).

Vice versa, poiché h∗XM = (Ad(h)(X))M per ogni X ∈ κ, la (
eq:17.1.1eq:17.1.1
11.1.1) definisce una

metrica K-invariante, purché la b sia Ad(H)-invariante. �

Corollario 11.1.2. Supponiamo che M sia riduttiva, con decomposizione

κ = h ⊕m, Ad(H)(m) = m.

Allora la

eq:17.1.2eq:17.1.2 (11.1.2) go(XM,Y M) = b(X,Y), ∀X,Y ∈ m

167
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definisce una corrispondenza biunivoca tra le metriche pseudo-Riemanniane g, K-
invarianti su M, e le forme bilineari simmetriche non degeneri Ad(H)-invarianti
su m. Abbiamo

eq:17.1.3eq:17.1.3 (11.1.3) b([Z, X],Y) + b(X, [Z,Y]) = 0, ∀X,Y ∈ m, ∀Z ∈ h,

e la condizione (
eq:17.1.3eq:17.1.3
11.1.3) è equivalente all’invarianza di b rispetto ad Ad(H) se H è

connesso.

11.2. La connessione di Levi-Civita sugli spazi omogenei

Data una connessione affine Γ su M, associamo ad ogni X ∈ X(M) il tensore
1-covariante ed 1-controvariante AX , definito da

eq:17.2.0eq:17.2.0 (11.2.1) AXY = [X,Y] − ∇XY = −∇Y X − T (X,Y), ∀Y ∈ X(M).

Lemma 11.2.1. Se g è una metrica pseudo-Riemanniana K-invariante su M =

K/H, allora per ogni X ∈ κ, il tensore AXM è g-antisimmetrico.

Dimostrazione. Per ogni X ∈ κ, il gruppo a un parametro exp(tX) definisce un
gruppo a un parametro di isometrie di (M, g). Quindi la derivata di Lie LXM g della
metrica è nulla. Otteniamo quindi, per ogni Y,Z ∈ X(M):

XMg(Y,Z) = (LXM g)(Y,Z) + g([XM,Y],Z) + g(Y, [XM,Z])

= g([XM,Y],Z) + g(Y, [XM,Z]).

D’altra parte, vale anche la

XMg(Y,Z) = (∇XM g)(Y,Z) + g(∇XM Y,Z) + g(Y,∇XM Z)
= g(∇XM Y,Z) + g(Y,∇XM Z).

Sottraendo membro a membro otteniamo

eq:17.2.00eq:17.2.00 (11.2.2) g(AXM Y,Z) + g(Y, AXM Z) = 0, ∀Y,Z ∈ X(M),

ed il Lemma è dimostrato. �

thm:17.2.2 Teorema 11.2.2. Supponiamo che M sia riduttiva, con decomposizione

eq:17.2.0aeq:17.2.0a (11.2.3) κ = h ⊕m, Ad(H)(m) = m.

Se g è la metrica pseudo-Riemanniana K-invariante su M, associata alla forma
bilineare simmetrica Ad(H)-invariante b, allora la sua connessione di Levi-Civita
è definita da

eq:17.2.1eq:17.2.1 (11.2.4) Λm(X)(Y) = 1
2 [X,Y]m + β(X,Y), ∀X,Y ∈ m,

ove β è la forma bilineare simmetrica definita da

eq:17.2.2eq:17.2.2 (11.2.5) 2b(β(X,Y),Z) = b(X, [Z,Y]m) + b([Z, X]m,Y), ∀X,Y,Z ∈ m.

In particolare, la connessione di Levi-Civita coincide con la connessione naturale
priva di torsione se e soltanto se il secondo membro della (

eq:17.2.2eq:17.2.2
11.2.5) è uguale a 0 per

ogni X,Y,Z ∈ m.
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Dimostrazione. Ricordiamo che Λm(X) = −AXM
o

per ogni X ∈ m, e quindi
Λm(X) è antisimmetrica per ogni X ∈ m. Per la (

eq:15.12.5eq:15.12.5
5.4.5) del Teorema

thm:15.12.3thm:15.12.3
5.4.3, abbiamo

Λm(X)Y − Λm(Y)X = [X,Y]m, ∀X,Y ∈ m.

Quindi
β(X,Y) − β(Y, X) = [X,Y]m − (Λm(X)Y − Λm(Y)X) = 0

e dunque β è simmetrica e soddisfa

b(β(X,Y),Z) + b(Y, β(X,Z)) = 1
2
(
b([Y, X]m,Z) + b(Y, [Z, X]m).

Da questa, dalle uguaglianze che da questa si ottengono mediante le permutazioni
cicliche di X,Y,Z e dalla simmetria di β ricaviamo finalmente la (

eq:17.2.2eq:17.2.2
11.2.5). �

Definizione 11.2.3. Uno spazio omogeneo riduttivo M = K/H, con (
eq:17.2.0aeq:17.2.0a
11.2.3) ed

una metrica pseudo-Riemanniana associata ad una forma bilineare simmetrica non
degenere b su m si dice naturalmente riduttivo se

eq:17.2.6eq:17.2.6 (11.2.6) b(X, [Z,Y]m) + b([Z, X]m,Y) = 0, ∀X,Y,Z ∈ m.

Proposizione 11.2.4. Supponiamo che M sia naturalmente riduttivo, con una me-
trica pseudo-Riemanniana invariante associata alla forma bilineare b. Allora la
sua curvatura soddisfa

go(R(XM,Y M)Y M, XM) = 1
4 b([X,Y]m, [X,Y]m) − b([[X,Y]h,Y], X],eq:17.2.7eq:17.2.7 (11.2.7)

∀X,Y ∈ m.

Dimostrazione. Abbiamo infatti

Ro(X,Y)Z = 1
4 [X, [Y,Z]m]m − 1

4 [Y, [X,Z]m]m

− 1
2 [[X,Y]m,Z]m − [[X,Y]h,Z],

∀X,Y,Z ∈ m.

La tesi segue allora dal Teorema
thm:17.2.2thm:17.2.2
11.2.2. �

Un caso importante in cui si applicano i risultati precedenti è il seguente:

Teorema 11.2.5. Sia M = K/H e supponiamo che vi sia una forma bilineare
simmetrica non degenere Ad(K)-invariante f su κ la cui restrizione ad h sia non
degenere.

Poniamo

eq:17.2.8eq:17.2.8 (11.2.8) m = {X ∈ κ | f(X,Y) = 0, ∀Y ∈ h}.

Allora vale la decomposizione (
eq:17.2.0aeq:17.2.0a
11.2.3) ed inoltre la

eq:17.2.9eq:17.2.9 (11.2.9) b(X,Y) = f(X,Y), ∀X,Y ∈ m,

è una forma bilineare simmetrica non degenere ed Ad(H)-invariante su m.
Rispetto a questa decomposizione ed alla metrica pseudo-Riemanniana K-

invariante associata a questa scelta di b lo spazio omogeneo M è naturalmente
riduttivo.

Il tensore di curvatura rispetto a questa metrica soddisfa

go(R(XM,Y M)Y M, XM) = 1
4 f([X,Y]m, [X,Y]m) + f([X,Y]h, [X,Y]h),(11.2.10)
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∀X,Y ∈ m.

Osservazione 11.2.6. Se possiamo scegliere la f definita positiva, allora la metri-
ca g definita nel teorema precedente è Riemanniana, con curvatura sezionale non
negativa.

es:17.2.1 Esempio 11.2.7. Supponiamo che K ammetta una forma bilineare simmetrica Ad(K)-
invariante e definita positiva e poniamo H = {e}. Allora la connessione di Levi-
Civita associata alla metrica descritta nel teorema precedente coincide con la 0-
connessione ed ha curvatura Re(X∗,Y∗) = −1

4 ad([X,Y]).



CAPITOLO 12

Metriche di Einstein

12.1. Proprietà del tensore di curvatura

Sia (M, g) una varietà pseudo-Riemanniana di dimensione reale m. Sia D la
differenziazione covariante su M associata alla sua connessione di Levi-Civita ed
indichiamo con R la sua curvatura. Ricordiamo che

T (X,Y) = DXY − DY X − [X,Y] = 0, R(X,Y)Z = DXDYZ − DY DXZ − D[X,Y]Z.

La curvatura R è un tensore di tipo (3, 1) che, per ogni X,Y,Z,U ∈ X(M),
soddisfa le condizioni di simmetria

eq:15.1.1eq:15.1.1 (12.1.1)


R(X,Y) = −R(Y, X), (antisimmetrico in X,Y),
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0 (I identità di Bianchi),
g(R(X,Y)Z,U) + g(Z,R(X,Y)U) = 0, (g-antisimmetrico in Z),
g(R(X,Y)Z,U) = g(R(Z,U)X,Y) (g-simmetria).

La g-simmetria è conseguenza delle proprietà di antisimmetria e della prima
identità di Bianchi. Abbiamo infatti, utilizzando le prime tre delle (

eq:15.1.1eq:15.1.1
12.1.1),

g(R(X,Y)Z,U) = −g(R(Y,Z)X,U) − g(R(Z, X)Y,U)
= g(R(Y,Z)U, X) + g(R(Z, X)U,Y)
= −g(R(Z,U)Y, X) − g(R(U,Y)Z, X)

− g(R(X,U)Z,Y) − g(R(U,Z)X,Y)
= 2g(R(Z,U)X,Y) + g(R(U,Y)X,Z) + g(R(X,U)Y,Z)
= 2g(R(Z,U)X,Y) − g(R(X,Y)Z,U),

da cui segue la quarta.
Il tensore di curvatura soddisfa inoltre l’identità differenziale

eq:15.1.2eq:15.1.2 (12.1.2) (DR)(X,Y,Z)+(DR)(Y,Z, X)+(DR)(Z, X,Y) = 0, ( II identità di Bianchi).

Utilizzando il tensore della metrica g possiamo considerare la curvatura anche
come un tensore di tipo (4, 0), ponendo

R(X,Y,Z,U) = g(R(X,Y)U,Z).

171
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Le simmetrie fondamentali del tensore di curvatura di tipo (4, 0) sono allora

eq:15.1.3eq:15.1.3 (12.1.3)



R(X,Y,Z,U) = −R(Y, X,Z,U),
R(X,Y,Z,U) = −R(X,Y,U,Z),
R(X,Y,Z,U) + R(Y,Z, X,U) + R(Z, X,Y,U) = 0,
R(X,Y,Z,U) = R(Z,U, X,Y),

∀X,Y,Z,U ∈ X(M).

12.2. Curvatura sezionale

Per le simmetrie (
eq:15.1.1eq:15.1.1
12.1.1), o, in modo equivalente, (

eq:15.1.3eq:15.1.3
12.1.3), del tensore di

curvatura, esso definisce un’applicazione

R : Λ2M −→ Λ2M,

che sui tensori alternati di rango due si può descrivere mediante

g(R(X ∧ Y),Z ∧ U) = R(X,Y,Z,U) = g(R(X,Y)U,Z).

Definizione 12.2.1. Seσ è un due-piano anisotropo di TpM, la curvatura sezionale
in σ è data da

K(σ) =
R(X,Y, X,Y)

g(X, X)g(Y,Y) − [g(X,Y)]2 , se X,Y ∈ σ, X ∧ Y , 0.

Osservazione 12.2.2. Poiché la forma quadratica associata ad una forma bili-
neare simmetrica la determina completamente, la curvatura sezionale determina
completamente la curvatura Riemanniana.

In particolare, se in un punto p ∈ M la curvatura sezionale è costante, non
dipende cioè dal due piano σ che si considera, dalla

R(X,Y, X,Y) = k{g(X, X)g(Y,Y) − g2(X,Y)} in p

ricaviamo che

R(X,Y,Z,U) = k{g(X,Z)g(Y,U) − g(X,U)g(Y,Z)}, in p

cioè
g(R(X,Y)U,Z) = k{g(X,Z)g(Y,U) − g(X,U)g(Y,Z)} in p

e quindi
R(X,Y)U = k{g(Y,U)X − g(X,U)Y) in p.

Teorema 12.2.3 (F.Schur). Supponiamo che M sia connessa. Se m ≥ 3 e, per ogni
p ∈ M la curvatura sezionale dei due piani in TpM è costante, allora (M, g) ha
curvatura costante, esiste cioè una costante reale k tale che

eq:15a11eq:15a11 (12.2.1) R(X,Y)Z = k
(
g(Y,Z)X − g(X,Z)Y

)
, ∀X,Y,Z ∈ X(M).

Dimostrazione. Per ipotesi, la (
eq:15a11eq:15a11
12.2.1) vale per una funzione k ∈ C∞(M).

Consideriamo il tensore α(X,Y,Z) = g(Y,Z)X − g(X,Z)Y e consideriamone la
derivata covariante rispetto a un campo di vettori U ∈ X(M). Otteniamo

(∇Uα)(X,Y,Z) = ∇U(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y) − g(∇UY,Z)X − g(Y,∇UZ)X
− g(Y,Z)∇U X + g(∇U X,Z)Y + g(X,∇UZ)Y + g(X,Z)∇UY = 0,
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perché ∇Ug = 0. Utilizzando quindi la seconda identità di Bianchi otteniamo che,
per ogni scelta di X0, X1, X2, X3 ∈ X(M), è (l’apice sul simbolo di sommatoria
significa che essa è estesa alle terne (i, j, k) che formano una permutazione con
segnatura positiva di {0, 1, 2}):

0 =
∑′

i, j,k=0,1,2
∇XiR(X j, Xk)X3

=
∑′

i, j,k=0,1,2
(Xik){g(X j, X3)Xk − g(Xk, X3)X j}

= {(X1k)g(X2, X3) − (X2k)g(X1, X3)}X0

+ {(X2k)g(X0, X3) − (X1k)g(X2, X3)}X1

+ {(X0k)g(X1, X3) − (X1k)g(X0, X3)}X2.

Poiché la dimensione m di M è maggiore o uguale a tre, fissato un qualsiasi punto
p di M, possiamo scegliere i campi X0, X1, X2 in modo che siano ortonormali in
un intorno di p e prendere poi X3 = X2. I tre addendi all’ultimo membro dell’u-
guaglianza scritta sopra sono allora linearmente indipendenti in un intorno di p ed
abbiamo quindi, in particolare, poiché il coefficiente di X0 è nullo in un intorno di
p, che X1k = 0 in p. Poiché sia il punto p che il valore di X1 in p, possono essere
scelti arbitrariamente, con l’unico vincolo che g(X1, X1) = 1 in p, ne ricaviamo che
dk = 0 e quindi k è costante su M. �

Esempio 12.2.4. Sia gp una forma quadratica in Rm+1 con segnatura (p,m + 1− p)
e definiamo le sottovarietà

S m
p = {x ∈ Rm+1 | g(x, x) = 1},

Hm
p = {x ∈ Rm+1 | g(x, x) = −1}.

Se 1 ≤ p ≤ m + 1, la restrizione ad S m
p di gp definisce una metrica pseudo-

Riemanniana di segnatura (p,m − p) e curvatura sezionale costante 1. Se 0 ≤
p ≤ m, la restrizione di gp+1 definisce su Hm

p una metrica pseudo-Riemanniana di
segnatura (p,m − p) e curvatura sezionale costante −1.

Per ogni 0 ≤ p ≤ m + 1, la gp definisce suRm+1 una metrica pseudo-Riemanniana
di segnatura (p,m + 1 − p) e curvatura sezionale costante nulla.

12.3. Il tensore di Ricci

Si possono ottenere nuovi tensori a partire dal tensore di curvatura utilizzando
le contrazioni. Per le simmetrie del tensore di curvatura, vi è essenzialmente un
solo tensore interessante che si possa ottenere in questo modo.

Definizione 12.3.1. La curvatura di Ricci di (M, g) è il tensore di tipo (2, 0)

r(X,Y) = tr (Z → R(X,Z)Y).

Se Z1, . . . ,Zm è una base ortonormale per g in un punto p ∈ M, se cioè

g(Zi,Z j) = εiδi, j, con ε2
i = 1,

allora
r(X,Y)(p) =

∑m

i=1
εiR(X,Zi,Y,Zi).
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Il tensore di Ricci può essere anche considerato come un tensore di tipo (1, 1),
Ric : T M → T M, mediante:

r(X,Y) = g(Ric (X),Y).

Osservazione 12.3.2. Il tensore di Ricci è simmetrico: abbiamo cioè r(X,Y) =

r(Y, X), ovvero g(Ric (X),Y) = g(X,Ric (Y)). Ciò è conseguenza del fatto che la
connessione di Levi-Civita è simmetrica (cioè priva di torsione). In particolare,
quando g sia una metrica Riemanniana, Ric ha in ogni punto autovalori reali ed è
diagonalizzabile.

12.4. Un Teorema di Myers

Supponiamo che la metrica g sia Riemanniana.
Fissiamo un punto p ∈ M e un sistema di riferimento ortonormale σp =

(v1, . . . , vm) in TpM. Ad esso associamo coordinate normali x = (x1, . . . , xm)
definite in un intorno U di p da

p(x) = expp(x1v1 + · · · + xmvm).

Il tensore della metrica ha in queste coordinate componenti

gi, j = g(∂/∂xi, ∂/∂x j), 1 ≤ i, j ≤ m.

lem:15a.12.4 Lemma 12.4.1. La funzione

eq:15a.4.1eq:15a.4.1 (12.4.1) Fp(q) =

√
| det(gi, j(x))|, p(x) = q,

non dipende dalla scelta della base ortonormale σp.

Dimostrazione. Se σ′p = (w1, . . . ,wm) è un’altra base ortonormale di TpM, ed
y = (y1, . . . , ym) le corrispondenti coordinate normali, abbiamo che x = ay, con
a = σ−1

p σ′p ∈ Ob(m). Le componenti g′i, j della metrica nelle coordinate y sono
allora

g′i, j =
∑m

h,k=1
ah

i ak
jgh,k.

Quindi, √
| det (g′i, j)| =

√
| det a|2| det(gi, j)| = Fp,

perché | det a| = 1. �

Sia Np un intorno normale di 0 in TpM. Ricordiamo che Np è stellato rispetto
all’origine ed Expp : Np → Up = Expp(Np) un diffeomorfismo di Np su un intorno
aperto Up di p in M.

Fissato un vettore non nullo w ∈ Np, indichiamo con γw ∈ C∞([0, 1],M)
la geodetica uscente da p con velocità w. Fissiamo un riferimento ortonormale
σp = (v1, . . . , vm) in TpM con vm = w/|w| ed indichiamo con Jw

1 , . . . , J
w
m i campi di

Jacobi che soddisfano il problema di Cauchy
D2Jw

h

dt2 + R(Jw
h (t), γ̇w(t))γ̇w(t) = 0,

Jw
h (0) = 0,

DJw
h (0)

dt
= vh,

1 ≤ h ≤ m.
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Nota che Jw
m(t) = t|w|−1γ̇w(t) per 0 ≤ t ≤ 1.

Ricordiamo che i valori Jw
h (1) ∈ Texp(w)M sono le immagini dei vettori vh

mediante il differenziale dell’applicazione esponenziale nel punto w. Con queste
notazioni, abbiamo

Lemma 12.4.2. Con le notazioni introdotte sopra, abbiamo

(12.4.2) Fp(Expp(w)) =
√
| det(J1, . . . , Jm−1)|(1).

Dimostrazione. L’affermazione segue dal fatto che i campi Jw
h sono ortogonali

alla velocità γ̇w lungo la geodetica e gi, j(Expp(w)) = gi, j(Jw
i (1), Jw

j (1)) per 1 ≤
i, j ≤ m. �

La funzione introdotta nel Lemma
lem:15a.12.4lem:15a.12.4
12.4.1 soddisfa una disuguaglianza relativa

alla curvatura di Ricci. Vale infatti la

Proposizione 12.4.3. Sia γ ∈ C∞([0, t0],M) una geodetica uscente dal punto p ∈
M, con supporto contenuto in un suo intorno normale, ed Fp la funzione definita
nel Lemma

lem:15a.12.4lem:15a.12.4
12.4.1. Posto

φ(q) = 1
t

m−1
√
γ(t),

vale la diseguaglianza

(12.4.3)
D2φ

dt2 +
1

m − 1
r(γ̇, γ̇)φ ≤ 0.





CAPITOLO 13

Spazi simmetrici

13.1. Spazi affini localmente simmetrici

Sia M una varietà differenziabile di dimensione m, con una connessione affine
definita dalla derivazione covariante ∇. Fissiamo un punto p di M ed intorni V0(p)
di 0 in TpM, ed Up di p in M tali che l’esponenziale in p sia definito su V0(p)
e sia un diffeomorfismo di V0(p) su Up. Ricordiamo che l’esponenziale expp :
V0(p)→Up è definito da expp(X) = φp,X(1), se φp,X(t) è la geodetica di punto
iniziale p e velocità iniziale X ∈ TpM. Possiamo supporre che V0(p) sia simmetrico
rispetto all’origine e definire quindi la simmetria geodetica rispetto al punto p
mediante la corrispondenza :

(13.1.1) Up 3 q = expp(X)
sp

−−−−−→ q′ = expp(−X) ∈ Up.

Osserviamo che sp è un diffeomorfismo di Up, con dsp(p) = −I (I è qui l’identità
su TpM) ed s2

p = sp ◦ sp = idUp .

Definizione 13.1.1. Diciamo che (M,∇) è una varietà affine localmente simmetrica
se per ogni punto p di M esiste un intorno aperto Up di p in M su cui la simmetria
affine sia definita e sia una trasformazione affine.

Ricordiamo brevemente la definizione di trasformazione affine. Consideriamo in primo luogo
il concetto di trasporto parallelo. Se (M,∇) è uno spazio affine ed α : [0, 1]→M, con α(0) = p0 e
α(1) = p1, una curva differenziabile, per ogni vettore X0 ∈ Tp0 M indichiamo con [α]∗(X0) il vettore
X1 ∈ Tp1 M, definito dal valore X1 = X(1) del campo di vettori [0, 1] 3 t→X(t) ∈ T M lungo α,
con valore iniziale X(0) = X0, definito dal problema di Cauchy per il sistema lineare di equazioni
differenziali ordinarie: 

DX(t)
dt

= ∇α̇(t)X(t) = 0,

X(0) = X0 .

Se ora (N,∇′) è un’altra varietà affine, un’applicazione differenziabile f : M→N si dice affine se
preserva il trasporto parallelo, se cioè, per ogni coppia di punti p0, p1 di M che siano estremi di un
cammino differenziabile α : [0, 1]→M, per ogni X0 ∈ Tp0 M risulta:

d f (p1)([α]∗(X0)) = [ f ◦ α]∗(d f (p0)(X0)) .

Se f : M→N è un diffeomorfismo, esso definisce un’applicazione bigettiva X(M) 3 X→ f∗(X) ∈
X(N). In questo caso, la f è una trasformazione affine se e soltanto se preserva la derivazione co-
variante, cioè se e soltanto se f∗ (∇XY) = ∇′f∗(X) f∗(Y) per ogni coppia X,Y di campi di vettori di
M.

Teorema 13.1.2. Uno spazio affine (M,∇) è localmente simmetrico se e soltanto se
il suo tensore di torsione T e il suo tensore di curvatura R soddisfano le equazioni:

(13.1.2) T = 0, ∇XR = 0 ∀X ∈ X(M).

177
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Dimostrazione. Supponiamo che (M,∇) sia localmente simmetrica. In parti-
colare, per ogni punto p ∈ M, il differenziale in p della simmetria rispetto al punto
p è il differenziale di un’affinità. Preserva quindi torsione e curvatura. Ricordiamo
che la torsione T è definita da : T (X,Y) = ∇XY−∇Y X−[X,Y] per ogni X,Y ∈ X(M).
In un qualsiasi punto p avremo, applicando il differenziale dsp = −I :

T (Xp,Yp) = −(T (−Xp,−Yp)) = −T (Xp,Yp)

e quindi T (Xp,Yp) = 0 per ogni X,Y ∈ X(M) ed ogni p ∈ M. Ciò dimostra che la
torsione è nulla. Analogamente, se X,Y,Z,T ∈ X(M) e p ∈ M, otteniamo :

[(∇XR)(Y,Z)T ]p = − [(∇−XR)(−Y,−Z)(−T )]p = − [(∇XR)(Y,Z)T ]p

e quindi anche ∇XR = 0. �

Per concludere la dimostrazione, proveremo più in generale il :

Lemma 13.1.3. Siano (M,∇) ed (M′,∇′) due spazi affini. Supponiamo che, dette
T ed R torsione e curvatura di (M,∇) e T ′ ed R′ quelle di (M′,∇′), risulti :

∇XT = 0, ∇X′T ′ = 0, ∇XR = 0 , ∇′X′R
′ = 0 ∀X ∈ X(M), ∀X′ ∈ X(N) .

Siano p ∈ M, q ∈ N due punti per cui esista un isomorfismo lineare L : TpM→TqN
tale che: 

L(T (v1, v2)) = T ′(L(v1), L(v2)) ,
L(R(v1, v2)v3) = R′(L(v1), L(v2))L(v3)
∀v1, v2, v3 ∈ TpM .

Allora esistono intorni aperti Up di p in M, Wq di q in N ed un diffeomorfismo affine
f : Up→Uq con d f (p) = L. Tale f è essenzialmente unica, è cioè univocamente
determinata da L nella componente connessa di p dell’intorno aperto di p in M su
cui è definita.

Dimostrazione. Sia Up = expp(V0(p)) un intorno normale di p in M. Siano
X1, . . . , Xm campi di vettori in Up ottenuti mediante il trasporto parallelo, lungo le
geodetiche uscenti da p, di una base X1(p), . . . , Xm(p) di TpM. L’ipotesi che cur-
vatura e torsione abbiano differenziale covariante nullo ci dice che le componenti
della torsione T e della curvatura R, calcolate rispetto ai campi X1, . . . , Xm, sono
costanti in Up.

Siano ora X′1, . . . , X
′
m i campi di vettori, definiti in un intorno normale U′p′ =

expp′(V
′
0(p′)), paralleli lungo le geodetiche uscenti da p′, con X′j(p′) = L(X j(p)).

Per l’ipotesi che torsione e curvatura abbiano differenziale covariante nullo, le
componenti della torsione T ′ e della curvatura R′, calcolate rispetto ai campi X′1, . . . , X

′
m,

sono costanti. Poiché tali componenti coincidono con quelle di T e di R in p′,
esse coincidono, essendo costanti, su tutto U′p′ . Siano Φp e Φp′ le applicazioni
Φp(t1, . . . , tm) = expp(t1X1(p) + . . . + tmXm(p)) e Φp′(t1, . . . , tm) = expp(t1X′1(p) +

. . . + tmX′m(p)). A meno di restringere gli intorni normali Up e U′p′ , posto A =

{
∑m

i=1 t2
i < r2} ⊂ Rm, l’affinità locale cercata si può definire mediante il diagramma
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commutativo :

A
Φp //

Φp′

��

Up>>

f~~}}
}}

}}
}}

U′p′

Il fatto che la f cosı̀ costruita sia un’affinità, segue dall’unicità della soluzione delle
equazioni di struttura1. �

Definizione 13.1.4. Diciamo che una varietà Riemanniana (M, g) è localmente
simmetrica se ogni punto p di M ammette un intorno normale in cui la simmetria
geodetica (rispetto alla connessione di Levi-Civita) sia un’isometria locale.

Teorema 13.1.5. Una varietà Riemanniana (M, g) è localmente simmetrica se e
soltanto se la sua curvatura sezionale è invariante rispetto al trasporto parallelo.

Dimostrazione. Se (M, g) è localmente simmetrica, allora il suo tensore di cur-
vatura, e quindi a maggior ragione la sua curvatura sezionale, è invariante per
trasporto parallelo. Il viceversa segue dalle proprietà algebriche del tensore di
curvatura: se sp è la simmetria geodetica rispetto al punto p, consideriamo il ten-
sore B(X,Y,Z,T ) = R(X,Y,Z,T ) − R(sp(X), sp(Y), sp(Z), sp(T )), definito quando
X,Y,Z,T ∈ X(Up) per un intorno normale simmetrico Up di p ∈ M. Esso è anti-
simmetrico rispetto alla prima e alla seconda coppia di indici e simmetrico per lo
scambio della prima con la seconda coppia di indici. Quindi esso si annulla identi-
camente perché, per l’ipotesi dell’invarianza rispetto alla simmetria geodetica della
curvatura sezionale, abbiamo B(X,Y, X,Y) = 0 per ogni X,Y ∈ X(Up). Da questo
si deduce l’invarianza di R rispetto al trasporto parallelo. Resta da verificare che
le simmetrie geodetiche di una varietà Riemanniana, quando siano trasformazioni
affini, sono anche isometrie. Questo è il contenuto del lemma seguente. �

LMMPAD Lemma 13.1.6. lemSia (M, g) una varietà Riemanniana connessa e sia φ : M→M
un’affinità per la connessione di Levi-Civita. Se, per un punto p0 di M, il differen-
ziale dφ(p0) : Tp0 M→Tφ(p0)M è un’isometria di spazi Euclidei, allora φ : M→M
è un’isometria.

Dimostrazione. Sia q un qualsiasi punto di M e sia γ : [0, 1]→M una curva
differenziabile con γ(0) = q, γ(1) = p0. Sia τ : TqM→Tp0 M il trasporto parallelo
lungo la curva γ. Se X,Y ∈ Tp0 M, abbiamo :

gq(X,Y) = gp0(τ(X), τ(Y))

1Ricordiamo che le equazioni di struttura sono le :dωi = −ωi
h ∧ ω

h + 1
2 T i

j,hω
i ∧ ωh

dωi
j = −ωi

h ∧ ω
h
j + 1

2 Ri
j,h,kω

h ∧ ωk

con ∇Xi X j = Γh
i, jXh, T (Xi, X j) = T h

i, jXh, R(Xh, Xk)X j = Ri
j,h,kXi, ωi(X j) = δi

j, ω
i
j = Γi

h, jω
h. Le forme ωi

ci consentono di calcolare le coordinate normali nell’intorno del punto p, quando i campi di vettori
Xi siano scelti come nella dimostrazione del lemma.
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perché il trasporto parallelo preserva il prodotto scalare,

= gφ(p0)(dφ(p0)(τ(X)), dφ(p0)(τ(Y)))

per l’ipotesi che dφ(p0) sia un’isometria,

= gφ(q)(dφ(q)(X), dφ(q)(Y))

perché, essendo una trasformazione affine, la dφ commuta con l’operazione di tra-
sporto parallelo, trasporta cioè vettori paralleli lungo la curva γ in vettori paralleli
lungo la curva φ ◦ γ. �

13.2. Alcuni risultati sui gruppi di trasformazioni
prgfb

Premettiamo allo studio del gruppo O(M, g) delle isometrie di una varietà Rie-
manniana (M, g) alcuni risultati generali sui gruppi di trasformazioni di una varietà
differenziabile. Vale il :

TRMMGBA Teorema 13.2.1. Sia M una varietà differenziabile numerabile all’infinito e sia G
un sottogruppo del gruppo dei diffeomorfismi di M in sé. Sia G ⊂ X(M) l’insieme
di tutti i campi di vettori X di M che generano gruppi a un parametro di trasforma-
zioni di G. Se la sottoalgebra di Lie reale di X(M) generata da G ha dimensione
finita, alloraG è un’algebra di Lie e possiamo definire su G una struttura di gruppo
di Lie di trasformazioni di M, con algebra di Lie (isomorfa a) G.

Dimostrazione. Indichiamo con R 3 t→ exp(tX) ∈ G il gruppo a un parametro
di diffeomorfismi generato da X ∈ G. Sia L(G) l’algebra di Lie generata da G
ed indichiamo con G̃ il gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con
algebra di Lie L(G). Per ogni X ∈ L(G) possiamo considerare il gruppo locale a
un parametro da esso generato : vi è un intorno aperto VX di ({0} × M) in (R × M),
in cui è definita un’applicazione differenziabile, che indicheremo con :

VX 3 (t, p)→etX(p) ∈ M ,

tale che :

(d/dt)
[
etX(p)

]
= XetX(p) per ogni (t, p) ∈ UX .

Osserviamo che possiamo scegliere VX = (R × M), e risulta etX = exp(tX), se
X ∈ G ⊂ L(G).

Poiché abbiamo supposto che L(G) sia un’algebra di Lie di dimensione finita,
possiamo trovare un intorno aperto U di ({e} × M) in

(
G̃ × M

)
tale che, se (g, p) ∈

U , allora vi sono X ∈ L(G) e t ∈ R tali che (t, p) ∈ VX e g = exp(tX). (Indichiamo
qui con exp : L(G)→G̃ l’esponenziale, definito sull’algebra di Lie L(G), a valori
nel gruppo di Lie G̃ .)

Per dimostrare quest’affermazione, consideriamo un ricoprimento aperto lo-
calmente finito {Ui} di M mediante aperti relativamente compatti e un suo raffi-
namento {U′i }. Introduciamo poi una norma sullo spazio vettoriale di dimensione
finita L(G). Per i teoremi di esistenza, unicità e dipendenza continua dai parametri,
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potremo allora determinare numeri reali positivi εi tali che il problema di Cauchy
per il sistema di equazioni differenziali ordinarie :

(∗)


X ∈ L(G) , p ∈ U′i , φ(t, p, X) ∈ Ui
dφ(t, p, X)

dt
= Xφ(t,p,X)

φ(0, p, X) = p

abbia una ed una sola soluzione, definita per |t| < εi, se ‖X‖ ≤ 1 . Potremo allora
considerare U =

⋃
i

(
{exp(X) | ‖X‖ < εi} × U′i

)
.

Risulta allora definita un’azione locale di G̃ su M, dalla :

U 3 (exp(tX), p)→etX(p) ∈ M .

Osserviamo che quest’applicazione è ben definita per l’unicità della soluzione di
(∗).

Per completare la dimostrazione, proviamo ora alcuni lemmi. �

Lemma 13.2.2. Siano X,Y ∈ G. Allora Z = Ad(exp(X))(Y) ∈ G.

Dimostrazione. Abbiamo

etZ(p) = eX ◦ etY ◦ e−X(p) = exp(X) ◦ exp(tY) ◦ exp(−X)(p)

e quindi t→etZ è un gruppo a un parametro di trasformazioni di G e Z ∈ G. �

Lemma 13.2.3. G genera L(G) come spazio vettoriale su R.

Dimostrazione. Indichiamo con V il sottospazio vettoriale di L(G) generato da
G. Per il lemma precedente, abbiamo Ad(exp(G))(G) ⊂ G e quindi, per linerarità,
abbiamo anche Ad(exp(G))(V) ⊂ V . Poiché G genera L(G), anche exp(G) genera
G̃. Poiché l’insieme degli elementi g ∈ G̃ per cui Ad(g)(V) ⊂ V è un sottogruppo
di G̃, ne segue che Ad(G̃)(V) ⊂ V . Otteniamo in particolare che Ad(exp(V))(V) ⊂
V , che ci dà, differenziando, [V,V] ⊂ V . Quindi V è un’algebra di Lie e perciò
coincide con L(G). �

Lemma 13.2.4. L(G) = G.

Dimostrazione. Siano X1, . . . , Xn ∈ G una base di L(G) come spazio vettoria-
le. Allora l’applicazione :

t1X1 + · · · + tnXn→ exp(t1X1) · · · exp(tnXn)

è un diffeomorfismo di un intorno V0 di 0 in L(G) su un intorno We dell’identità e
di G̃. Quindi, se Y ∈ L(G), possiamo trovare un ε > 0 e funzioni ai : (−ε, ε)→R
tali che

∑n
i=1 ai(t)Xi ∈ V0 e

exp(tY) = exp(a1(t)X1) · · · exp(an(t)Xn) se |t| < ε .

Questa uguaglianza ci dà la :

etY = exp(a1(t)X1) ◦ · · · ◦ exp(an(t)Xn) se |t| < ε .

Definendo etY =
(
e(t/N)Y

)N
se |t| < Nε, otteniamo che Y ∈ G. Questo completa la

dimostrazione del lemma. �
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Sia ora G∗ il gruppo di diffeomorfismi di M generato da exp(G). Poiché G∗ è
generato dai sottogruppi a un parametro contenuti in G, abbiamo G∗ ⊂ G. Poiché
per ogni g ∈ G ed ogni sottogruppo a un parametro R 3 t→at ∈ G anche R 3
t→ad(g)(at) ∈ G è ancora un sottogruppo a un parametro di G, il sottogruppo G∗ è
normale in G. Inoltre, l’applicazione ad(g) : G∗→G∗ è continua2 per la topologia
di gruppo di Lie di G∗, perché trasforma sottogruppi a un parametro in sottogruppi
a un parametro.

Dimostriamo ora il :

LMMBE Lemma 13.2.5. Sia G∗ un sottogruppo normale di un gruppo G. Se G∗ è un grup-
po topologico e le applicazioni ad(g) : G∗→G∗ sono continue per ogni g ∈ G,
allora vi è un’unica topologia di gruppo topologico su G per cui G∗ sia aperto in
G.

Dimostrazione. Definiamo su G la topologia meno fine per cui sono aperti tutti
gli insiemi Lg(A) con A aperto di G∗. Si verifica facilmente che questa topologia è
l’unica con le proprietà richieste nell’enunciato del lemma. �

Osservazione 13.2.6. In generale la topologia su G è più fine della topologia
compatta-aperta. Inoltre, non è detto che le componenti connesse di G, con la
topologia che abbiamo definito, formino un insieme di cardinalità al più numera-
bile. Possiamo ad esempio considerare l’azione sul gruppo additivo R, che identi-
fichiamo alla varietà M, di un qualsiasi suo sottogruppo G totalmente sconnesso:
in questo caso G = {0} e la costruzione che abbiamo fatto di dà su G la topologia
discreta.

Ricordiamo che un parallelismo assoluto su una varietà differenziabile M è
una sezione σ ∈ C∞(M,F(M)) del fibrato dei suoi sistemi di riferimento. In modo
equivalente, è il dato di m campi di vettori X1, . . . , Xm che definiscono in ogni
punto p ∈ M una base (X1(p), . . . , Xm(p)) di TpM. Un diffeomorfismo f : M→M
definisce un diffeomorfismo di fibrati principali f̂ : F(M)→F(M).

Definizione 13.2.7. Se (M, σ) è la coppia formata da una varietà differenziabile
M e da un parallelismo assoluto σ assegnato su M, chiameremo automorfismi di
(M, σ) i diffeomorfismi f : M→M tali che f̂ ◦ σ = σ ◦ f .

Gli automorfismi di (M, σ) formano un gruppo, che denoteremo AutAutAut(M, σ).

trmPBF Teorema 13.2.8. Sia (M, σ) la coppia formata da una varietà differenziabile con-
nessa M numerabile all’infinito e da un parallelismo assoluto σ su M. Allora
AutAutAut(M, σ) è un gruppo di Lie di trasformazioni con dimRAutAutAut(M, σ) ≤ dimRM.
Più precisamente, per ogni p ∈ M, l’applicazione

(∗) AutAutAut(M, σ) 3 g→g(p) ∈ M

è iniettiva e la sua immagine è una sottovarietà chiusa di M. Vi è un’unica struttura
di gruppo di Lie su AutAutAut(M, σ) per cui la (∗) sia un diffeomorfismo.

2 Un teorema di Chevalley ([Theory of Lie groups. Princeton Univ. Press, 1946], p.128) ci dice
che, se G e G′ sono due gruppi di Lie, un omomorfismo algebrico φ : G→G′ è un omomorfismo di
gruppi di Lie se e soltanto se trasforma sottogruppi a un parametro di G in sottogruppi a un parametro
di G′.
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Dimostrazione. Sia σ(p) = (X1(p), . . . , Xm(p)) e sia V il sottospazio vetto-
riale reale di X(M) generato da X1, . . . , Xm. Per definizione, le trasformazioni di
AutAutAut(M, σ) lasciano V invariante. In particolare gli elementi di AutAutAut(M, σ) commu-
tano con gli elementi dei sottogruppi a un parametro φv(t) di diffeomorfismi di M
generati dagli elementi v di V. Poniamo τv = φv(1). Osserviamo che, per ogni
punto p ∈ M, τv(q) è definita per v in un intorno di 0 in V e q in un intorno di p in
M.

Lemma 13.2.9. Per ogni p ∈ M l’applicazione AutAutAut(M, σ) 3 g→g(p) ∈ M è
iniettiva.

Dimostrazione. Per ogni g ∈ AutAutAut(M, σ) l’insieme Fg = {q ∈ M | g(q) = q} dei
punti fissi di g è un sottoinsieme chiuso di M. Fissato un punto q ∈ M, al variare di
v in un intorno di 0 in V, gli elementi τv(q) sono definiti e formano un intorno di q
in M. Poiché, come abbiamo osservato, g ◦ τv = τv ◦ g, otteniamo che Fg contiene
un intorno di q. Dunque Fg risulta aperto e chiuso in M e quindi o è vuoto, o
coincide con M per l’ipotesi che M sia connesso. �

Sia γ : [0,T ]→M (T > 0) una curva differenziabile. Risultano allora deter-
minate m funzioni scalari ai

γ : [0,T ]→R tali che γ̇(t) =
∑m

i=1 ai
γ(t)Xi(γ(t)) per ogni

t ∈ [0,T ]. Due curve differenziabili γ1, γ2 : [0,T ]→M si diranno parallele nel
parallelismo completo σ se ai

γ1
(t) = ai

γ2
(t) per ogni t ∈ [0,T ]. Osserviamo che,

data una curva differenziabile γ : [0,T ]→M ed un punto q0, vi è al più una curva
differenziabile γ′ parallela a γ ed uscente dal punto q0; esisterà poi comunque, per
qualche 0 < ε ≤ T sufficientemente piccolo, una γ′ : [0, ε]→M uscente da p0 e
parallela alla restrizione di γ a [0, ε].

Lemma 13.2.10. Per ogni p0 ∈ M, l’insieme AutAutAut(M, σ)(p0) è chiuso in M.

Dimostrazione. Sia {ak} una successione di elementi di AutAutAut(M, σ) tali che
{ak(p0)} converga a un elemento q0 ∈ M.

Dimostriamo che ogni curva γ : [0, 1]→M uscente dal punto p0 ammette una
parallela γ′ : [0, 1]→M uscente da q0.

A questo scopo, indichiamo con T l’estremo superiore dei numeri reali a > 0
per cui la restrizione di γ a [0, a] ammette una parallela γ′a con punto iniziale q0.
Vogliamo dimostrare che esiste la parallela γ′T . A questo scopo, osserviamo che
esistono le parallele γ′T ′ per ogni 0 < T ′ < T e che per ogni t con 0 ≤ t < T ,
abbiamo limk→∞ ak(γ(t)) = γ′T ′(t) per 0 ≤ t ≤ T ′ < T .

Fissiamo poi un intornoV0 di 0 inV e un intorno U di γ(T ) in M tali che τv(p)
sia definita per v ∈ V0 e p ∈ U. Allora τv è anche definita, per v ∈ V0, su tutti gli
insiemi ak(U). Sia t0 < T tale che ak(γ(t0)) ∈ U per ogni k � 1 e γ(T ) = τv0(γ(t0))
per qualche v0 ∈ V0.

Possiamo allora definire γ′T ponendo γ′T (t) = γ′T ′(t) se 0 ≤ t ≤ T ′ < T e
γ′T (T ) = τv0(γ′T ′(t0)) se t0 ≤ T ′ < T .

Se fosse T < 1, potremmo prolungare γ′T con una parallela a γ(t − T ) uscente
dal punto γ′T (T ), contraddicendo la definizione di T . Quindi T = 1 e questo di-
mostra l’esistenza della parallela. Poiché γ′(1) = limk→∞ ak(γ(1)), l’estremo γ′(1)
non dipende dalla scelta del cammino γ, ma soltanto dal suo punto finale γ(1).
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Dimostriamo in questo modo che {ak(q)} converge per ogni q ∈ M e otteniamo
quindi un’applicazione a : M→M mediante a(q) = limk→∞ ak(q) per ogni q ∈ M.
Poiché τv(a(q)) = a(τv(q)) per ogni q ∈ M, la a è chiaramente differenziabile.
Si può dimostrare che è invertibile, ripetendo i raginamenti appena svolti per la
successione delle applicazioni inverse {a−1

k }. �

Abbiamo facilmente:

Lemma 13.2.11. Sia l l’algebra di Lie dei campi di vettori X ∈ X(M) tali che
[X,V] = {0}. Per ogni p ∈ M, l’applicazione l 3 X→X(p) ∈ TpM è iniettiva.

Dimostrazione. I generatori di sottogruppi a un parametro di AutAutAut(M, σ) sono
gli elementi di l che generano sottogruppi a un parametro di diffeomorfismi di M.
Quindi, per il Teorema

TRMMGBATRMMGBA
13.2.1, il gruppo AutAutAut(M, σ) è un gruppo di Lie, e l’appli-

cazione AutAutAut(M, σ) 3 a→a(p) ∈ M definisce per ogni p ∈ M un diffeomorfismo di
AutAutAut(M, σ) con una sottovarietà differenziabile chiusa di M. �

Completiamo ora la dimostrazione del Teorema
trmPBFtrmPBF
13.2.8. L’insiemeG dei campi

di vettori X ∈ l che generano sottogruppi a un parametro di trasformazioni di M
è una sottoalgebra di Lie di l, e quindi ha dimensione finita. Possiamo perciò
applicare il Teorema

TRMMGBATRMMGBA
13.2.1 al gruppo G = AutAutAut(M, σ) e a G, e concludere che G

ha una struttura di gruppo di Lie con algebra di Lie G. Poiché l’azione G×M→M
è differenziabile, fissato un qualsiasi punto p0 ∈ M, l’immersione differenziabile
G 3 g→g(p0) ∈ M è un diffeomorfismo di G con una sottovarietà differenziabile
chiusa di M. �

Ricordiamo che vale il teorema3 :

Teorema 13.2.12 (Bochner-Montgomery). Sia G un gruppo topologico localmente
compatto e numerabile all’infinito di trasformazioni differenziabili di una varietà
differenziabile paracompatta M. Allora G è un gruppo di Lie.

Ricordiamo ancora4 il :

Teorema 13.2.13 (Dantzig-van der Waerden). Sia (E, d) uno spazio metrico local-
mente compatto. Sia Isom(E, d) il gruppo delle isometrie di (M, E) e, per x ∈ E,
indichiamo con Isomx(E, d) lo stabilizzatore di x in Isom(E, d). Consideriamo su
Isom(E, d) la topologia compatta-aperta. Allora Isom(E, d) è localmente compat-
to e Isomx(E, d) è compatto per ogni x ∈ M. Se M è compatto, anche Isom(E, d)
è compatto.

Osservazione 13.2.14. Ricordiamo ancora che, se (M, g) è una varietà Riemannia-
na e d è la distanza nella metrica corrispondente, allora le isometrie f : M→M per

3S.Bochner, D.Montgomery Locally compact groups of differentiable transformations, Ann. of
Math. 47 (1946), pp.639-657.

4D.Dantzig, B.L.van der Waerden Über metrish homogene Räume, Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg 6 (1928) pp.374-376. Una dimostrazione completa si può trovare anche in : Kobayashi-
Nomizu Foundations of Differential Geometry, New York: John Wiley & Sons, vol.1, 1963, alle
pagine 46-50.
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la metrica d sono applicazioni differenziabili che preservano il tensore g della me-
trica. Indicheremo nel seguito con O(M, g) il gruppo delle isometrie della varietà
Riemanniana (M, g), cioè :

O(M, g) = { f ∈ C∞(M,M) | f ∗g = g} .

Se d è la distanza su M definita dalla metrica g, allora Isom(M, d) = O(M, g).

13.3. Automorfismi affini e isometrie

Per utilizzare i risultati del §
prgfbprgfb
13.2 nella discussione del gruppo delle affinità

di una varietà affine (M,∇) e delle isometrie di una varietà Riemanniana (M, g), è
conveniente riformulare le nozioni di varietà affini e riemanniane nel contesto della
teoria delle G-strutture.

Sia M una varietà differenziabile di dimensione m. Indichiamo con :

F(M)
π

−−−−−−−→
GL(m,R)

M

il fibrato principale dei sistemi di riferimento su M.
Gli elementi della fibra Fp(M) = π−1(p) sono le basi (v1, . . . , vm) di TpM. Il

gruppo GL(m,R) opera a destra su F(M) mediante :

(v1, . . . , vm) · a =

 m∑
i=1

ai
1vi, . . . ,

m∑
i=1

ai
mvi

 se a =
(
ai

j

)
1≤i, j≤m

∈ GL(m,R) .

Se σ = (X1, . . . , Xm) è una m-upla di campi di vettori che definiscono una base di
TpM in ogni punto p di un aperto U di M, allora l’applicazione :

U ×GL(m,R) 3 (p, a)→σ(p) · a ∈ π−1(U)

è un diffeomorfismo per la struttura differenziabile di F(M).
In modo equivalente, possiamo definire la fibraFp(M) sopra il punto p ∈ M co-

me l’insieme di tutte le applicazioni lineari invertibili ξ : Rm→TpM, identificando
una base (v1, . . . , vm) di TpM all’isomorfismo lineare ξ : Rm→TpM che associa al
vettore ei = t(0, . . . , 0,→

i
1, 0, . . . , 0) della base canonica di Rm il vettore vi di TpM.

Definiamo allora in modo affatto naturale la forma canonica θ ∈ Ω1(F(M),Rm)
mediante :

θ(v) = ξ−1(dπ(v)) ∀ξ ∈ F(M), ∀v ∈ TξF(M) .

Osserviamo che :
(Ra)∗ θ = a−1 ◦ θ ∀a ∈ GL(m,R) .

Infatti, se v ∈ TξF(M), allora dRa(v) ∈ Tξ·aF(M) e dπ(dRa(v)) = dπ(v). Quindi :

(Ra)∗ θ(v) = θ(dRa(v)) = (ξ · a)−1 (dπ(dRa(v))) = a−1 ◦ ξ−1(dπ(v)) = a−1 ◦ θ(v) .

Proposizione 13.3.1. Ogni diffeomorfismo f : M→M si solleva in modo unico ad
un diffeomorfismo f̂ : F(M)→F(M) che lascia θ invariante. Viceversa, ogni auto-
morfismo di GL(m,R)-fibrato principale F : F(M)→F(M) che lasci θ invariante è
il sollevamento di un diffeomorfismo f : M→M.
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Dimostrazione. Sia f : M→M un diffeomorfismo. Definiamo allora il suo
sollevamento f̂ mediante :

f̂ : F(M) 3 ξ→d f (π(ξ)) ◦ ξ ∈ F(M) .

Abbiamo allora, se ξ ∈ F(M) e v ∈ TξF(M) :

θ(d f̂ (v)) = (d f (π(ξ)) ◦ ξ)−1
(
dπ(d f̂ (ξ)(v))

)
=

(
ξ−1 ◦ (d f (π(ξ)))−1

)
(d f (π(ξ)) ◦ dπ(v)) = θ(v) .

Infatti, poiché f̂ preserva le fibre, abbiamo f ◦π = π◦ f̂ e quindi d f ◦dπ = dπ◦d f̂ .
Viceversa, se F : F(M)→F(M) preserva le fibre e lascia θ invariante, detto

f : M→M il diffeomorfismo definito da π◦F = f ◦π, osserviamo che Φ = f̂ −1 ◦F
è un automorfismo differenziabile di F(M) che preserva la fibra, lascia θ invariante
e induce l’identità su M. Perciò abbiamo :

ξ−1(dπ(v)) = θ(v) = Φ∗(θ(v)) = θ(dΦ(v))

= (Φ(ξ))−1 (dπ(dΦ(v))) = (Φ(ξ))−1 (dπ(v))
∀ξ ∈ F(M) , ∀v ∈ TξF(M) .

Otteniamo dunque (Φ(ξ))−1 (w) = ξ−1(w) per ogni w ∈ Tπ(ξ)M, e questo dimostra
che Φ è l’identità su F(M). �

Definizione 13.3.2. Per ogni A ∈ gl(m,R), definiamo il campo di vettori fonda-
mentale A∗ ∈ X(F(M)) associato ad A come il generatore infinitesimale del gruppo
a un parametro di diffeomorfismi F(M) × R 3 (ξ, t)→ξ · exp(tA) ∈ F(M).

Una connessione affine su M si può definire, oltre che per mezzo della deri-
vazione covariante, mediante l’assegnazione di una forma di connessione, cioè di
una forma differenziale ω ∈ Ω1 (M, gl(m,R)) che goda delle proprietà :

ω(A∗) = A ∀A ∈ gl(m,R)(1)

R∗aω = Ad(a−1) ◦ ω ∀a ∈ GL(m,R) .(2)

Un vettore v ∈ TξF(M) conω(v) = 0 si dice orizzontale. Poichéω(ξ) : TξF(M)→gl(m,R)
ha rango m2 e ker dπ(ξ) ∩ kerω(ξ) = {0} per la proprietà (1), la forma di connes-
sione ω ci permette di decomporre lo spazio tangente a F(M) in un punto ξ nella
somma diretta dei due sottospazi Vξ(M) = ker dπ(ξ) dei vettori verticali in ξ e
Hξ(M) dei5 vettori orizzontali in ξ.

Poiché dπ(ξ) : Hξ(M)→Tπ(ξ)M è per ogni ξ ∈ F(M) un isomorfismo lineare,
possiamo associare ad ogni campo di vettori X definito su un aperto U di M un
campo di vettori orizzontale X̃ su π−1(U), caratterizzato dalle :ω(X̃) = 0

dπ(X̃) = X .

5 Un modo equivalente di definire una connessione affine è quello di assegnare una distribuzione
vettoriale H su F(M), complementare della distribuzione verticale.
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La derivazione covariante associata alla connessione affine è definita dalla formula :

(†) ∇XY(π(ξ)) = ξ ◦ X̃ξ
(
ξ−1(Y)

)
= ξ ◦ X̃(θ(Ỹ)) ∀X,Y ∈ X(M) , ∀ξ ∈ F(M),

dove osserviamo che, fissato Y ∈ X(M), la ξ→ΨY (ξ) = ξ−1(Y(π(ξ))) è una funzione
differenziabile su F(M) a valori in Rm. Chiaramente :R∗aΨY (ξ) = ΨY (ξ · a) = (ξ · a)−1Y(π(ξ · a)) = a−1ξ−1Y(π(ξ)) = a−1ΨY (ξ)
∀Y ∈ X(M) , ∀ξ ∈ F(M) , ∀a ∈ GL(m,R) ,

e quindi :

R∗a(ξ ◦ X̃(ΨY )) = (ξ ◦ a) ◦
(
Ra∗X̃

)
(ΨY ) = (ξ ◦ a) ◦ X̃(R∗aΨY )

= ξ ◦ a ◦ X̃
(
a−1ΨY

)
= ξ ◦ a ◦ a−1 ◦ X̃(ΨY ) = ξ ◦ X̃(ΨY )

mostra che la derivata covariante ∇XY è ben definita dalla (†), perché il valore del
secondo membro è costante quando ξ varia sulla fibra Fp(M) del punto p ∈ M.

Viceversa, si può dimostrare che, data di una derivazione covariante ∇, vi è
un’unica forma di connessione ω per cui vale la (†).

Abbiamo infatti :

ξ ◦ (X − [ω(X)]∗)(θ(Ỹ)) = ∇dπ(X)Y ∀X ∈ X(F(M)) , ∀Y ∈ X(M) .

Quindi:

(‡) [ω(X)]∗(θ(Ỹ)) = X(θ(Ỹ)) − ξ−1∇dπ(X)Y ∀X ∈ X(F(M)) , ∀Y ∈ X(M)

ci permette di calcolare ω utilizzando la forma canonica θ e la derivazione cova-
riante.

Teorema 13.3.3. Sia M una varietà differenziabile, dotata di una connessione affi-
ne definita dalla forma di connessione ω ∈ Ω1(F(M), gl(m,R)). Un diffeomorfismo
f : M→M è un’affinità se e soltanto se il suo sollevamento f̂ lascia invariante la
forma di connessione ω.

Viceversa, un diffeomorfismo di fibrati principali F : F(M)→F(M) è il solle-
vamento di un’affinità se e soltanto se lascia invarianti la forma canonica θ e la
forma di connessione ω.

Dimostrazione. Le (†) e (‡) ci dicono che le trasformazioni affini di M sono
tutte e sole quelle il cui sollevamento lascia ω invariante. L’ultima affermazione
segue dal fatto che un diffeomorfismo di F(M) in sé è un sollevamento di un dif-
feomorfismo di M in sé se e soltanto se preserva le fibre e lascia invariante la forma
canonica θ. �

Teorema 13.3.4. Il gruppo delle affinità di una varietà differenziabile M, dotata
di una connessione affine, è un gruppo di Lie di dimensione minore o uguale a
m(m + 1).

Dimostrazione. Sia ω ∈ Ω1(F(M), gl(m,R)) la forma della connessione. Allo-
ra la forma

θ ⊕ ω ∈ Ω1(F(M),Rm ⊕ gl(m,R))
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definisce un parallelismo completo su F(M). La tesi è allora conseguenza del
Teorema

trmPBFtrmPBF
13.2.8. �

Sia G un sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL(m,R). Una G-struttura su
M è il dato di un fibrato principale P

$
−→
G

M e di un’immersione differenziabile

ı : P ↪→ F(M), in modo che sia commutativo il diagramma :

P ×G −−−−−→ F(M)×GL(m,R)y y
P −−−−−→ F(M)

$

y yπ
M M

in cui la prime due frecce orizzontali sono definite dalle inclusioni ı : P ↪→ F(M)
e G ↪→ GL(m,R).

Osserviamo che P è una sottovarietà chiusa di F(M). Infatti, fissata una sezio-
ne differenziabile σ di P, definita in un aperto U di M, abbiamo P∩ π−1(U) = {ξ ∈
π−1(U) | ξ−1 ◦σ(π(ξ)) ∈ G} e l’applicazione π−1(U) 3 ξ→ξ−1 ◦σ(π(ξ)) ∈ GL(m,R)
è continua. Quindi P ∩ π−1(U) è chiuso in π−1(U) per l’ipotesi che G fosse chiuso
in GL(m,R). Poiché gli insiemi π−1(U), al variare di U tra gli aperti di trivializza-
zione di P, formano un ricoprimento aperto di F(M), otteniamo che P è chiuso in
F(M).

Gli elementi X dell’algebra di Lie g di G definiscono campi di vettori su P che
sono la restrizione dei corrispondenti campi di vettori verticali X∗ definiti su F(M),
e che indicheremo ancora con X∗.

Una G-connessione affine su M è il dato di una G-struttura P
$
−→
G

M su M, e di

una forma differenziale ω′ ∈ Ω1(P, g) con le proprietà :

ω′(A∗) = A ∀A ∈ g(1)

R∗aω
′ = Ad(a−1) ◦ ω′ ∀a ∈ G .(2)

Indichiamo con H′ = kerω′ ⊂ X(P) la distribuzione orizzontale associata alla
G-connessione affine. Abbiamo :

dRa(Hξ) = Hξ·a ∀ξ ∈ P , ∀a ∈ G .

Possiamo quindi estendere la distribuzione orizzontale H′ su P a una distribuzione
orizzontale H su F(M) ponendo

Hξ·a = dRa(H′ξ) se ξ ∈ P , a ∈ GL(m,R) .

Estendiamo cosı̀ la ω′ ∈ Ω1(P, g) a una forma di connessione affine di Cartan
ω ∈ Ω1(F(M), gl(m,R), ponendo :

ω(X) = A se X ∈ TξF(M) e X = A∗ξ + Y con A ∈ gl(m,R) e Y ∈ Hξ .

Possiamo quindi definire in modo equivalente una G-connessione affine mediante
il dato di una forma di connessione affine ω su F(M) tale che, per una G-struttura
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P@ > $ > G > M, detta ı : P→F(M) l’inclusione, risulti ı∗ω ∈ Ω1(P, g), tale cioè
che la sua restrizione a P sia una forma a valori nell’algebra di Lie g di G.

lem:sps.3.4 Lemma 13.3.5. Siano P
$
−→
G

M una G-struttura, ω′ ∈ Ω1(P, g) una G-connessione

affine e ω ∈ Ω1(F(M), gl(m,R)) la sua estensione a F(M). Sia f : M→M un
diffeomorfismo. Supponiamo che M sia connessa. Sono equivalenti :

(a) f̂ ∗ω = ω ed esiste ξ0 ∈ P tale che f̂ (ξ0) ∈ P.
(b) f̂ (P) = P e, detta f̂ G : P→P la restrizione di f̂ a P, abbiamo(

f̂ G
)∗
ω′ = ω′.

Dimostrazione. (a) =⇒ (b). Sia pr : gl(m,R)→V = gl(m,R)/g la proiezione
nel quoziente. Consideriamo la forma differenziale pr ◦ ω ∈ Ω1(F(M),V) e la
corrispondente distribuzione vettoriale D = ker(pr ◦ ω) in F(M). Ricordiamo che
una varietà integrale di D è una sottovarietà differenziabile N di F(M) con TξN ⊂
Dξ per ogni ξ ∈ N. Poiché f̂ lascia fissa la forma ω, essa lascia fissa a maggior
ragione la forma pr ◦ω e trasforma quindi varietà integrali di D in varietà integrali
di G. La tesi segue allora dal fatto che P è una sottovarietà integrale massimale di
D.

(b) =⇒ (a). Segue dal fatto che f̂ (ξ · a) = f̂ G(ξ) · a e ω(ξ · a) = R∗aω
′(ξ) se

ξ ∈ P e a ∈ GL(m,R). �

Definizione 13.3.6. Un diffeomorfismo f : M→M che soddisfi le condizioni equi-
valenti (a) e (b) del Lemma

lem:sps.3.4lem:sps.3.4
13.3.5 si dice una trasformazione G-affine, o una

G-affinità, di M.

Sia P
$
−→
G

M una G struttura su M. Indichiamo ancora con θ la restrizione a P
della forma canonica di F(M). La forma di connessione ω′ di una G-connessione
affine definisce un parallelismo completo, mediante la forma θ⊕ω ∈ Ω1(P,Rm⊕g).

Per il Teorema
trmPBFtrmPBF
13.2.8 abbiamo :

CRLPCE Corollario 13.3.7. Il gruppo delle trasformazioni G-affini di M, per un’assegnata
connessione affine ω′ ∈ Ω1(P, g) realtiva a una G-struttura P

$
−→
G

M è un gruppo

di Lie di dimensione ≤ dimRM + dimRG. �

CRLCG Corollario 13.3.8. Due trasformazioni G-affini f , g di M, per un’assegnata con-
nessione affine ω′ ∈ Ω1(P, g) realtiva a una G-struttura P

$
−→
G

M, coincidono se

sono uguali con i loro differenziali in un punto p0 ∈ M.

Una metrica Riemanniana g su M definisce una O(m)-struttura O(M) su M,
in cui gli elementi della fibra Op(M) sono le basi ortonormali di TpM rispetto al
prodotto scalare gp. Viceversa, una O(m)-struttura su M definisce univocamente
una metrica Riemanniana g su M.

Il Lemma
LMMPADLMMPAD
13.1.6 ci dice che le isometrie di (M, g) sono tutte e sole le trasforma-

zioni affini f rispetto alla connessione di Levi-Civita per cui d f (p0) : Tp0 M→T f (p0)M
è un’isometria in qualche punto p0 ∈ M.
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La restrizione ω′ della forma ω della connessione di Levi-Civita è una O(m)-
connessione affine.

Otteniamo perciò:

TRMMCG Teorema 13.3.9. Sia (M, g) una varietà Riemanniana. Un’isometria di M è un
automorfismo differenziabile f : M→M il cui sollevamento è un’affinità per la
connessione di Levi-Civita e per cui f̂ (O(M)) = O(M).

Il gruppo delle isometrie O(M, g) è un gruppo di Lie di dimensione minore o
uguale di m(m + 1)/2.

Lo stabilizzatore Op(M, g) di un punto p ∈ M nel gruppo O(M, g) delle isome-
trie di (M, g) è un gruppo compatto.

Dimostrazione. Il teorema è una conseguenza delle osservazioni precedenti e
del Corollario

CRLPCECRLPCE
13.3.7. Infatti dimRo(m) = m(m − 1)/2 e quindi O(M) è una varietà

differenziabile di dimensione [m(m − 1)/2] + m = m(m + 1)/2. �

Citiamo a questo punto, senza dimostrazione6, il seguente :

Teorema 13.3.10. Sia (M, g) una varietà Riemanniana di dimensione m. Se il suo
gruppo delle isometrie O(M, g) ha dimensione massima m(m + 1)/2, allora (M, g)
è isometrico a uno dei seguenti spazi a curvatura costante :

(a) Lo spazio Euclideo Rm ;
(b) La sfera m-dimensionale S m ;
(c) Lo spazio proiettivo m-dimensionale RPm ;
(d) Lo spazio iperbolico semplicemente connesso m-dimensionale Hm.

Descriviamo brevemente un modello dello spazio iperbolico m-dimensionale
Hm. Consideriamo l’ipersuperficie regolare di Rm+1 :

Hm =

x = (x0, x1, . . . , xm) ∈ Rm+1

∣∣∣∣∣∣∣ x2
0 = 1 +

m∑
i=1

x2
i


Abbiamo :

TxHm =

v = (v0, v1, . . . , vm) ∈ Rm+1

∣∣∣∣∣∣∣ x0v0 =

m∑
i=1

xivi


e definiamo la metrica iperbolica g su Hm ponendo :

gx(v, v) = c ·

−v2
0 +

m∑
i=1

vi
2

 ∀x ∈ Hm ,∀v ∈ TxHm

per una costante c > 0. Osserviamo che Hm è l’orbita del punto (1, 0, . . . , 0) ri-
spetto al gruppo O(1,m) delle trasformazioni lineari di Rm+1 che preservano la
forma bilineare simmetrica definita dalla matrice diag(−1, 1, . . . , 1). Il gruppo

6Vedi ad esempio: [S.Kobayashi Transformation groups in Differential Geometry, New York,
Springer 1972] a pag.46.



13.4. SPAZI RIEMANNIANI GLOBALMENTE SIMMETRICI 191

O(1,m) è il gruppo delle isometrie di Hm, che si identifica allo spazio omogeneo
O(1,m)/(O(1) ×O(m)), dove :

O(1) ×O(m) '
{(
±1

a

)∣∣∣∣∣∣ a ∈ O(m)
}

è lo stabilizzatore in O(1,m) del punto (1, 0, . . . , 0).

13.4. Spazi Riemanniani globalmente simmetrici

Sia (M, g) uno spazio Riemanniano. Diciamo che (M, g) è uno spazio Rie-
manniano globalmente simmetrico se, per ogni punto p ∈ M esiste un’isometria
involutiva sp ∈ O(M, g) che abbia p come punto fisso isolato.

Osserviamo che vale il seguente :

Lemma 13.4.1. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano e p ∈ M. Allora esiste al
più un’isometria involutiva sp che abbia p come punto fisso isolato. Se una tale
sp esiste, allora dsp(p) = −Id su TpM ed sp coincide, in un intorno di p, con la
simmetria geodetica rispetto alla connessione di Levi-Civita.

Dimostrazione. Sia sp un’isometria involutiva di (M, g) con p come punto fis-
so isolato. Abbiamo (dsp(p))2 = Id su TpM e quindi TpM si decompone nella
somma diretta dei sottospazi corrispondenti agli autovalori 1 e −1 di (dsp(p)). Se
ci fosse un v ∈ TpM \ {0} con dsp(p)(v) = v, allora sp lascerebbe fissi tutti i punti
della geodetica uscente da p con vettore tangente v e quindi p non sarebbe punto
fisso isolato. Perciò dsp(p) = −Id. Poiché, essendo un’isometria, sp trasforma
geodetiche in geodetiche, essa è allora, in un intorno di p, la simmetria geodetica
rispetto a p. �

Lemma 13.4.2. Ogni spazio Riemanniano globalmente simmetrico è completo.

Dimostrazione. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico.
Sia γ : (a, b)→M una geodetica massimale. Se fosse ad esempio b < +∞, fissato ε
con 0 < 2ε < b − a, posto p = γ(b − ε), la simmetria sp ci permette di prolungare
la geodetica γ a una geodetica γ̃ definita su (a, 2b − a − 2ε) :

γ̃(t) =

γ(t) se a < t < b
sp(γ(2b − 2ε − t)) se b ≤ t < 2b − a − 2ε ,

contraddicendone la massimalità. Deve quindi essere b = +∞, e con ragionamento
analogo si dimostra che a = −∞. �

Osserviamo che, se γ R→M è una geodetica massimale con γ(0) = p, allora
sp ◦ γ(t) = γ(−t) per ogni t ∈ R. Da questo fatto ricaviamo subito che :

Teorema 13.4.3. Il gruppo delle isometrie di uno spazio Riemanniano globalmente
simmetrico connesso è un gruppo transitivo di trasformazioni.

Dimostrazione. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano connesso globalmente sim-
metrico. Indichiamo con dg la distanza definita dalla metrica g. Siano p0, p1 due
qualsiasi punti di M. Poiché (M, g) è completo, esiste una geodetica γ : [0, 1]→M,



192 13. SPAZI SIMMETRICI

di lunghezza `(γ) = dg(p0, p1). Abbiamo allora p1 = sγ( 1
2 )(p0). Infatti sγ( 1

2 ) è

la simmetria geodetica rispetto al punto γ( 1
2 ) e quindi trasforma la geodetica γ(t)

nella geodetica γ(1 − t). �

Teorema 13.4.4. Sia (M, g) uno spazio Riemanniano globalmente simmetrico, con-
nesso. Indichiamo con G la componente connessa dell’identità nel gruppo di
Lie O(M, g) delle isometrie di (M, g). Fissiamo un punto p0 ∈ M e sia K lo
stabilizzatore di p0 in G.

(i) Lo stabilizzatore K di p0 in G è un sottogruppo di Lie compatto di G e il
diagramma commutattivo :

G //

��

M

G /K

f

==zzzzzzzz

in cui la freccia orizzontale è l’applicazione π G 3 a→a(p0) ∈ M e la freccia
verticale la proiezione nel quoziente, definisce un diffeomorfismo f dello spazio
omogeneo G/K su M.

(ii) L’applicazione σ = ad(sp0) G 3 a→sp0 ◦ a ◦ sp0 ∈ G è un automorfismo
involutivo di G tale che, detto Kσ l’insieme dei punti fissi di σ e K0

σ la componente
connessa dell’identità in Kσ, risulta :

K0
σ ⊂ K ⊂ Kσ .

Il gruppo K non contiene sottogruppi normali non banali di G.
(iii) Siano g e k le algebre di Lie di G e K, rispettivamente. Allora

k = {X ∈ g | dσ(p0)(X) = X}

e, posto

p = {X ∈ g | dσ(p0)(X) = −X}

abbiamo

g = k ⊕ p .

Abbiamo poi dπ(e)(k) = {0} e dπ(e) : p→Tp0 M è un isomorfismo. Se X ∈ p, allora :

R 3 t→ exp(tX)(p0) ∈ M

è la geodetica uscente da p0 con velocità dπ(e)(X). Per ogni v ∈ Tp0 M, il vettore
[d exp(tX)](p0)(v) è il traslato di v parallelamente lungo la geodetica.

Dimostrazione. L’affermazione (i) è conseguenza del Teorema
TRMMCGTRMMCG
13.3.9.

(ii) Per ogni k ∈ K, le due isometrie k e σ(k) = ad(sp0)(k) = (sp0 ◦ k ◦ sp0) di
(M, g) coincidono con il loro differenziale in p0. È quindi, per il Corollario

CRLCGCRLCG
13.3.8,

σ(k) = ad(sp0)(k) = k per ogni k ∈ K. In particolare, dσ(e)(k) = Ad(sp0)(k) = k,
e dσ(e) è l’identità su k. D’altra parte, se X ∈ g è un punto fisso di dσ(e), avremo
anche :

sp0 ◦ expG(tX) ◦ sp0 = ad(sp0)(expG(tX)) = expG(adg(sp0)(X)) = expG(tX) ,
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onde sp0

(
expG(tX)(p0)

)
= expG(tX)(p0) per ogni t ∈ R e quindi expG(tX)(p0) =

p0, perché p0 è un punto fisso isolato di sp0 . Quindi k è proprio l’insieme dei punti
fissi di dσ(e). Poiché il gruppo delle isometrie O(M, g) e G operano su G/K in
modo effettivo, K non contiene sottogruppi normali non banali di G.

(iii) Poiché dσ(e) è un’involuzione e k è il sottospazio dei suoi punti fissi,
abbiamo la decomposizione g = k ⊕ p.

Poiché dπ(e) ha nucleo uguale a k, ne segue che la sua restrizione a p è un
isomorfismo su Tp0 M.

Sia ora X ∈ p e sia γ : R→M la geodetica uscente da p0 con velocità dπ(e)(X).
Consideriamo, per ogni numero reale t, l’isometria ut = sγ(t/2) ◦ sp0 . Dico che
R 3 t→ut ∈ O(M, g) è un sottogruppo a un parametro di O(M, g). Infatti, se
t1, t2 ∈ R, abbiamo :

ut1 ◦ ut2(p0) = ut1 ◦ sγ(t2/2)(p0) = sγ(t1/2) ◦ sp0(γ(t2))
= sγ(t1/2)(γ(−t2)) = γ(t1 + t2)
= sγ([t1+t2]/2)(p0) = ut1+t2(p0) .

Inoltre, dut : Tγ(s)→Tγ(t+s) definisce, per ogni coppia di numeri reali t, s, il traspor-
to parallelo lungo la geodetica γ.

Per verificare questo fatto, osserviamo in primo luogo che, per ogni numero
reale s, la −dsp0(γ(s)) definisce il trasporto parallelo da Tγ(s) a Tγ(−s) lungo la
geodetica γ. A questo scopo, indichiamo con τγs1,s2 : Tγ(s1)M→Tγ(s2)M il trasporto
parallelo da γ(s1) a γ(s2) lungo γ. Abbiamo allora un diagramma commutativo :

Tp0 M
τ
γ
0,s

−−−−−→ Tγ(s)M

dsp0 (p0)
y ydsp0 (γ(s))

Tp0 M −−−−−→
τ
γ
0,−s

Tγ(−s)M

Da questa ricaviamo che

τ0,−s ◦ dsp0(p0) = dsp0(γ(s)) ◦ τγs,0 e, poiché − dsp0(p0) = I ,

τ
γ
0,−s = −dsp0(γ(s)) ◦ τγs,0 , da cui otteniamo :

−dsp0(γ(s)) = τ
γ
0,−s ◦

[
τ
γ
0,s

]−1
= τ

γ
0,−s ◦ τ

γ
s,0 = τ

γ
s,−s .

Analogamente, −dsγ(s) definisce, per ogni coppia di numeri reali s, t, il trasporto
parallelo da Tγ(t)M a Tγ(2s−t)M lungo la geodetica γ. Quindi, per composizione,
dut = (−dsγ(t/2) ◦ (−dsp0) definisce il trasporto parallelo lungo γ da γ(s) a γ(t + s).
È perciò dut1 ◦ dut2 = dut1+t2 , perché il trasporto parallelo da γ(s) a γ(s + t1 + t2)
si può ottenere componendo il trasporto parallelo da γ(s) a γ(s + t2) con quello da
γ(s + t2) a γ(s + t1 + t2).

In particolare (ut1 ◦ ut2) ed ut1+t2 coincidono con i loro differenziali in p0 ed,
essendo isometrie, coincidono dappertutto : ut1 ◦ ut2 = ut1+t2 e R 3 t→ut ∈ O(M, g)
è un gruppo a un parametro di isometrie. Possiamo quindi trovare Y ∈ g tale che
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ut = expG(tY) per ogni t ∈ R. Risulta poi

σ ◦ ut = sp0 ◦ sγ(t/2) = sγ(−t/2) ◦ sp0 = u−t .

Da questa ricaviamo che dσ(e)(Y) = −Y , quindi Y ∈ p e perciò Y = X. �

13.5. Coppie simmetriche e simmetriche Riemanniane

Sia G un gruppo di Lie connesso ed H un suo sottogruppo chiuso. La coppia
(G,H) si dice una coppia simmetrica se esiste un automorfismo analitico involutivo
σ : G→G con

G0
σ ⊂ H ⊂ Gσ ,

ove Gσ = {a ∈ G |σ(a) = a} e G0
σ è la componente connessa dell’identità di Gσ.

Se Adg(H) è compatto7 in Adg(G), la coppia (G,H) si dice simmetrica Rie-
manniana.

Teorema 13.5.1. Sia (G,K) una coppia simmetrica Riemanniana e sia M lo spazio
omogeneo M = G/K. Siano π : G→M la proiezione naturale nel quoziente e
τ : G→Aut(M) la rappresentazione di G come gruppo di diffeomorfismi di M,
indotta dalla traslazione a sinistra su M :

G ×G
(a,b)→(a,π(b))
−−−−−−−−−−−→ G × M

(a,b)→ab
y y(a,p)→τ(a)(p)

G −−−−−−−−−−−−−−−→
a→π(a)

M .

Sia σ un automorfismo analitico involutivo di G tale che K0
σ ⊂ K ⊂ Kσ (ove Kσ

è il sottogruppo dei punti fissi di σ e K0
σ la sua componente dell’identità). Allora

esistono metriche Riemanniane G-invarianti g su M. Rispetto a una qualsiasi me-
trica G-invariante g, lo spazio (M, g) è globalmente simmetrico Riemanniano. Sia
o = π(e) e sia so la corrispondente simmetrica geodetica. Essa soddisfa :

so ◦ π = π ◦ σ

τ(σ(a)) = so ◦ τ(a) ◦ so ∀a ∈ G .

Osservazione 13.5.2. Osserviamo che, in particolare, la simmetria geodetica so
è indipendente dalla scelta della metrica Riemanniana G-invariante. In effetti, la
connessione di Levi-Civita su M risulta indipendente dalla particolare scelta della
metrica G-invariante su M.

Dimostrazione. Indichiamo con g e k le algebre di Lie di G e K, rispettivamen-
te e poniamo p = {X ∈ g | dσ(e)(X) = −X}. Allora g = k ⊕ p. Se X ∈ p e k ∈ K,
abbiamo :

σ(expG(tAdg(k)(X)) = σ(ad(k)(expG(tX))) = ad(k)(expG(−tX))
= expG(−tAdg(k)(X)) ,

7 Questo è vero in particolare se H è un sottogruppo compatto di G.
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da cui otteniamo subito che dσ(e)(Adg(k)(X)) = −Adg(k)(X). Quindi p è invariante
rispetto ad Adg(K). L’applicazione dπ(e) manda g su ToM ed ha come nucleo k. Se
X ∈ p, abbiamo :

π(expG(Adg(k)(tX)) = π(ad(k)(exp(tX))) = τ(k)(exp(tX)) .

Differenziando quest’espressione per t = 0, otteniamo :

dπ(e) ◦ Adg(X) = dτ(k) ◦ dπ(e)(X) ∀k ∈ K ∀X ∈ p .

Poiché Adg(K) è compatto il GLR(g), esiste un prodotto scalare b su p, invariante
rispetto alla restrizione a p di Adg(K). Allora go = b ◦

(
dπ(e)|p

)−1 è un prodotto
scalare su ToM, invariante rispetto a τ(k) per ogni k ∈ K. Definiamo allora una
metrica Riemanniana su M ponendo :

gτ(g)(o)(dτ(g)(v), dτ(g)(w)) = go(v,w) ∀g ∈ G , ∀v,w ∈ ToM .

Questa definizione è consistente perché b è invariante rispetto ad adg(K).
Viceversa, ogni metrica Riemanniana G-invariante su M = G/K è di questa

forma per qualche prodotto scalare invariante b su p.
Definiamo ora la simmetria so di M mediante la condizione :

so ◦ π = π ◦ σ.

Chiaramente so è un diffeomorfismo involutivo di M in sé, con dso(o) = −Id su
ToM.

Dimostriamo che so è un’isometria. Sia p = π(a) = τ(a)(o) ∈ M. Se X,Y ∈
TpM, allora X0 = dτ(a−1)(p)(X),Y0 = dτ(a−1)(p)(Y) ∈ ToM. Per ogni x ∈ G
abbiamo :

so ◦ τ(a)(π(x)) = so(π(ax)) = π(σ(ax)) = π(σ(a)σ(x)) = (τ(σ(a)) ◦ so)(π(x)) .

Quindi so ◦ τ(a) = τ(σ(a)) ◦ so. Ricaviamo :

g(dso(X), dso(Y)) = g(dso ◦ dτ(a)(X0), dso ◦ dτ(a)(Y0))
= g(dτ(σ(a)) ◦ dso(X0), dτ(σ(a)) ◦ dso(Y0))
= g(dso(X0), dso(Y0)) = g(X0,Y0) = g(X,Y) .

Quindi so è un’isometria e, poiché so(o) = o e dso(o) = −Id su ToM, coincide con
la simmetria geodetica rispetto a o. Per un qualsiasi punto p = π(a), la simmetria
geodetica rispetto a p è l’isometria sp = τ(a) ◦ so ◦ τ(a−1). Questo dimostra che
M = G/K è globalmente simmetrico. �

La G 3 a→τ(a) ∈ O(M, g) è un omomorfismo di gruppi di Lie. Il suo nucleo
N è un sottogruppo chiuso normale di G, contenuto in K. Se Z è il centro di
G, i gruppi Adg(K) e K/(K ∩ Z) sono isomorfi. Poiché K ∩ Z ⊂ N, ne segue
che K/(K ∩ N) è compatto. Chiaramente la (G/N,K/(K ∩ N)) è un’altra coppia
simmetrica Riemanniana, che definisce lo stesso spazio simmetrico della coppia
(G,K).
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Teorema 13.5.3. Sia (G,K) una coppia simmetrica Riemanniana. Sia k l’algebra
di Lie di K e z quella del centro Z di G. Se k ∩ z = {0}, allora esiste un unico auto-
morfismo involutivo σ : G→G tale che K0

σ ⊂ K ⊂ Kσ (dove Kσ è il sottogruppo
dei punti fissi di σ e K0

σ la sua componente connessa dell’identità).

Dimostrazione. Osserviamo che il differenziale in e dell’involuzioneσ cercata
è l’identità su k, e l’opposto dell’identità su un sottospazio di g complementare di k
in g, e trasforma in sé l’ortogonale k⊥ di k rispetto alla forma di Killing κg di g.

Poiché k∩ z = {0}, la forma di Killing κg è definita negativa su k. Infatti, poiché
Adg(K) è un sottogruppo compatto, gli elementi adg(X), per X ∈ k, si esprimono
come matrici antisimmetriche (ai, j(X)), in una opportuna base8 di g. Quindi, se
X ∈ k :

κg(X, X) = −
∑
i, j

[ai, j]2 ≤ 0

e vale l’uguaglianza se e soltanto se ai, j(X) = 0 per ogni i, j, cioè se X ∈ k ∩ z.
Quindi g = k⊕ k⊥, dove k⊥ è l’ortogonale di k rispetto alla forma di Killing e dσ(e) è
completamente determinato perché è l’identità su k e −Id su k⊥. A sua volta dσ(e)
determina completamente σ. �

Un’algebra di Lie ortogonale simmetrica è una coppia (g, ς), formata da :

(i) un’algebra di Lie reale di dimensione finita g ,

(ii) un automorfismo involutivo ς g→g , tale che :

(iii)
l’insieme k = {X ∈ g | ς(X) = X} dei punti fissi
di ς sia una sottoalgebra immersa in g in modo compatto.

Diciamo che la coppia (g, ς) è effettiva se, detto z il centro di g, è :
(iv) k ∩ z = {0} .

Ricordiamo che il fatto che k sia immersa in modo compatto in g significa che la
sottoalgebra adg(k) di adg(g) genera un sottogruppo compatto del gruppo IntR(g)
degli automorfismi interni di g. Nel caso in cui la coppia (g, ς) sia effettiva, la
condizione è equivalente al fatto che la forma di Killing κg di g sia definita negativa
su k.

Abbiamo osservato che, ad una coppia simmetrica Riemanniana (G,K), a
cui sia associato un automorfismo involutivo σ di G, è associata l’algebra di Lie
ortogonale simmetrica (g, ς), ove g è l’algebra di Lie di G e ς = dσ(e).

Sia (g, ς) un’algebra di Lie simmetrica ortogonale e sia k il luogo dei punti fissi
di ς.

Una coppia (G,K) di gruppi di Lie associata a (g, ς) è una coppia formata da
un gruppo di Lie connesso G ed un suo sottogruppo chiuso K con algebre di Lie
uguali a g e a k, rispettivamente.

Abbiamo:

8È sufficiente considerare una base ortonormale di g rispetto a un prodotto scalare invariante per
Adg(K).
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Teorema 13.5.4. Sia (g, ς) un’algebra di Lie ortogonale simmetrica e sia k la
sottoalgebra di Lie dei punti fissi di ς.

(a) Sia G̃ un gruppo di Lie connesso e semplicemente connesso con algegbra
di Lie g e sia K̃ il suo sottogruppo analitico con algebra di Lie k. Allora K̃ è un
sottogruppo chiuso di G̃ e (G̃, K̃) è una coppia simmetrica Riemanniana. Lo spazio
simmetrico M̃ = G̃/K̃ è semplicemente connesso.

(b) Se (G,K) è una qualsiasi coppia di gruppi di Lie associata a (g, ς), allora
M = G/K è uno spazio Riemanniano localmente simmetrico rispetto a qualsiasi
metrica G-invariante.

(c) M̃ è il rivestimento universale di M.

Dimostrazione. Poiché G̃ è semplicemente connesso, l’involuzione ς di g de-
finisce univocamente un automorfismo σ̃ di G̃ con dσ̃(e) = ς. Il luogo K̃σ̃ dei
punti fissi di σ̃ è chiuso in G e quindi è tale anche la sua componente connessa del-
l’identità K̃. Poiché Adg(K̃) è il sottogruppo analitico di adg(g) generato da adg(k),
è compatto e quindi (G̃, K̃) è una coppia Riemanniana simmetrica e M̃ = G̃/K̃
è uno spazio globalmente simmetrico Riemanniano rispetto a qualsiasi metrica
Ĝ-invariante su M̃, definita a partire da un prodotto scalare Adg(K)-invariante su
ToM̃.

Se G è un gruppo di Lie con algebra di Lie g e K un suo sottogruppo chiuso
con algebra di Lie K, il rivestimento G̃→G definisce per passaggio al quoziente il
rivestimento universale M̃→M = G/K. La simmetrie geodetiche globali di M̃ de-
finiscono, per diffeomorfismi locali, simmetrie Riemanniane locale di M, rispetto
a qualsiasi metrica G-invariante di M. �
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