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Introduzione

Il titolo, in realta un po’ generico, di questo corso € dovuto a motivi storici legati
all’organizzazione del corso di laurea in Fisica di Tor Vergata, che si ¢ andata modifi-
cando lungo gli anni. Questo ha significato in particolare che si facesse meno pressante
la necessita di un corso di “dimostrazioni” che gli studenti piu interessati agli aspetti
matematici potessero affiancare ai corsi di “calcolo” dei primi anni, che attualmente
gia offrono presentazioni decisamente rigorose. La maggiore liberta che ne & conse-
guita ha permesso che si potessero affrontare in questo corso argomenti di Analisi
piu avanzati, in grado di introdurre gli studenti pit motivati ai metodi moderni della
Fisica Matematica in generale, e della studio rigorso della Meccanica Quantistica in
particolare. L’artefice di questo mutamento ¢ stato il prof. John Roberts, che ha
tenuto il corso fino all’anno accademico 2011/12. Non mi sono quindi ovviamente
azzardato ad andare contro la tradizione.

Lo scopo del corso e pertanto quello di fornire un’introduzione a tutta una serie
di strumenti matematici che si sono rivelati di fondamentale importanza nello studio
rigoroso dei problemi che nascono dalla Meccanica Quantistica e dalla Teoria Quanti-
stica dei Campi. Tali strumenti sono costituiti essenzialmente dalla teoria degli spazi
di Hilbert infinito-dimensionali e degli operatori (limitati e non) su di essi, il che con-
duce in modo assolutamente naturale allo studio delle C*-algebre, commutative e non.
Queste intervengono in primo luogo come la giusta cornice in cui inquadrare la teoria
spettrale degli operatori — di ovvio interesse per la Meccanica Quantistica —, ma ci si
rende poi presto conto del fatto che il loro ruolo € molto piu generale, e consente da
una parte una formulazione assiomatica chiara della Meccanica Quantistica stessa, e
dall’altra fornisce una grande mole di risultati sulla sua struttura che sarebbe difficile
ottenere altrimenti. Questo € ancora piu vero se si considera la Teoria Quantistica
dei Campi, dove I'impiego di metodi algebrici si e rivelato pressoché imprescindibile
nello studio di problemi strutturali, e recentemente ha permesso di ottenere nuovi
risultati anche nello studio di modelli concreti. Quindi, sebbene ovviamente questi
non rientrino tra i temi trattati nel corso, ho ritenuto che fornire agli studenti una
introduzione alle C*-algebre potesse tornar loro utile se in futuro vorranno approfon-
dire la conoscenza di questi campi, che sono attualmente oggetto di ricerca in rapido
sviluppo.

Sfortunamente la preparazione matematica di base degli studenti di Fisica delle
moderne lauree triennali non contempla i fondamenti dell’Analisi Funzionale, cioe le
nozioni di base su spazi normati, metrici e topologici, o la teoria dell’integrazione alla
Lebesgue. Pertanto anche questi argomenti, preliminari rispetto a quelli citati sopra,
sono oggetto del corso, sebbene limitatamente agli enunciati dei teoremi fondamentali
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per quanto riguarda la teoria dell’integrazione. Si assume invece come prerequisito
la teoria delle funzioni di variabile complessa, che gli studenti di Fisica apprendono
all’inizio del terzo anno. Inoltre, per cercare di convincere i miei studenti che tutta
la fatica fatta per impadronirsi di questi strumenti non e completamente sprecata,
ho incluso nel programma alcune applicazioni alla Meccanica Quantistica: la sua
formulazione assiomatica, la caratterizzazione dei sistemi con un numero finito di
gradi di liberta in termini dell’algebra di Weyl, e lo studio delle hamiltoniane della
particella libera e dell’oscillatore armonico.

Ovviamente esistono molti ottimi testi su tutti questi temi, e alcuni di essi — quelli
su cui mi sono maggiormente basato per preparare le lezioni — sono citati nella bi-
bliografia, assolutamente non esaustiva, per non dire decisamente minimale, di queste
note. Ma non ¢ facile indicarne uno dove si trovino tutti insieme, e che non contenga al
tempo stesso troppe altre cose, rischiando cosi di risultare dispersivo per uno studente
alle prime armi. Il tentativo di fornire ai miei studenti un unico riferimento e stato
quindi il motivo principale che mi ha spinto a scrivere queste note, sperando inoltre
che risultino loro utili per orientarsi nel grande mare della letteratura, e li incoraggino
e incuriosiscano ad approfondirne la conoscenza.

Ho infine inserito in coda ad ogni capitolo un certo numero di esercizi, proposti
anche durante le lezioni. Nella maggior parte dei casi la loro soluzione, spesso non
difficile, fornisce la dimostrazione di risultati ausiliari a quelli dimostrati nelle note, o
ad essi complementari. Quelli pitt impegnativi sono segnalati da un asterisco (*). Gli
studenti sono caldamente incoraggiati a cercare di risolverli tutti: non si ripetera mai
abbastanza che 'unico modo per imparare la Matematica, e la Scienza in generale, e
farla.



Capitolo 1

Spazi normati, metrici e topologici

Come ¢ noto dal corso di Meccanica Quantistica, gli stati di un sistema quantistico
possono essere descritti da certe funzioni v di 3n variabili reali (se n € il numero di
particelle del sistema), le funzioni d’onda, e I'insieme di tali funzioni forma uno spazio
vettoriale (su C), cioe la somma di due funzioni d’onda, o il prodotto di una funzione
d’onda per un numero complesso, sono ancora funzioni d’onda. In tale spazio vetto-
riale, detto spazio di Hilbert, si ha una nozione naturale, e fisicamente significativa, di
“erandezza’, di una funzione, definita come

= ([ ) (1)

Noi studieremo in dettaglio gli spazi di Hilbert nel capitolo 3. Piu in generale, in
moltissimi problemi di Analisi avanzata si € condotti in modo naturale a considerare
spazi vettoriali (reali o complessi) infinito-dimensionali di funzioni (o di oggetti piu
generali) in cui ¢ definita una nozione di “grandezza” degli elementi che ha proprieta
formali analoghe a quelle di cui gode la (1.1).

Sorge quindi la necessita di identificare gli aspetti comuni a tutti questi casi,
il che porta a introdurre la nozione astratta di spazio normato, che inizieremo a
studiare nella sezione 1.1, insieme con i concetti pit generali di spazio metrico e
topologico, anch’essi astrazioni di situazioni naturali in molte questioni di Analisi,
alcune delle quali, connesse alla teoria spettrale degli operatori su spazi di Hilbert,
saranno oggetto di studio per noi nel capitolo 4. Vedremo poi, nella sezione 1.2,
come si generalizzano a spazi topologici le nozioni di limite e continuita di successioni
e funzioni, e nella sezione 1.3 inizieremo lo studio delle piu semplici funzioni tra
spazi normati, gli operatori limitati. Infine discuteremo le generalizzazioni di concetti
fondamentali quali quello di completezza, sezione 1.4, e di compattezza, sezione 1.5.

1.1 Nozioni di base

In tutto quello che segue, indicheremo con K uno dei campi R o C.

Definizione 1.1.1. Sia X un K-spazio vettoriale. Una norma su X e un’applicazione
| -] : X — [0,+00) tale che, per ogni z,y € X ¢ a € K:
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(i) ||z|| = 0 se e solo se z = 0;
(ii) |lazx|| = |a|||z|| (omogeneita della norma);

(iil) ||z +y|| < ||z|| + ||yl (disuguaglianza triangolare).

La coppia (X, || - ||) & detta uno spazio normato.

Con un abuso di linguaggio comune, che adotteremo anche per altre situazioni
simili che si presenteranno in seguito, diremo anche semplicemente “X & uno spazio
normato”, senza specificare quale norma si consideri su di esso, quando non ci sia
dubbio su quest’ultima.

Le proprieta (i)-(iii) della definizione, come si vede, dicono come la norma si
comporta rispetto alle operazioni che definiscono la struttura di spazio vettoriale
di X. Notiamo anche esplicitamente che dalla (ii) di sopra segue chiaramente che
I0]] = ]|0 - z|| = 0, e dunque il vero contenuto della (i) e che vale il viceversa: se
||z|| = 0 allora necessariamente = = 0.

Esempi 1.1.2.  (a) Considerato X = K", & noto che ponendo

n 1/2
2 = || = (Z vakl2> , z=(71,...,7,) €K,
k=1

si ottiene una norma su X, detta norma euclidea.

(b) Sempre su X = K", ¢ immediato verificare che si ottengono altre norme
ponendo
n
el =) Jal,
k=1 x=(r1,...,7,) € K"
|7lloo =, max_ |z,

(c) Sia T un insieme arbitrario, e si consideri lo spazio
X =0T,K):={f:T—-K: felimitata su T},

che e, come si verifica facilmente, un K-spazio vettoriale con le operazioni definite
puntualmente:

(f+9)@) = f) +9(), (af)t) =aft), [fgeX acK teT

Definendo allora

1o := ig)lf(t)l, feX,

si ottiene una norma su X. Infatti: (i) se sup,ep|f(t)] = 0 allora f(t) = 0 per
ogni t € T, e dunque f = 0 come elemento di X; (ii) dalla definizione di «f si ha
ol = suprer laf (8] = lo] supier |£(8)] = [0l f]lcs Gif) dalla definizione di f + g
e di || - |ls segue, per ogni t € T, |(f + g)(t)| = [f(t) + g(®)] < [f(O)] + |g(t)] <
|| flloo + 19|00, € dunque, prendendo 'estremo superiore su t € T' del primo membro,
lf + 9llee < |Ifloo + [19]lc- Poiché considereremo con piu frequenza il caso complesso,

per semplicita porremo (*(T") := (>(T, C).
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(d) Sia [a,b] C R un intervallo compatto, e si consideri lo spazio X = C([a, b], K)
delle funzioni continue su [a,b] a valori in K, con le operazioni di spazio vettoriale
definite puntualmente come nell’esempio precedente. Per il teorema di Weierstrass si
ha allora che X & un sottospazio vettoriale di £>°([a, b],K), e dunque la norma || - ||,
ristretta a X, fornisce chiaramente una norma su X. Anche in questo caso si porra
C(la,b]) := C([a,b],C).

(e) Sempre su X = C([a,b],K) con le operazioni puntuali, si puo definire

b
nmp:/WﬂMM fex,

e si ottiene ancora una norma. L’unica proprieta di verifica non immediata ¢ la (i):
sia ||f][1 = 0 e supponiamo, per assurdo, che esista t, € [a,b] tale che f(ty) # 0.
Allora, essendo f continua esistera un 6 > 0 tale che |f(t)| > |f(to)|/2 per ogni
t € (to—0,to+0d)N[a,b]. Da questo segue, per la monotonia dell’integrale, e indicando
con |I| la lunghezza del generico intervallo I C R,

b
i = [z [ e Sl —an+pn ) > o

che contraddice I'ipotesi || f||; = 0.
(f) Ancora su X = C([a,b], K) possiamo definire una terza norma come

b 1/2
|mv=(/uwmQ  fex

La verifica che || - ||2 gode della proprieta (i) ¢ del tutto analoga a quella dell’esempio
precedente. La verifica di (ii) ¢ immediata. Per verificare (iii), utilizzeremo fatti che
dimostreremo (in modo indipendente da quanto fatto qui), nel capitolo 3 sugli spazi
di Hilbert. In particolare, limitandosi al caso, per noi pit importante, in cui K = C
(il caso di funzioni reali ¢ del tutto analogo), si vede facilmente che l'applicazione
(f,g) € X x X — fab Ff(t)g(t) dt & un prodotto scalare, definizione 3.1.1. Da questo
segue, per il teorema 3.1.2, la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:

b_
[ T@at | < flellalle fe X

Date allora f,g € X, e ricordando che per z € C si ha |Re z| < |z|, si ottiene

|u+gm:1/(uwf+maW+QRaﬂ6mw»ﬁ

b_
= I£12 + lgl3 + 2Re / F@®)g(t)dt < (I1fllz + llgll2)*.

Questa norma coincide con quella dell’equazione (1.1) con cui abbiamo iniziato. Ve-
dremo pero, nell’esempio 1.4.3(d), che C(]a, b], C), con questa norma, non € uno spazio
di Hilbert.
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In R, la norma euclidea |-| € utilizzata principalmente per calcolare la distanza tra
due punti z,y € R", definita come la lunghezza del vettore che li unisce: d(x,y) :=
lz —y| = O r_, |zr — we|?)Y?. Anche in questo caso, come in quello della norma,
risulta utile, per trattare casi pitt complicati, generalizzare questa nozione astraendone
le proprieta fondamentali.

Definizione 1.1.3. Sia X un insieme. Una metrica su X ¢ un’applicazione d :
X X X — [0,400) tale che, per ogni z,y, 2z € X:

(i) d(x,y) =0 se e solo se x = y;

(ii) d(z,y) = d(y,x) (simmetria della metrica);

(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (disuguaglianza triangolare).
La coppia (X, d) & detta uno spazio metrico.

Come ci si puo aspettare da quanto detto prima della definizione, una classe ge-
nerale di esempi di spazi metrici si ottiene considerando, per un dato spazio normato
(X, |l - 1), la metrica su X definita da

Che la d cosi definita sia effettivamente una metrica e di facile verifica: (i) d(x,y) =
0« |lr—y|| =0 <« 2 =y per la (i) della definizione 1.1.1; (ii) d(x,y) = ||z —
yll = [[(=1)(y — 2)|| = |ly — z|| = d(y,x) per la (ii) della definizione 1.1.1; (iii)
d(z,y) = |z —yll = (= 2) +  =y)l| < ||z — 2l + |z = yll = d(z, 2) + d(z,y) per
la (iii) della definizione 1.1.1. Nel caso particolare X = R”, la metrica indotta dalla
norma euclidea sara detta metrica euclidea. Viceversa, non ogni metrica si ottiene
da una norma tramite la (1.2), e anzi a priori 'insieme X su cui ¢ definita non &
necessariamente uno spazio vettoriale. Un semplice esempio in questo senso e fornito
nell’esercizio 1.1 alla fine del capitolo.

Dato uno spazio metrico (X, d), una nozione di fondamentale importanza & quella
di palla aperta di centro z € X e raggio 6 > 0, che ¢ il sottoinsieme di X definito da

Bs(z) :={y € X : d(z,y) < ¢}.

Usando tali insiemi si puo dare un senso preciso alla nozione intuitiva di “vicinanza”
tra punti di X, o di “intorno” di un punto di X. Come vedremo, pero, metriche
diverse su uno stesso spazio X possono dare luogo a nozioni di “vicinanza” coincidenti.
E allora utile fare un ulteriore passaggio di astrazione, e introdurre la nozione di
topologia. Nella definizione seguente &?(X) denota 'insieme delle parti di X, cioe
I'insieme di tutti i suoi sottoinsiemi.

Definizione 1.1.4. Sia (X, d) uno spazio metrico. Un insieme A C X ¢ detto aperto
se ¢ vuoto, o se per ogni x € A esiste un 6 > 0 tale che Bs(z) C A. La collezione
T C Z(X) di tutti gli insiemi aperti ¢ detta la topologia indotta dalla metrica d.
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La definizione precedente ¢ chiaramente una generalizzazione ad un arbitrario spa-
zio metrico della nozione di sottoinsieme aperto di R"™ rispetto alla metrica euclidea.
La topologia di R" indotta dalla metrica euclidea sara detta la topologia usuale di
R™. Le proprieta fondamentali degli insiemi aperti di un generico spazio metrico sono
date dal seguente risultato.

Proposizione 1.1.5. Sia (X, d) uno spazio metrico, e T la topologia indotta da d. Si
ha:

(i) 0, X € 1;

(i1) se Ay € T per ogni a € I, I insieme di indici arbitrario, allora |J,.; Aa € T

(unioni arbitrarie di aperti sono aperte);

acl

(i17) se Aq,..., A, € 7, allora Ay N ---N A, €71 (intersezioni finite di aperti sono
aperte).

Dimostrazione. (i) 0 € T per definizione, e X € 7 poiche contiene tutte le palle aperte.
(ii) Se tutti gli A, sono vuoti, anche la loro unione lo &, e quindi & aperta. Altri-
menti, se z € |J, Aq, deve essere € A, per qualche a € I, e dunque esiste una palla
aperta Bs(x) C Ay C U, Aa-
(iii) Se esiste x € A; N ---N Ay, devono esistere palle aperte By, () C A; per ogni
j=1,...,n. Ma posto allora § := min;_, ., d; si avra Bs(x) C Bs,(x) per ogni j, e
dunque Bs(x) C A;N---NA,. O

Nelle proprieta (i)-(iii) della proposizione precedente non appare mai esplicitamen-
te la metrica d. E allora naturale porre la definizione seguente.

Definizione 1.1.6. Sia X un insieme. Una topologia su X e una famiglia 7 di
sottoinsiemi di X per la quale valgano le proprieta (i)-(iii) della proposizione 1.1.5.
Gli elementi A € 7 sono detti (insiemi) aperti di X, e la coppia (X, 7) ¢ detta uno
spazio topologico.

La nozione di spazio topologico ¢ chiaramente piuttosto astratta, ma vedremo nel
capitolo 4 che spazi topologici la cui topologia non e definita da una metrica sorgono in
modo naturale da problemi piti concreti, che costituiscono il fondamento della teoria
spettrale degli operatori su uno spazio di Hilbert, di ovvio interesse per la Fisica.
Per questo motivo studieremo ora gli aspetti fondamentali della teoria degli spazi

topologici.
Accanto agli insiemi aperti, si definiscono ovviamente quelli chiusi: C' C X e chiuso
se C¢ := X \ C ¢ aperto. Le proprieta fondamentali degli insiemi chiusi, “duali”

rispetto a quelle degli insiemi aperti, sono date dall’esercizio 1.4 (la cui soluzione
richiede l'esercizio 1.3). Semplici esempi di insiemi aperti e chiusi in uno spazio
metrico sono dati nell’esercizio 1.5.

Un’altra nozione fondamentale quando si considerano spazi topologici ¢ quella di
intorno di un punto.

Definizione 1.1.7. Siano X uno spazio topologico e z € X. Un insieme U C X e
detto un intorno di x se esiste un aperto A C X taleche x € A C U.
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Indicheremo con .#, la famiglia di tutti gli intorni di z € X. Chiaramente un
insieme aperto A C X e intorno di ogni suo punto, e viceversa se A ¢ intorno di ogni
suo punto € aperto, in quanto ¢ unione di una famiglia {A, : = € A} di insiemi aperti
tali che z € A, C A. Una sottofamiglia %, C .#, e detta una base di intorni di x
se per ogni U intorno di z esiste un B € %, tale che B C U. Puo essere in generale
difficile descrivere esplicitamente tutti gli intorni di un punto in una data topologia,
ma spesso ¢ facile descrivere una base di intorni. Ad esempio se la topologia ¢ indotta
da una metrica, basi di intorni notevoli sono date dall’esercizio 1.6.

La definizione seguente identifica una sottoclasse di spazi topologici con la quale
avremo a che fare pressoché esclusivamente.

Definizione 1.1.8. Uno spazio topologico X e detto di Hausdorff se per ogni coppia
di punti z,y € X con = # y, esistono intorni U € &, e V € .Z, tali che UNV = 0.

Cioe brevemente: X ¢ di Hausdorff se ogni coppia di punti distinti ha intorni
disgiunti.

Proposizione 1.1.9. Sia (X,d) uno spazio metrico. La topologia indotta da d é di
Hausdorff.

Dimostrazione. Siano z,y € X distinti. Allora d(z,y) > 0, e si puo quindi trovare
6 > 0 tale che 6 < 3d(z,y). Da questo segue Bs(z) N Bs(y) = 0: se esistesse
z € Bs(x) N Bs(y), si avrebbe, per la disuguaglianza triangolare,

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) < 2§ < d(z,y),

il che & assurdo. Essendo allora Bs(x) € .7, Bs(y) € £, come conseguenza dell’eser-
cizio 1.5, si ha la tesi. O

Non tutti gli spazi topologici sono di Hausdorff (e quindi non tutte le topologie
sono indotte da una metrica): un semplice esempio & dato dall’esercizio 1.7.
Un’ulteriore nozione importante ¢ quella di chiusura di un’insieme.

Definizione 1.1.10. Siano X uno spazio topologico e B C X un insieme. La chiusura
di B ¢ 'insieme B definito come l'intersezione di tutti gli insiemi chiusi di X contenenti
B.

Chiaramente si ha B C B, e B, essendo intersezione di chiusi, & chiuso. Dunque
C C X e chiuso se e solo se C' C C. La proposizione seguente fornisce un’utile
caratterizzazione della chiusura di un insieme.

Proposizione 1.1.11. Sia X uno spazio topologico. Dato B C X, si ha x € B se e
solo se per ogni U intorno di x si ha U N B # ().

Dimostrazione. Sia x € B e si supponga, per assurdo, che esista un intorno U di z
disgiunto da B. Ovviamente si puo suppore che U sia aperto, passando, se occorre,
ad un suo sottoinsieme. Ma allora U¢ ¢ un chiuso che contiene B ma non z, il che e
assurdo per la definizione di B.

Viceversa supponiamo che per ogni intorno U di x si abbia U N B # 0, e sia,
sempre per assurdo, C' D B un chiuso che non contiene x. Ne segue che x appartiene
all’aperto U = C° che ¢ quindi un intorno di x disgiunto da B, contro I'ipotesi. O
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Ovviamente la nozione “duale” a quella di chiusura e quella di interno di un
insieme B C X, che e 'insieme B definito come 'unione di tutti gli aperti A C B.

Definizione 1.1.12. Siano X uno spazio topologico e B C X un insieme. Un punto
xr € X e detto un punto di accumulazione per B se per ogni U intorno di z si ha

(UNB)\{z} #0.

Detto in breve: z ¢ di accumulazione per B se ogni suo intorno contiene punti
di B diversi da z stesso. E chiaro, in base alla proposizione 1.1.11, che un punto di
accumulazione per B sta in B, ma il viceversa non ¢ vero in generale: ad esempio se
si considera, in R? con la topologia usuale, I'insieme B = {(x,y) € R? : 22+ 32 <
1}U{(2,0)}, il punto (2,0) sta in B e quindi in B, ma non & di accumulazione poiche
ad esempio il suo intorno By/2((2,0)) ha intersezione vuota con B\ {(2,0)}. I punti
di un insieme B (e quindi della sua chiusura) che non sono di accumulazione, vengono
detti punti isolati di B.

1.2 Limiti e continuita

Uno dei maggiori vantaggi garantiti dall’introduzione di spazi topologici, e quello di
consentire una formulazione molto generale della nozione di limite di successioni e di
funzioni. Per iniziare a familiarizzarci con questi concetti, cominciamo con il caso piu
semplice, quello di limite di una successione, cio¢ di una funzione z : N — X (X
spazio topologico), che si indica comunemente con il simbolo (z;)jen 0, per brevita,
semplicemente con (z;).

Definizione 1.2.1. Siano X uno spazio topologico e (z;)jen C X una successione.
Si dice che € X ¢ un limite della successione (z;), e si scrive

r € lim z;, oanche z; -z,
Jj—+oo

se per ogni intorno U di z esiste jy € N tale che, per ogni j > jy, si ha z; € U.

Si noti che in generale una successione puo avere piu di un limite. Vedremo pero,
come caso particolare della proposizione 1.2.7, che se X e uno spazio di Hausdorff una
successione ha al piu un limite, nel qual caso si scrive = lim;_, o x;. In particolare
quindi questo sara vero per successioni in uno spazio metrico (X, d). In questo caso,
inoltre, usando il fatto che gli insiemi Bs(x), § > 0, formano una base di intorni di =
(esercizio 1.6), si vede facilmente che z; — x se e solo se d(z;, ) — 0 come successione
in R: se x; — x, dato 6 > 0 deve esistere js = jp,.) € N tale che se j > js si ha
z; € Bs(z), e cloe d(xj,z) < 6, da cui d(z;,x) — 0; viceversa se d(x;,z) — 0, dato
un intorno U di x esistera 6 > 0 tale che Bs(xz) C U e js € N tale che se j > js
allora d(z;,x) < 6, e basta allora prendere j; = js. Il risultato seguente caratterizza
le chiusure degli insiemi in uno spazio metrico tramite limiti di successioni.

Teorema 1.2.2. Siano (X,d) uno spazio metrico, e B,C C X insiemi. Si ha

(i) x € B se e solo se esiste una successione (x;) C B tale che z; — x;
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(11) C' é chiuso se e solo se per ogni successione (x;) C C' che sia convergente ad un
r€X,sihaxeC.

Dimostrazione. (i) Sia x € B. Poiché Byj(z) ¢ un intorno di x, per la proposizio-
ne 1.1.11 esistera x; € By/;(x) N B, da cui d(zj,z) < 1/j, e quindi z; — « per
'osservazione precedente. Viceversa se (r;) C B converge a z, dato U intorno di x si
ha z; € UﬂBpeerjU,eduIlquexeB.

(ii) C' & chiuso se e solo se C' C C, e questo, per il punto (i), & equivalente a dire
che se (z;) C C' ¢ una successione convergente a un z € X, si ha z € C. O

Una caratterizzazione analoga vale per i punti di accumulazione di un insieme in
uno spazio metrico (esercizio 1.8).

Poiché allora dare una topologia su X significa dare la collezione degli insiemi
aperti o, equivalentemente, quella degli insiemi chiusi, loro complementari, si vede
che il punto (ii) del teorema precedente implica che la topologia di uno spazio metrico
e fissata dalle successioni convergenti, o, in altre parole, che la conoscenza delle succes-
sioni convergenti di uno spazio metrico equivale alla conoscenza della sua topologia.
Questo non vale invece per uno spazio topologico generale: il punto, come si vede
dalla dimostrazione, ¢ che in uno spazio metrico ogni punto ha una base numerabi-
le di intorni, cosa in generale falsa in uno spazio topologico, come mostra ’esempio
seguente.

Esempio 1.2.3. Sia X = [0, 1], e su di esso si consideri, invece della topologia usuale,
la topologia definita dichiarando che un insieme C' C [0, 1] ¢ chiuso se e solo se ¢ al
pitt numerabile, o C' = [0, 1]. Considerato allora I'insieme (non chiuso) B = [0, 1), si
avra B = [0,1] (¢ 'unico chiuso che contiene B). Ma se (,,) C B & una successione,
U := {x, : n € N} ¢ un aperto (¢ il complementare di un insieme numerabile, e
dunque chiuso) contenente il punto 1 € B, ed & quindi un suo intorno, ed essendo
x, ¢ U per ogni n € N, (x,) non converge a 1.

Per ottenere un risultato analogo al teorema 1.2.2 per uno spazio topologico arbi-
trario ¢ necessario generalizzare la nozione di successione, che ¢ quanto ci accingiamo
a fare.

Definizione 1.2.4. Sia I un insieme. Una relazione < tra coppie elementi di I ¢
detta un ordine parziale se per ogni «, 3,y € I si ha

(i) a <« (riflessivita)
(ii) @« < f e f < «aimplica a = 8 (antisimmetria);
(iii) @« < B e 8 <~ implica a < 7y (transitivita).
L’ordine parziale < e inoltre detto diretto se
(iv) per ogni a, 5 € I esiste v € I tale che «, 5 < 7.

La coppia (I, <) sara detta un insieme parzialmente ordinato se < & un ordine parziale,
e un insieme diretto se < e anche diretto.
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Notiamo esplicitamente che in generale, dati elementi o, 5 € I, non ¢ detto che
debba valere una delle relazioni a < 5 o 8 < a.

Esempi 1.2.5.  (a) I = N con 'usuale relazione d’ordine tra numeri interi ¢ chiara-
mente un insieme diretto.

(b) Sia X uno spazio topologico, e, dato x € X si definisca una relazione < nell’in-
sieme .7, degli intorni di x dichiarando che U < V se e solo se V C U. Si ha allora
che .7, ¢, con questa relazione, un insieme diretto: la verifica delle proprieta (i)-(iii)
¢ immediata, e per quanto riguarda la (iv) basta notare che dati U,V € .#, la loro
intersezione U NV e ancora un intorno di x ed e contenuta sia in U che in V', e dunque
U,V <UNYV. In questo esempio esistono chiaramente coppie di elementi U,V € .7,
che non sono in relazione tra loro.

Un altro esempio interessante ¢ fornito dall’esercizio 1.9(a).

Definizione 1.2.6. Sia X uno spazio topologico. Un net in X e una funzione x :
I — X, con I insieme diretto, che si indica comunemente con il simbolo (z4)aer, O
semplicemente (x,). Si dice che x € X ¢ un limite del net (z,), o che il net (z,) ¢
convergente a x, e si scrive

T € lirrIl ZTo, O anche x, — x,
ac

se per ogni intorno U di x esiste ay € [ tale che, per ogni a > ayy, si ha z, € U.

E facile vedere che se I = N si ritrova la nozione di convergenza di una succes-
sione, definizione 1.2.1, e che, un net (x4)qes (con I insieme diretto generico) in uno
spazio metrico (X,d) converge a € X se e solo se d(z,,2) — 0 come net in R
(esercizio 1.10). Un esempio notevole di net convergente ¢ dato dall’esercizio 1.9(b).

Proposizione 1.2.7. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff, e (x4)acr C X un
net. Se x,y € X sono limiti di (z,), allora x =y.

Dimostrazione. Sia, per assurdo, x # y. Essendo X di Hausdorff, esistono U € .7,
V € .4, disgiunti, e poiché z, — x e x, — y esisteranno o,y € I tale che se
a > agp allora x, € U, e se a > ay allora x, € V. Ma dal fatto che I ¢ diretto segue
che esiste @ > ay, ay, e dunque x4 € U NV, il che e assurdo. O

Il prossimo teorema mostra che i net svolgono, per uno spazio topologico generale,
lo stesso ruolo che le successioni svolgono per gli spazi metrici.

Teorema 1.2.8. Siano X wuno spazio topologico, e B,C' C X insiemi. Si ha

(i) © € B se e solo se esiste un net (v,) C B tale che x4 — x;

(i1) C ¢ chiuso se e solo se per ogni net (x,) C C' che sia convergente ad un x € X,
st hax e C.

Dimostrazione. (i) Sia x € B. Per la proposizione 1.1.11, per ogni U € .7, esistera
xy € U N B. Ricordando allora I'esempio 1.2.5(b), si vede che (zy)pes, € un net, e
per esso si ha xy — x: se V> U vale xy € V C U. Viceversa se (z,) C B converge
a x, dato U intorno di z si ha 2, € U N B per a > ay, e dunque x € B.

(ii) Segue da (i) come nel caso degli spazi metrici, teorema 1.2.2. O
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Dunque per definire una topologia su uno spazio X e sufficiente, invece che dare
la classe degli insiemi aperti (o chiusi), dare la classe dei net convergenti.
Passiamo ora a considerare il caso generale di limiti di funzioni.

Definizione 1.2.9. Siano X, Y spazi topologici, D C X un sottoinsieme, xy € X un
punto di accumulazione per D, e f : D — Y una funzione. Si dice che il punto £ € Y
e un limite di f in xg, e si scrive
(e lim f(z),
Tr—T0

se per ogni intorno U di £ in Y esiste un intorno V' di z in X tale che f((D\ {zo})N
V)cU.

Usando la nozione di net data sopra, si puo formulare un’analogo, per il concetto
di limite appena definito, del “teorema ponte” noto dai corsi di base di Calcolo.

Proposizione 1.2.10. Siano X,Y, D,xq e f come nella definizione di sopra. Si ha
0 € lim, ., f(z) se e solo se per ogni net (x,) C D\ {zo} tale che x, — x0, si ha

flzy) — L.

Dimostrazione. Sia ¢ € lim,_,,, f(x), e siano U,V intorni di ¢,z, rispettivamente
come nella definizione 1.2.9. Se allora (z,) C D \ {xo} ¢ un net tale che z, — o,
esistera oy tale che z, € VN (D \ {x0}) per ogni o > ay, e dunque f(z,) € U, da
cui f(zy) — ¢.

Viceversa se, per assurdo, ¢ ¢ lim, ., f(z), negando la definizione si vede che
deve esistere un intorno U di ¢ in Y tale che per ogni intorno V di xg in X esista
un zy € (D \ {zo}) NV per il quale f(zy) ¢ U. Ma allora, analogamente alla
dimostrazione del teorema 1.2.8, (xy)ye Fag e un net tale che xy, — x(, ma chiaramente
f(xy) 4 £ (poiché non entra mai nell’intorno U), contro 'ipotesi. O

Da questo risultato e dalla proposizione 1.2.7 si ha il corollario seguente.

Corollario 1.2.11. [ limite di una funzione a valori in uno spazio di Hausdorff, se
esiste, € unico.

Nel caso particolare in cui f € una funzione tra spazi metrici, la nozione di limite
assume una forma piu familiare dai corsi di Calcolo, in termini di “epsilon e delta”.

Proposizione 1.2.12. Siano (X,d), (Y, p) spazi metrici, D C X con xy € X come
punto di accumulazione, f : D — Y. Si ha lim,_,,, f(z) = ¢ se e solo se per ogni
e > 0 esiste 6. > 0 tale che sex € D e 0 < d(x,x) < 9., allora p(f(z),l) <e.

Dimostrazione. Sia lim,_,,, f(x) = ¢. Data allora una palla B.(¢) C Y, che ¢ un
intorno di /¢, esistera un intorno V' di z, tale che f(x) € B.(¢) per ogni z € (D \
{zo})NV, ma poiché le palle formano un base di intorni in uno spazio metrico, esistera
Bs.(xg) C V,epertantosez € D e 0 < d(x,x) < ., alloraxz € (D\{xo})NBs.(x) C
(D\{zo}) NV, e dunque p(f(x),?) < e.

Viceversa dato un intorno U di £ in Y, esistera una palla B.(¢) C U. Preso allora
d. > 0 come nell’enunciato e posto V' = Bj_(xg), & chiaro che se z € (D \ {zo}) NV
allora f(z) € B.(¢) C U. O
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In base a quanto visto sopra circa il ruolo delle successioni nel definire la topologia
degli spazi metrici, non e sorprendente che nella situazione della proposizione appena
dimostrata (f funzione tra spazi metrici), il “teorema ponte” 1.2.10 si puo formulare
usando successioni invece che net arbitrari (esercizio 1.11).

Data la nozione di limite per una funzione tra spazi topologici, la nozione di
continuita si definisce in modo del tutto ovvio.

Definizione 1.2.13. Siano X,Y spazi topologici. Una funzione f : X — Y si dira
continua in xg € X se f(xg) € lim,,, f(z) (in particolare f(z¢) = lim, ., f(x) se
Y e di Hausdorff). f si dira continua in X se € continua in ogni zo € X.

Si vede facilmente, con dimostrazione analoga a quella per funzioni su R, che
composizioni di funzioni continue sono continue (esercizio 1.12). Da questo ad esempio
segue subito che le usuali operazioni algebriche con funzioni continue da uno spazio
topologico a C producono funzioni continue: somme e prodotti di funzioni continue
sono continue, 'inversa di una funzione continua e continua dove non si annulla ecc.

Il prossimo teorema fornisce un’importante e utile caratterizzazione delle funzioni
continue.

Teorema 1.2.14. Siano X,Y spazi topologici. Una funzione f : X — Y é continua,
se e solo se per ogni aperto A C'Y la sua controimmagine

A ={re X : f(x) e A}
e un aperto di X.

Dimostrazione. Sia f : X — Y continua, e sia A C Y un aperto. Per dimostrare che
f7Y(A) C X ¢ aperto basta dimostrare che ¢ intorno di ogni suo punto. Sia allora
r € f71(A). Essendo f(r) € A e A aperto, A sara intorno di f(z) e quindi, per la con-
tinuita di f, esistera un intorno V' C X di x tale che f(V) C A, o, equivalentemente,
r eV C f1(A), e dunque f~(A) ¢ intorno di z.

Viceversa supponiamo che la controimmagine tramite f di ogni aperto di Y sia
un aperto di X. Bisogna mostrare che dato un z € X, f ¢ continua in x. Se U e un
intorno di f(z), per definizione esiste un A C U aperto che contiene f(x). Ma allora
V= f7}(A) C X & un aperto che contiene z, ed ¢ dunque un suo intorno, e inoltre
¢ tale che f(V) C A C U, da cui la continuita di f in z. O

Nell’esercizio 1.13 ¢ data l'ovvia formulazione “duale” di questo risultato, con i
chiusi al posto degli aperti.

1.3 Operatori limitati e norme equivalenti

Come visto, gli spazi topologici pitt “semplici” sono gli spazi normati. Tra tutte le
funzioni tra due spazi normati (complessi) X e Y, una classe particolarmente naturale,
individuata dal fatto che i suoi elementi rispettano la struttura vettoriale, e quella delle
funzioni lineari, dette anche operatori lineari, cioe delle applicazioni T : X — Y tali
che T(ax + Py) = aTx + [Ty per ogni z,y € X, o, € C, gia considerate nel corso
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di Geometria. Tali operatori per noi saranno molto importanti, se non altro per il
ruolo fondamentale che svolgono in Meccanica Quantistica. Per essi, la continuita si
esprime in modo particolarmente semplice.

Definizione 1.3.1. Siano X, Y spazi normati. Un operatore lineare T': X — Y e
detto limitato, se

T := sup ||[Tz] < +oo.
[l <1

Teorema 1.3.2. Siano X, Y spazi normati e T : X — Y lineare. Sono equivalenti:
(i) T ¢é limitato,
(i1) T ¢é continuo nel vettore 0 € X;

(11i) T ¢ continuo su X.

Dimostrazione. (i) = (ii). Dato x € X \ {0}, si ha

X
|72 = HT (W) H el < [Tl

avendo usato la linearita di T e I'omoegenita della norma nel primo passaggio, e il
fatto che x/||z|| ha norma 1 nel secondo. Dato allora ¢ > 0 e posto 6. := ¢/||T||, se
|z — 0| = ||z|| < 0 si ha |Tx —T0| = || Tx|| < ||T|lllz|| < e, da cui, ricordando la
proposizione 1.2.12, la continuita di 7" in 0.

(ii)) = (i). Per la continuita di 7" in 0, dato € > 0, esistera § > 0 tale che se
|z|| < 6, allora | Tx|| < e. Allora qualunque sia x € X tale che ||z|| < 1, si avra

ro\ || 2 2
= ()15 <%

dove nel secondo passaggio si ¢ usato il fatto che || £| = §/2 < 6. Ne segue ||T]| <
2e /0.

(ii) = (iii). Siano € e 6 come sopra. Dato un qualunque zy € X, se ||z — zo|| < 0
si avra [|[Tex — Txo|| = ||T(x — xo)|| < € per la linearita di 7', e dunque 7" & continuo
in xg.

(iii) = (ii). Ovvio. O

Conformandoci, in questo come in altri casi, all'uso della letteratura anglosassone,
indicheremo con B(X,Y') l'insieme di tutti gli operatori lineari limitati da X a Y
(bounded & la parola inglese per “limitato”), e, per semplicita, porremo B(X) :=
B(X, X) (operatori limitati di uno spazio normato X in se stesso).

Proposizione 1.3.3. Siano X,Y, Z spazi normati. Allora
(i) B(X,Y) & uno spazio vettoriale con le operazioni definite puntualmente:
(T'+ S)x :=Tx+ Sz, (al)x:=aTlwx, T, B(X,Y),z€ X, aeC,

eT € B(X,Y)— ||T| é una norma su di esso, detta norma operatoriale;
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(ii) definita, per ogni T € B(X,Y), S € B(Y,Z), la composizione SoT : X — Z
tramite (S oT)x = S(Tx), x € X, si ha ||SoT| < ||S||7T| -

Dimostrazione. (i) E chiaro che T + S e oT definiti nell’enunciato sono ancora ope-
ratori lineari da X a Y. Per dimostrare che B(X,Y’) & uno spazio vettoriale bisogna
quindi dimostrare che sono limitati. Nel fare questo dimostreremo anche che || - || &
una norma. Per ogni x € X, [|z|| < 1, si ha, per la disuguaglianza triangolare della
norma su Y e per la definizione di |7,

(T + )|l = |Tw + Szf| < || Tl + |[Sl| < T + [I5]],

e dunque [|T"+ S|| = supy,<; (T + S)z| < [T+ [|S|| < +oc e T+ S € B(X,Y).
Analogamente, sempre con z € X, ||z|| < 1,

[(aT)z|| = llaTz|| = |af[[ T[],

da cui, prendendo l'estremo superiore su tutti i vettori € X con ||z|| < 1, ||aT|

IA I

la]|T]| < +oc e T € B(X,Y). Infine se |T|| = 0, dalla diseguaglianza ||Tz||
IT|[||||, € X, mostrata sopra, segue subito che T" = 0.
(ii) Analogamente a sopra, la tesi segue subito dalla diseguaglianza
IS o)zl = [[S(Tx) || < [S[II Tl < [ISIITI,
valida per z € X, [|z|| < 1. O

Nel contesto del punto (ii), la composizione di S e T si indichera anche sempli-
cemente con ST. In particolare, si ottiene dalla proposizione precedente che B(X)
e un’algebra normata, cioe uno spazio normato in cui sia definito anche un prodotto
bilineare (S,7) € B(X) x B(X) +— ST € B(X) che, rispetto alla norma, soddisfi la
proprieta (ii) dell’enunciato (cf. definizione 4.1.3(a)).

Nel caso particolare, ma importante, in cui Y = C, lo spazio X* := B(X, C) viene
detto il duale topologico di X, e gli f € X* vengono detti i funzionali lineari (continui)
su X.

Esempio 1.3.4. Siano X = C([a,b]), Y = C. Dato ¢ € (a, b), consideriamo il funzionale
d. : X — Y definito da d.f := f(c), detto delta di Dirac (centrata in ¢). Usando su
X lanorma || - ||« (esempio 1.1.2(d)), si ha é. € B(X,Y). Infatti,

e fl = f( <l fEX,

da cui, prendendo ||f|lee < 1, [|6c] < 1. Anzi si ha proprio ||0.] = 1, come si
vede osservando che chiaramente esiste una f € X tale che ||f|le < 1 e f(c) =
d.f = 1. Il funzionale é. non ¢ invece limitato se su X si considera la norma || - ||y

(esempio 1.1.2(e)). Se infatti si considerano le funzioni (f,,),eny C X il cui grafico ¢ il
triangolo isoscele di base [¢ — 1/n,c + 1/n] e altezza n, si avra chiaramente || f,[[; =

b . . .
L)) dt =1ed.f = f(c) =n, dacui ||| = sup s, <1 [0.f| = 00 (in sostanza, si
possono avere funzioni continue i cui integrali sono limitati ma che in un dato punto
possono essere arbitrariamente grandi).
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Dunque uno stesso operatore puo essere limitato o meno a seconda di quali norme
si considerano sugli spazi dominio o codominio. Un altro esempio a proposito e fornito
dall’esercizio 1.15.

E chiaro dalla definizione che, grosso modo, la norma ||T'|| misura il massimo degli
allungamenti dei vettori di X sotto ’azione dell’operatore 7. Non e allora sorpren-
dente che, nel caso di operatori 7' : C" — C" (o, equivalentemente, da uno spazio
finito-dimensionale in se stesso), la norma si puo calcolare in termini degli autovalori
di T (quindi in particolare un tale 7" ¢ automaticamente continuo, esercizio 1.16). Ve-
dremo nel capitolo 4 che questo risultato si generalizza a operatori tra spazi infinito-
dimensionali, e oltre (teorema 4.1.13(iii)), a patto di dare la giusta definizione di
spettro per tali operatori (che non coincidera con l'insieme degli autovalori).

Nelle applicazioni puo accadere che cid che interessa veramente ¢ non tanto la
norma, ma la topologia che essa definisce, e anzi e possibile che norme diverse inducano
su uno spazio la stessa topologia. In tal caso esse si dicono topologicamente equivalenti
(o semplicemente equivalenti). Il risultato seguente fornisce un criterio utile allo scopo
di verificare tale proprieta.

Proposizione 1.3.5. Sia X uno spazio vettoriale. Due norme || |4, |- ||z su X sono
topologicamente equivalenti se e solo se esistono constanti ¢, C' > 0 tali che
lela < ll2ls < Cllalla, Vo€ X, (1.3)

Dimostrazione. La disuguaglianza di destra della (1.3) ¢ equivalente al fatto che 'ap-
plicazione identica 1 : X — X, definita da 1(z) := =, x € X, ¢ limitata (con norma
< (), se pensata come applicazione da (X, || - [|») a (X, || - ||5). Questo a sua volta e
equivalente, per il teorema 1.3.2, al fatto che tale applicazione ¢ continua, e dunque,
per il teorema 1.2.14, al fatto che per ogni A C X che sia aperto rispetto alla topologia
75 definita da || - ||, si abbia che A = 171(A) & aperto nella topologia 7, definita da
| - |la, cioe al fatto che 754 C 7,. Analogamente si vede che la prima disuguaglianza
della (1.3) ¢ equivalente a 7, C 7. Quindi la (1.3) & equivalente a 7, = 73, cioe la
tesl. [l

Utilizzeremo la notazione abbreviata || - ||3 < || - || per indicare che vale la disu-
guaglianza a destra della (1.3), e la notazione || - ||3g 5 || - ||« per indicare che vale la
disuguaglianza a destra della (1.3) ma non quella a sinistra (e quindi che le due norme
non sono equivalenti). In tal caso si dice anche che la norma || - ||, & (strettamente)
piu forte della || - || 5.

Esempio 1.3.6. Sullo spazio X = C([a,b]) abbiamo definito le norme || - ||oo, || - |1 €
|| - ||2, negli esempi 1.1.2(d), (e), (f) rispettivamente. Mostriamo ora che si ha

ez Dz 2 11l

Si hanno le disuguaglianze ovvie

wmz/meﬁswmw—w

[ flle = (/ablf(t)\th) v <1 Nl — a)'7?
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e, usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, teorema 3.1.2,

b
1]l = / F@O]1dt < [l = [ £2(6— a)/2,

e dunque

£l < (0 =a) 2 flls < (0= a)|flloe;  VfEX,
dacui |1 < -ll2 S| ||lee- Mostriamo poi che || - ||oc L || - |]2- A tale scopo
assumiamo, per semplicita, che [a, b] = [0, 1], e consideriamo la successione di funzioni

_Jo tel/n,1]
f”<t)'_{1—nt te[0,1/n] nel.

Si ha allora

1/n 1
W5 = 1 —nt)?dt=— —0 er n — +0o0
Hf H2 P )
0 3an

mentre || f,||.c = 1 per ogni n € N, per cui non puo esistere C' > 0 tale che || f,]| <
C|| fall2 per ogni n € N (o, equivalentemente, 1 : (X, || - [|2) = (X,|| - o) non puo

essere continua). Infine, allo scopo di mostrare che || - |2 £ || - |1, consideriamo la
successione di funzioni
n t €[0,1/n?]
gn(t)::{l te /21 n € N,
7 [1/n? 1]

ottenuta troncando all’altezza n la funzione ¢(t) = \/iz che ¢ integrabile in [0, 1], ma il
cui quadrato non e integrabile. Infatti si ha, per n — 400,

e bodi Lodt
||gn||§=/ n2dt+/ —=1+/ — = 400,
0 /nz t /n2 t

o = [ s
Inll1 = ndt +
0 1/n? \/_ 1/n? \/_ \/_

e dunque anche in questo caso non puo esistere C' > 0 tale che ||gnll2 < C||gnll1 per
ogni n € N.

Un altro esempio di norme non equivalenti e fornito dall’esercizio 1.17. Il teorema
seguente mostra che l'esistenza di norme non equivalenti distingue drasticamente gli
spazi infinito-dimensionali da quelli finito-dimensionali.

Teorema 1.3.7. Sia X uno spazio vettoriale finito-dimensionale. Tutte le norme su
X sono equivalenti.

Dimostrazione. Sia (e;)i=1,..n, una base di X. Allora ogni x € X si scrive in modo
unico come x =Yy " &€, €= (&1,...,&,) € C", ed & chiaro che

n
Izl = I&
i=1
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¢ una norma su X. Basta allora dimostrare che se || - || ¢ una norma su X, essa ¢
equivalente a || - ||;. Si ha

n
<Y lellledl < (max flel) iz, Ve e X,
=1

e dunque || || < ||-]l1 (prendendo C' := max;—;__, ||e;||). Per concludere bisogna allora
dimostrare che esiste ¢ > 0 tale che ||z||; < ¢||z|| per ogni z € X, cioe, supponendo
x # 0 (se z = 0 la disuguaglianza ¢ ovvia) e dividendo per ||z||1,

T

1
"— >—->0 Ve e X, x #0,
1

C

0, equivalentemente,

£zl = jnf
el

iCi

Ma P'insieme S := {£ € C" : ||£]|1 = 1} ¢ chiuso e limitato in C™ (con la topologia
usuale): chiuso in quanto controimmagine dell’insieme chiuso {1} C R tramite Pap-
plicazione continua § € C" — ||{|l; = Y., |&l, e limitato poiché [[£|l; = 1 implica
|&| <1 per ogni i =1,...,n. Inoltre Papplicazione & — || Y7 | el € pure continua
su C™ poiché

n

Z(fi — ;)€

=1

1 1 S C‘|€_77H17

avendo usato nella prima disuguaglianza ’esercizio 1.18 e nella seconda il fatto che
|- || <1 - |lx visto sopra. Dunque per il teorema di Weierstrass

ggn Z@e, = min Zm
l1€ll1=
e si conclude. ]
Dunque in particolare le norme || - ||oo, || - ||1 € || - []2 su C" sono equivalenti. Per

esse, ¢ anche facile calcolare le costanti che intervengono nella (1.3) (esercizio 1.19).
Un altro esempio di norme equivalenti, questo su spazi anche infinito-dimensionali, e
dato nell’esercizio 1.20, in cui viene anche introdotta l'importante nozione di somma
diretta di due spazi normati.

Un’altra conseguenza interessante del teorema, e dell’esercizio 1.16, ¢ che un ope-
ratore lineare con dominio finito-dimensionale ¢ automaticamente limitato (eserci-
zio 1.21).
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1.4 Completezza

Come noto dai corsi di Calcolo, una proprieta essenziale dell’insieme R dei numeri
reali, che lo distingue nettamente da quello dei razionali, ¢ la completezza, cioe il
fatto che ogni successione di Cauchy in R & convergente. Grazie a essa, ad esempio,
¢ possibile definire la radice quadrata di un numero reale non negativo. Essendo la
nozione di convergenza di una successione in uno spazio metrico una diretta generaliz-
zazione di quella di successioni reali, non e sorprendente che la nozione di completezza
giochi un ruolo fondamentale anche nella teoria generale degli spazi metrici.

Definizione 1.4.1. Sia (X, d) uno spazio metrico. Una successione (z,)neny C X €
detta una successione di Cauchy, se per ogni € > 0 esiste n. € N tale che se n,m > n,
allora d(x,,, x,) < €.

Si vede facilmente, come per le successioni reali, che ogni successione convergente
in uno spazio metrico ¢ di Cauchy (esercizio 1.22). Come per R, la completezza di
uno spazio metrico e il fatto che valga anche il viceversa.

Definizione 1.4.2. Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni sua successione
di Cauchy ¢ convergente. Uno spazio normato (X, || - ||) si dice uno spazio di Banach
se ¢ completo nella metrica indotta dalla norma.

E noto, sempre dai corsi di Calcolo, che R™ e C" con la norma euclidea sono
spazi di Banach. Da questo, e dal teorema 1.3.7 segue che ogni spazio normato
finito-dimensionale & di Banach (esercizio 1.23). Un semplice esempio di spazio me-
trico non completo ¢ fornito nell’esercizio 1.24. Di seguito vediamo alcuni esempi piu
interessanti.

Esempi 1.4.3.  (a) Lo spazio (¢(*(T),|| - ||x), definito nell’esempio 1.1.2(c), ¢ uno
spazio di Banach. Sia infatti (f,,) C £°°(7) una successione di Cauchy. Poiché allora

|fo(®) = fn O] S fo = fiulloo VEET,

la successione (f,,(t))nen C C ¢ di Cauchy in C per ogni t € T, ed essendo C completo

esistera
f(t):= lim f,(t) vteT.

n—-+00
Si ottiene in tal modo una funzione f : T — C. Per concludere bisogna allora
dimostrare che f € °(T) e che || f, — f|loo — 0. A tale scopo, fissato ¢ > 0 sian. € N
come nella definizione di successione di Cauchy. Allora in base a quanto appena visto
si ha, per ogni n > n.,
£olt) = FO) = Tim_[fult) ~ fu0)] < limsup|[fo — full << VEET,

m——+00

poiche definitivamente m > n. per m — +o00. Da questo segue || f, — f|lcoc — 0 per
n — 400, e inoltre, fissato n € N,

FOI < 1F@) = fu@ + [ S NS = fallse + [[falle <400 VEET,
e quindi f ¢ limitata, cioe f € ¢>°(T).

TPer richiami sulle nozioni di limsup e lim inf di una successione, e sulle loro principali proprieta,
si veda l’esercizio 1.25.
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(b) Dall’esempio precedente segue subito che anche (C([a, b]), || ||oc) € uno spazio di
Banach. Basta infatti osservare che || f,,— f|l.o = 0 equivale a dire che la successione di
funzioni (f,) converge uniformemente in [a, b] alla funzione f. Se allora f € ¢°°([a, b))
¢ il limite della successione di Cauchy (f,,) C C([a,b]) C €*°(]a, b]) costruito sopra, dai
teoremi sulla convergenza uniforme visti nei corsi di Calcolo € noto che f € C(]a,b]).

(c) Sia I un insieme arbitrario, e si indichi con Zy(I) 'insieme dei suoi sottoin-
siemi finiti (o parti finite). Su (1) si puo definire un ordinamento parziale diretto
dichiarando che F' < G se e solo se F' C G. Dato allora uno spazio normato (X, ||-]|) e
una famiglia (x,)aer di vettori di X (che, malgrado la notazione, non é un net poiché
non stiamo assumendo che [ sia diretto), si puo definire la sua somma ) _, z, come
il limite, se esiste, delle somme finite ) . %a, F € Py(I), pensate come un net in
X su Zy(I) (con I'ordinamento parziale appena definito):

Zxa = FEI%(I Zxa.

ael )aeF

Cio posto, consideriamo gli insiemi

A1) = {2 = @aJaer € C ¢ x| = Y |zl < +o0},

ael
1/2

(1) = {x = (2a)acr C C : |z == (Z |ma\2) < +oo}.

Si verifica facilmente (esercizio 1.26) che (¢*(I), || |l1), (¢*(1), ||-||2) sono spazi normati,
naturali generalizzazioni infinito-dimensionali di (C", ||-||1), (C™, ||-]|2). Mostriamo che
sono di Banach. Sia (x,,),eny C P(I), p = 1,2, una successione di Cauchy. Osserviamo
esplicitamente, per evitare confusione, che ogni elemento x,, di una tale successione ¢
a sua volta una famiglia, a priori infinita, di numeri complessi z, = (Zpa)acr € P(I).
Per dimostrare che esiste = € ¢P(I) limite della successione (x,,) seguiamo la falsariga
dell’esempio (a) di sopra. Grazie all’esercizio 1.27, si ha

Zna — Tmal < |20 — Zmllp Vael,

e dunque, per la completezza di C, esistera z, := lim,,_, ; T,o € C per ogni a € 1.
Posto allora = := (x4)aer, € scelti € > 0 e n. € N come nella definizione di successione
di Cauchy, si avra, per ogni n > n. e per ogni F' € Zy(1),

Z |Tpa — 2o|P = lim Z [ Tna — Tmal” < limsup ||z, — z,[) < €,

mM—r~+00
aEF aEF m—+00

da cui segue
o = ally =lim D> ne = 2al” <&,

acl
e cioe ||z, — x|, — 0. Inoltre osservando che, per ogni F' € Zy(I), (Ta)acr —
(X aer [al?)V? & la norma || - ||, su C*', si ha
1/p 1/p 1/p
<Z|$a|p> < (Z'iﬂa _xna|p> + <Z|:pna|p> < ||:E—$n||p+ Hxn”pa
aEF a€F ael

da cui ||z]|, < ||z — zullp + ||Zall, < +00 € quindi = € P(1).
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(d) Mostriamo che gli spazi (C([0,1]), |- [l1), (C([0,1]),] - |l2) non sono di Banach.
A tale scopo consideriamo la successione di funzioni (fy,)nen C C([0,1]) definita da

_n tel0,e"
fult) = {—logt tele ™1 nel,

cioe il troncamento ad altezza n della funzione ¢ — —logt, che & integrabile (in
senso improprio) e a quadrato integrabile in [0, 1], ma ovviamente non sta in C'([0, 1]).
Mostriamo che tale successione ¢ di Cauchy rispetto alla norma || - ||2, e quindi anche
rispetto alla norma || - ||; grazie a quanto visto nell’esempio 1.3.6 (cioe al fatto che
|11 < - |l2)- Per ognin,p € N, si ha

1
an-i—p - ang - /0 |fn+p - fn|2 (fn-&-p(t) = fn(t) = —logt per te [e—n’ 1])

n

[ 1 P

< / (fosn + 12 (furp®)] + |ful)] < —210g1)

—n

<4 / log? t dt (per parti due volte)
0

= [t(log”t — 2logt + 2)}Z_n
e "(n*+2n+2) =0  pern— +oo,

e dunque || f,4p — fnll2 PUO essere resa arbitrariamente piccola prendendo n sufficien-
temente grande. Basta allora dimostrare che la successione (f,,) non converge rispetto
a || -1, poiché in tal caso non converge nemmeno rispetto a || - |2, sempre per quanto
visto nell’esempio 1.3.6. Sia allora f € C([0,1]), e mostriamo che || f, — f|l1 # 0. A
tale scopo fissiamo 7. > || f]|o. Allora per ogni n > 7 si ha

n —n

1 e e
IIfn—f||1=/0|,_fn—f|2/0 |fn—f|2/0 (Iful = 1£1)
n - [e’e) d
2/0 (Falt) = [ flloo) dt

n

:/ ndt—/ log ¢ dt — || flloce™"
0 e~ "m

=ne " — [tlogt — t]g:: —Ifllsce™
=e"(A+1—|fllec) —e™",

e l'ultimo membro converge, per n — +o00, a e "(fn + 1 — || f]|oo) > 0 (per la scel-
ta di m). Si potrebbe pensare che, per ottenere spazi completi, basti aggiungere a
C([0,1]) le funzioni impropriamente integrabili o a quadrato integrabile. Si puo in
realta dimostrare che nemmeno questo e sufficiente, mentre vedremo che spazi com-
pleti di funzioni integrabili si costruiscono con relativa facilita ricorrerendo alla teoria
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dell'integrazione alla Lebesgue (teorema 2.3.4). E anzi questa ¢ una delle motivazioni
piu forti per andare oltre la teoria dell’integrazione di Riemann e considerare quella
di Lebesgue.

Altri esempi sono forniti nell’esercizio 1.28. Un’ulteriore importante classe di spazi
di Banach si ottiene considerando operatori limitati a valori in uno spazio di Banach.

Proposizione 1.4.4. Siano X uno spazio normato e Y uno spazio di Banach. Allora
B(X,Y) ¢ uno spazio di Banach (con la norma operatoriale).

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ basata ancora sulla stessa idea degli esempi 1.4.3(a)
e (c). Sia dunque (T},)neny € B(X,Y) una successione di Cauchy. Poiché ||T,,z —
Tzl < ||T, — Twll||x| per ogni x € X, n,m € N, e poiché per ipotesi Y ¢ di Banach,
esiste in Y il limite

Tx:= lim T,x Vre X.

n—-+o0o

Si verifica facilmente che I'applicazione z € X +— Tx € Y cosi definita ¢ lineare:

T(a1x1 + agry) = ngrfoo T, (o + aaxs)

= lim oT,z1 + aTyxs = agTxy + axTxs.
n—-4o00

Inoltre dato € > 0 si avra, per n sufficientemente grande,

| Tz — Tz|| = hr—? | Tz — Tx|| < limsup [T, — Tllllz|| < ellz]| Vo e X,
m—r—+00 00

m—+

da cui |7, — T'|| — 0. Infine, fissato n € N,
1 Tz]] < Tz = Toxl| + | Tox]| < (IT = Toll + [ TalDlll - V2 e X,
e quindi 7' € B(X,Y). O

In particolare, se X € uno spazio di Bananch, B(X) ¢ un’algebra di Banach, cioe
un’algebra normata completa rispetto alla metrica indotta dalla norma.

Un sottoinsieme D di uno spazio topologico X si dice denso in X se D = X.
Capita assai spesso nelle applicazioni che sia necessario definire un operatore su uno
spazio normato, ma che sia “facile” farlo soltanto su un suo opportuno sottospazio
denso. Si pone dunque il problema di estendere tale operatore a tutto lo spazio. Il
fondamentale teorema seguente garantisce che questo € possibile se si sa dimostrare
che I'operatore in questione ¢ limitato (sul sottospazio su cui ¢ definito) e che prende
valori in uno spazio di Banach.

Teorema 1.4.5. Siano X uno spazio normato, e Y uno spazio di Banach. Dato un
sottospazio vettoriale D denso in X e un operatore limitato T' € B(D, X), esiste un
unico operatore T € B(X,Y) che estende T (cioé¢ tale che Tx = Tx per ogni x € D).
Inoltre si ha ||T| = ||T|.
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Dimostrazione. Dimostriamo lesistenza di T. Dato # € X = D, esistera (per il
teorema 1.2.2) una successione (z,,) C D convergente a x, e quindi di Cauchy in X.
Essendo ||T']| < oo, dalla disuguaglianza

[Txn — Tl < Tz — ml, n,m €N,

segue allora che (T'z,),en € una successione di Cauchy in Y di Banach, e dunque che
esiste

Tz := lim Tz,, x e X.
n—-+00

Tale limite & inoltre indipendente dalla successione (x,,) scelta: se infatti (z,) C D &
un’altra successione convergente a « € X, si avra ||[Tz,, — T%,| < [|T||||xn — Zn| — 0.
Dunque il limite di sopra definisce effettivamente un’applicazione 7' : X — Y che
estende T, in quanto se z € D per calcolare Tx si pud chiaramente prendere la
successione x,, = x per ogni n € N, e quindi Tz = T'z. Inoltre T cosi definita ¢ lineare:
se x,y € X e «, 8 € C, prese successioni (z,), (y,) C D tali che z,, — x, y, — y, si
ha ax, + By, € D per ogni n € N (D ¢ un sottospazio) e ax, + Sy, — ax + Py, e
pertanto, per definizione di T,

T(ax+py) = lim T(aw,+ By,) = lim aTz,+ BTy, = aTz+BTy.

Infine si ha T € B(X,Y): se (z,) C D converge a z € X si ha anche [|z,| — |z[,
|Tx,| — ||Tz| (esercizio 1.18), e quindi

ITall =l [Tl < i [ Tlllanll = |TYlel, @€ X,

da cui ||T||_§ |7||. Essendo poi ||Tx|| = ||Tz|| per ogni x € D si ha anche ||T|| > || T,
e quindi ||T]| = \LTH )

L’unicita di T & praticamente ovvia: se T' € B(X,Y) ¢ un’altra estensione di T,
dato x € X e (z,) C D convergente a x sara, per la continuita di T

Tz = lim Tz, = (T estende T) = lim Tz =Tz,

n—-+o0o n—-+o0o

cioe T =1T. O

In realta, nel teorema precedente, 'ipotesi “Y spazio di Banach” non e veramente
restrittiva, poiché ogni spazio normato si puo pensare come un sottospazio denso di un
opportuno spazio di Banach, e anzi, piu in generale, un qualunque spazio metrico puo
essere immerso come un sottoinsieme denso in un opportuno spazio completo. Questo
e precisato dall'importante teorema seguente, per formulare il quale introduciamo la
nozione di isometria tra due spazi metrici (X,d) e (Y, p): € questa un’applicazione
¢ : X — Y che rispetta le distanze, cio¢ tale che p(¢(z1), ¢(x2)) = d(x1,z2) per ogni
x1,22 € X. E chiaro che un’isometria ¢ iniettiva. Se & suriettiva (e quindi biunivoca)
X e Y, come spazi metrici, si possono identificare.
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Teorema 1.4.6 (Completamento di spazi metrici e normati). Dato uno spazio metrico
(X,d), esistono uno spazio metrico completo (X, d), detto il completamento di (X, d),
e un’isometria j : X — X, tali che j(X) = X (cio¢ j(X) & denso in X ). Inoltre il
completamento di (X,d) é unico, nel senso che se ()E',J) ¢ un altro spazio completo
ek : X — X é&unaltra isometria tali che k(X) = X, esiste un’isometria suriettiva
¢: X — X tale che poj=k.

Infine, se (X,|| - ||) é uno spazio normato, il suo completamento (come spazio
metrico con la metrica d indotta dalla norma) X ha una struttura di spazio vettoriale,
la metrica d ¢ indotta da una norma |- ||~ ej : X — X ¢ lineare. Lo spazio di
Banach (X, || -||7) ¢ detto allora il completamento dello spazio normato (X, || - [|).

Dimostrazione. Esistenza. Definiremo X come un opportuno sottoinsieme chiuso del-
lo spazio di Banach ¢>(X) delle funzioni limitate da X a C, dotato della metrica d
indotta dalla norma || - ||.. A tale scopo fissiamo un a € X e consideriamo, per ogni
x € X, I'applicazione ¢, : X — C definita da

0o (§) :=d(§, x) —d(§,a), EeX.

Si ha ¢, € (*°(X) per ogni x € X: infatti dall’esercizio 1.29 (conseguenza della
disuguaglianza triangolare) segue

ox(E)| = |d(§, ) — d(§,a)] <d(z,a)  VEeX,

e quindi ||¢z]|ee < d(z,a). Si puo allora definire un’applicazione j : X — (°(X)
ponendo j(z) := ¢,, € X. Tale applicazione ¢ isometrica. Si ha infatti, per ogni
z,y € X,

d(j(2),5()) = ¢z = Pylleo = sUP[02(&) — 0 (€)] = sup |d(w, §) — d(y, €)| < d(x, ),
gexX cex
avendo usato ancora l'esercizio 1.29 nell’'ultimo passaggio, ed essendo poi

|02(y) = ¢y (y)] = d(z,y)

si ha proprio d(j(z),7(y)) = supeex |¢2(§) — wy(§)] = d(z,y). Per concludere, basta
allora porre X := j(X) (chiusura in (X)), che & completo, rispetto alla metrica
ottenuta restringendo a esso la metrica di /*°(X), grazie all’esercizio 1.30.

Unicita. Vedere il punto (e) dell’esercizio 1.31, la cui soluzione si basa sulle idee
della dimostrazione del teorema 1.4.5.

Infine, per il completamento di uno spazio normato, vedere il punto (f) dell’eser-
cizio 1.31. U

[ punti (a)-(d) dell’esercizio 1.31 forniscono una costruzione alternativa del comple-
tamento, basata sulla stessa procedura che si usa per definire i numeri reali a partire
da successioni di Cauchy di numeri razionali. Ma, per 'unicita del completamento, le
due costruzioni danno luogo a spazi isometrici.
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1.5 Compattezza

Un’altra proprieta fondamentale di R", anch’essa nota dai corsi di Calcolo, ¢ il fatto
che le successioni contenute in insiemi chiusi e limitati (detti anche compatti) han-
no sempre sottosuccessioni convergenti (a un punto dell’insieme), il che si rivela di
grande utilita per dimostrare l'esistenza di “soluzioni” di certe equazioni costruen-
do opportunamente successioni di soluzioni “approssimate”. Tale proprieta in realta
caratterizza gli insiemi chiusi e limitati in R™ (teorema di Bolzano-Weierstrass). B
quindi naturale il desiderio di identificare gli insiemi che ne godono anche in spazi piu
generali, e vedremo nel capitolo 7?7 che tali insiemi giocano un ruolo fondamentale
nella teoria spettrale degli operatori su uno spazio di Hilbert. Purtroppo pero una
generalizzazione diretta fallisce drammaticamente in dimensione infinita, come mostra
il seguente risultato.

Proposizione 1.5.1. Sia X wuno spazio normato infinito-dimensionale. La palla
unitaria (chiusa) di X,
Bx :={zx e X : |z| <1},

contiene successioni che non ammettono sottosuccessioni convergenti.

Dimostrazione. Basta dimostrare che esiste una successione (z;);ey C X tale che
|zl =1 e |x; — xxl]| > 1/2 per ogni j,k € N, j # k. Infatti una tale successione
non potra ammettere sottosuccessioni di Cauchy, e quindi tantomeno sottosuccessioni
convergenti. Supponiamo allora induttivamente di aver costruito i primi k elementi
x1,...,2 di tale successione, e poniamo Vi := (xq,...,xx), il sottospazio vettoriale
di X generato da 1, ...,z (cioe il sottospazio delle combinazioni lineari Zle QGL;).
Poiché ovviamente V}, ha dimensione finita (< k), esistera un y € X \ V;. Posto allora

dist(y, V) := inf —
15 (ya k) xlélkay ‘THJ

si avra dist(y, Vi) > 0: in caso contrario, esisterebbe, per le proprieta dell’estremo infe-
riore, una successione (§,,) C Vj convergente a y, ma essendo Vj, chiuso (esercizio 1.32),
questo implicherebbe y € Vi, contro la scelta fatta di y. Dunque, ancora per le pro-
prieta dell’estremo inferiore, si puo scegliere y;, € Vj, tale che ||y — y|| < 2dist(y, Vi).
Posto allora

Y~ Yk
Lhtl = 57— s
ly =yl
si ha chiaramente ||zx41|| = 1, e pertanto per concludere il passo induttivo, e quindi
la dimostrazione, basta verificare che ||xy41 — z;|| > 1/2 per ogni j = 1,...,k. Si ha
infatti .
ka-i-l N 37” _ Hy _ (yk + Hy - kaxj”‘ dlSt(yv Vk) _ 1
’ ly — yill 2dist(y, Vi) 2
dove nel secondo passaggio si € usato il fatto che yi, + ||y — yillz; € Vi. ]

Esiste tuttavia un’altra caratterizzazione, puramente topologica, dei sottoinsiemi
chiusi e limitati di R™, che fa intervenire la nozione di ricoprimento aperto di un
insieme C, cioé di una famiglia di aperti (U, )aes, I insieme arbitrario di indici, tale
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che C' C J,e;Us- Se per un sottoinsieme J C [ risulta ancora C' C |J,c; Ua, la
sottofamiglia (U, )acs sara detta un sottoricoprimento di (Uy)aer. Ovviamente tali
nozioni hanno senso in uno spazio topologico arbitrario.

Teorema 1.5.2 (Heine-Borel). Un insieme C' C R™ ¢é chiuso e limitato se e solo se
da ogni suo ricoprimento aperto si puo estrarre un sottoricoprimento finito.

Dimostrazione. Sia C' C R™ chiuso e limitato, e per assurdo supponiamo che esista
un suo ricoprimento aperto (Uy)aes che non ammette sottoricoprimenti finiti. Sia
(? C R™ un n-cubo chiuso di lato | contenente C. Prendendo i punti medi dei lati di
@, lo si puo suddividere in 2" n-cubi chiusi di lato /2, privi di punti interni in comune.
Tra questi almeno uno, sia esso ()1, sara tale che I'insieme chiuso e limitato C' N (4
non potra essere ricoperto da un numero finito di aperti del ricoprimento (Uy,)acr (e
quindi in particolare C'N Q1 # @). Iterando questo ragionamento, si costruisce un
successione

Q::QODQlD"'DQkDQk_;,_lD...

di cubi di lato 1/2* tali che C' N Q) # () non possa essere ricoperto da un numero
finito di aperti di (Uy)aer, per ogni k € N. Scelto allora z;, € C' N Qg, k € N, per
il teorema di Bolzano-Weierstrass la successione (zy)reny C C avra un punto limite
Ty € ﬂ,‘:;’i C'NQk. Ma poiché (U, )aes © un ricoprimento di C, esistera @ € I tale che
xo € Uy, e allora C'N Q) C Uy per k sufficientemente grande, il che e assurdo per la
costruzione degli Q.

Viceversa sia C' C R" tale che da ogni suo ricoprimento aperto si possa estrarre un
sottoricoprimento finito. Se per assurdo C non fosse chiuso esisterebbe o € C'\ C, e
posto allora Uy := R™ \ By (o) si avrebbe |25 Uy = R™ \ {20} D C, ma, per ogni
m €N, -, Ur = R"\ Bim(x0) 2 C, cioe (Uk)ren sarebbe un ricoprimento aperto
di C privo di sottoricoprimenti finiti. Se invece C' non fosse limitato chiaramente
(By(0))ren sarebbe un ricoprimento aperto di C' privo di sottoricoprimenti finiti. [

Il teorema di Heine-Borel motiva la definizione seguente.

Definizione 1.5.3. Uno spazio topologico X ¢ detto compatto se da ogni suo rico-
primento aperto si puo estrarre un sottoricoprimento finito.

In particolare tale definizione si applica a un sottoinsieme C' di uno spazio topologi-
co X, quando su C' si consideri la topologia relativa, i cui aperti sono le intersezioni con
C' degli aperti di X (& immediato verificare che questa & effettivamente una topologia
su ).

Per convincersi che questa sia la “giusta” (nel senso di utile) nozione di compat-
tezza per spazi topologici, bisogna verificare che implichi una qualche forma della
proprieta di Bolzano-Weierstrass. Ricordando che per spazi topologici generali il ruo-
lo delle successioni ¢ svolto dai net, siamo quindi condotti a introdurre la seguente
nozione di sottonet.

Definizione 1.5.4. Sia (x,)aer un net nello spazio topologico X. Un suo sottonet &
un net (ys)ge, per il quale esista un’applicazione f : J — I tale che yg = xg), e per
ogni « € [ esista 3, € J tale che > f3, implichi f(5) > a.
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Quindi gli elementi f(8), 8 € J, sono definitivamente piu grandi di ogni o € I.
Che questa sia la corretta generalizzazione del concetto di sottosuccessione ¢ mostrato
nell’esercizio 1.33.

Teorema 1.5.5 (Bolzano-Weierstrass generalizzato). Uno spazio topologico X ¢é com-
patto se e solo se ogni suo net ammette un sottonet convergente.

Dimostrazione. Sia X compatto, e dato un net (z,)aer C X si definiscano gli insiemi

aperti Uy := {24 : o/ > a}, a € I. Si ha allora che (U,)aes non & un ricoprimento
aperto di X: se lo fosse, per la compattezza di X esisterebbero ag,...,«a, € I tali
che X = J_, U,,, il che equivale a ()_, {zo : @ > a;} = 0, ma essendo I diretto
si puo prendere o > aq, ...y, e dunque z, € (), {zo : &/ > o;}. Pertanto esiste
T € (Uuer Ua)® = Noes {2ar + & > a} il che, per la proposizione 1.1.11, implica che
per ogni U intorno di x e per ogni o € [ esista xo € U con o/ > «, cioe che x
sia un punto limite di (x,), e dunque che esista un sottonet di (z,) convergente a x
(esercizio 1.33).

Viceversa sia X uno spazio topologico in cui ogni net ammetta un sottonet con-
vergente, e, per assurdo, sia (Uy)aes un ricoprimento aperto di X privo di sottorico-
primenti finiti. Dunque per ogni F' € Zy([) esistera zp € (|J,cp Ua)®. Ricordando
allora che Zy(I) ¢ diretto per inclusione (esempio 1.4.3(c)), il net (zp)pez, 1) avra
un punto limite x € X, e sara x € U; per qualche & € I. Dunque U € un intorno di
z, e pertanto dovra esistere F' > {a} tale che xp € Uy C U, Ua, il che contraddice
la costruzione di xp. O

Non e sorprendente, anche se di dimostrazione non immediata, il fatto che uno
spazio metrico ¢ compatto se e solo se da ogni sua successione si puo estrarre una
sottosuccessione convergente. (Si noti che il teorema precedente assicura soltanto
che da una successione in uno spazio metrico compatto si puo estrarre un sottonet
convergente. )

Negli esercizi 1.34-1.38 sono enunciate diverse importanti proprieta degli spazi
compatti e delle funzioni continue su di essi. In particolare I’esercizio 1.34 costituisce
la generalizzazione del noto teorema di Weierstrass sulle funzioni reali continue su un
sottoinsieme chiuso e limitato di R™.

Esercizi
1.1 Su X :={z = (z1,72) € R? : 22 + 22 < 1}, la palla unitaria in R?, si definisca

T — se x e y sono allineati con 1’origine,
d(z,y) :—{’ d 4 & r,y € X

|z| + |y| altrimenti

(] - | norma euclidea in R?). Dimostrare che (X,d) & uno spazio metrico.

1.2 Sia X un insieme di cardinalita n. Mostrare che £2(X), 'insieme delle parti di X, ha
cardinalita 2™.
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Siano X un insieme e By, a € I, una collezione di suoi sottoinsiemi (/ insieme
arbitrario di indici). Dimostrare la dualita di De Morgan:

<ﬂBa)C: L B

ael acl
Sia X uno spazio topologico. Dimostrare che

(a) 0, X sono chiusi;

(b) se Cy, a € I, sono chiusi, allora (,.; Cy € chiuso;

acl
(c) se Cq,...,Cy, sono chiusi, allora C; U ---UC,, & chiuso.

Siano (X, d) uno spazio metrico, x € X e 6 > 0. Dimostrare che le palle
Byw)i={y € X : d(z,y) <8},  Bslw)={ye X : d(z,y) < 5}

sono, rispettivamente, aperta e chiusa (nella topologia indotta da d).

Siano (X, d) uno spazio metrico, e € X. Verificare che le famiglie di insiemi

Bl = (Bs(x) : 60}, B2:= {By(a) : 6> 0}, = {By,(2) : n €N} (5, —0),

sono basi di intorni di .

Verificare che la famiglia di sottoinsiemi di R
7,:={(a,+o0) : a e R}U{0,R}

definisce una topologia su R che non ¢ di Hausdorff.

Siano (X,d) uno spazio metrico, x € X e B C X. Mostrare che x ¢ un punto di
accumulazione per B se e solo se esiste una successione (z;) C B\ {z} tale che
Tj— .

Siano [a,b] C R un intervallo, e A I'insieme delle decomposizioni di [a, b]:
d={a=x0<z1 <...00 =}, n € N.

Si definisca su A una relazione < dicendo che §; < d2 se §; C d2 (cioe d2 € ottenuta

da ¢; aggiungendo dei punti). Data inoltre f : [a,b] — R limitata, si ponga

n n

05222( inf f)(xk_l’kfl)v 25222( sup f)(xk_l’kfl)-

k=1 [xkflﬂjk} k=1 [xkflzxk}
Dimostrare che:

(a) (A, <) ¢ un insieme parzialmente ordinato diretto;

(b) il net (os5)sea C R (risp. (Xs)sea) € non decrescente (risp. non crescente), cioe
se 01 < 09 allora o5, < 05, (risp. X5, > X5, );

(c) f ¢ integrabile secondo Riemann se e solo se lims o5 = limg X5 = fab f nel senso
dei net in R (con la topologia usuale). (Sugg.: f ¢ integrabile se e solo se per
ogni € > 0 esiste 0 tale che X5 — o5 < €.)
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1.10 Siano (X, d) uno spazio metrico e (zq)aer un net. Verificare che sono equivalenti

(a) T — z;

(b) d(za,x) — 0 come net in R (con la topologia usuale);

(c) per ogni € > 0 esiste o € I tale che se a > a, allora d(zq, ) < €.

In particolare, se I = N si ritrova la nozione di convergenza di una successione in uno
spazio metrico.

1.11 Siano X,Y spazi metrici, D C X, x¢ punto di accumulazione per D e f : D — Y.
Verificare che lim,_,,, f(z) = £ se e solo se per ogni successione (x,) C D\ {zo} tale
che z, — z, si ha f(z,) — /.

1.12 Siano X,Y, Z spazi topologici, e f: X =Y, g:Y — Z funzioni. Mostrare che se f ¢
continua in g € X e g & continua in f(xzg) € Y allora go f : X — Z & continua in z.

1.13 Siano X,Y spazi topologici e f : X — Y funzione. Verificare che f € continua in X
se e solo se per ogni chiuso C C Y, f~1(C) & un chiuso di X.

*1.14 Su X = [0, 1] si definisca una topologia dichiarando che C' C [0, 1] & chiuso se e solo
se & al piu numerabile, o C' = X. Dimostrare che f : X — R & continua, se si dota
I'immagine R della topologia usuale, se e solo se e costante.

1.15 Siano X = C'([a,d]), Y = C°([a,b]) e D : X — Y definito da Df := f’. Mostrare
che:

(a) ponendo

£y = I flloo + 1 locs — f € C([a, b)),
si definisce una norma su X;

(b) sesu X si mette la norma | -[|(1) e su Y la norma || - [, D ¢ limitato e || D[] = 1
(sugg.: considerare le funzioni f(t) = e e fare a — +00);

(c) sesimette lanorma ||-||o sia su X chesuY, D non ¢ limitato (sugg.: considerare
le funzioni fy(t) := S204),
1.16 Sia T': C™ — C™, con C™ dotato della norma euclidea, e si indichi con o(T") lo spettro
di T'. Dimostrare:
(a) se T = diag[A1,...,A\y] € diagonale, allora ||T'|| = max; |A;l;

(b) se T' & hermitiana (7™ = T), allora ||T|| = maxyc,(7) |A| (sugg.: se T' & hermitia-
na, T'=UDU* con D diagonale e U*U = UU* = 1);

(c) per T generica, ||T'|| = maxye,(7+7) IA[1/2.

1.17 Dimostrare che su X = C*([a,b]) la norma || f||(1y = | flloc + || f'llcc & strettamente pit
forte di || - [0 (cioe esiste C' > 0 tale che || f||oc < C|f]|(1), ma non il viceversa).

1.18 Sia (X, || - ||) normato. Verificare che |||z| — ||y||| < ||= — y|| per ogni z,y € X.

1.19 Mostrare che su X = C"

[2lloo < Nzl < 2]y < nllzfloo,  x€C™
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1.20 Siano (X, || - ||x), (Y,|| - [ly) spazi normati, e si consideri X X Y con la struttura di
spazio vettoriale somma diretta (algebrica):

ar(z1,y1) + az(x2, y2) = (121 + @z, y1 + azy2), o; € Coxy € X,y €Y.

Verificare che ponendo

(@, y)lloo := max{|[z|x, [ylly},
1@, )l = =l x + lylly,
1/2

Iz, 9)llz2 = (1% + Iy lI3)"2,

si ottengono norme su X x Y che sono topologicamente equivalenti. Lo spazio X XY,
quando dotato di una di queste norme, si indica anche con X &Y e viene chiamato
(spazio normato) somma diretta degli spazi normati X e Y.

1.21 Siano X,Y spazi normati con X finito-dimensionale, e T': X — Y lineare. Dimostrare
che T ¢ limitato.

1.22 Siano (X, d) uno spazio metrico e (zp)neny C X convergente. Mostrare che (x,,) € di
Cauchy.

1.23 Mostrare che uno spazio normato (X, | - ||) con X finito-dimensionale ¢ di Banach.

1.24 Verificare che R, con la metrica d(z,y) = |e” — Y|, non ¢ completo (sugg.: considerare
Tp = —N.)

1.25 Sia (an)neny C R una successione, e si definiscano

lim sup a,, := inf sup a,, liminf a,, := sup inf a,.
n—+00 keN >k n—+00 keNn2k
Si dimostri:
(a) liminfa, = lim inf ag, limsupa, = lim supag;
n—+oo n—+o0o k>n n——+o0 n—+oo k>n

(b) liminf a,, < limsup a,;

n—+oo n—+o0

(c) liminfa, =" (risp. limsupa, =1") se e solo se
n—+o0 n—-+00

Ve >0 dn.eN:n>n.= a, >0 —e(risp. a, <" +¢),
€
VvneN In>n: an <U' + ¢ (risp. a, > 1" —¢);

(d) 3 lim a, =1 se e solo se limsupa,, = liminfa,, = I.
n—+o0o n—+00 n—+o0o

1.26 Verificare che (¢1(I),] - ||1), (¢*(I),|| - ||2) sono spazi normati.

1.27 Sia (zq)acr C R4, I insieme di indici arbitrario. Mostrare che

Zma = sup Z Te.

acl FeZo(I) ner

1.28 Mostrare che (C'([a,b]), | - l1)) € di Banach, mentre (C*([a,d]), || - [[o) non lo &.
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1.29 Sia (X, d) metrico. Verificare che |d(z,y) — d(y, z)| < d(z, z) per ogni x,y,z € X.

1.30 Siano (X, d) uno spazio metrico completo e C' C X chiuso. Mostrare che, indicando
con d¢ la restrizione di d a C' x C' (detta la metrica indotta da d su C), (C,d¢) € uno
spazio metrico completo.

*1.31 Sia (X, d) uno spazio metrico. Dimostrare:

(a) la relazione definita sull’insieme delle successioni di Cauchy di X da

(xn) ~ (yn) & lim d(zn,yn) =0

n—-+0oo
¢ di equivalenza;

(b) indicata con [(z,)] la classe di equivalenza della successione di Cauchy (x,) C X
secondo la relazione del punto (a), e con X 'insieme delle classi di equivalenza,
I'applicazione d : X x X — R,:

d([(@n)], [(yn)]) = Tm d(zn,yn),  [(@n)], [(yn)] € X,

n—-+o0o

¢ ben definita, cioe il limite esiste e non dipende dai rappresentanti scelti per
le classi, ed & una metrica su X (sugg.: per esistenza del limite, usare 1’eserci-
zio 1.29);

(c) indicata, per ogni x € X, con j(x) € X la classe di equivalenza della successione
costante x, = x, n € N, 'applicazione j : X — X cosi definita ¢ isometrica e
J(X) e denso in X;

(d) (X,d) & uno spazio metrico completo, detto il completamento di (X,d) (sugg.:
sia (Z,) C X di Cauchy, e sia (z,,) C X tale che d(j(zy),Zn) < 1/n...);

(e) se (X,d) & uno spazio metrico completo e k : X — X & un’isometria con k(X)
denso in X, esiste un’isometria suriettiva ¢ : X — X tale che ¢(j(x)) = k(z) per
ogni x € X (unicita del completamento) (sugg.: si definisca prima ¢ : j(X) —
k(X) ponendo ¢(j(x)) := k(z), allora ¢ & isometrica, poi j(X) & denso in X e
quindi...);

(f) sia (X, | - ||) normato, e sul suo completamento (X, d) (considerando X come
spazio metrico con la metrica indotta dalla norma), si ponga
T+y:= lim j(zn+yn),

n—-+0o0o

az:= lim j(azn), aeC,z,jc X;

2l = tim_flanl),
dove (xy,), (yn) C X sono tali che j(z,) — Z, j(yn) — y; allora le operazioni
di spazio vettoriale e la norma su X sono ben defnite, 7 : X — X e lineare, e

(X,]l - |I7) & uno spazio di Banach la cui norma || - ||~ & indotta da d.

1.32 Siano X uno spazio normato e V' C X un sottospazio finito dimensionale. Verficare
che V' & chiuso.

1.33 Sia (4 )aecr un net in uno spazio topologico X. Un z € X & un punto limite per (z4)
se per ogni intorno U di z ed ogni « € I esiste o' > « tale che x, € U. Dimostrare:
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(a) se esiste un sottonet (yg)ges di (ro) convergente a x € X, allora x ¢ un punto
limite per (z,);

(b) se z € X ¢ un punto limite di (z,), allora definendo un ordine parziale diretto
su J := Z, x I tramite

U, d)> (U,a) U CUd > a,

e definendo f : J — [ tramite f(U,«) := o, dove o/ € I ¢ tale che &/ > « e
Ty € U, si ha che (z(g))ges € un sottonet di (z,) convergente a .

In sostanza: (x,) ammette un sottonet convergente a x se e solo se x ¢ un suo punto
limite.

Siano X,Y spazi topologici con X compatto, e f : X — Y continua. Mostrare che
allora f(X) e compatto in Y (con la topologia relativa).

Sia X compatto e C' C X chiuso. Mostrare che allora C' & compatto (con la topologia
relativa).

Sia X spazio di Hausdorff e K C X compatto. Mostrare che allora K & chiuso.

Siano X compatto, Y di Hausdorff e f : X — Y continua e biunivoca. Mostrare che
allora f~':Y — X & continua.

Sia X spazio normato di dimensione infinita, e X C X compatto. Mostrare che K ha
interno vuoto.



Capitolo 2

Richiami di teoria dell’integrazione
alla Lebesgue

Il difetto principale della teoria di integrazione di Riemann ¢ che non permette di
effettuare il passaggio al limite sotto il segno di integrale con sufficiente generalita.
In particolare, non garantisce che se una successione (limitata) di funzioni continue
(e quindi integrabili) converge puntualmente, allora la funzione limite ¢ integrable e
il suo integrale e il limite degli integrali delle funzioni della successione data, cosa
che sarebbe assai naturale aspettarsi. Questo problema e alla radice del fatto, visto
nell’esempio 1.4.3(d) del capitolo precedente, che gli spazi di funzioni continue non
sono completi nelle norme ||-||, (p = 1, 2) il che, nelle applicazioni concrete, ¢ piuttosto
sgradevole, come si capira meglio in seguito.

La necessita di disporre di una teoria dell’integrazione che non presentasse tali
svantaggi ¢ stato il principale motivo che ha indotto Lebesgue a cercare di generalizzare
la teoria di Riemann. L’idea centrale di Lebesgue ¢ stata quella di definire 'integrale
come limite di somme ottenute suddividendo il codominio della funzione da integrare,
invece che il suo dominio come nella definizione di Riemann. Poiché la controimmagine
di un intervallo tramite una funzione continua non € necessariamente un intervallo, per
poter procedere in questo modo € necessario preliminarmente definire la “lunghezza”,
o “misura” di insiemi sufficientemente generali. Questo conduce a una teoria della
misura per sottoinsiemi di R (o di R"), la cui formulazione ¢ pero tale da consentire
una naturale e immediata generalizzazione a spazi metrici o topologici, o a insiemi
ancora piu generali.

In questo capitolo esporremo dunque i principali risultati delle teoria della misura
(sez. 2.1) e dell'integrazione (sez. 2.2) alla Lebesgue, per lo piu limitandoci, per bre-
vita, ai soli enunciati, e alle dimostrazioni di quelli riguardanti gli spazi di funzioni
integrabili (sez. 2.3), che sono di maggiore interesse dal punto di vista dell’Analisi
Funzionale. Il capitolo ¢ quindi inteso piu che altro come un modo di stabilire un
linguaggio e delle notazioni, e come un riferimento rapido a risultati utilizzati nella
parte principale del corso per gli studenti che conoscano gia gli aspetti fondamentali
della teoria. Non bisogna pertanto aspettarsi di poterne comprendere a fondo le idee
e le tecniche leggendo solo quanto segue. Chi volesse appronfondire questi temi e
invitato a consultare i molti ottimi testi sull’argomento, a cominciare da [Rudl], su
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cui ¢ basata essenzialmente la nostra esposizione.

2.1 Teoria della misura

Dovendo essere una generalizzazione delle nozioni di lunghezza, area o volume di
semplici sottoinsiemi di R™ (n = 1,2,3), quali intervalli, rettangoli ecc., una misura
sara, a grandi linee, una applicazione a valori non negativi definita su certi sottoin-
siemi di un insieme X dato. Cominciamo dunque con l'introdurre opportune famiglie
di sottoinisiemi di X, che serviranno da domini per le misure che considereremo.
Per il momento non supporremo alcuna struttura sull’insieme X, che sara dunque
assolutamente arbitrario.

Definizione 2.1.1. Sia X un insieme. Una famiglia R C (X)) ¢ detta un anello
(di insiemi) se

(i) ABeR=AUBecNR;

(i) A BeR=A\BeR

Un anello R ¢ detto un’algebra (di insiemi) se X € fR.
Un’algebra 9 C Z2(X) ¢ detta una o-algebra se per ogni successione (Ay)geny C 9N

si ha UkeN A, € M.

Equivalentemente, 9 C £(X) ¢ una o-algebra se vale: X € M; A € M = A° €
M (Ak) CcCM = UkAk e M.

Precisiamo ora la nozione di misura accennata sopra.
Definizione 2.1.2. Sia X un insieme.

(i) Una misura su un anello R C Z(X) ¢ un’applicazione p : | — [0, +o0] tale
che

A BeR ANB=0= u(AUB) = pu(A)+ pn(B) (additivita di p).

(ii) Una misura su una o-algebra M C P (X) & un’applicazione u : M — [0, +00]
tale che

+o0
(Ap)ken CM, AN Aj=0sek#j :>M< UAk> = ZM(Ak)
pn

keN
(o-additivita di p).

Come vedremo nella prossima sezione, allo scopo di definire 'integrale di Lebesgue
¢ necessario disporre di una misura su una o-algebra. L’introduzione della nozione di
misura additiva su un anello ¢ dovuta al fatto che in molti casi interessanti, mentre
e complicato descrivere esplicitamente una o-algebra rilevante e definire direttamente
una misura o-additiva su di essa, e relativamente facile ottenere una misura su un
anello opportuno. Quest’ultima si estende poi a una misura o-additiva utilizzando il
teorema di estensione di Lebesgue 2.1.8 di seguito. In particolare questo e il proce-
dimento che, come vedremo subito, si usa per definire la misura di Lebesgue in R" a
partire dal “volume” dei parallelepipedi n-dimensionali.
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Definizione 2.1.3. Un intervallo I C R™ e un insieme della forma [ = J; X - -+ X J,,,
con J; C R intervallo limitato (aperto, semiaperto o chiuso, eventualmente vuoto),

1 =1,...,n. La sua misura e
n

m(I) = [ [17l,

i=1
dove |J;] € la lunghezza dell’intervallo J;.
Un insieme elementare, o plurintervallo, E C R™ € un insieme della forma £ =
Up—y I, con I, C R™ intervallo, k =1,...,r.

La dimostrazione della proposizione seguente, che non daremo, & probabilmente gia
nota dai corsi di Calcolo, in quanto alla base della teoria dell’integrazione di Riemann
in piu dimensioni, ed ¢ comunque di facile intuizione almeno nei casi n = 1,2, 3, in
cui basta fare qualche disegno.

Proposizione 2.1.4. (i) La famiglia € C P (R") degli insiemi elementari ¢ un
anello.

(ii) Per ogni E € € esistono Iy,..., I, C R" intervalli disgiunti tali che E =
UZ:1 I

(iii) Dato E € € e intervalli disgiunti I, ..., I, C R™ tali che E = J,_, I, il numero

m(E) = m(I)

e indipendente dalla decomposizione di E in intervalli disgiunti, ed ¢ detto la
misura di F.

(iv) m é additiva su € (e quindi é effettivamente una misura,).

(v) m é regolare, cioé per ogni E € € e e > 0 esistono A,C € €, A aperto e C
chiuso, tali che

C CFECA, m(A) —e <m(E) <m(C) +e.
Osservazione 2.1.5. Data una funzione monotona non decrescente e continua a destra
F: R — R, per ogni zp € R esiste finito il limite F(zq) := lim,_,,- F(z), e si puo

dunque definire un’applicazione non negativa mg sull’insieme degli intervalli (limitati)
di R tramite

mr((a,b]) = F(b) — F(a),
mp([a,b)) == F(b7) — F(a”),
mr((a,b)) == F(b~) — F(a),
mr([a,b]) == F(b) — F(a™)

Nel caso particolare F'(A\) = A\, mp(I) ¢ proprio la lunghezza dell'intervallo 7. Si
vede allora facilmente che, analogamente alla m della proposizione precedente, mg si
estende a una misura regolare sugli insiemi elementari di R.
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La proposizione 2.1.4 rappresenta il primo passo — la definizione di una misura
su un anello — nella strategia di estensione delineata sopra per ottenere la misura di
Lebesgue. Per eseguire il secondo passo abbiamo bisogno ancora di alcune definizioni.

Definizione 2.1.6 (misura esterna di Lebesgue). Sia p una misura regolare sugli
insiemi elementari € C Z(R") che sia finita (cioe p(E) < +o0o per ogni F € €). La
misura esterna p1* associata a p ¢ un’applicazione p* : Z(R™) — [0, 4+00] definita da

+o0 +oo
p(A) ;= inf { ZM(Ek) cAC U Ey, B, € € aperti}, A CR"™.
k=1

k=1

Dati insiemi A, B C R", ricordiamo che la loro differenza simmetrica ¢ I'insieme

AAB := (A\ B)U (B \ A).

Definizione 2.1.7 (insiemi misurabili secondo Lebesgue). Sia p una misura regolare
finita sugli insiemi elementari € C Z(R"). Posto

Mpe(p) ={ACR" : Ve >0,dJF € € : " (AAFE) < ¢},

la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue € definita da

M(p) := {A CR" : 3(A)en C Mp(p), A= | J Ak}.

keN

Teorema 2.1.8 (estensione di Lebesgue). La famiglia MM(pe) ¢ una o-algebra, e p*|on(y
¢ l'unica misura o-additiva che estende p a M(w). Tale misura si denota ancora con

L.

La dimostrazione del teorema, che omettiamo, consiste essenzialmente nel verifi-
care che d(A, B) := p*(AAB) ¢ una metrica su (classi di equivalenza di elementi di)
¢, e che M(p) & il completamento di € rispetto a essa.

Applicando il teorema di estensione 2.1.8 alla misura m su & fornita dalla proposi-
zione 2.1.4 si ottiene la misura di Lebesgue m su R™, e applicandolo alle misure m g del-
I’osservazione 2.1.5 si ottengono le misure di Lebesque-Stieltjes su R, che interverranno
in seguito nella discussione del teorema spettrale per operatori autoaggiunti.

Allo scopo di descrivere un po’ piu in dettaglio gli insiemi misurabili di quanto non
faccia la definizione, introduciamo una classe notevole di o-algebre in spazi topologici.

Definizione 2.1.9. Sia X uno spazio topologico. La o-algebra B(X) degli insie-
me boreliani di X ¢ la piu piccola o-algebra su X contenente tutti gli aperti, cioe
I'intersezione di tutte le o-algebre su X che contengono tutti gli aperti.

La verifica delle affermazioni della precedente definizione e lasciata al lettore
(esercizio 2.1).

La seguente proposizione segue facilmente dalla proprieta di regolarita di una
misura sugli insiemi elementari.
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Proposizione 2.1.10. Sia p una misura regolare finita su € C Z(R™). Si ha
B(R™) C M(pn) e per ogni A € M(u) esistono F,G € B(R™), con F unione nu-
merabile di chiusi e G intersezione numerabile di aperti, tali che

FCcAcCQG, p(A\F)=0=pu(G\ A).

Insiemi del tipo degli insiemi F' e G della proposizione precedente vengono detti
insiemi F, e G rispettivamente. Dunque un insieme misurabile secondo Lebesgue
differisce da un F, e da un Gy per un insieme di misura nulla. In particolare, tutti gli
aperti e tutti i chiusi (nonché tutti gli F, e gli Gy, tutte le intersezioni numerabili di
F, e le unioni numerabili di G, ecc.) sono misurabili.

L’esercizio 2.2 fornisce esempi di insiemi misurabili secondo Lebesgue, ma non
secondo Peano-Jordan, con interno vuoto e misura positiva, o densi (in un intervallo)
e con misura arbitrariamente piccola. (Ricordiamo che A C R™ & misurabile secondo
Peano-Jordan se posto

m;(A) :==sup{m(F) : E€ & EC A}, m.(A):=inf{m(F) : E € €& E D A},

si ha m;(A) = m.(A).)

D’altra parte esistono insiemi non misurabili secondo Lebesgue, ma, come ci si puo
facilmente aspettare dalle osservazioni appena fatte, tali insiemi non sono “costruibili”
utilizzando le normali procedure della teoria degli insiemi, e la dimostrazione della loro
esistenza richiede 'utilizzo dell’assioma della scelta.

Concludiamo la sezione menzionando che una misura di Borel regolare su uno
spazio di Hausdorff X ¢ una misura u su B(X) tale che per ogni B € *B(X) e ogni
e > 0 esistano un compatto C' C B e un aperto A D B tali che

w(B\ C) <e, WA\ B) <e.

Da questo segue facilmente che p soddisfa le analoghe delle proprieta nella tesi della
proposizione 2.1.10.

2.2 Teoria dell’integrazione

La teoria di Lebesgue, richiamata nella sezione precedente, permette di dare un senso
alla misura di sottoinsiemi molto generali di R". Ci si puo dunque aspettare che si
possa utilizzare per ottenere una teoria dell’integrazione molto piu flessibile di quella
di Riemann, basata essenzialmente sugli insiemi elementari. Esporremo ora i risultati
fondamentali di tale teoria. Poiché questi dipendono in realta soltanto dalle proprieta
formali di una misura (cio¢ essenzialmente dalla o-additivita), procederemo in modo
astratto, assumendo che sia data una misura su un insieme privo di altre strutture.
Otterremo cosi una teoria che copre, oltre alla misura di Lebesgue, molti altri casi
interessanti e che ci saranno utili in seguito.
Cominciamo anche qui con alcune definizioni.

Definizione 2.2.1. Uno spazio di misura ¢ una terna (X, 9, 1), dove X & un insieme,
M C Z(X) una o-algebra e p una misura definita su 9. Gli insiemi A € 9 sono
detti insiemi misurabili.
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Esempi 2.2.2.  (a) Se m ¢ la misura di Lebesgue su R" e Mt(m) ¢ la o-algebra degli
insiemi misurabili secondo Lebesgue, teorema 2.1.8, (R™, M(m), m) € uno spazio di
misura. Analogamente per le misure di Lebesgue-Stieltjes mpg.

(b) Sia X un insieme. Dato z € X si definisca §, : Z(X) — [0, 1] tramite

5.(A) = 1 sex € A, Ac X
’ "o sex & A, '

E chiaro che 6, ¢ una misura su X, detta misura di Dirac (concentrata in x ). Dunque
(X, Z(X),0,) ¢ uno spazio di misura. Nel caso X = R, si ha che J, ¢ la misura
di Lebesgue-Stieltjes associata alla funzione (non decrescente e continua a destra)
F = X[z, 4+00) (esercizio 2.3).

(c) Sia X un insieme. Si definisca py : Z(X) — [0, +00] tramite

1A se A ¢ finito,
A) = AcCX.
(4) {—i—oo se A ¢ infinito,

Anche in questo caso si verifica subito che 4 ¢ una misura, detta la misura che conta
in X, e pertanto (X, Z(X), p) € uno spazio di misura.

In tutto il resto di questa sezione, salvo diverso avviso, (X, 9, u) denotera uno
spazio di misura arbitrario.

Definizione 2.2.3. Una funzione f : X — Y, Y spazio topologico, & detta misurabile
se [[Y(B)={x € X : f(x) € B} € M per ogni B € B(Y).

Si noti I’analogia tra la nozione di funzione misurabile e quella di funzione continua
tra spazi topologici, nella formulazione del teorema 1.2.14. Si osservi anche che la
misurabilita di una funzione non dipende realmente dalla misura p, ma solo dalla
o-algebra 9 su cui essa ¢ definita.

I casi per noi di gran lunga piu interessanti sono quelli in cui Y = R, C, dotati
ovviamente della topologia usuale, 0 ¥ = R := [—o00, 00] dotato della topologia i cui
aperti sono unioni arbitarie di intervalli della forma (a, b), (a, +00] 0 [—00,b), a,b € R.

Introduciamo alcune notazioni brevi molto utili quando si ha a che fare con funzioni
misurabili. Data una funzione f: X —Y e B C Y si porra {f € B} := f~}(B), e in
particolare se Y = R scriveremo {f > a} al posto di f~*((a, +oc]) (e analogamente
per {f < a}, {f > a}, {f < a}).

Le principali proprieta delle funzioni misurabili sono raccolte nel teorema seguente.
La dimostrazione di alcune di esse ¢ lasciata al lettore (esercizio 2.4).

Teorema 2.2.4. Valgono le sequenti affermazioni:
(i) f: X =Y ¢ misurabile se e solo se f~1(A) € M per ogni aperto A CY;

(i) f: X — R ¢ misurabile < {f > a} € M per ognia € R < {f > a} € M per
ognia € R < {f <a} €M per ogni a € R & {f < a} € M per ogni a € R;

(i1i) se f, + X — R & misurabile per ogni n € N, allora sup,, f,, inf, f, sono
misurabili;
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(iv) seY, Z sono spazi topologici, e f : X — Y € misurabile e g : Y — Z ¢ continua,
gof: X — Z e misurabile;

(v) se fi, fo: X — R sono misurabili, allora f := (f1, f2) : X — R? ¢ misurabile;
(vi) f: X — C é misurabile se e solo se Re f,Im f : X — R sono misurabili;
(vii) se f,g: X — C sono misurabili, allora f + g, f-g: X — C sono misurabili.

(viii) se fn : X — R (0 fn: X — C) ¢ misurabile per ogni n € N, allora E = {z €
X 3f(x) =limyyo f(R)} €Mef: E— R (f: E— C) e misurabile
(rispetto alla o-algebra Mg :={FNE : F € M} su E);

(ir) se f: X =R (o f: X — C) ¢ misurabile anche |f| lo é;

La (i) implica in particolare che se X & uno spazio topologico e M = B(X), le
f X — Y continue sono misurabili. Inoltre, grazie alla (ii), per verificare che una
f: X — R & misurabile, basta verificare la proprieta f~'(B) € 9% per una famiglia
di insiemi B C R molto pitt piccola di quella di tutti i boreliani. E anche possibile
generalizzare (viii) al caso di successioni di funzioni a valori in un generico spazio
topologico (esercizio 2.5).

Da questa proposizione si vede inoltre che, come nel caso degli insiemi, tutte le
operazioni fondamentali dell’Analisi applicate a funzioni misurabili danno luogo a
funzioni misurabili. Osserviamo pero esplicitamente che le proprieta (iii) e (viii) non
si estendono al caso dei net di funzioni misurabili (com’e facile attendersi a partire
dal fatto che una o-algebra e stabile per operazioni su famiglie soltanto numerabili di
insiemi).

Introduciamo ora una classe particolare di funzioni misurabili, che giocano, nella
teoria di Lebesgue, il ruolo che le funzioni a gradino giocano in quella di Riemann.

Definizione 2.2.5. Una funzione misurabile s : X — C e detta una funzione semplice
se I'insieme dei suoi valori s(X) C C & finito.

Equivalentemente s : X — C & misurabile semplice se & della forma

n
S = E CkXEk,
k=1

dove {c1,...,¢,} = s(X) sono i valori assunti da s, Ej, := {s = ¢} € M & I'insieme su
cui s ha valore ¢, e xp, ¢ la funzione caratteristica dellinsieme Ej, (cioe la funzione
che vale 1 su Fj e 0 altrove; si noti che xg ¢ misurabile se e solo se £ € 9N). In tal
caso, si ha chiaramente che E, N Ey = 0 se h # k, e X = |J,_, Ek, cioe gli insiemi
Ey, k=1,... n, formano una partizione misurabile di X. E poi chiaro che somme e
prodotti di funzioni semplici sono semplici.

Il risultato seguente ¢ il fondamento di tutta la teoria dell’integrazione di Lebesgue.

Teorema 2.2.6. Sia f : X — C misurabile. Esiste una successione (Sp)nen di
funzioni misurabili semplici che converge puntualmente a f su X.
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Cenno di dimostrazione. Sia f > 0. Definendo gli insiemi misurabili

kE—1 k
En’k.::{ o §f<2—n}, F,:={f >n}, neN, k=1,...,n2",
e ponendo
n2" E—1
Sy 1= S Xk +nxr,, neN,
k=1

si ottiene una successione (S,)nen di funzioni misurabili semplici tali che s;(z) <
so(x) < -+ < f(x) e limyy 100 Sn(x) = f(x) per ogni z € X.

Nel caso generale, posto f; := Re f, f2 := Im f si considerino le funzioni misurabili
non negative f;" := max{f;,0}, f; := —min{f;,0} (parte positiva e negativa di f;
rispettivamente), i = 1,2. Si ha allora f = (fy” — f;) +i(fs — f5 ), e definite le
funzioni misurabili semplici sfn a partire da fz-jE come sopra, e posto s, = (sfn —
Sin) +i(s3, — $3,), ne segue che s, & semplice e s,(x) — f(x) per ogni z € X. [

Come si vede, l'idea della dimostrazione precedente ¢ quella di partizionare il
codominio di f > 0 in intervalli di ampiezza 1/2" e di approssimare quindi f con una
funzione costante sulla loro controimmagine tramite f. Come gia notato all’inizio
del capitolo, affinché tale ribaltamento di prospettiva rispetto a quella di Riemann
sia sensato e utile e necessario che gli insiemi risultanti, che possono essere assai
complicati anche se f € molto regolare, siano misurabili per una classe di funzioni f
sufficientemente ampia, il che ¢ garantito dalla notevole generalita della nozione di
misurabilita di Lebesgue.

A questo punto siamo nella condizione di dare la definizione di integrale, co-
minciando da quello delle funzioni semplici, e poi usando questo per definire, per
approssimazione, quello di funzioni via via piu generali.

Definizione 2.2.7.  (a) L’integrale di una funzione misurabile semplice s = Y, _, cxx g,
e
/ s dp = ZCkM(Ek)-
X k=1

(b) L’integrale di una funzione misurabile non negativa f : X — [0,+o00] ¢ il
numero in [0, +-00] definito da

/fd,u = sup{/ sdu - ssemplice,()gsgf}.
b's b's

(¢) L’integrale di una funzione misurabile f : X — R & il numero in R definito da

/deutz/Xﬁdu—/Xf‘du,

a patto che almeno uno dei due integrali a secondo membro sia finito.
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(d) Una funzione misurabile f : X — C ¢ detta integrabile (secondo Lebesgue) se
Jx |fldp < 400, e il suo integrale & il numero complesso definito da

/deu::/XRefdy—H'/XImfdu.

L’insieme delle funzioni integrabili ¢ denotato L'(X,u) (o L'(X), o semplicemente
L', quando non ci sia rischio di confusione).

Notiamo che se f € LY(X,u), f = fi +ifo (fi, fo reali), si ha £ < |fi] < |f],
i = 1,2, e dunque, per il punto (ii) della proposizione 2.2.9 seguente, [ fdu <
Jx |fldp < 400, per cui la definizione di [, fdu data al punto (d) ¢ sensata.

Dato un insieme E € 9, si porra anche fEfd,u = fX xefdp. Quando non ci
sia ambiguita, si potra utilizzare la notazione semplificata [ + J al posto di / + Jdu,
mentre quando sia necessario specificare I'espressione di f si utilizzera la notazione
Jx f(x)du(z). In particolare se £ C R™ & misurabile secondo Lebesgue si scrivera
[ [(z) d"x invece che [}, f(x)dm(z) per indicare I'integrale fatto rispetto alla misura
di Lebesgue m su R", e nel cason = 1 e E = [a,b] (o (a,b), (a,b],[a,b)) si usera la
notazione classica fff(x) dz (o solo fab f).

Esempio 2.2.8. Su X = [0, 1], con la misura di Lebesgue m, la funzione f = yq ¢
misurabile, in quanto funzione caratteristica di Q N [0, 1] che & unione numerabile di
insiemi costituiti da un solo punto, che sono quindi chiusi. Inoltre f & semplice (& una
funzione caratteristica) e il suo integrale ¢ dunque

/0le=o~m<[o,u\@>+1-m<[0,um@):o,

poiché m({z}) = 0 per ogni = € [0,1] ({z} = [z, z] ¢ un intervallo) e m ¢ o-additiva.
Ricordiamo che f ¢ il tipico esempio di funzione non integrabile secondo Riemann.

E chiaro che gli insiemi di misura nulla sono in qualche modo trascurabili nella
teoria dell’integrazione: ad esempio se f,g > 0 sono funzioni misurabili che differi-
scono soltanto su un insieme di misura nulla si vede facilmente dalla definizione che
| /= S <9 E allora conveniente introdurre la seguente terminologia: si dice che una
proprieta P(x), dipendente da x € X, & vera quasi ovunque (rispetto a p) (abbreviato
q.0.), se l'insieme {x € X : P(z) ¢ falsa} ¢ di misura nulla.

Le principali proprieta dell’integrale di Lebesgue sono enunciate nella proposizione
seguente. Omettiamo o lasciamo al lettore (esercizio 2.6) la loro dimostrazione.

Proposizione 2.2.9. Siano f, g funzioni misurabili su X (a valori in R o C). Si ha:

(i) se f,g€ L' e a,B € C, allora af + fg € L efX(ozf—l-ﬁg):Oéfo—FﬁfXg

(linearita dell’integrale);
(i) se f <g, allora [, f < [ g (monotonia dell’integrale);
(iii) | [x fI < [x |f];
(iv) se f>0e fod,u =0, allora f =0 q.0.;
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(v) se fe LX) e [, fdu=0 perogni E €M, allora f =0 q.0.;
(vi) se [y |fldp < +o0, allora |f| < 400 q.o.

Enunciamo ora, senza dimostrarli, i fondamentali teoremi di passaggio al limite
sotto il segno di integrale, che garantiscono che le debolezze della teoria di Riemann,
ricordate all’inizio del capitolo, sono superate.

Teorema 2.2.10 (convergenza monotona di Levi). Siano f,, f : X — [0, +00], n € N,
funzioni misurabili tali che f1(x) < fo(z) < -+ < fulz) < ... elim, o0 fu(z) = f(2)
per quasi ogni x € X . Allora

lim /fnd,u:/fdu.
n—-+00 X X

Lemma 2.2.11 (Fatou). Siano f, : X — [0,+0o0], n € N, funzioni misurabili. Posto

f(z) :=liminf f,(x) = lim inf fi(x), z € X,

n——+00 n——+oo k>n
st ha
/ fdp < liminf/ fndp.
X n—-+00 X
Si noti che la f dell’enunciato precedente e misurabile per il teorema 2.2.4.

Teorema 2.2.12 (convergenza dominata di Lebesgue). Siano f,, f: X — C, n €N,
funzioni misurabili tali che

(1) im, o fu(z) = f(x) per qo. x € X;
(ii) esiste g € LY(X, ) tale che |f.(x)| < g(x) per q.o. x € X e per ognin € N.

Allora
i [ 14— Sldu=0
X

n—-+00

Notiamo esplicitamente che da questo segue, per la proposizione 2.2.9(iii),

lim /fnd,u:/fdp.
n—-+00 X X

Altre semplici conseguenze sono un risultato di integrazione di serie termine a termine
e uno di derivazione sotto il segno di integrale (esercizi 2.7 e 2.8).

Un altro risultato interessante e la seguente semplice caratterizzazione delle fun-
zioni integrabili secondo Riemann, che, stranamente, ¢ possibile solo nella teoria di
Lebesgue (il che costituisce I’ennesimo svantaggio della teoria di Riemann).

Teorema 2.2.13 (Vitali-Lebesgue). Una funzione limitata f : [a,b] — R é integrabile
secondo Riemann se e solo se ['insieme dei suor punti di discontinuita ha misura nulla
secondo Lebesgue. Inoltre in tal caso f € L'([a,b]), e gli integrali secondo Riemann e
secondo Lebesgue di f coincidono.
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Concludiamo questa sezione enunciando la generalizzazione del teorema fonda-
mentale del calcolo per gli integrali di Lebesgue.

Teorema 2.2.14 (fondamentale del calcolo). Data f € L*([a,b]) e posto

F(z) = /I f(t)dt, x € [a,b], (2.1)

si ha che esiste F'(x) = f(x) per q.o. x € [a,].
Viceversa se F' : [a,b] — C ¢ tale che esista F'(x) per ogni x € [a,b], e F' €
L*([a, b)), allora

F(z) — F(a) = / "Pwd,  relal) (2.2)

Osservazioni.  (a) Non si puo sperare che dalla (2.1) segua F'(z) = f(x) per ogni
x € [a,b], come si vede considerando f = xq, per la quale F' ¢ identicamente nulla.

(b) Si possono costruire funzioni continue ¢ : [a,b] — R tali che 3¢'(z) = 0 per
q.0. z € |a,b], ma non costanti (e non derivabili per ogni = € [a,b]). Pertanto le
“primitive” di una f € L'([a,b]) (come ad esempio la F' della (2.1)) non differiscono
tra loro soltanto per una costante, come per le funzioni continue.

(c) Questo mostra anche che per la validita della (2.2) non basta assumere soltanto
che F’ esista quasi ovunque.

2.3 Spazi L7

Anche in questa sezione, salvo diverso avviso, (X, 91, 1) denotera un generico spazio
di misura.

Definizione 2.3.1. Sia p > 1. Indicheremo con LP(X, ) lo spazio delle funzioni
misurabili f: X — C tali che

1/p
1l = (/X |f\pdu) < +o0.

In base alla proposizione 2.2.9(iv), se || f]|, = 0 allora f = 0 q.o. D’altra parte
si e gia osservato che gli insiemi di misura nulla sono trascurabili nell’integrazione, e
pertanto d’ora in poi due funzioni f e g uguali quasi ovunque verranno identificate. A
stretto rigore, allora, gli elementi di L” saranno classi di equivalenza di funzioni uguali
quasi ovunque, anche se, per semplicita, e ove questo non crei ambiguita, continueremo
a pensarli come funzioni.

Tenendo presente quest’ultima osservazione, si ha il risultato seguente.

Proposizione 2.3.2. (L?(X, pu),| - |l,) € uno spazio normato per ogni p > 1.

Dimostrazione. 11 caso p = 1 segue immediatamente dalla disuguaglianza |f + ¢g| <
|f| + |g| e dalla monotonia dell’integrale.

Per p = 2, I'unica cosa da verificare ¢ che date f,g € L? si abbia f +g € L% e
valga la disuguaglianza triangolare ||f + gl < ||f|l2 + |lgll2. A tale proposito, si ha
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|f+91? < (If1 +19)? < (2max{|f],]g]})* = 4max{|f|* |g]*} < 4(|f]* + |g*) € L',
e dunque f + g € L?. Similmente, |fg| < max{|f],|g|}* < |f|* + |g|*> € L', e
pertanto l'applicazione (f,g) € L* x L* — [, fgdu definisce un prodotto scalare,
definizione 3.1.1, e usando allora 2.2.9(iii) si conclude come nell’esempio 1.1.2(f).
Omettiamo la dimostrazione nei casi p # 1,2. Il lettore interessato puo trovarla
ad esempio su [Rud2]. O

Nel seguito avremo spesso a che fare anche con il caso p = oco.

Definizione 2.3.3. Una funzione misurabile f : X — C & detta essenzialmente
limitata se esiste M > 0 tale che I'insieme {|f| > M} ha misura nulla. La quantita

[flloe = nf{M >0 : p({[f] > M}) = 0}

e detta estremo superiore essenziale di f. L’insieme delle funzioni essenzialmente
limitate si denota con L (X, u).

E facile verificare, sempre identificando tra loro funzioni uguali quasi ovunque, che
(L=(X, 1), || - |loo) € uno spazio normato (esercizio 2.9).

Come gia accennato, il risultato seguente e di importanza fondamentale, e, a
posteriori, motiva praticamente da solo la teoria dell’integrazione di Lebesgue.

Teorema 2.3.4 (Riesz-Fisher). (LP(X,u),|| - ||l,) € uno spazio di Banach per ogni
p € [1,400].

Dimostrazione. Sia p € [1,4+00). Data una successione di Cauchy (f,)nen C LP, si
fissi ny € N tale che per ogni n,m > ny si abbia ||f, — fi||, < 1/2. Sara poi possibile
trovare ny > ny tale che per ogni n,m > ns si abbia || f,, — fi|l, < 1/4, e d’altra parte
|| fos = fuallp < 1/2. Procedendo induttivamente in questo modo si determina allora
una sottosuccessione (f,, Jren tale che

1
||fnk_fnk+1||p<?, kJGN

Si definiscano poi le funzioni a valori in [0, 4+00]

gr(x) == Z | farar (2) = fop (2)],
r e X.

g(l’) = hm gr‘ Z‘fnkﬂ fnk( )’

Essendo || - ||, una norma si avra dunque

lgrllp < Z [ frsr = Fuillp < Z o <L

e quindi, per il lemma di Fatou 2.2.11,

\|g||g:/X|g|pdu:/xrggloolgrlpdu§lgglggof/er\pduzlggigofl\grllzs1,
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da cui g(z) < 400 per q.o. x € X (proposizione 2.2.9(vi)). Ne segue che ¢ possibile
definire una funzione f : X — C tramite

f(x) = fo,(z) + Z (fnkﬂ(:”) — frs <x>)a

in quanto la serie nel membro di destra ¢ assolutamente convergente per q.o0. x € X,
e si puo poi porre f(z) =0 per gli x in cui non converge. Poiché allora la somma di
una serie di funzioni misurabili € misurabile per il teorema 2.2.4, la f cosi definita ¢
misurabile in base all’esercizio 2.10. Ma allora, osservando che la serie che definisce f
e telescopica, si avra, per q.0. x € X,

F@) = fure) - 1m 3 (&) — Fu, (@)
= fo(7) + TEEFHOO (fnr (z) — fm(x)) = T‘EI-‘Z]OO fno (),

e dato allora e > 0 e n. € N tale che se m,n > n. allora ||f, — fu.||, < &, si otterra,
ancora grazie al lemma di Fatou,

/]f—fm\pdugliminf/ | fr, — fm|Pdp <P, m > n,
X r—+00 X

daCUif: (f_fm)—‘f_fm GLpe ”f_mep_)O
Lasciamo al lettore (esercizio 2.10) la dimostrazione del caso p = oo. O

Osserviamo esplicitamente che dalla dimostrazione si vede che da una successione
di Cauchy (e quindi in particolare da una successione convergente) in L? si puo estrarre
una sottosuccessione convergente q.o.

In base all’esercizio 2.12, dal teorema di Riesz-Fisher si ottiene un’altra dimostra-
zione, rispetto a quella data nell’esempio 1.4.3(c), della completezza di ¢7(I). Ulteriori
semplici relazioni tra spazi / e LP con diversi valori di p sono date dall’esercizio 2.13.

L’ultimo risultato che vogliamo illustrare, e che ci sara utile in seguito, afferma so-
stanzialmente che, se p € una misura di Borel regolare (finita) su uno spazio metrico, le
funzioni di LP(X, u), che a priori possono essere molto irregolari, si possono comunque
approssimare, nella norma || - ||,,, con funzioni continue. Questo non ¢ sorprendente, se
si pensa al ruolo che svolgono gli insiemi aperti nelle nozioni di continuita e di misura
regolare.

Teorema 2.3.5. Siano (X,d) uno spazio metrico e j una misura di Borel regolare
su di esso finita (cioé tale che pu(X) < 4o00). Allora lo spazio Cy(X) delle funzioni
continue limitate su X ¢é denso (nella topologia indotta da || - ||,) in LP(X, 1) per ogni
p € [1,400).

Dimostrazione. Osserviamo per iniziare che g € C,(X) & misurabile e che dalla disu-
guaglianza [ [g]” dp < ||g||Zp(X) < +oo segue Cy(X) C LP(X, 1). Bisogna dunque
dimostrare che per ogni f € LP(X,u) e ogni € > 0 esiste una g € Cy(X) tale che
lg — fll, < e. Lo faremo in diversi passi, prendendo f via via pit generali.
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Per cominciare, sia f = y¢ la funzione caratterstica di un insieme chiuso C' C X,
e sia

gn(T) !

= X N.
1 4 ndist(z, C)’ reamne

E chiaro che 0 < g, < 1 e go(z) = 1 per ogni x € C, e, in base all’esercizio 2.14,
si ha g, € Cy(X), gn(x) — 0 per ogni z € C. Cioe g, — Xxc¢ puntualmente in X,
ed essendo, per ogni n € N, |g, — xcP < 2¢ € LY(X,p) (se la misura ¢ finita le
funzioni costanti sono integrabili), per il teorema di convergenza dominata 2.2.12 si
avra ||gn — xcllp = 0, e quindi ||g, — x¢l|, < € per n sufficientemente grande.

Sia poi f = x4 con A € B(X). Dato € > 0 esistera, per la regolarita di u, un
chiuso C' C A tale che u(A\ C) < (¢/2)P, e d’altra parte, per quanto appena visto,
llgn — xcll, < €/2 per n sufficientemente grande. Ne segue

lgn = xallp < llgn = xcllp + X = Xallp

1/p
— Jlgm = xcllp + ( [ e —XA\P)
X
1/p
— Jgn = xcll, + ( / XA\C)
X

= ||gn - XC”p + N(A \ C)l/p < €.

Da questo si ottiene la tesi anche per ogni s funzione misurabile semplice: ogni tale
funzione € combinanzione lineare di funzioni caratteristiche di insiemi boreliani, e ba-
sta allora definire g € C(X') come la combinanzione lineare, con gli stessi coefficienti,
delle rispettive funzioni continue approssimanti definite sopra.

Presa poi f € LP non negativa, esistera, per la dimostrazione del teorema 2.2.6,
una successione (s,) di funzioni misurabili semplici non negative che converge pun-
tualmente e monotonamente a f. Pertanto |s, — f|P = (f — s,)? < fP € L' e quindi,
ancora per il teorema di convergenza dominata, si avra ||s,, — f||, — 0. D’altra parte,
per quanto visto sopra, per ogni n € N esistera g, € Cp(X) tale che || g, — sn ||, < 1/n,
e dunque

1
lgn = Fllp < llgn = sullp + llsn = fllp < =+ llsn = fll, = 0.

Infine il caso generale di f € L? si riconduce al precedente scomponendo f; := Re f
e fo :=Im f in parti positive e negative come nella seconda parte della dimostrazione
del teorema 2.2.6, e notando che (fX)? < |fi|? < |fP,i=1,2. O

In particolare, dunque, se K C R"™ ¢ compatto, lo spazio C(K) delle funzioni
continue (complesse) su K ¢ denso in LP(K) (con la misura di Lebesgue) per ogni
p € [1,+00). Non e difficile dimostrare che invece non lo & per p = oo (vedere
'esercizio 2.15).
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Esercizi

21

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

Sia X uno spazio topologico. Verificare che la famiglia di sottoinsiemi di X
B(X) = ﬂ{zm : M C P(X)o-algebra t.c. A e MVA C X aperto}

¢ la piu piccola o-algebra su X che contiene tutti gli insiemi aperti.

Sia (gn)nen una numerazione dei razionali in (0,1) e, dato € > 0, si considerino gli
insiemi
e £ £
A= U (Qn - ﬁaCIn + 2n+1) n(0,1)
n=1

e K =10,1] \ A. Dimostrare:
(a) A, K sono Lebesgue-misurabili e m(A) <e, m(K) > 1 —¢;
(b) A & densoin (0,1) e K ha interno vuoto;

*(c) K non ¢ misurabile secondo Peano-Jordan (sugg.: si ha m.(K) > 1 —e: se cosi
non fosse, si potrebbe trovare un plurintervallo aperto £ C R tale che K C F e
m(E) <1—¢e, maallora [0,1] \ E C A...)

Mostrare che la misura di Lebesgue-Stieltjes associata alla funzione non decrescente
a continua a destra F' = x([; 1o © la misura di Dirac concentrata in z € R.

Dimostrare le proprieta (iii), (iv) e (vi)-(ix) del teorema 2.2.4.

Siano (X, 9, u) uno spazio di misura, Y uno spazio topologico, f, : X =Y, n € N,
funzioni misurabili tali che per ogni x € X esista f(x) := lim, oo fn(z). Mostrare
che allora f: X — Y & misurabile.

Dimostrare le proprieta (iv)-(vi) della proposizione 2.2.9.

Siano (X, M, p1) uno spazio di misura, e (f,) C L*(X, u1). Verificare chese Y12 || f,|l1 <
+00, allora Y1 f,,(x) converge per q.o. = € X, definisce una funzione in L'(X, 1) e

/. (gfn)duzg/xfndu-

Siano (X,9M, ) uno spazio di misura, A C R™ un aperto, ¢ f : X x A — C una
funzione tale che

(a) f(,y) € L'(X, ) per ogniy € A;

(b) esista g—qu(az,y) per ogni (z,y) € X x A;

(c) esista g € L'(X, i) tale che ﬂ(ac y)’ < g(x) per ogni (z,y) € X x A.

Allora la funzione F' : A — C definita da F'(y fX x,y)du(x) , y € A, e tale che
esiste

or of

Y x,y)d y € A.
5, =[5, @)
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2.9

2.10

*2.10

2.12

2.13

2.14

2.15
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Sia (X, 9N, ) uno spazio di misura. Verificare:

(a) se f: X — C & misurabile, la funzione t — p({|f| > t}) & continua a destra;
(b) se f ¢ essenzialmente limitata, ||f||cc = min{t >0 : u({|f| > t}) = 0};

(¢) |l [lco © una norma su L*(X, u);

Siano (X, M, u) uno spazio di misura, ¥ € M tale che p(Y) = 0 e g una funzione
misurabile su Y (a valori in R o C). Mostrare che se f ¢ I'estensione di g a X definita
ponendo f(z) =0 se x € Y€, allora f & misurabile.

Mostrare che (L (X, u), || - |[) & uno spazio di Banach. (Sugg.: data (f,) C L™
di Cauchy, sia E l'unione, su k,m,n € N, degli insiemi Ay = {|fx| > [|fllo},
By = {|fm — ful > |fm — fnlleo }; allora pu(E) = 0 e £°(E€) & completo.)

Sia I un insieme. Dimostrare che fl fdpg =3 c; f(a) per ogni f per cui ha senso,
e che quindi LP(I, uy) = ¢P(I) per ogni p € [1,400] (uy € la misura che conta in I).
Che succede se al posto di juy si usa 0,7

Mostrare che ¢1(N) C £2(N) e che, se u(X) < oo, L*(X, u) C LY(X, u). Mostrare che,
usando la misura di Lebesgue, L?(R) ¢ L'(R), L'(R) ¢ L?(R).

Dato uno spazio metrico (X, d), e posto dist(z, B) := inf cpd(z,y), v € X, B C X,
verificare:

(a) = € X — dist(x, B) ¢ continua;

(b) se C & chiuso e z ¢ C, allora dist(z, C') > 0.
Siano (X, d) uno spazio metrico, e 1 una misura di Borel su X. Mostrare che Cy(X)

e chiuso in L*°(X, i) (sugg.: ricordare la dimostrazione di completezza di L>). Dare
esempi in cui Cp(X) = L>®(X, p) e in cui Cp(X) C L®(X, p).



Capitolo 3

Teoria elementare degli spazi di
Hilbert

Gli spazi di Hilbert (infinito-dimensionali) che, come noto, svolgono un ruolo fon-
damentale in Meccanica Quantistica, sono la generalizzazione piu diretta degli spazi
euclidei finito-dimensionali (come R™ o C"), e ne ereditano la maggior parte delle
proprieta geometriche, come ad esempio il fatto, che vedremo nella sezione 3.2, che
si puo sempre trovare un complementare di un sottospazio (chiuso), cosa falsa in uno
spazio di Banach generico. Esiste inoltre una nozione di base ortonormale per uno
spazio di Hilbert che generalizza in molti aspetti quella degli spazi finito-dimensionali
(sezione 3.3). Tutto cio fa si che la geometria degli spazi di Hilbert sia tutto sommato
“banale”, mentre cio che e veramente interessante e ricco di risultati ¢ lo studio degli
operatori definiti su di essi, che noi inizieremo, con gli aspetti pitt elementari, nella
sezione 3.4 di questo capitolo e proseguiremo, in forma astratta e piu generale, nei
successivi due.

3.1 Definizione e proprieta elementari

Definizione 3.1.1. Sia H uno spazio vettoriale complesso. Una forma hermitiana
su H & un’applicazione (-,-) : H x H — C tale che:

(i) per ogni x € H, 'applicazione y € H +— (x,y) ¢ lineare;

(i) (z,y) = (y,x) per ogni z,y € H.

Una forma hermitiana e detta semidefinita positiva se vale inoltre
(iii) (z,x) > 0 per ogni z € H,

mentre ¢ detta un prodotto scalare se

(iii’) (z,x) > 0 per ogni x € H, x # 0.

In quest’ultimo caso, la coppia (H, (-,-)) & detta uno spazio prehilbertiano.

47
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Osserviamo esplicitamente che dalla (i) e (ii) segue che z +— (z,y) ¢ antilineare
per ogni y € H (cioe (121 + aop, y) = (1, y) + az(r2,y) per ogni @1, 19,y € H,
a1, ay € C). Dunque una forma hermitiana ¢ in particolare cio che si dice una forma
sesquilineare. Inoltre chiaramente (0,0) = 0, e quindi un prodotto scalare & una forma
hermitiana semidefinita positiva per cui z = 0 & I'unico vettore tale che (x,z) = 0.

Teorema 3.1.2 (Disuguagliazna di Cauchy-Schwarz). Data una forma hermitiana
semidefinita positiva (-,-) su H, si ha

(@, )| < V@, 2)V/ (Y, ), r,y € H. (3.1)

Inoltre, se (-,-) é un prodotto scalare, l'uguaglianza vale se e solo se x e y sono
linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Se (x,y) = 0 la tesi ¢ banalmente verificata. Sia allora (z,y) # 0.
Dato A € R, si avra

0 < (\y+ (2, 9)z, Ay + (2, y)z)
= Ny, y) + Mz, y)(y, @) + Ma,y) (. y) + (@, y) (e, y)(z, z) (3.2)
= Xy, y) + 2A[(z, ) |* + [(z, y)|*(z, z).

Osservando che 1'ultimo membro € un polinomio quadratico in A, si conclude che
affinché esso sia non negativo deve aversi

[z, )" = (y, ) [, )Pz, ) <0,

che, dividendo per (x,y) # 0, fornisce la (3.1).

E poi chiaro che se x, y sono linearmente dipendenti si ha 'uguaglianza nella (3.1).
Viceversa, se (-, ) € un prodotto scalare e vale 'uguaglianza nella (3.1), dalla (3.2) si
ha ancora, per ogni A € R,

Ny + (z, 9z, Ay + (z,y)x) = Xy, y) + 22Xz, 2)(y, y) + (v, y) (=, )?

_ <)\\/(y,y) + \/<y,y><$,x>>2

e prendendo allora A\ = —(z,z) si ottiene (A\y + (z,y)x, \y + (z,y)x) = 0 che, per la
(iii") della definizione 3.1.1, implica Ay + (z, y)x = 0, cioé x, y linearmente dipendenti.

O
Corollario 3.1.3. Sia (H, (-,-)) uno spazio prehilbertiano. Allora
z]| := /{z,x),  x€H,
e una norma su H, detta la norma indotta dal prodotto scalare.
Dimostrazione. B chiaro dalla definizione 3.1.1 che ||z| = 0 solo se 2 = 0 e che || - || &

omogenea. Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha poi, per ogni x,y € H,

lz +yll* = (= +y,2 +y) = 2]” + [ylI* + 2Re (z, )
< ll2l* + lyl* + 20zl llyll = (Il + llyl)*,

e quindi la disuguaglianza triangolare. O]
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Dunque ogni spazio prehilbertiano ¢, in modo naturale, uno spazio normato.
Questo ci mette nella posizione di poter dare la definizione di spazio di Hilbert.

Definizione 3.1.4. Uno spazio di Hilbert € uno spazio prehilbertiano che sia completo
nella norma indotta dal prodotto scalare.

Prima di passare agli esempi, scriviamo un paio di identita che ci saranno molto
utili in seguito. Sia (-, -) una forma sesquilineare (non necessariamente hermitiana) su
H, e Ry := {£1, £i} l'insieme delle radici quarte dell'unita (in C). Usando anche in
questo caso, per brevita, la notazione ||z||*> = (z,z) (che in generale non sara nemmeno
un numero non negativo, se (-, -) non e semidefinita positiva), dato w € Ry si ha

Iz +wyll® = l|l2[* + wlz,y) + @y, 2) + [ylI*, =y €H, (3.3)

e moltiplicando questa equazione per w e sommando al variare di w € Ry si ottiene,
- - -9 5 - P . . .
notando che Y, w=0=) _p 0 Videntita di polarizzazione

1 _
(@) = Yo llzt+wyl?’,  wmyeH (3.4)

wWERY

che, nel caso particolare di uno spazio prehilbertiano, permette di ricostruire il pro-
dotto scalare dalla conoscenza della norma. Similmente, sommando tra loro le (3.3)
per w = *£1, si ottiene l'identita del parallelogramma

lz+yll* + Ml = yl* = 2(«l* + ly*), 2.y €H, (3.5)

il cui nome e dovuto al fatto che lega le lunghezze dei lati del parallelogramma definito
dai vettori x e y con le lunghezze delle sue diagonali (x+y e —y). Sinoti che la (3.5)
e un’identita soddisfatta dalla norma definita dal prodotto scalare. Si puo dimostrare
che in effetti essa caratterizza le norme che provengono da un prodotto scalare.
Esempi 3.1.5.  (a) L’esempio piu semplice di spazio di Hilbert & C™ con il prodotto
scalare standard definito da (z,y) := > Txys, a cul ¢ associata la norma euclidea
zlle = (Or_; |zx*)Y2, in cui, com’® noto, C" & completo.

(b) Sullo spazio ¢2(I), I insieme arbitrario, dell’esempio 1.4.3(c) si puo definire un
prodotto scalare ponendo, in analogia all’esempio precedente:

(@,9) =) Tabfoy T = (a)y = (ya) € (]),

acl

Per convincersi che questo e effettivamente ben definito, cioe che esiste il limite che
definisce il secondo membro, osserviamo che per ogni sottoinsieme finito F' C I,
ponendo
<$ay>F = Zfayaa z,y 662(1)7
acF
si definisce una forma hermitiana semidefinita positiva (-,-)r su £*(I), per la quale
vale dunque 1'identita di polarizzazione:

w)r =7 3 03 ra+wpal

weERy a€F
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1 secondo membro di quest’ultima equazione converge, come net su &, (1), a }1 > wer, T+
wyl|3 per definizione della norma su ¢*(I). Dunque esiste (z,y) = lmpe gz, (T, y)F
per ogni z,y € (*(I), e si verifica poi facilmente, ancora usando (-,-)r e passando
al limite, che & una forma hermitiana definita positiva, ed & poi un prodotto scalare
in quanto chiaramente (z,z) = ||z||3 > 0 per ogni z # 0. Poiché allora, come visto
nell’esempio 1.4.3(c), (¢2(1),] - |l2) & completo, (¢*(I),(-,-)) ¢ uno spazio di Hilbert,
che, nel caso I = N, rappresenta lo spazio dei vettori di stato di un sistema quantistico
nella meccanica delle matrici di Heisenberg, Bohr e Jordan.

(c) Dato uno spazio di misura (X, 1), si definisce su L*(X,u) un prodotto
scalare ponendo

(W, ) :=/X¢<pdu, ¥, p € L*(X, p).

Che questo sia ben definito (cioe che ¢ € L) & stato visto nella dimostrazione della
proposizione 2.3.2, ed ¢ poi chiaro che ¢ un prodotto scalare, la cui norma indotta
& proprio [[¢]l2 = ([ [¢]?)"/2. Pertanto dal teorema di Riesz-Fisher 2.3.4 si ottiene
che L?(X, ) ¢ uno spazio di Hilbert. Nel caso particolare X = R? (con la misura
di Lebesgue), come gia osservato all’inizio del primo capitolo, questo € lo spazio dei
vettori di stato della meccanica ondulatoria di Schrodinger. Uno dei maggiori problemi
agli albori della Meccanica Quantistica, noto come problema delle rappresentazioni, fu
proprio quello di capire se le descrizioni di Heisenberg e di Schrodinger fossero o meno
equivalenti. Una parte della soluzione di von Neumann fu proprio la dimostrazione che
i due spazi di Hilbert relativi, £(N) e L?(R?), sono in realta “lo stesso”. Noi vedremo
quest’ultimo fatto in questo capitolo, e studieremo il problema delle rappresentazioni
nella sua interezza, in linguaggio moderno, nel capitolo ?7.

Altri esempi di spazi di Hilbert, costruiti a partire da spazi di Hilbert dati, si
trovano negli esercizi 3.1, 3.2, dove ¢ introdotta l'importante nozione di somma diretta
P, c; Ho di una famiglia arbitraria (H,)aer di spazi di Hilbert. In particolare si vede
che (*(I) = @,c; Ha con H, = C per ogni a € 1.

Si e visto, col teorema 1.4.6, che uno spazio normato puo sempre essere pensato
come un sottospazio denso di uno spazio di Banach, il suo completamento. Nel caso
che la norma provenga da un prodotto scalare, il prossimo risultato che vogliamo
dimostrare garantisce che anche quella del completamento gode della stessa proprieta,
e che quindi il completamento e uno spazio di Hilbert.

Prima di formulare questo in dettaglio, osserviamo che se H, K sono spazi pre-
hilbertiani, un’applicazione lineare j : H — K ¢ isometrica se e solo se conserva i
prodotti scalari, cioe (j(x),7(y)) = (x,y) per ogni z,y € H. Infatti se j & isometrica
si ha, dall’identita di polarizzazione,

1

((2),5()) = § > ollile+wy)lF = }1 > ol +wyl® = (z,y),

wERY wERY

e viceversa se j conserva i prodotti scalari

li@)I* = (i(2), 5 (2)) = (@, 2) = [«
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E inoltre facile vedere che un’applicazione che conserva i prodotti scalari ¢ automati-
camente lineare (esercizio 3.3).

Se j : H — K ¢ un’isometria suriettiva, gli spazi H e K si dicono (isometricamente)
isomorfi, e si scrive H = K.

Teorema 3.1.6. Dato uno spazio prehilbertiano (X, (-,-)x), esistono uno spazio di
Hilbert (H,(-,-)u), detto il completamento di X, e un’isometria j : X — H tali che
J(X) = H. Il completamento di X ¢é unico nello stesso senso del teorema 1.4.6.

Dimostrazione. Sia H il completamento di X pensato come spazio normato, fornito
dalla seconda parte del teorema 1.4.6, ¢ j : X — H la relativa isometria tale che
Jj(X) = H. Dati allora z,y € H esisteranno successioni (z,),(y,) C X tali che
j(x,) = x, j(y,) — y. Sara allora naturale definire un prodotto scalare su H tramite:

<x7 y)H = n1—1>r—ir-1<>o<xm yn>X-

Affinché questo sia ben definito, € necessario che il limite esista e non dipenda dalle
successioni (x,,), (yn) scelte. Per quanto riguarda ’esistenza, si ha, per ogni n,m € N,

|<xmyn>X - <xmaym>X| < |<J7n - xm7yn>X| + (T, Yn — ym>X|
< zn = 2wl x|ynllx + (12wl x|yn — ymllx

= 113 (@n) = @) a3 )l + 13 @) ez 15 () = 5 () 121,

avendo usato la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz nel secondo passaggio e 'isome-
tria di j nel terzo. Poiché allora le successioni convergenti (j(z,)), (j(y,)) sono in
particolare limitate e di Cauchy, ne segue che ((z,,¥n)x)nen C C & di Cauchy, e
quindi convergente. Per quanto riguarda I'indipendenza dalle successioni scelte, siano
(x1), (y),) C X altre due successioni tali che j(x]) — =, j(y,,) — y. Si avra allora, con
passaggi analoghi a quelli appena fatti,

(@ yn)x = (@ ) x| < N5 (n) = G @) 13 @)l + 115 @) 13 () = 5l

Poiché allora le successioni convergenti (j(«)),(j(yn)) sono limitate, e ||j(x,) —

J@)la =0, 15 (yn) = 3 (w)lla = 0, si ha limp o, yoo (@, Yn)x = s oo (2, ) x5 €
dunque (z,y)y € ben definito. E poi immediato verificare, usando il fatto che (-,-)x
¢ un prodotto scalare e passando al limite, che (-,-)y cosi definita ¢ una forma her-
mitiana semidefinita positiva. Che sia poi anche un prodotto scalare deriva dal fatto

che la norma che esso induce ¢ proprio la norma || - ||z del completamento:
(@ x)p = Hm (zn,z0)x = Hm [zal5 = lm |55 = [l
n—+00 n—+00 n—-+00

Infine la dimostrazione dell’unicita del completamento ¢ analoga a quella del caso
degli spazi metrici e normati. O

In base a questo risultato, il teorema 2.3.5 nel caso p = 2 si puo riesprimere
dicendo che, se X e uno spazio metrico e p una misura di Borel regolare finita su X,
L*(X, u1) ¢ il completamento delle funzioni continue e limitate su X. Un altro esempio
di uno spazio prehilbertiano del cui completamento si puo dare una rappresentazione
“concreta” e dato dall’esercizio 3.4.
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3.2 Ortogonali

Il vantaggio pit importante derivante dall’introduzione di un prodotto scalare, ¢ quello
di poter definire 'ortogonalita tra vettori, il che consente di estendere agli spazi di
Hilbert la maggior parte delle costruzioni geometriche che si fanno negli spazi finito-
dimensionali.

Siano H uno spazio di Hilbert, e S un suo sottoinsieme. L’ortogonale di S &
I'insieme

ti={reH: (v,y)=0,Vyec S}

Indicheremo inoltre con (S) il sottospazio vettoriale di H generato da S, cioe l'insieme
n
<S> = {Zale : QIiES, Q; G(C, nGN}
i=1

delle combinazioni lineari (finite) di elementi di S. La sua chiusura (S) sara detta il
sottospazio chiuso generato da S (in base all’esercizio 3.5 questo ¢ effettivamente un
sottospazio).

Proposizione 3.2.1. Siano H uno spazio di Hilbert e S C H. Si ha:
(i) SN St ={0};
(ii) S+ ¢ un sottospazio chiuso di H;

(iii) se S1 C Sy, allora Sy C Si;

(w) (S)+ =8t =(S)*

Dimostrazione. (i) Se x € SN St allora ||z]|? = (z,2) = 0, da cui z = 0.

(ii) Dati x1,20 € St e a1, a9 € C, chiaramente (21 + qoxo,y) = a1, y) +
Qo (T2,y) = 0 per ogni y € S, e dunque a1 + aexs € St. Inoltre se (x,) C St &
una successione convergente a x € H, per la continuita dell’applicazione = — (x,y),
y € H (esercizio 3.6), si avra, per ogni y € S, (r,y) = lim, 1o {x,,y) = 0, e dunque
re St

(iii) Dati x € Sy e y € S} C Sy, si ha ovviamente (x,y) = 0 e quindi x € S{.

(iv) Dalle inclusioni ovvie S C (S) C (S) e dal punto (iii) segue (S)+ c (S)*+ C
S+, e dunque basta dimostrare S+ C (S >L Sia allora = € S*. Per ogni y € (S) esi-
steranno y,; € S e a,,; € C,n € N, i =1,...,7,, tali che y = lim, 10 Y .7 O iYnis
e pertanto

(r,y) = lim Zamzym =0,

n—-+00o

da cui z € (S) L. O

Siamo ora nella posizione di dimostrare il risultato che e alla base di tutta la teoria
della struttura geometrica degli spazi di Hilbert.
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Teorema 3.2.2 (della proiezione). Siano H wuno spazio di Hilbert ¢ K C H un
sottospazio chiuso. Per ogni x € H esistono unici y € K ey, € K* tali che

T=Y+YyL.

Dimostrazione. Unicita. Dati altri due vettori § € K, ¢, € K+ tali che
T=y+yL=Yy+yL,

si avrd y —§ = . — y. e pertanto tale vettore & in K N K+ (K & un sottospazio per
la proposizione 3.2.1(ii)), che, per 3.2.1(i) ¢ uguale a {0}, e dunque y =g e y, =7,.

Esistenza. Dato x € H, sia d := dist(z, K) = inf,cx ||z — z||, e si scelga una
successione (Y, )neny C K tale che

1
& <o—yal* <d®+ -, neN
n

Mostriamo che tale successione e di Cauchy. Si avra:

Hyn - ym||2 = ||(yn - $) - (ym - x)HQ

=21y = 2l” + 1ym — 21*) = 1y — 2) + (Y — )|

Yo + Ynm ?
2

— 2y — 22 + lym — ) —4\

avendo usato, nel secondo passaggio, l'identita del parallelogramma (3.5). Osservando
allora che (y, + ym)/2 € K, si ottiene

Yn t Ym
2

v = v l2 = 2001y — I + g — ]2) = 4\
1 1 1 1
§2<d2+—+d2+—) —4d? = -+ —.

n m n m

Poiché allora I'ultimo membro si puo rendere arbitrariamente piccolo, ne segue l'e-
sistenza di lim,, 1o ¥, =: y € K (che e chiuso per ipotesi). Per concludere basta
allora dimostrare che y, =  —y € K*. A tale scopo si osservi che da quan-
to appena visto segue che ||z — y||* = d?, e dunque, per ogni z € K, la funzione
A€ER = |lz— (y+ X2)||*> > d? ha un minimo per A = 0. D’altra parte si ha

lz = (y + A2)II* = llz — ylI* + X*||2]]* — 2ARe (z — y, 2),

e dunque affinché tale polinomio quadratico abbia un minimo per A = 0 € necessario
che Re (x — y, z) = 0. Potendosi ripetere I’argomento con iz € K al posto di z € K,
si ottiene anche Im (x — y, 2) = —Re (z — y,i2) = 0, e quindi y, € K. O

Si vede dalla dimostrazione che, per l'esistenza del vettore y € K che realizza
dist(z, K), & sufficiente che K sia un chiuso convesso (cioe tale che se xy,29 € K,
tutti i punti Azq + (1 — A)azg, A € [0, 1], del segmento che unisce x; e 3, sono in K).

Corollario 3.2.3. Dato un sottospazio chiuso K di uno spazio di Hilbert H :
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(i) esiste un unico operatore P € B(H), detto il proiettore ortogonale su K, tale
che Px € K, (1 — P)z € K+ per ogni x € H;

(i1) un operatore P € B(H) é il proiettore ortogonale su K = {Px : x € H} se e
solo se
p?=p e (Px,y) = (x,Py), =,y € H. (3.6)

Dimostrazione. (i) In base al teorema precedente, dato x € H esiste unico y € K,
tale che x —y € K+, ed ¢ allora chiaro che P : H — H & univocamente determinato
da Pr ==y € K, esi ha (1 — P)x € K*. Inoltre P & lineare: dati z1,70 € H e
considerati i corrispondenti y; = Pxy,ys = Pxy € K, si ha chiaramente, per ogni
a1, 00 € C, aqwy + any — (aqyr + aayp) = o (21 — y1) + ao(22 — y2) € K+, e dunque
per 'unicita del teorema della proiezione, P(ajxy + anry) = a1 Pxy + agPxy. Infine
P ¢ limitato, poiché

2]|* = (2, 2) = (Pz + (L — P)z, Pz + (1 — Px)) = || Pz|* + [|(1 - P)z|*,

avendo usato, nell’ultima uguaglianza, il fatto che (Pz, (1 — P)x) = 0. Da questo
segue dunque || Pz|| < ||z|| per ogni x € H, da cui ||P|| < 1.

(ii) Se P € B(H) ¢ il proiettore ortogonale su un sottospazio chiuso K C H, ¢
chiaro che {Px : © € H} = ranP C K, e viceversa se © € K, potendosi scrivere
r=x+0con 0 € K™, siavrd, sempre per I'unicita del teorema della proiezione,
Pz = x, e dunque K = ran P. Questo mostra anche che P>z = P(Pz) = Pz per ogni
xr € H, ciot P? = P. Infine, usando ancora (Pz, (1 — P)y) = 0 per ogni x,y € H,

(Px,y) = (Px,Py+ (1 — P)y) = (Px, Py) = (Px + (1 — P)z, Py) = (z, Py).

Viceversa se P € B(H) soddisfa la (3.6), K := ran P ¢ un sottospazio chiuso
di H: se (Pxy)nen C K converge a y € H si ha, per la continuita di P, Py =
lim,,_, oo P22, = lim,,_ o Pz, =y, da cui y € K. Inoltre, per ogni z,y € H,

(Pz, (1= P)y) = (2, P(L = P)y) = (z,(P — P*)y) =0,
cioe (1 — P)y € K+ per ogni y € H, e quindi P & il proiettore ortogonale su K. [

Osservazioni.  (a) Per simmetria, ¢ chiaro che se P ¢ il proiettore sul sottospazio
chiuso K C H, Q := 1 — P, che, come si vede subito, soddisfa le (3.6), ¢ il proiettore
su Kt

(b) Un operatore lineare P : H — H che soddisfa le (3.6) ¢ in realta automatica-
mente limitato. Si ha infatti, per ogni x € H,

1Pz]|* + (L = P)z||* = (Pz, Px) + (1 - P)z, (L - P)z)

(Px, Px) + (x,z) — (Px,x) — (z, Px)
(x, P*x) + (2, ) — 2(z, Pz) = ||z|)?,

2
2

da cui appunto || P|| < 1.
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E evidente che un proiettore P ha i soli autovalori 1, con autospazio K, e 0,
con autospazio K. In Meccanica Quantistica, pertanto, i proiettori rappresentano
le osservabili che possono assumere soltanto i valori 0 e 1, dette anche question: sul
sistema quantistico in esame. E intuitivamente chiaro che ogni altra osservabile si puo
esprimere in termini di questioni (quelle relative al fatto che I'osservabile assuma o
meno un dato valore). La controparte matematica di questo fatto ¢ data dal teorema
spettrale, che, come vedremo nel capitolo 77, afferma in sostanza che ogni operatore
(autoaggiunto) si scrive come un opportuno “integrale” di una famiglia di proiettori.

Notiamo inoltre che da quanto visto sopra segue che, dato un sottospazio chiuso
K C H, H si identifica con lo spazio di Hilbert somma diretta K & K=+ (esercizio 3.7).
In particolare quindi, in uno spazio di Hilbert H, ogni sottospazio chiuso K ammette
un complementare (nel senso appunto di un altro sottospazio chiuso L tale che H =
K& L). Sipuo dimostrare che tale proprieta caratterizza gli spazi di Hilbert tra quelli
di Banach.

L’ultima conseguenza del teorema della proiezione che vogliamo illustrare, ¢ una
descrizione molto esplicita dei funzionali limitati su uno spazio di Hilbert H. Come
visto nell’esercizio 3.6, ci sono infatti elementi naturali di H*, indotti, tramite il
prodotto scalare, dai vettori di H: i funzionali f,, y € H, definiti da f,(x) := (y,x),
x € H. 1l prossimo teorema afferma che tutti i funzionali limitati su H si ottengono
in questo modo.

Teorema 3.2.4 (rappresentazione di Riesz). Per ogni f € H*, esiste un unicoy € H
tale che f = f,. Inoltre |ly|| = | f]].

Un altro modo di esprimere questo risultato ¢ dire che 'applicazione y € H
fy € H* & un’isometria (antilineare) suriettiva, cioe un isomorfismo isometrico.

Dimostrazione. Sia f € H*, esiponga N :=ker f ={x € H : f(x) =0} = f~1({0}),
che ¢ un sottospazio chiuso di H (in quanto controimmagine del chiuso {0} C R
tramite f continuo). Se N = H basta prendere y = 0. Supponiamo allora che
N C H,esiaz € H\ N, z# 0. Detto allora P il proiettore ortogonale su N, si ha
(1 —P)z+#0, e ogni x € H si scrive in modo unico come

r=a(l —P)z+w, aeC,weN.

Posto infatti o = —4% (& f((1 — P)z) % 0 poiché (1 — P)z € N*), si ha

F((1-P)z)
fa—o(l-P)) = f2) — =2 p((1 - P)s) =0,
(- P))
Posto allora y := %(ﬂ — P)z, si ottiene
— o _ 2y = —f<x) — VA — Z) = T T
(.2) = (all = P)s) = ol pral(1= P (L= Pia) = f@), a € B,

e dunque f = f,. Se poi fosse f = f; per un altro § € H, si avrebbe (y — ¢, z) = 0 per
ogni € H, da cui, prendendo z = y—7, segue y = . E infine chiaro che || f,|| < [|y]|,
e da f,(y) = [lyl|* segue allora || f|| = || f,[| = [ly]I- O
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3.3 Basi ortonormali

Definizione 3.3.1. Sia H uno spazio di Hilbert. Un sistema ortonormale € una
famiglia (e, )aer C H tale che

(€as €8) = Oap, a,Bel.

Un sistema ortonormale massimale, cioe non contenuto propriamente in nessun altro
sistema ortonormale, e detto una base ortonormale.

Esempi 3.3.2.  (a) In H = L*([0,27]) le funzioni

—_

en(x) = e x € 0,27], n € Z,

formano un sistema ortonormale, infatti

1 27 ]
(€n,m) = 2—/ M= gy = Omons m,n € 7.
™ Jo

In realtd (e,)nez © una base ortonormale di L?([0, 27]). Questo segue ad esempio dalla
teoria delle serie di Fourier. Per noi sara conseguenza del teorema di Stone-Weierstrass
(teorema 4.3.1 ed esercizio 4.25).

(b) In H = ¢*(I) la famiglia di vettori (0, )acs, definiti da d, = (045)ser, ¢ una base
ortonormale, detta la base ortonormale canonica . E infatti chiaro che (0 08) = Oap,
a,B €1, e dato poi = (z4)acr € F*(I) che sia ortogonale a tutti i d,, si ha

O:(x,6a>:29255a5:xa, acl,
Bel

e dunque = 0 e (d4)acs € un sistema ortonormale massimale.

Daremo ora alcune caratterizzazioni delle basi ortonormali, mostrando in partico-
lare che ogni z € H si scrive come una opportuna “combinazione lineare infinita” di
elementi della base. Cominciamo con alcuni risultati preliminari.

Lemma 3.3.3. Siano H uno spazio di Hilbert, e (e4)acr C H un sistema ortonormale.
Allora:

(i) per ogni x € H si ha

Z [(eq, T)|? < |22 (disuguaglianza di Bessel),

acl
(ii) esiste un operatore isometrico U : ¢*(I) — H tale che

Ux:Zxaea, T = (74)acr € C(I);

ael

(i) la somma Y, ; Taca converge in H se e solo se (zq)aer € (2(I).



3.3 BASI ORTONORMALI 57
Dimostrazione. (i) Si ha, per ogni F' C I finito,

2

0< ||z — Z(ea,:n>ea

acl
= HxHQ - Z<€a,x><$,6a> - Z <€Cv’ eou + Z €a, T eﬁa ><€a,(3[3>
aEF aEF a,BeF
= [ll> = > lea z)P,
aeF

e la disuguaglianza richiesta si ottiene passando al limite su F.

(i) La base ortonormale canonica (04)ae;r C ¢*(I) & chiaramente una base di
Hamel' per lo spazio c.(I) denso in ¢*(I) (vedere l'esercizio 3.4). Pertanto esiste un
unico operatore lineare U : c¢.(I) — H tale che Ud, = e,, a € I, e si avra chiaramente
Ur =73, c; Taa, Per ogni & = (T4 )aer € ¢.(I), essendo la somma a secondo membro
finita. Inoltre, sempre grazie al fatto che le somme sono finite,

lUz]* = Zxaea = Y Zatpleases) = ) |zal’ = |lz|*

a€el a,Bel acl

Dunque U : ¢.(I) — H ¢ isometrico, e quindi per il teorema 1.4.5 si estende univoca-
mente a un operatore limitato, che denoteremo ancora con U, da ¢*(I) a H. Inoltre,
in base all’esercizio 3.9, per ogni T = (%4)aecs € (*(I) si ha x = limp Y wck Tala, €
quindi, per la continuita di U,

Ux = hlgnU Zxaéa = hlgnz To€q = Zmaea,
acF acF aecl
e inoltre, essendo U isometrico su c. (1),
2
2 _ 1 T 2 _ (112
|Uz]* =tim |U D zaba ||| = ll}l;ﬂZ 1za|2 = ||z,
acl acl
cio¢ 'isometria di U su ¢2(I).
(iil) Se Y c; Tata =z € H, si ha (r,e,) = 4, € dunque (24)acs € €*(I) per (i).
11 viceversa segue immediatamente da (ii). O

Teorema 3.3.4. Siano H uno spazio di Hilbert, e (€y)ac; C H un sistema ortonor-
male. Sono equivalenti:

(1) (€a)acr € una base ortonormale;

fRicordiamo che dato uno spazio vettoriale X, una base di Hamel (o semplicemente una base)
per X ¢ una famiglia (e, )aer C X di vettori linearmente indipendenti, tali che ogni « € X si scriva
come combinazione lineare (finita) degli (en)acr-
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T = Z(ea,x>ea;

ael

(ii) per ogni x € H,

(iii) Uisometria U : (*(I) — H definita nel lemma 3.3.3(i1) ¢ suriettiva;

(iv) per ogni x,y € H,

<l’,y> = Z<xv 6a><6a,y>;

ael

(v) per ogni x € H,

[J]|* = Z (2, eq)| (identita di Parseval);

ael

(vi) per ogni x € H, {(ey,x) =0 per ogni o € I implica x = 0.

Dimostrazione. (i) = (ii). Per il lemma 3.3.3, la somma ) __ (€4, )€, converge in
H. Posto allora y :=x — ) . (€a, T)€q, si ha chiaramente (e,,y) = 0 per ogni a € I,
e dunque, per la massimalita del sistema ortonormale (e, )qcr, deve essere y = 0.

(ii) = (iii). Dato z € H, e posto & := ({€q,Z))acr, si ha & € (*(I) per il
lemma 3.3.3(i), e chiaramente U¢ = x.

(iii) = (iv). Se U ¢ suriettivo ¢ invertibile, e U~z = ({(e4, *))aer. Dunque, essendo
U, e quindi U™, isometrico,

(@) = (U, U y) = ) (w,ea){eary)-

acl

(iv) = (v). Basta porre y = z.
(v) = (vi). Ovvio.
(vi) = (i). Ovvio. O

Dunque, come annunciato, ogni vettore dello spazio di Hilbert si scrive come una
somma (a priori infinita) convergente di multipli dei vettori di una base ortonormale,
analogamente a quanto succede in spazi finito-dimensionali. Non e difficile vedere
che tali somme sono in realta al pitt numerabili (esercizio 3.10), cioe sono delle serie.
L’esercizio 3.11 illustra la differenza tra la nozione di base ortonormale e quella classica
di base di Hamel.

Vogliamo ora dimostrare che ogni spazio di Hilbert ammette una base ortonormale.
Per far questo, abbiamo bisogno di alcune nozioni e di un risultato fondamentale di
teoria degli insiemi.

Definizione 3.3.5. Sia (I, <) un insieme parzialmente ordinato. Allora:

(i) un maggiorante per un sottoinsieme J C I & un « € [ tale che o > [ per ogni

B e J;

(ii) un elemento « € I & detto massimale se a < 3, € I, implica 8 = «;
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(iii) (1, <) e detto linearmente ordinato se per ogni o, 3 € I sithaa < f o < a.

Ad esempio, € chiaro che I'insieme N, con I'ordine naturale, & linearmente ordinato
e privo di elementi massimali, mentre 'insieme &?(X) dei sottoinsiemi di un insieme
X fissato, con 'ordine definito dall’inclusione, A < B < A C B, non ¢ linearmente
ordinato e ha un unico elemento massimale, I'insieme X stesso.

Il prossimo risultato, che non dimostreremo, ¢ una conseguenza diretta dell’assioma
della scelta, e anzi e ad esso equivalente.

Lemma 3.3.6 (Zorn). Sia (I, <) un insieme parzialmente ordinato in cui ogni sot-
toinsieme L C I linearmente ordinato ammette un maggiorante. Allora I ha un
elemento massimale.

Dimostrazione. La omettiamo. Il lettore interessato puo trovarla ad esempio su [Ped,
thm. 1.1.6]. O]

Il lemma di Zorn interviene in Analisi Funzionale in moltissime dimostrazioni di
esistenza “astratte”, come esemplificato dal teorema seguente.

Teorema 3.3.7. In ogni spazio di Hilbert esiste una base ortonormale.

Dimostrazione. Consideriamo 'insieme & i cui elementi sono i sistemi ortonormali in
H, con l'ordinamento parziale definito dall'inclusione: (es)acr < (f3)pes se {€q : @ €
It c {fs : p € J}. Un qualunque sottoinsieme linearmente ordinato . C & ha un
maggiorante. Infatti la famiglia (eZ)aer, C H ottenuta facendo I'unione di tutti i
sistemi ortonormali appartenenti a . & essa stessa un sistema ortonormale: essendo
% linearmente ordinato, due vettori e, eﬁ‘(/ , o, 3 € [, appartengono a uno stesso
sistema ortonormale in .Z, e dunque

< <
<6oc ’6,8 > = 60&5'

E poi chiaro che (€2),c¢ maggiora tutti gli elementi di .#. Ne segue, per il lemma di
Zorn, che & ha un elemento massimale, che ¢ dunque una base ortonormale di H. [

Dunque, in base al teorema precedente e al teorema 3.3.4(iii), ogni spazio di Hilbert
H si puo identificare, fissata una base ortonormale, con un () per un insieme [
opportuno. Si puo poi dimostrare che la cardinalita di I ¢ univocamente determinata,
il che permette di definire la nozione di dimensione (hilbertiana) di H.

I1 difetto del teorema 3.3.7, come di tutti i risultati basati sull’assioma della scelta,
e che non fornisce una costruzione esplicita di una base ortonormale, ed & quindi di
scarsa utilita pratica. D’altra parte, rinunciare a utilizzare 1’assioma della scelta
implicherebbe un notevole impoverimento dei risultati dell’ Analisi Funzionale.

Fortunatamente, gli spazi di Hilbert di interesse principale in Meccanica Quanti-
stica appartengono a una classe piu ristretta, che ora introdurremo, e per tali spazi ¢
disponibile un procedimento “costruttivo” in grado di fornire un gran numero di basi
ortonormali.

Definizione 3.3.8. Uno spazio topologico e detto separabile se ammette un sottoin-
sieme numerabile denso.
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E chiaro, ad esempio, che R ¢ separabile, in quanto QQ C R e denso e numerabile.
Da questo segue subito che C™ e pure separabile: basta approssimare parti reali e
immaginare di ogni componente di z € C" con numeri razionali, e ricordare che un
prodotto cartesiano finito (o numerabile) di insiemi numerabili & numerabile.

Teorema 3.3.9. Uno spazio di Hilbert e separabile se e solo se ammette una base
ortonormale numerabile.

Dimostrazione. Sia H uno spazio di Hilbert separabile, e {y1,v2,ys3,...} C H una
successione densa. Da questa si puo estrarre un sottoinsieme {xi,z,,...}, al pit
numerabile, di vettori linearmente indipendenti tali che (xy,29,...) = (y1,¥2,...).
A tale scopo basta infatti porre zy := y;, 2 := yp,, con y,, il primo vettore della
successione {ya,ys, ...} linearmente indipendente da xi, x3 := y,,, con y,, il pri-
mo vettore della successione {Yn,11,Yn,t2,---} linearmente indipendente da x, x9,
e cosi via. E allora chiaro che ogni combinazione lineare (finita) degli {y1,v2,...}
si puo scrivere come combinazione lineare degli {z1, z9, ...}, e dunque effettivamen-
te (x1,29,...) = (y1,Y2,...). Supponiamo che la famiglia {x,z,...} sia infinita
numerabile (il caso in cui sia finita si tratta analogamente). Applicando a essa il
procedimento di Gram-Schmidt, gia noto nel caso di un numero finito di vettori, e
che si estende immutato anche al caso infinito (esercizio 3.12), si ottiene un sistema
ortonormale (e,)nen tale che, per ogni n € N, (eq,...,e,) = (x1,...,z,). Da questo
segue

<€1,€2,...> = <;C1,.132,...> = <y1,y2,...> D) {yl,yg,...}z H,
e dunque, per la proposizione 3.2.1(iv),
—_
{61,62,...}l:<61,€2,...> :HL:{O},
cioe (e, )nen € una base ortonormale in H.
Viceversa se (e,)nen C H € una base ortonormale, I'insieme delle combinazioni
lineari finite di tali vettori a coefficienti in Q + ¢Q) ¢ numerabile e denso in H, che ¢

quindi separabile. La facile verifica di questi fatti ¢ lasciata al lettore (esercizio 3.13).
m

Dunque ¢?(N) ¢ il prototipo di ogni spazio di Hilbert separabile. Gli esercizi 3.15
e 3.16 forniscono esempi notevoli, e fisicamente interessanti, di basi ortonormali nu-
merabili in L?(R) e L?([0,+00)) rispettivamente. In particolare questo mostra che
L*(R) = ¢*(N), come annunciato nell’esempio 3.1.5(c).

Questi esempi illustrano anche il fatto spesso utile che, grazie al procedimento
di Gram-Schmidt, e sempre possibile, se H & separabile, trovare una base ortonor-
male contenuta in un sottospazio denso di vettori “interessanti”, come ad esempio il
sottospazio di L?(R) costituito dalle funzioni C*°.

3.4 Aggiunti

Come visto fin qui, dal punto di vista geometrico gli spazi di Hilbert godono di
proprieta che sono una diretta generalizzazione di quelle tipiche degli spazi finito-
dimensionali. Se da una parte questo fa si che il loro studio non rivesta particolare
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interesse, dall’altra permette invece di sviluppare una teoria molto ricca e appronfon-
dita degli operatori lineari tra spazi di Hilbert, il cui culmine ¢ il teorema spettrale
(teorema 77).

Cominceremo ora questa analisi con un risultato, di utilizzo piuttosto frequente,
che stabilisce una corrispondenza tra operatori limitati tra spazi di Hilbert e certe
forme sesquilineari, che ora definiamo.

Definizione 3.4.1. Siano H, K spazi di Hilbert. Ricordiamo che un’applicazione
s: Hx K — C ¢ una forma sesquilineare se per ogni x € H, I'applicazione s(z, -) :
K — C ¢ lineare e per ogni y € K, 'applicazione s(-,y) : H — C ¢ antilineare. La
forma sesquilineare s e detta limitata, se esiste C' > 0 tale che

[s(z, )l < Cllzllllyll,  ze€HyekK

Lemma 3.4.2. Siano H, K spazi di Hilbert. Una forma sesquilineare s : H x K — C
¢ limitata se e solo se esiste T € B(K, H) tale che

s(z,y) = (2, Ty), xe€Hyek. (3.7)

In tal caso, T € B(K, H) é univocamente determinato, e si ha |T|| < C, dove C' >0
é la costante che appare nella definizione 3.4.1.

Dimostrazione. Se vale la (3.7), si ha, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e la
limitatezza di T',

[s(z,9)| = (=, Ty)l < | Tll=llllyll, =€ HyekK,

e dunque s e limitata.

Se viceversa s ¢ limitata, per ogni y € K il funzionale lineare su H s(-,y) € pure
chiaramente limitato, e dunque per il teorema di rappresentazione di Riesz esistera
Ty € H univocamente determinato tale che s(x,y) = (T'y, z) per ogni x € H, che ¢
la (3.7). Dall’'unicita di T'y e dalla linearita di y — s(x,y) segue poi chiaramente che
y — Ty e lineare e che T e univocamente determinato, e infine, sempre per il teorema
di Riesz,

ITyll = ||sC || = sup Is@@.ml < Cllyll, v e K.

=<1

dacuiT € B(K,H) e ||T|| <C. O

Come prima applicazione di questo lemma, mostreremo che esiste un’ulteriore ope-
razione sugli operatori limitati su uno spazio di Hilbert, oltre a quelle di combinazione
lineare e composizione (viste nella proposizione 1.3.3), che generalizza la coniugazione
complessa.

Teorema 3.4.3. Siano H, K spazi di Hilbert, e T € B(H,K). FEsiste un unico
operatore T* € B(K, H), detto I’aggiunto di T', tale che

(Ta,y) = (v, T"y), wreHyck. (3.8)

Inoltre Uapplicazione T € B(H, K) — T* € B(K, H) gode delle sequenti proprieta:



62 CAPITOLO 3. TEORIA ELEMENTARE DEGLI SPAZI DI HILBERT

(i) antilinearita: (T + BS)* = aT* + BS* per ogni T, S € B(H,K), a, 3 € C;

(ii) antimoltiplicativita: (ST)* = T*S* per ogni T € B(H,K), S € B(K,L) (L
spazio di Hilbert);

(111) involutivita: T** =T per ogni T € B(H, K);
() isometria: | T*|| = ||T|| per ogni T € B(H, K);
(v) identita C*: ||T*T| = ||T||* per ogni T € B(H, K).
Dimostrazione. Si consideri la forma sesquilineare s : H x K — C definita da
s(z,y) = (Tz,y), r e HuyeK.

Si ha chiaramente |s(z,y)| < ||T||||z|||ly]|, € dunque s ¢ limitata. Quindi per il lemma
precedente esiste un unico T* € B(K, H) tale che s(x,y) = (z, T*y), ciot la (3.8), e
inoltre || 7| < ||T|.

Le proprieta (i) e (ii) seguono subito dall'unicita di 7*: ad esempio si ha, per ogni
TeB(HK),Se B(K,L),re€ Hz€K,

(STx,z) = (Tx,S"z) = (x,T*Sz2),

dove la prima uguagliaza segue dalla definizione di S* e la seconda da quella di 7%, e
dunque per appunto (ST)* = T*S*.

La (iii) si ottiene poi scambiando i ruoli di 7" e T* nella (3.8), e da questo, insieme
a quanto visto sopra, segue ||T'|| = ||[T**|| < ||T*|, e dunque la (iv).

Infine si ha

|T||? = sup ||Tz||* = sup (Tx,Tz) = sup (z, T*Tx)

llzf|<1 llzl|<1 ll=]I<1

ed essendo, per ogni x € H, [{(x,T*Tz)| < || T*T|/||z||* per la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz, ne segue ||T||* < ||T*T||. D’altra parte [|[T*T|| < ||T||* per la
proposizione 1.3.3(ii) e per la (iv), e quindi si ottiene la (v). O

Osserviamo esplicitamente che da questo e dal corollario 3.2.3 si ha che P € B(H)
¢ un proiettore ortogonale se e solo se P? = P = P*. Analogamente un operatore
V : H — K ¢ isometrico se e solo se

(z,y) = (Va,Vy) = (z, V' Vy), z,y € H,

e dunque se e solo se V*V = 1.

Come vedremo nel prossimo capitolo, 'esistenza dell’operazione di aggiunzione
rende B(H) il prototipo di una struttura algebrico-topologica dalle proprieta assai
interessanti e ricche di conseguenze.
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Esercizi

3.1

*3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Siano (H, (-, ")m), (K, (-, ) k) spazi di Hilbert. Sullo spazio vettoriale somma diretta
Ho K :={(z,y) :x € Hyye K},
i cui elementi saranno denotati con = @ y := (x,y), si definisca
(1 © Y1, 72 © y2) = (T1,22)m + (Y1, ¥2) K, Ty € HO K.

Verificare che (H & K, (-, -)) € uno spazio di Hilbert, detto somma diretta (hilbertiana)
di H e K.

Siano (Hg, (-, ")a), o € I, spazi di Hilbert, e si definisca

@H = {(«Ta)ozel . :EQEHQ\V/O[EI,ZHJ;QH(QI<OO}

acl acl

Verificare:

(a) B, c; Ha € uno spazio vettoriale con le operazioni definite da
(xa)ael + (ya)ael = (xa + ya)aela )‘(xa)ozel = ()\xa)aeﬁ

(b) @, c; Ha € uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare definito da

<(x04)0l€[7 (ya)oc61> = Z<xaa ya>a-

acl
Tale spazio ¢ detto la somma diretta della famiglia (Hy)aer-

Siano X, Y spazi prehilbertiani, e j : X — Y un’applicazione che preserva i prodotti
scalari. Mostrare che j & lineare (sugg.: calcolare ||5(x + ) — j(z) — 7(v)|?, |j(az) —

aj()]?).
Mostrare che ¢2(I) ¢ il completamento dello spazio prehilbertiano

ce(I) :=={x = (za)acr : Ta € C, x4 # 0 solo per un insieme finito di « € I}
con il prodotto scalare (z,y) = > c; Tala-

Siano X uno spazio normato, S C X un sottoinsieme, e (S) il sottospazio da esso
generato. Mostrare che (S) ¢ un sottospazio chiuso di X.

Sia H uno spazio di Hilbert. Mostrare che, per ogni y € H, il funzionale lineare
x € H— (y,z) € C e limitato.

Siano H uno spazio di Hilbert e K C H un sottospazio chiuso. Mostrare che H &
isometricamente isomorfo a K @ K+ (cio¢ esiste j : H — K @ K isometria lineare
suriettiva).

Sia H = (*(N).

(a) Se = (z,) € H, verificare che la serie di potenze > /%0 x,2" ha raggio di

convergenza r > 1.
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(b) Dato A € C, |A| < 1, verificare che posto f(z) := Yt 2,A", = € H, si ha
feH".

(c¢) Determinare y € H tale che f(x) = (y,x) per ogni x € H, e calcolare || f||.

3.9 Sia (da)acr C ¢*(I) la base ortonormale canonica: 8, = (dag)ser. Senza usare il
teorema 3.3.4, dimostrare che per ogni © = (24)acs € ¢*(I) si ha z = Y ol Tala, cioe

limFe,@o(I) |z — ZaGF Tadal = 0.

3.10 Mostrare che, se x € H e (eq)acr C H & un sistema ortonormale, 'insieme {a €
I : (eq,z) # 0} ¢ al pitt numerabile (sugg.: si ha #{a € I : |{eq,x)| > 1/n} <
n? Y aer |{eas 2)[?).

*3.11 Dimostrare che una base ortonormale di uno spazio di Hilbert H infinito-dimensionale
non ¢ una base di Hamel, e che una base di Hamel di H ha cardinalita pit che
numerabile.

3.12 Siano H uno spazio di Hilbert, e (z,,)neny € H una successione di vettori linear-
mente indipendenti. Definita una successione (f,)nen tramite il procedimento di
ortogonalizzazione di Gram-Schmidt:

(2, f1) (s, f1) (23, f2)
fi=x, fai=x— fi, fsi=w3— fi— f2,
(f1, fr) (fi, f1) (f2, f2)
dimostrare che i vettori ey, := f,,/|| fnll, » € N, sono un sistema ortonormale in H tale
che, per ogni n € N, (eq,...,en) = (x1,...,ZTn).

3.13 Completare la seconda parte della dimostrazione del teorema 3.3.9.

*3.14 Sia f € LY(R) tale che e9l*lf ¢ L'(R) per qualche § > 0. Mostrare allora che la
trasformata di Fourier

f(p) = /R f@)e ™ ds, peR

di f si estende ad una funzione analitica nella striscia {p € C : |Imp| < J} e che si
ha lo sviluppo di MacLaurin

s X~ (—ip)"
for =3 S5 [ pwarde. bl <
n. R
n=0
(sugg.: l'estensione ovvia di f soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann per 1’eser-
cizio 2.8, oppure si pud scambiare l'integrale con lo sviluppo in serie di e~"* per

Iesercizio 2.7).

3.15 Le funzioni di Hermite v, € L*(R), n € N, sono definite applicando il procedimento
di Gram-Schmidt alle funzioni z € R s z"e~%"/2 ¢ pertanto hanno la forma ¢, (x) =
Hn(x)e_x2/2, con gli H, polinomi di grado n, detti polinomi di Hermite. Dimostrare:

(a) {:U"efxz/Q :n € NMH = {;O} (sugg.: se ¢ € {;p”e*ﬂ?z/? . n € N}, applicare
lesercizio 3.14 a f = ye™® /2);

(b) (¥n)nen € una base ortonormale in L2(R);
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(c) vale la formula di Rodrigues:

22 d” 2

Hyw) = " ()

- mplrl/4 dx™
(sugg.: basta verificare, integrando per parti, che se H, ¢ dato dalla formula di
sopra, allora (xke_mg/Q,Hne_x2/2> =0,k=0,1,...,n—1,¢e |]Hne_w2/2||2 =1);

(d) siha

_ 4

\}é <.%' dl’) wn:\/mwn-kh \}5 (aj—kdcli) Py = {ﬁ¢n—17 n >

0, n =20,

d2
(— - a:2> Yn = (20 + 1)aby,.

dx?

3.16 Dimostrare che applicando il procedimento di Gram-Schmidt in L?([0, +00)) alle fun-
zioni x — z"e”* si ottengono funzioni x — L, (x)e™?, con gli L,, polinomi di grado n
detti polinomi di Laguerre, che formano una base ortonormale in L?([0, +00)).
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Capitolo 4

Algebre di Banach e C*-algebre
commutative

Come noto dai corsi di Algebra Lineare, il teorema spettrale fornisce un’utilissima descrizione
delle matrici hermitiane o, equivalentemente, degli operatori hermitiani su uno spazio di
Hilbert finito-dimensionale. E inoltre noto che il teorema spettrale permette di definire un
calcolo funzionale di un tale operatore A, cioe di associare ad ogni funzione f sullo spettro
di A un nuovo operatore f(A). E anzi lesistenza di tale calcolo funzionale & in realta
equivalente al teorema spettrale (si veda anche 'esercizio 4.31).

Passando a operatori su spazi infinito-dimensionali, le algebre di Banach forniscono il
contesto matematico naturale entro il quale formulare la “corretta” generalizzazione della
nozione di spettro di una matrice, che, come vedremo nella sezione 4.1, non si riduce a quella
di “insieme degli autovalori”. E inoltre possibile definire, per un elemento di un’algebra di
Banach, un calcolo funzionale (che non discuteremo) per un’opportuna classe di funzioni,
quelle analitiche in un intorno dello spettro. Per ottenere pero un calcolo funzionale defi-
nito sulla famiglia molto piu vasta di tutte le funzioni continue sullo spettro ¢ necessario
restringersi a una classe particolare di algebre di Banach, le C*-algebre, che costituiscono
una diretta generalizzazione degli operatori limitati su uno spazio di Hilbert (sezione 4.4).

Vedremo poi nel prossimo capitolo come il teorema spettrale per gli operatori autoag-
giunti limitati su uno spazio di Hilbert, sebbene si possa dimostrare con metodi piu elemen-
tari, segua in modo assolutamente naturale dal calcolo funzionale delle C*-algebre e trovi
in esso la sua giusta collocazione.

4.1 Teoria spettrale per algebre di Banach
Cominciamo con alcune definizioni di carattere puramente algebrico.

Definizione 4.1.1. (a) Un’algebra < & uno spazio vettoriale in cui sia definita un’ap-
plicazione bilineare e associativa (a,b) € & X &/ — ab € o/, detta prodotto. L’algebra of
¢ detta con identita (o con unita) se esiste 1 € o7 tale che 1-a = a-1 = a, ed ¢ detta
commutativa (o abeliana) se ab = ba per ogni a,b € <.

(b) Una *-algebra & un’algebra o7 in cui sia definita un’applicazione a € & — a* € o7,
detta involuzione, soddisfacente le seguenti proprieta:

(i) antilinearita: (aa + Bb)* = aa* + Bb* per ogni a,b € &, a, 3 € C;
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(ii) antimoltiplicativita: (ab)* = b*a* per ogni a,b € &7

(iii) involutivita: a** = a per ogni a € <7;

Se o7 ¢ un’algebra, una sua sottoalgebra € un sottospazio vettoriale Z C & chiuso per
il prodotto (cioeé tale che a,b € Z = ab € AB), e se &/ & una *-algebra, una *-sottoalgebra &
una sottoalgebra chiusa anche per I'involuzione.

Data un’algebra con identita .27, un elemento a € o & detto invertibile se esiste a ™' € &
tale che aa™! = 1 = a~'a. Se poi &/ ¢ anche una *-algebra, un elemento a € <7 ¢ detto
normale se a*a = aa*, autoaggiunto se a* = a, e positivo se esiste b € &7 tale che a = b*b.
Inoltre p € o/ & un proiettore se & autoaggiunto e p?> = p, e infine u € &7 & unitario se
uwu =1 = uu®.

Un ruolo importante nella teoria & ovviamente giocato dalle applicazioni che rispettano
le operazioni algebriche ora introdotte.

Definizione 4.1.2. (a) Siano &7, & algebre. Un omomorfismo (di algebre) da o7 a B &
un’applicazione lineare p : &/ — % che rispetta il prodotto: p(ab) = p(a)p(b), a,b € <. Se
o/ e 98 hanno unita 1, e 14, p & detto unitale se p(1,) = 1. Un omomorfismo biunivoco
e detto un isomorfismo.

(b) Siano 7, & *-algebre. Uno *-omomorfismo da o/ a % ¢ un omomorfismo di algebre
p: & — A che rispetta anche I'involuzione: p(a*) = p(a)*, a € &/. Uno *-omomorfismo
biunivoco ¢ detto uno *-isomorfismo.

Nel seguito, noi saremo interessati pressoché esclusivamente ad algebre con una struttura
topologica addizionale, definita da una norma compatibile con le operazioni algebriche, nel
senso seguente.

Definizione 4.1.3.  (a) Un’algebra di Banach € uno spazio di Banach (7, || - ||) tale che
o/ sia un’algebra, e si abbia ||ab|| < ||al|||b]], a,b € <.

(b) Una *-algebra di Banach & un’algebra di Banach (<7, | - ||) tale che </ sia una *-
algebra, e l'involuzione sia isometrica: ||a*|| = ||a||, a € &

(¢) Una C*-algebra ¢ una *-algebra di Banach (<, | - ||) in cui valga lidentita C*:
|a*al| = ||al|? per ogni a € /.

Se o7 & una C*-algebra, una sua C*-sottoalgebra sara una *-sottoalgebra % C o chiusa
in norma.

Esempt 4.1.4. (a) & = C con la norma data dal modulo di un numero complesso, le
usuali operazioni, e I'involuzione definita dal complesso coniugato (z* := z per ogni z €
C), & chiaramente il pit semplice esempio di C*-algebra commutativa con identita (poiché
|2|2 = 2*z = |2*2]). Come subito si verifica, gli elementi invertibili sono i numeri complessi
non nulli, ogni z € C & normale (poiché lalgebra & commutatival), gli elementi autoaggiunti
sono i numeri reali e quelli positivi i reali non negativi, gli unici proiettori sono i numeri 0
e 1, e gli unitari sono i numeri complessi di modulo 1.

(b) Sia X uno spazio compatto di Hausdorff. Lo spazio di Banach (C(X), ||-|/) diventa
una C*-algebra commutativa con identita definendo il prodotto e I'involuzione come

(f-9)(x) = f(x)g(x), [ (x):=f(z), =xecX

Si verifica infatti facilmente che il prodotto & bilineare, commutativo e con identita 1(z) := 1,
x € X, e che I'involuzione ¢ antilineare, antimoltiplicativa, involutiva e isometrica. Inoltre
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essendo |£(2)g(2)| < || loollglleo per ogni = € X, si ha anche [|fglloo < [|flloo/lgllc © infine
I'identita C*:
1 flloo = sup | f*(z) f (x)| = sup | f(z)|* = || f]%
zeX reX

E poi chiaro che le f € C(X) invertibili sono quelle che non si annullano mai, quelle
autoaggiunte (positive) sono quelle a valori reali (non negativi), e che gli unitari sono le
funzioni a valori nel cerchio unitario T := {z € C : |z| = 1}. Infine i proiettori sono le
f che assumono valori in {0, 1}, cioe le funzioni caratteristiche continue. Il che mostra in
particolare che non tutte le C*-algebre ammettono proiettori non banali (cioé diversi da 0 e
da 1): se X = [0, 1] & chiaro che nessuna funzione caratteristica (diversa da 1 e dalla funzione
identicamente nulla) puo stare in C([0,1]) (mentre ad esempio ce ne sono esattamente due
non banali in C([0,1]U[2,3]): x[0,1] € X[2,3)- Si noti anche che I'esempio precedente ¢ il caso
particolare in cui X e ridotto a un punto.

(¢) Sia (X, 9, ) uno spazio di misura. Definendo prodotto e involuzione come nell’esem-
pio precedente, si verifica facilmente, analogamente a quanto li fatto, che (L (X, u), || - ||oo)
diventa una C*-algebra commutativa con identita. Si noti che in questo caso i proiettori
di L*°(X, p) sono le funzioni caratteristiche misurabili, e quindi in generale ce n’¢ grande
abbondanza.

(d) Sia H uno spazio di Hilbert, e &/ C B(H) un sottospazio chiuso in norma tale che
ST € o = §*8T € . E allora chiaro, dal teorema 3.4.3 e dai successivi commen-
ti, che o/ ¢ una C*-algebra (non commutativa, in generale), e anzi una C*-sottoalgebra
della C*-algebra B(H), e che i suoi proiettori sono precisamente i proiettori ortogonali di
B(H) in essa contenuti. Notiamo anche che mentre un’isometria V' € B(H) ¢ automatica-
mente un unitario se H ¢ finito-dimensionale (cioe V*V = 1 = VV* = 1), questo non &
necessariamente vero se H ¢ infinito-dimensionale (esercizio 4.2).

Vedremo in seguito (teorema 4.4.1 dell’isomorfismo di Gelfand, e teorema ?? di Gelfand-
Naimark) che gli esempi 4.1.4(b) e (d) sono il prototipo, rispettivamente, delle C*-algebre
commutative (con identita) e non commutative. Un esempio di *-algebra di Banach che non
¢ una C*-algebra e dato dall’esercizio 4.3.

Introduciamo ora le nozioni fondamentali della teoria spettrale nelle algebre di Banach.

Definizione 4.1.5. Sia .o/ un’algebra di Banach con identita. L’insieme risolvente di un
a € &/ ¢ il sottoinsieme di C

p(a) :={A € C : a— Al ¢ invertibile in &}.
Lo spettro di a € o7 ¢ I'insieme o(a) := C\ p(a) = {\ € C : a— Al non ¢ invertibile in </}.

Per brevita, quando non crei confusione, scriveremo a volte a — A invece di a — A1.

Esempi 4.1.6.  (a) Nell’algebra di Banach &/ = C(X), con X spazio compatto di Hau-
sdorff, si ha, per ogni f € C(X), o(f) = f(X), l'insieme dei valori assunti da f su
X. Per verificarlo basta dimostrare che 0 € o(f) < 0 € f(X): infatti chiaramente
o(f=Al) =o(f) = A={p—X: peoa(f)} (esercizio 4.4), e di conseguenza A € o(f) <
0€eo(f—Al) & 0¢e (f—A)(X) < XA e f(X). Mostriamo allora che effettivamente
0eo(f) = 0e f(X). Se0 € f(X) esistera xp € X tale che f(z9) = 0 e dunque f non &
invertibile, per cui 0 € o(f). Viceversa se f non ¢ invertibile, e cioe 0 € o(f), se per assurdo
0 ¢ f(X) la funzione g = % sarebbe continua su X, e quindi un inversa di f in C(X).
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(b) Nell’algebra di Banach &/ = M,(C) = B(C") delle matrici complesse n x n (ri-
cordiamo che su uno spazio finito-dimensionale ogni operatore lineare ¢ limitato, eserci-
zio 1.21), data @ € &/, a — Al non ¢ invertibile se e solo se det(a — AL) = 0, e dun-
que lo spettro o(a) come definito sopra coincide con lo spettro come definito nei cor-
si di Algebra Lineare, cioé con l'insieme degli autovalori di a, cioé ancora con l’insieme
{AeC:JxeC"\{0}: Az = Az} ={X € C : ker(a — A1) # {0}}. Notiamo che in uno
spazio finito-dimensionale (C") si ha

ker(a — A1) = {0} & ran (a — A1) = C",

e dunque la condizione ker(a — Al) = {0} equivale all’invertibilita di a« — AL. In uno spazio
di Hilbert H a dimensione infinita puo invece accadere, come mostra I’esempio seguente,
che ker(a — A1) = {0} e ran (a — A1) C H, e dunque a — AL, non essendo suriettivo, non
sara invertibile, e quindi A € o(a) pur non essendo A un autovalore di a.

(c) Sia H = L?([0,1]) (con la misura di Lebesgue), e consideriamo I'operatore A : H — H
definito da

(Av)(z) = a(x), = €[0,1], v € L*([0,1]).

Essendo |4V = [ lew(@)Pdz < i [o(e)Pdz = [[0]3 si ha A € B(H) e [A] < 1.
Mostriamo che A, in quanto elemento dell’algebra di Banach (con identita) B(H ), ha spettro
o(A) =[0,1]. Se infatti A € [0,1] si ha che la funzione 1o(z) = 1, z € [0, 1], non appartiene
a ran (A — A1): se cosi non fosse, dovrebbe esistere ¢ € L*([0,1]) tale che

1= [(A=AD)g)@) = (z = Ne(2),  per qo. a € [0,1],

da cui ¢(z) = - per qo. z € [0,1], ma tale funzione non & chiaramente in L*([0, 1]).
Dunque A — A1, non essendo suriettivo, non ¢ invertibile e A € o(A). Viceversa se A ¢ [0, 1],
data ¢ € L%(]0,1]) per determinare, se esiste, 1 = (A — A1)~ !¢ occorre risolvere I’'equazione

@) = [(A=AD)Y)(2) = (¢ — Nb(a),  per qo. = € [0,1],

che ha chiaramente come soluzione unica ¥ (x) = % per q.o. z € [0,1], e si ha

2 b e()? 1 2
(essendo [0, 1] chiuso e A ¢ [0, 1], si ha dist(A, [0,1]) > 0). Dunque A — A1l & invertibile e
(A — A1)~ < 1/dist(A, [0,1]), per cui (A — 1)1 € B(H) e A € o(A).

D’altra parte ¢ facile vedere che A non ha autovalori, cio¢ ker(A — A1) = {0} per ogni
A € C. Infatti se cosi non fosse dovrebbe esistere 1 € L?([0,1]) tale che (A — A1)y (z) =
(x—=A)¢(x) =0, da cui ¢(x) = 0 per q.o. z € [0,1]\{A} che & un insieme il cui complementare
ha misura nulla in [0, 1], e dunque 9 = 0 come elemento di L?([0, 1]).

L’operatore nell’ultimo esempio ¢ un caso particolare dell’importante classe degli opera-
tort di moltiplicazione, che come vedremo sono i prototipi di tutti gli operatori autoaggiunti,
e il cui spettro e studiato nell’esercizio 4.5.

Come appena visto, lo spettro di un operatore su uno spazio di Hilbert puo differire
drasticamente dall’insieme dei suoi autovalori. Conviene allora introdurre una terminologia
apposita. Dato A € B(H), H spazio di Hilbert, il suo spettro puntuale sara

op(A) :={A e C : ker(A — A1) # {0}},
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ciod appunto I'insieme dei suoi autovalori. E chiaro che 0,(A4) C o(A), ma, come visto,
puo essere o,(A) = 0. E altresi chiaro che una tale nozione non ha senso per elementi di
un’algebra di Banach arbitraria.

Nello studio degli aspetti principali della teoria spettrale nelle algebre di Banach, riveste
un ruolo fondamentale la teoria delle funzioni analitiche a valori in spazi di Banach, la cui
definizione e la naturale generalizzazione di quelle a valori complessi.

Definizione 4.1.7. Siano A C C un aperto e X uno spazio di Banach. Una funzione
f:A— X & detta analitica (o olomorfa) in A se per ogni z € A esiste

Fo) i i L2 = SC)

h—0 h

nella topologia di X indotta dalla norma.

I principali teoremi della teoria delle funzioni analitiche a valori in C (che supponiamo
nota ai lettori), con le relative dimostrazioni, si generalizzano immediatamente alle funzioni
analitiche a valori in spazi di Banach, e pertanto non li studieremo qui in dettaglio. Ci
limiteremo a dare gli enunciati di due teoremi che ci saranno utili a breve.

Teorema 4.1.8 (Liouville). Sia X wuno spazio di Banach. Una f : C — X analitica e
limitata (cioé tale che ||f(2)| < M per ogni z € C, con M > 0 costante opportuna) é
costante.

Teorema 4.1.9 (dello sviluppo di Taylor). Siano f : A C C — X analitica. Allora f €
indefinitamente derivabile in senso complesso in A e per ogni zg € A si ha lo sviluppo di
Taylor

00 4(n) (.,
fey =3 Ty
n=0 ’

con raggio di convergenza r > dist(zp,0A).

Ovviamente, per una serie di potenze Z:{i‘a zn(z — 20)" a coefficienti x,, € X spazio

di Banach, il raggio di convergenza r si calcola, come per le serie a coefficienti complessi,
tramite la formula di Hadamard

1

r= - .
lim SUPp— 400 ||an1/n

Lemma 4.1.10. Siano &/ un’algebra di Banach con identita, e a € &7. Allora:

(i) p(a) C C ¢ aperto e la funzione rq : p(a) — & definita da rq(\) == (A1 — a)~ 1,
A € p(a), é analitica;

(i) o(a) C {z € C : [2] < |la]}} e o(a) £ 0.

Dimostrazione. (i) Osserviamo per cominciare che dato b € <7, ||b|| < 1, la serie di Neumann

+oo
P
n=0



72 CAPITOLO 4. ALGEBRE DI BANACH E C*-ALGEBRE COMMUTATIVE

(dove ovviamente b° := 1) converge assolutamente (poiché > 2% ||b7| < S°F20 |||, serie
geometrica convergente) e dunque converge in &7 (esercizio 4.8(a)), e la sua somma e (1 —
b)~!, in quanto

N N
@L=b)> "= "1-b)=1-b"" =1 per N +oo.
n=0 n=0

Dato allora Ag € p(a), si avra
Al —a= ()\ — )\0)]1 + ()\0]1 —a)= ()\0]1 — a)(]l — ()\0 — )\)T’a()\o)),

e dunque se |A — Ao| < [[ra(Ao)||~" per l'osservazione appena fatta, applicata a b = (Ao —
A)ra(Ao), esistera

+oo +00
A —a)" ' = [Z(AO - )\)"ra()\g)”] ra(X0) =D (Ao = A)"ra(Ag)" . (4.1)

In particolare ne segue che p(a), che contiene un intorno di raggio ||r,(A\o)||~* del suo generico
punto Mg, & aperto, e che r,(\) = (A1 — a)~!, che in tale intorno si esprime tramite la serie
di potenze (4.1), & analitica.

(ii) Dato A € C, [A| > |lall, A1 —a = A(1 — A la) & invertibile in 7, ancora per
l'osservazione precedente, applicata a b = A"'a. Dunque \ € p(a) e o(a) C {z € C : |2| <
lal|}. Inoltre, sempre per |A| > ||a]|,

S
= Tl ~ A=l

+oo
Z A "q™

n=0

IraIF = 1IN @ = A" a) M = (A7

Poiché allora 1'ultimo membro & infinitesimo per |[A| — +oo, se fosse o(a) = () la funzione
analitica r, : p(a) = C — o sarebbe limitata, e dunque, per il teorema di Liouville, costante,
e poiché, come appena visto, & infinitesima all’infinito, si concluderebbe che (A1 —a)~! =0
per ogni A € C, il che e assurdo, essendo 0 chiaramente non invertibile. 0

Dal lemma appena dimostrato segue in particolare che o(a) € un sottoinsieme compatto
(non vuoto) di C per ogni a € /. L’elemento r,(\) = (AL —a)~! & detto il risolvente di
a € o (nel punto A € p(a)).

Definizione 4.1.11. Sia & un’algebra di Banach con identita. Il raggio spettrale di un
elemento a € o ¢ il numero

r(a) :=sup{|A| : A€ o(a)}.

Dal lemma precedente si ha allora r(a) < ||a]|. In realta si puo dare una formula esplicita
per il calcolo del raggio spettrale, che sara per noi fondamentale.

Teorema 4.1.12 (del raggio spettrale di Gelfand). Sia o/ un’algebra di Banach con identita.
Si ha, per ogni a € <,

r(a) = lim |a"|"".
n——+oo
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Dimostrazione. Siano a € o/, X € C. Posto b := > ] 1 Lyn—1-k a®, un semplice calcolo
(identico a quello che si fa con i numeri reali) mostra che

A" —a"=(A—a)b=0b\—a). (4.2)
Da questo segue che se A € o(a) allora p := A" € o(a”): se infatti cosl non fosse, \" — a™
sarebbe invertibile, e quindi dalla (4.2) si avrebbe

L=[(\"=a")" (A —a) = (A= a)b(\" — a™) "],

cioe, grazie all’esercizio 4.6 'invertibilita di A — a. Si ha dunque {|A|" : A € o(a)} C {|u| :
u € o(a™)}, e pertanto, usando anche il lemma 4.1.10, r(a)™ < r(a™) < ||a™|| per ogni n € N,
e, ancora, 7(a) < liminf, 4o [Ja™||*/™.

Si consideri poi, per |z| < [|a| !,

f(z) = (1 —za) Zz (4.3)

Avendosi, per z # 0, f(z) = 27 Hz7t —a)™! = 271r,(271) ed essendo r, analitica in p(a),
si vede che f & analitica nell’aperto A := {z € C\ {0} : 27! € p(a)} U {0} (in generale pin
grande di {z : |z] < ||a||~!}). Dunque per il teorema dello sviluppo di Taylor, la serie (4.3)
ha raggio di convergenza

-1
r= (lim sup Ha”Hl/”) > dist(0,0A).

n—-4o0o

Se allora 7(a) = 0 si ha A = C e limsup,,_, ., [|a"[|*/™ = 0 = r(a). Se invece 7(a) > 0 si
ha, poiché 0 € A e A C A€, dist(0,0A) = dist(0, A°), e poiché z € A°se esolose z # 0 e
M= z2"1 € o(a),
dist(0, A°) = inf |2| = inf |N"'=r(a)"".
zEA® A€o (a)\{0}

In definitiva, si sono ottenute le disuguaglianze

lim sup [|a™[|V/" < r(a) < liminf [|a™||/",
n—+00 n—-+o0o

che implicano la tesi (esercizio 4.9). O

Gli elementi a € & per cui r(a) = 0 sono detti topologicamente nilpotenti (ricordiamo
che un operatore lineare a € nilpotente se a’ = 0 per qualche n € N). Un esempio classico e
mostrato nell’esercizio 4.10, che fornisce anche un’interessante applicazione della teoria fin
qui svolta alla risoluzione di certe equazioni integrali.

Come gia accennato, la teoria spettrale per elementi di un’algerba di Banach culmina
nella definizione di un calcolo funzionale analitico, cioe di un’omomorfismo f € H(o(a)) —
f(a) € o/, dove H(o(a)) ¢ l'algebra delle funzione analitiche in un intorno dello spettro di
a € o, edove f(a) & definita tramite I’integrale di Dunford-Schwartz

21 —
2m/f a) “ldz

(v circuito attorno a o(a)), chiara generalizzazione dell’integrale di Cauchy.
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Noi non intraprenderemo questo studio, e ci dedicheremo invece allo studio della teoria
spettrale nel contesto piu ristretto delle C*-algebre, che, per elementi a normali, conduce
alla formulazione di un calcolo funzionale sull’assai pit ampia algebra C(o(a)) di tutte le
funzioni continue sullo spettro. Il primo passo in questa direzione e fornito dal teorema
seguente, essenzialmente una conseguenza del teorema del raggio spettrale.

Teorema 4.1.13. Sia o/ una C*-algebra con identita. Allora, dato a € &, si ha
(i) o(a*) = o{a);
(ii) se a ¢& invertibile, o(a™') = o(a)~;
(iii) se a é normale, r(a) = ||al|;
(iv) se a =p é un proiettore, o(p) C {0,1};
(v) se a=u é unitario, o(u) CT={z€C : |z| =1}.
(vi) sea=a*, o(a) CR;

Dimostrazione. (i) E chiaro che a ¢ invertibile se e solo se a* ¢ invertibile, e in tal caso
(a*)~! = (a=1)*. Dunque

Aepla)eIh—a) teI(A-—a)) =0 -a) e Xepla)
(ii) Essendo a invertibile ¢ 0 € o(a). Dato allora A # 0, si hanno le ovvie identita

A—a=-daA'T—a ) =-A"1=a"YHa,
Ml —at=—O—a)X e = - Xla7 (N —a),
da cui segue, ragionando in modo analogo a quanto fatto all’inizio della dimostrazione del
teorema 4.1.12, A € p(a) & A~! € p(a™?).
(iii) Si ha
la*)|* = [[(a®)*a®|| = [|(a"a)(a*a)]

=ll(a’a)*(a"a)|| = [|aal|* = ||a]*

avendo usato 'identita C* nella prima, quarta e quinta uguaglianza, e la normalita di a nella
seconda. Dunque ||a?|| = ||a||?, e, per induzione, ||a®”|| = |la||*" per ogni m € N (infatti
12" = [|(a®™)2]| = |2 || = ||a||*™"" usando il fatto che a®™ & normale). Ma allora dal

teorema del raggio spettrale segue

_ 2m1/2m _
fall = tim_ 0" ["" = r(a)
(iv) Esercizio 4.11.
(v) Si ha
1= 1] = [lu*ull = [lul,
avendo usato l'esercizio 4.1 e 'identita C*. Dunque |ju|| = [[u*|| =1eo(u) C{z € C : |z| <

1}. D’altra parte, essendo u invertibile, per il punto (ii) si ha anche o(u)™t = o(u™!) =
ow*)Cc{zeC:|z|<1},dacuio(u) C {z€C: |z| > 1} e quindi o(u) C T.
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+oo "

(vi) In base all’esercizio 4.12(a), si pud considerare I'elemento u := €™ = "0 La™ €
Y
toe %a = e ¢ dunque, per

=1 = u*u, cioé u & unitario. Valgono inoltre le identita

&/, e si ha, per la continuita dell’involuzione, u* = " w

Pesercizio 4.12(b), uu* = ela—ia

uw— e = (%N —1)e? = (a— \)b=bla—\),

dove si e posto b := :g %e”(a — A)"~1. Da questo segue che se A ¢ R, cioe e & T, per
il punto (v) u — "1 ¢ invertibile, e quindi anche a — A lo &, e pertanto A € p(a). O

Una conseguenza semplice ma notevole del teorema appena dimostrato ¢ che la norma di
una C*-algebra & determinata univocamente dalla struttura algebrica: infatti dato a € &7,
essendo a*a autoaggiunto, e quindi normale, si ha |a|| = ||a*a|'/? = r(a*a)'/?, e d’altra
parte il raggio spettrale di un elemento = & definito in modo puramente algebrico (senza
cioe far intervenire la norma), come l’estremo superiore dei moduli dei A € C tali che A — z
non sia invertibile. Quindi ogni C*-algebra ¢ tale rispetto a un’unica norma (mentre, come
visto, su uno spazio di Banach possono esistere molte norme equivalenti).

E questo un primo esempio della notevole rigidita della struttura delle C*-algebre, che
ha molte importanti e interessanti conseguenze.

4.2 Caratteri e ideali

Il teorema del raggio spettrale visto alla fine della sezione precedente & uno degli ingredienti
fondamentali nella dimostrazione del principale teorema della teoria delle algebre di Banach
commutative, il gia menzionato teorema dell’isomorfismo di Gelfand 4.4.1, secondo il quale
ogni C*-algebra commutativa con unita ¢ isometricamente *-isomorfa alla C*-algebra delle
funzioni continue su un opportuno spazio compatto di Hasudorff.

Come primo passo verso la dimostrazione di questo teorema, e allo scopo di comprendere
come si possa costruire in modo naturale uno spazio compatto a partire da una C*-algebra
commutativa, consideriamo proprio il caso dell’algebra o/ = C'(X), con X spazio compatto
di Hausdorff. Ovviamente in questo caso lo spazio compatto di cui il teorema di Gelfand
asserisce 'esistenza dovra coincidere con X stesso. Si pone quindi il problema di associare
ai punti x € X opportuni oggetti che siano descrivibili in termini puramente algebrici. L’os-
servazione centrale a questo proposito ¢ che ad ogni z € X possiamo associare il funzionale
0y € ™, §5(f) := f(x), che oltre ad essere lineare ¢ anche moltiplicativo:

02(f9) = f()g9(@) = 62(f)0(9),  frge .

Si ottiene in tal modo un’applicazione x € X + J, nell’insieme dei funzionali moltiplicativi
di «/. Usando inoltre un risultato classico di topologia noto come lemma di Urysohn (per il
quale rimandiamo ad esempio a [Rud2, Thm. 2.12]), si ottiene che C(X) separa i punti di X,
cioe per ogni z,y € X distinti, esiste f € C'(X) tale che f(z) # f(y) (la facile dimostrazione
di questo fatto nel caso in cui X & uno spazio metrico & lasciata al lettore, esercizio 4.13).
Questo ha come conseguenza che 'applicazione x + §, € biunivoca da X sull’insieme dei
funzionali moltiplicativi non nulli di &7 = C(X) (esercizio 4.14).
Tutto cio motiva la seguente fondamentale definzione.

Definizione 4.2.1. Sia 7 un’algebra di Banach commutativa con unita. Un carattere di o7
¢ un funzionale w : &/ — C lineare, moltiplicativo e non nullo. L’insieme €(.27) dei caratteri
di &7, dotato della topologia in cui gli aperti sono unioni arbitarie di insiemi della forma

Bai,...,an;Vi,..., Vo) i={w € Q) : w(a1) € Vi,...,w(an) € Vi },
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cona; € o7, eV; CCaperto,i=1,...,n, n €N, e detto lo spettro di Gelfand di <.

La semplice verifica del fatto che quella data nella definizione sia effettivamente una
topologia di Hausdorff su Q(<) ¢ lasciata al lettore, cosi come una sua possibile definizione
alternativa in termini di net (esercizio 4.15). Si puo poi dimostrare che §2(.e7), con questa
topologia, ¢ uno spazio compatto [Ped, Thm. 4.2.3]. Nel caso di &/ = C(X) considerato
sopra, si vede inoltre facilmente che l'applicazione z € X — 0, € Q(C(X)) ¢ continua
insieme con la sua inversa (esercizio 4.16), cioe & quello che si dice un omeomorfismo degli
spazi topologici X e Q(C(X)), che possono quindi essere identificati.

Possiamo a questo punto associare ad ogni a € & una funzione su (&) al modo
seguente.

Definizione 4.2.2. Sia o/ un’algebra di Banach commutativa con unita. La trasformata
di Gelfand & I’applicazione " : &/ — C(§2(</)) definita da

a(w) :=w(a), ac o we Q).

E facile verificare che effettivamente la funzione @ : Q(«7) — C cosi definita & continua su
Q(<f) (esercizio 4.17). L’esercizio 4.18, per la soluzione del quale possono essere utili alcuni
dei risultati dimostrati pit avanti in questa sezione, mostra che la trasformata di Gelfand e
una generalizzazione della serie (o trasformata) di Fourier.

Il contenuto del teorema dell’isomorfismo di Gelfand sara dunque la dimostrazione del
fatto che, se & ¢ una C*-algebra commutativa con unita, la trasformata di Gelfand ¢ uno
*_isomorfismo isometrico.

Al fine di dimostrare 'isometria (e quindi l'iniettivita) della trasformata di Gelfand,
I’altro strumento fondamentale, oltre al teorema del raggio spettrale, & la teoria di Gelfand
dei caratteri di un’algebra di Banach &, che ne consente una descrizione in termini di
opportuni sottoinsiemi di &7 che ora introdurremo.

Definizione 4.2.3. Un ideale (bilatero) di un’algebra 7 & una sottoalgebra .# C < tale
che per ogni a € .# e b € & si abbia ab,ba € .¥.

Ovviamente un’algebra </ ha sempre i due ideali .# = {0} (l'ideale banale) e .¥ = <.
Un ideale .# & detto proprio se .¥ # <.

Proposizione 4.2.4. Siano o/ un’algebra con unita e & C o7 un ideale. Allora:
(i) & ¢ proprio se e solo se 1 & .7 ;

(ii) se o/ é un algebra di Banach e & ¢ proprio, allora la sua chiusura S ¢ un ideale
proprio.

Dimostrazione. (i) E ovvio che se 1 € .#, .# & proprio. Viceversa se per assurdo 1 € .7,
per ogni a € & si avrebbe a = la € £ e dunque ¢ = &/ non sarebbe un ideale proprio.
(ii) E immediato verificare che .# & un ideale (esercizio 4.19). Se per assurdo non fosse
proprio, esisterebbe (ap)neny C & convergente a 1, e dunque si avrebbe definitivamente
|1 —a,| < 1. Ma allora, per quanto visto allinizio della dimostrazione del Lemma 4.1.10(i),
an = 1 — (1 — a,) sarebbe invertibile, e dunque 1 = a,'a, € .#, e .# non sarebbe proprio
per il punto (i). O
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Dal punto (i) della proposizione precedente segue che se &7 € un’algebra commutativa,
c’eé uno stretto legame tra i suoi elementi invertibili e la sua struttura di ideali, in quanto
chiaramente a € &/ non ¢ invertibile se e solo se .# := ao/ = &/a € un ideale proprio. E
poiché lo spettro di un a € & dipende da quali sono gli elementi invertibili di &/ & naturale
attendersi un legame tra lo spettro e gli ideali di 7, che & quanto andremo ora a discutere.

Per iniziare, ricordiamo che dato uno spazio vettoriale X con un sottospazio M C X,
resta definita una relazione d’equivalenza tra elementi di X, secondo la quale x,y € X sono
equivalenti se e solo se x — y € M. Le classi di tale relazione d’equivalenza si indicano con
x4+ M :={x+y:y e M}, insieme X/M delle classi di equivalenza ha una struttura
naturale di spazio vettoriale (esercizio 4.20(a)), detto lo spazio quoziente di X rispetto a
M, e l'applicazione lineare n : X — X/M, x — x + M, ¢ detta la proiezione canonica, ed ¢
chiaramente suriettiva e tale che kern = M. Se inoltre X = o/ ¢ un algebra (con unita 1)
e M = .7 ¢ un ideale, allora il quoziente </ /.# & in modo naturale un’algebra (con unita
1+ .7, esercizio 4.20(b)).

Come e facile attendersi, nel caso in cui X € uno spazio di Banach e M un sottospazio
chiuso, il quoziente ¢ naturalmente uno spazio di Banach, e un’algebra di Banach se tale ¢
X.

Proposizione 4.2.5. Siano X uno spazio normato e M C X un sottospazio chiuso. Allora:

(i) X/M ¢ uno spazio normato con la norma

M|| := inf
|z + M| ylgMHHyH

e la proiezione canonican: X — X/M é limitata;
(ii) se X ¢ di Banach, anche X/M lo é;

(iii) se X = o ¢ un’algebra di Banach e M = & ¢é un ideale chiuso, allora </ /.9 ¢
un’algebra di Banach.

Dimostrazione. (i) Se x + M = 2’ + M si ha

inf ||z +y| = inf |2/ + (z — 2" + = inf |2’ +4/

inf flo+yll = it '+ (@ o/ + )l = inf o'+ /],
in quanto y € M se e solo se y' := x — 2’ +y € M. Dunque la quantita ||z + M]|| & ben
definita (cioe dipende solo dalla classe x + M e non dal rappresentante = € = + M). Resta
allora da dimostrare che ¢ una norma su X/M. Essendo chiaramente ||z 4+ M || = dist(x, M)
ed M chiuso, lo stesso argomento usato nella dimostrazione della proposizione 1.5.1 mostra

che se ||x + M| = 0 allora = € M, cio¢ x + M = 0+ M ¢ il vettore nullo di X/M. Inoltre
chiaramente ||0(z + M)|| = |0 + M|| = 0 = 0||z + M]||, mentre se A # 0

Az + M)|| = [|Az + M| = inf ||]Az +y]|
yeM
= Al inf [lz + A"yl = A inf [z + /|| = [Nz + M].
\ \ylgMHw yll =1 Iy}gMHx vl = [Alllx [
Infine dati x + M,y + M € X/M ed € > 0, esisteranno z’,y’ € M tali che ||z + /|| <
I+ M| + /2, Iy + 9/l < lly + Ml| + /2, e pertanto
@+ M)+ (y+ M) = ety + M| = inf loty+z]<lzty+a’+y|
z

<z 42"+ ly + ¢/l < llz+ M| + [ly + M| + &,
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da cui, per 'arbitrarieta di e, ||[(x + M) + (y + M)|| < ||z + M|| + ||y + M||. La limitatezza
di 7 segue subito dall’ovvia disuguaglianza ||z + M| < ||z||.

(ii) Sia (2, + M)pen C X/M una successione di Cauchy. Procedendo come nella dimo-
strazione del teorema di Riesz-Fisher 2.3.4, si puo da questa estrarre una sottosuccessione
(@, + M)gen tale che

1
[@nyys + M) = (ny + M) < sy, KEN.
Si possono allora scegliere vettori yy € (zn,,, — Tn,) + M tali che [|yz] < 2%, k€N, esi

potra dunque definire un vettore z := z,, + Z;f{ Yr, in quanto la serie & assolutamente
convergente e X ¢ di Banach. Si ottiene pertanto

12+ M) = (@ + M) = || 2+ M) = [y + M) + 3 e 4 20) ~ (o + )] |
j=1
= ||z + M) = [(@n, + M) + kf(xw —an,) + M| |
j=1

k—1 k—1
S [CES SARR S ol
i=1 j=1

Jj=

avendo usato, per la terza uguaglianza, il fatto che (2y;,, — zn;) + M = y; + M. Poiché
allora, per la definizione di z, 'ultimo membro ¢ infinitesimo per k — +o0, si ottiene che la
sottosuccessione (zp, + M) converge a z + M. E si conclude allora usando il fatto che una
successione di Cauchy con una sottosuccessione convergente ¢ convergente (esercizio 4.7).

(iii) L’unica cosa da verificare & che |[(a+ #)(b+.7)| < |la+ Z||||b+ Z||. A tale scopo,
dato € > 0 esisteranno o/, b’ € & tali che |la + d/| < |[ja + M| +¢&, ||b+ V| < [[b+ M| +e.
Essendo allora a’'b + ab’ + a't/ € .7, si avra

I(a+ )b+ )| = llab+ 7] = inf flab-+c]| < llab+ab+abl +a¥|
= l(a+a)o+ V)| < lla+d|o+V] < (la+F|+e)b+ 7] +e),
e si conclude grazie all’arbitrarieta di €. O

Utilizzando lo spazio quoziente, ¢ possibile dare un’ulteriore caratterizzazione dei fun-
zionali limitati su uno spazio normato, che ci sara presto utile.

Proposizione 4.2.6. Sia X uno spazio normato. Un funzionale lineare f : X — C ¢
limitato se e solo se ker f & un sottospazio chiuso di X.

Dimostrazione. La necessita della condizione & ovvia, in quanto ker f = f~1({0}) ¢ la
controimmagine di un sottoinsieme chiuso di C.

Per la sufficienza, si supponga f # 0 (altrimenti la tesi & banale), e posto N := ker f si
consideri I'applicazione 0 : X/N — C definita da (x + N) := f(x). Poiché z —y € N se e
solo se f(z) = f(y), 0 & ben definita e iniettiva. Dato poi xg € X tale che f(zg) # 0, per
ogni a € C si ha 0(%1’0 + N) = f(%xo) = «, e dunque # ¢ un isomorfismo di spazi
vettoriali. Si puo allora usare per trasportare su C la norma di X/N, ottenendo una norma
a € C— [0~ (a)]|. Ma essendo C finito-dimensionale, dal teorema 1.3.7 segue 'esistenza
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di una costante C' > 0 tale che |a| < C||0~!(a)|| per ogni a € C, o, se a = f(z) (e quindi
0~ () =z +N),
[f(@)] < Cllz + N < Cll=]),

cioe la limitatezza di f. O

Il prossimo risultato stabilisce un fondamentale legame tra i caratteri di un’algebra di
Banach e la struttura dei suoi ideali.

Teorema 4.2.7 (di Gelfand-Mazur). Sia o/ un’algebra di Banach commutativa con unita.
Esiste una corrispondenza biunivoca tra i caratteri di </ e gli ideali propri massimali di < ,
definita da

w e Q) — kerw.

Dimostrazione. Per iniziare, osserviamo che effettivamente se w € Q(&/), .# = kerw € un
ideale proprio massimale di /. .# & un sottospazio per la linearitd di w, ed & un ideale
per la moltiplicativita: se a € .# e b € &7, allora w(ab) = w(a)w(b) = 0 e dunque ab € 7.
Essendo poi w(l) =1, si ha 1 ¢ .#, e dunque .# ¢ proprio. Infine se % D . & un ideale
di &, w(A") & un sottospazio di C, e dunque w(#) = {0} o w(.#) = C. Nel primo caso
H Cw H(w(X)) =w 1({0}) = &, mentre nel secondo caso dato a € <7 esiste b € ¥ tale
che w(b) = w(a), da cuia —b € #, e pertanto a = b+ (a — b) € A, cioée # = /. Dunque
# & massimale.

Viceversa, dato .# C . ideale proprio massimale, mostriamo che .# = ker w per qualche
w € Qo). A tale scopo, osserviamo che essendo, per la proposizione 4.2.4(ii), .# un
ideale proprio contenente .# massimale, si ha che .# = .# & chiuso. Mostriamo allora che
o/ |# & un’algebra di Banach commutativa priva di ideali propri non banali. Sia infatti
KX C o). un ideale. Ne segue che, per n : &/ — &/ /. la proiezione canonica, n~*(J#)
¢ un ideale di «7: se a € n7H(# ) eb € o, nlab) = ab+ I = (a+ F)(b+ F) € X,
cioe ab € n~1(#). Inoltre chiaramente .# = n~1({0}) C n~1(.#), e dunque, essendo .¥
massimale, n=1(#) = & o 1 (H#) = &/. Nel primo caso dunque .# = n(.#) = {0}
¢ banale, e nel secondo ¥ = n(e/) = &/ /.# non ¢ proprio. Se allora z € &//., dato
A€ o(x)#0D, essendo x — A1 /» non invertibile si deve avere z = Al » (altrimenti, come
gia osservato, (z — Al )</ /7 sarebbe un ideale proprio non banale di .7 /.#). Pertanto
| I =Cly,y, e identificandola quindi con C si ha che 7 : & — C ¢ un carattere tale che
kern = .#.

Infine, se w € Q(&) ¢ tale che kerw = .#, dato a € & si ha, per quanto appena visto,
a+ I =n(a)ly s =n(a)ly + .7, ciot a —n(a)ly € 7, da cui w(a) = n(a). O

Corollario 4.2.8. Un carattere di un’algebra di Banach commutativa con unita e limitato.

Dimostrazione. Come osservato nella dimostrazione del teorema di Gelfand-Mazur, ker w ¢
un ideale chiuso, e dunque w e limitato per la proposizione 4.2.6. ]

E anche facile, usando i risultati precedenti, dare una stima della norma di un w € (/)
(esercizio 4.23).

Un’altra importante conseguenza del teorema di Gelfand-Mazur & il seguente risultato,
che permette di descrivere lo spettro di un elemento di .7 tramite i caratteri.

Teorema 4.2.9. Sia o/ un’algebra di Banach commutativa con unita. Allora, per ogni
a€ A,
o(a) ={w(a) : we )}
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Dimostrazione. Sia A ¢ o(a). Allora, per ogni w € Q(<7),
wla = Nw((a =N =w((@-AN(a-N") =wl) =1,

e dunque w(a) # A, cioe A & {w(a) : w € Q(&)}. Viceversa se A € o(a), essendo a — A
non invertibile, .#y = &7(a — A) & un ideale proprio. Se allora si considera I'insieme di tutti
gli ideali propri contenenti %), parzialmente ordinato per inclusione, si vede facilmente che
I'unione di tutti gli ideali appartenenti a un qualunque sottoinsieme linearmente ordinato e
un ideale proprio (poiché non contiene I'unita), ed & dunque un maggiorante del sottoinsieme
linearmente ordinato stesso. Pertanto per il lemma di Zorn esiste un ideale proprio massima-
le .7 contenente .#), e per il teorema di Gelfand-Mazur .# = ker w per qualche w € Q().
Essendo dunque a — A € .| si ottiene w(a) = A, e cioe A € {w(a) : w € Q(H)}. O

4.3 1l teorema di Stone-Weierstrass

La suriettivita della trasformata di Gelfand sara conseguenza del seguente fondamentale
teorema (dovuto a Stone), che generalizza un classico risultato di Weierstrass secondo il
quale ogni funzione continua su un intervallo compatto di R e limite di una successione di
polinomi uniformemente convergente.

Teorema 4.3.1 (di Stone-Weierstrass). Siano X uno spazio compatto di Hausdorff, e of C
C(X) una *-sottoalgebra contenente l'unita di C(X) che separa i punti di X. Allora <7 ¢
densa in C(X).

Ricordiamo che &7 separa i punti di X se per ogni z,y € X, © # y, esiste f € o tale
che f(z) # f(y).

Scomporremo la dimostrazione del teorema di Stone-Weierstrass in diversi lemmi, dai
quali sara evidente che in realta il teorema di Stone-Weierstrass & essenzialmente una pro-
prieta delle sottoalgebre dello spazio C(X,R) delle funzioni continue su X a valori reali. In
tutta questa sezione X denotera sempre uno spazio compatto di Hausdorff.

Lemma 4.3.2. Sia &/ C C(X,R) una sottoalgebra contenente l'unita di C(X,R) che separa
i punti di X. Allora per ogni x,y € X, © # y, e per ogni A\, u € R, esiste g € & tale che

g9(z) =X, gy) = .
Dimostrazione. Dati x,y € X, x # y, sia f € o tale che f(x) # f(y). Essendo allora

fa) 1y
det (f(y) 1) — f(2) — fly) £0.

esistono, univocamente determinati, «, 5 € R soluzioni del sistema lineare

af(z)+B=A
af(y)+B8=p
e basta quindi porre g := af + 1 € . O

Il prossimo lemma € un caso particolare del teorema di Weierstrass ricordato sopra.

Lemma 4.3.3. Esiste una successione di polinomi (pp)nen che converge uniformemente
sull’intervallo [0,1] alla funzione t — +/t.
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Dimostrazione. Sia (py,) la successione di funzioni definita ricorsivamente come

{pO(t) =0 teo,1].

Pri1(t) = pn(t) + 3(t — pu(t)?),

E chiaro, per induzione, che p, € un polinomio per ogni n € N. Mostriamo poi, sempre per
induzione, che 0 < p,(t) < v/t per ogni t € [0,1], n € N. L’affermazione & ovvia per n = 0.
Inoltre dall’ipotesi induttiva e dalla definizione ricorsiva si ottiene pp41(t) > 0. Infine

2
> (V= pa(t))(1 = V) >0,

VE= pusa(t) = V= ) = (¢ = pa(0) = (V= pult) (1= 5(VE 4 1))

dove per le due disuguaglianze si ¢ usata l'ipotesi induttiva p,(t) < v/ e il fatto che v/t < 1
per t € [0,1]. Pertanto, dalla definizione ricorsiva si ottiene py4+1(t) > p,(t) per ogni n € N,
t € [0, 1], e quindi, per monotonia, esiste il limite

p(t) := lim p,(t), te[0,1].

n—-+00

Passando allora al limite per n — 400 nella definizione ricorsiva si ottiene che p(t) deve
soddisfare

p(t) = p(t) + 5t~ p(0)),

da cui p(t) = v/t. Rimane allora di dimostrare che la convergenza della successione (p,,) alla
funzione ¢ — p(t) = v/t & uniforme. A tale scopo, dato € > 0 si definiscano gli insiemi

Ap(e) == {t €[0,1] : pu(t) > VvVt — ¢}, n €N,

che sono aperti in [0,1] per la continuita della funzione t + p,(t) — v/t. Dal fatto che
Pn < Pni1 segue che A,(e) C Anyi(e), e dal fatto che lim, o0 pn(t) = V/t segue che
0,1] = U2 An(e). Dalla compattezza di [0,1] si ottiene allora I’esistenza di naturali
ny <mng <--- < ny tali che [0,1] = J_; An;(e) = Ay, (¢). Pertanto per n > n, e per ogni
t €[0,1], si ha

Vi—e < pn,.(t) < pu(t) < Vit < ﬂ+5a

e cioe supyep ] [pn(t) — Vt| < e per ogni n > n,. O

L’ultima parte della dimostrazione del lemma precedente non & altro che la dimostra-
zione, in questo caso particolare, del seguente classico teorema di Dini: una successione
monotona crescente di funzioni continue su un intervallo compatto (o su uno spazio com-
patto di Hausdorff) che converge puntualmente a una funzione continua, € uniformemente
convergente.

Lemma 4.3.4. Sia &/ C C(X,R) una sottoalgebra chiusa contenente l'unita di C'(X,R):
(i) se f e, allora |f| € o;

(ii) se f,g € o, allora max{f, g}, min{f,g} € <.
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Dimostrazione. (i) Sia (py) la successione di polinomi di cui al lemma 4.3.3. Data allora

feﬂsihapnoﬁede
f? |/ f(z)? f(@)?
I 7772, = 70 e = 2 e i) ~ | = 2, e~ VAL 0
per n — 400, e dunque, essendo 27 chiusa, H}% € o/, da cui chiaramente |f| € <.

(ii) Usando le formule

1 . 1
max{f,g} = 5(f +g+[f—gl),  min{f,g}=5(f+9—If—d,
I’asserto segue subito da (i). O
Il lemma successivo € la versione reale del teorema di Stone-Weierstrass.

Lemma 4.3.5. Sia &/ C C(X,R) una sottoalgebra contenente l'unita di C(X,R) che separa
i punti di X. Allora o/ ¢ densa in C(X,R).

Dimostrazione. Siano f € C(X,R) ed € > 0. Per ogni coppia di punti y, z € X esiste, per il
lemma 4.3.2, una g, . € & tale che g, .(y) = f(y) € gy,2(2) < f(2) + §. Si definiscano allora
gli insiemi
Ay ={xeX : gy.(z) < f(z) +e}, y,z € X.

Essendo g, . — f continua, A, . ¢ aperto, e z € A, . per la definizione di g, .. Dunque
(Ay,2)-ex € un ricoprimento aperto di X compatto, e si possono pertanto trovare z1, . oy Zn €
X tale che X = Ji_; Ay ;. Posto allora hy := min{gy,...,gyz,} si avra hy € & per il
lemma 4.3.4, hy(y) = minj=1,.., gy.;(y) = f(y), e inoltre per ogni = € X,

hy(x) < gy,2; (%) < f(2) +¢,
dove z; ¢ tale che x € A, .. Si definiscano poi gli insiemi
By :={x € X : hy(z) > f(z) — €}, ye X.

Di nuovo By ¢ aperto e y € By per ogni y € X, e si possono quindi trovare yi, ..., ym, tali
che X = J" | By,. Posto allora k := max{hy,,...,hy, }, si avrd k € &/ e, per ogni z € X,

f(x) —e < hy,(z) < k(z) = max{hy, (z),...,hy,, ()} < f(z) +e,

dove y; ¢ tale che x € By,. Dunque ||k — f|oc < ¢, il che mostra la densita di  in C(X,R),
da cui, essendo & coincidente con la sua chiusura, &/ = C(X,R), e cioe la tesi. O

Dimostrazione del teorema 4.53.1. Posto == {f € & : f(x) € RVzx € X} si ha & =
oo + 1.9,,. Data infatti f € &7 si ha Re f = %(f—% f),Imf = %(f — f*) € Sya. Inoltre
chiaramente .27,, € una sottoalgebra di C'(X,RR) contenente 'unita, e poi 47,, separa i punti
di X: dati x,y € X distinti, e scelta f € & tale che f(x) # f(y), deve essere infatti
Re f(z) # Re f(y) o Im f(x) # Im f(y). Dunque per il lemma precedente 27,, = C(X,R),
e allora usando 'esercizio 4.24 si conclude che &7 = o, + ipy = C(X,R) +iC(X,R) =
O(X). O

Due applicazioni notevoli del teorema di Stone-Weierstrass sono proposte negli eserci-
zi 4.25 e 4.26.
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4.4 C*-algebre commutative e calcolo funzionale
continuo

Siamo ora nella posizione di dimostrare il teorema dell’isomorfismo di Gelfand.

Teorema 4.4.1 (dell’isomorfismo di Gelfand). Sia &/ una C*-algebra commutativa con
unita. Allora la trasformata di Gelfand ™ : o/ — C(Q(7)) € uno *~isomorfismo isometrico.

Dimostrazione. B chiaro che la trasformata di Gelfand & lineare. Inoltre & moltiplicativa:
dati a,b € &7 si ha infatti, per ogni w € Q(),

ab(w) = w(ab) = w(a)w(b) = a(w)b(w),

e dunque ab = ab. Per dimostrare che rispetta l'involuzione, osserviamo che dato a € & e
posto aj 1= %(a+ a*),ag := %(a —a*),siha a =a; +iaz e a; = a}, i = 1,2, da cui segue
che, per ogni w € Q(&), w(a;) & reale per i teoremi 4.1.13(vi) e 4.2.9, e quindi

a*(w) = a(w) = wla) = wlay +iag) = wlay —iaz) = w(a*) = a*(w),

da cui ¢* = a*. Per quanto riguarda l'isometria, si ha

laflc = sup |a(w)| = sup |w(a)|=r(a)=|laf,

we() weQ()

dove la terza uguaglianza & conseguenza del teorema 4.2.9, e la quarta del teorema 4.1.13(iii)
e del fatto che in un’algebra commutativa ovviamente tutti gli elementi sono normali. In-
fine, per verificare la suriettivitd della trasformata di Gelfand, osserviamo che &/ & una
*_sottoalgebra di C(2(#7)) contenente I'unita (in quanto chiaramente 1, = Loo(wy)) che
separa i punti di (), poiché per definizione wy,ws € (47) sono distinti se e solo se esiste
a € o tale che a(w1) = wi(a) # wa(a) = a(w2). Dunque per il teorema di Stone-Weierstrass
o/ & densa in C(Q(«)), ma poiché & & anche chiusa per Pesercizio 4.27 e lisometria di
a — a, ne segue o = C(QU)). O

L’ipotesi che &7 sia una C*-algebra ¢ fondamentale per la validita del teorema, come
mostrato dall’esercizio 4.28.

Il teorema appena dimostrato si puo anche esprimere dicendo che ’applicazione X +>
C(X), che ad ogni spazio compatto di Hausdorff associa ’algebra delle funzioni continue su
di esso, ¢ suriettiva sull’insieme delle C*-algebre commutative con unita. Per studiarne 1i-
niettivita, conviene tenere presente che due C*-algebre che siano isometricamente *-isomorfe
sono da considerarsi identiche, e allo stesso modo si identificheranno spazi topologici X e Y
tra loro omeomortfi, cioe tali che esista una funzione biunivoca f : X — Y che sia continua
insieme con la sua inversa. Pil in generale, ¢ interessante chiedersi quale sia la controparte, a
livello delle algebre di funzioni continue, di un’applicazione continua tra due spazi compatti.
La risposta a queste domande ¢ fornita dal risultato seguente.

Teorema 4.4.2 (funtorialita dell’isomorfismo di Gelfand). Siano o/, A, C*-algebre com-
mutative con unita. Esiste una corrispondenza biunivoca p — ¢, tra gli *-omomorfismi
unitali p : o — B e le funzioni continue ¢ : Q(AB) — Q(), definita da

ppw) :=wop,  weQAB).

Inoltre:
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(i) se @, ¢ iniettiva, p(</) e denso in B;
(it) se p, & suriettiva, p & isometrico;
(iit) se @, € biunivoca, p € uno *-isomorfismo isometrico su %, e ¢, € un omeomorfismo.

Dimostrazione. Osserviamo per iniziare che se w € Q(#), wo p: &/ — C ¢ un funzionale
moltlplicativo, e che non & nullo in quanto w o p(1) = w(1) = 1, dunque effettivamente
wop € Q). Inoltre se (wy) C () € un net convergente a w € (%), per definizione
wa(p(a)) — w(p(a)) per ogni a € &/, e dunque ¢,(ws) — @,(w), il che mostra che la
©p : UAB) — Q) definita nell’enunciato e effettivamente continua. Inoltre ¢, = ¢,,
implica, per ogni a € &7, w € Q(A),

— —

p1(a)(w) = w(p1(a)) = (pp (W))(a) = (pp,(w))(a) = w(pa(a)) = p2(a)(w),

cioe, per isomorfismo di Gelfand, p;(a) = p2(a) per ogni a € &7, da cui p; = p2. Dunque
p — ¢, ¢ iniettiva. Data poi ¢ : Q(#) — Q&) continua, per ogni a € &7 si avra
aop € C(QA)), e dunque, sempre per I'isomorfismo di Gelfand, esistera un unico p(a) € £
tale che ao ¢ = p/(Z), che equivale a

p—

(p(w)a) = (acp)(w) = pla)(w) = (wop)(a),  weQA),

cioe a p(w) = w o p. Pertanto, tenendo conto del fatto, di verifica immediata, che I'unicita
implica che I'applicazione p : & — % € uno *-omomorfismo unitale, si ottiene ¢ = ¢,, e
quindi la suriettivita di p — ¢,. Per concludere verifichiamo le (i)-(iii).

(i) Chiaramente p(&7) ¢ una *-sottoalgebra di 2 contenente 14 = p(l.), e dunque

—

p(&/) & una *-sottoalgebra di C'(£2(#)) contenente 1'unita. Inoltre separa i punti di (%),
poiché dati wy,wp € Q(ZA) distinti, si avra wyop = ,(wi) # @,(w2) = wo 0 p per l'iniettivita
di ¢,, ed esistera dunque a € &7 tale che p/(\a)(wl) = wy o pla) # waopla) = /(E)(wg).
Per il teorema di Stone-Weierstrass dunque pT\szf) ¢ denso in C(Q(ZA)), che equivale, per
I'isomorfimso di Gelfand, alla densita di p(<7) in A.

(ii) Si ha, per ogni a € &7,

[p(a)l = r(p(a)) = sup |w(p(a))|= sup |pp(w)(a)|= sup |w(a)|=r(a)= [al,
weQ(AB) weN(AB) weQ()

dove nella prima e nell’'ultima uguaglianza si ¢ usato 4.1.13(iii), nella seconda e nella
quinta 4.2.9, nella terza la definizione di ¢, e nella quarta la sua suriettivita.

(iii) Per (i) p € isometrico e dunque € uno *-omomorfismo iniettivo e p(.2) & chiuso in 4,
ma allora per (ii) p(«7) = p(&/) = A e p € uno *-isomorfismo di o7 su A. Infine chiaramente
gp;l = ¢,-1 ¢ continua, e dunque ¢, ¢ un omeomorfismo. O

Notiamo esplicitamente che dall’ultimo punto del teorema precedente si ottiene una
dimostrazione, basata sulla teoria delle C*-algebre commutative, del risultato classico con-
tenuto nell’esercizio 1.37, nel caso particolare di una funzione biunivoca e continua tra spazi
compatti di Hausdorff.

Probabilmente la conseguenza piu importante dell’esistenza dell’isomorfismo di Gelfand
e la possibilita, a cui abbiamo gia accennato, di dare un senso alla valutazione su un elemento
autoaggiunto (o normale) di una C*-algebra di una qualunque funzione continua sullo spettro
dell’elemento stesso.
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Prima di enunciare formalmente tale risultato, introduciamo la nozione seguente: data
una C*-algebra &7 e un sottoinsieme . C &, definiamo la C*-sottoalgebra generata da &
come

C*(Y) = ﬂ{% C @/ C*-sottoalgebra contenente .7 }.

Si verifica facilmente che questa ¢ effettivamente una C*-sottoalgebra di <7, e che la si pud
anche descrivere come la chiusura in norma dello spazio vettoriale generato dai monomi in
a,a* € 7 (esercizio 4.29).

E anche chiaro che se a € &/ ¢ un elemento normale e f:C — C & un polinomio in \ e

A, della forma

FO) =D eppAAF, A eC,
hok=0

per certi cp; € C, ¢ perfettamente naturale definire la valutazione di f su a tramite le
operazioni algebriche in «:

fla) = Z Ch,kah(a*)ka

h,k=0

e si ottiene in questo modo un elemento f(a) € C*({1,a}), e anzi & chiaro che C*({1,a}) &
la chiusura in &7 dell’insieme di tali elementi.

I1 nostro scopo ¢ allora quello di dare un senso al simbolo f(a) quando f & una qualunque
funzione continua sullo spettro di a, e non solo un polinomio.

Teorema 4.4.3 (calcolo funzionale continuo). Siano &7 una C*-algebra con unita e a € o
normale. Esiste un unico *-omomorfismo isometrico e unitale p : C(o(a)) — </ tale che
p(t) = a, dove v € C(o(a)) € la funzione definita da t(\) = X per ogni A € o(a). Inoltre
p(C(o(a)) = C*({1,a}) e a(p(f)) = f(o(a)) per ogni f € C(o(a)) (proprieta dello spectral
mapping).

L’omomorfismo p : C(o(a)) — &/ & detto il calcolo funzionale continuo definito dal-
Ielemento normale a € 7, ed ¢ naturale utilizzare la notazione f(a) := p(f). Se infatti
f:C — C ¢l polinomio considerato sopra, si potra scrivere

FO) =D eanpN N = | > ap() (1), XeC,
k=0 k=0

e pertanto, essendo p uno *-omomorfismo unitale,

n n

p(f) =D e (o)) = Y eppa"(a)* = f(a).

h,k=0 h,k=0

Dunque il calcolo funzionale continuo permette di estendere coerentemente la nozione di
“funzione di elemento di una C*-algebra” dai polinomi a tutte le funzioni continue sullo
spettro.

Prima di dimostrare il teorema 4.4.3 abbiamo bisogno di un risultato sul comportamento
dello spettro di un elemento al variare dell’algebra ambiente. Si noti infatti che se o7 ¢
un’algebra di Banach con unitd e 4 C & ¢ una sottoalgebra di Banach, la nozione di
spettro di un a € A dipende a priori dal fatto che lo si consideri un elemento di % o di <7,
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poiché X\ — a potrebbe non avere un inverso in %, ma averlo in .. Dunque indicando con
o(a) e og(a) gli spettri di a relativamente alle due algebre &7, 4, si avra

oz(a) C ogla),

e l'inclusione in generale & propria, come mostrato dall’esercizio 4.30. Il fatto che questo
non avvenga nel caso particolare in cui &, 4 sono C*-algebre con la stessa identita & il
contenuto del lemma seguente.

Lemma 4.4.4 (permanenza spettrale per C*-sottoalgebre). Siano &/ una C*-algebra con
unita 1, e B C & una C*-sottoalgebra tale che 1 € B. Allora per ogni a € B si ha

o(a) = oz(a).

Dimostrazione. Nel corso della dimostrazione, quando intenderemo riferici a proprieta dello
spettro che non dipendono dall’algebra ambiente, utilizzeremo semplicemente il simbolo
o(a), senza indici.

In base a quanto osservato sopra, basta dimostrare che o04(a) C o./(a). Inoltre, poiché
o(a—X) =o(a) — A\, A € C, bastera dimostrare che 0 € o4(a) implica 0 € o.(a), il che
equivale a 0 & 0./ (a) = 0 & o(a) o, ancora, al fatto che se esiste a~! € &7, alloraa™! € Z.

Osserviamo inoltre che a ¢ invertibile se e solo se aa™ e a*a sono entrambi invertibili.
Se infatti a & invertibile si ha chiaramente (aa*)™! = (a*)"la™! e (a*a)™! = o (a*)~ L.
Viceversa se aa* e a*a sono invertibili, allora a(a*(aa*)™!) =1 e ((a*a)"ta*)a = 1, da cui,
in base all’esercizio 4.6, 'invertibilita di a.

Sostituendo allora al generico a € £ gli elementi autoaggiunti aa* e a*a, bastera dimo-
strare che se a € % ¢ autoaggiunto e se esiste a~1 € &7, alloraa™! € . Ma dall’autoaggiun-
tezza di a e dal teorema 4.1.13(vi) segue che o4(a) C R, e dunque per ogni ¢ > 0 esistera
(ic — a)~! € %. In base all’analiticita della funzione A — (A —a)~! € &7, lemma 4.1.10(i),
si avra allora lim,_,g+ (ic — a)~! = a™ !, e quindi, essendo % chiusa, a~! € Z. ]

Dimostrazione del teorema 4.4.3. Unicita. Sia p: C(o(a)) — &7 con le stesse proprieta del
p dell’enunciato. Allora, per quanto osservato sopra, per ogni polinomio p : C — C in
A, A, si avrd p(p) = p(a) = p(p). D’altra parte un’immediata applicazione del teorema di
Stone-Weierstrass mostra che tali polinomi sono densi in C'(o(a)) (in particolare il polinomio
t(A\) := X separa i punti di o(a)), e allora per la continuita di p e p e per il teorema 1.4.5,
p=p.

Esistenza. Sia % := C*({1,a}), e si consideri la funzione ¢ : Q(#) — C definita da
¢(w) := w(a). In base al teorema 4.2.9 e al lemma 4.4.4 si ha p(2(HA)) = ocz(a) = o(a).
Inoltre ¢ & chiaramente continua, ed ¢ iniettiva: se wi(a) = wa(a), allora wi(p(a)) = wa(p(a))
per ogni polinomio p, e dunque, per la densita dei polinomi in & osservata sopra, e per la
continuita dei caratteri wy e wo, wi(h) = wa(b) per ogni b € A. Ricordando allora che o(a)
e Q(C(o(a))) si possono identificare tramite 'omeomorfismo A € o(a) — ) € Q(C(o(a)))
(esercizio 4.16), dal teorema 4.4.2 segue l'esistenza di uno *-isomorfismo isometrico p :
C(o(a)) — % C o tale che ¢ = ¢,. Si avra allora

w(p(f)) = eW)(f) = 0u@a)(f) = f(w(a)),  weQB), feCClo(a)),
da cui o(p(f)) = f(o(@), e p)W) = w(p(t) = w(a@) = alw) per ogni w € OAB),
che implica, grazie all’isomorfismo di Gelfand, p(t) = a. Analogamente si verifica che

P(Lc(o(a)) = Lo O
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Il calcolo funzionale continuo puo essere considerato anche come una generalizzazione
del teorema spettrale per operatori lineari su spazi finito-dimensionali: come si vede dal-
Pesercizio 4.31, l'esistenza del calcolo funzionale per una matrice A € M, (C) & equivalente
alla diagonalizzabilita della matrice stessa. Nel prossimo capitolo vedremo un’altra gene-
ralizzazione del teorema spettrale, essenzialmente ’analogo “continuo” dei punti (b) e (c)
dell’esercizio 4.31, basata anch’essa sull’esistenza del calcolo funzionale continuo.

E possibile anche generalizzare il calcolo funzionale a una famiglia commutativa di
elementi normali di una C*-algebra, esercizio 4.32.

Concludiamo questa sezione con un accenno alla generalizzazione della teoria di Gelfand
al caso di C*-algebre commutative senza unita (di cui non avremo bisogno nel seguito).
Diremo che uno spazio topologico X ¢ localmente compatto se ogni punto di X ha un intorno
compatto. Inoltre una funzione f : X — C si dira nulla all’infinito se per ogni € > 0 esiste un
compatto K C X tale che |f(z)| < € per ogni x € K¢. Indichiamo con Cy(X) lo spazio delle
funzioni continue e nulle all’infinito su X, che ¢ chiaramente una C*-algebra commutativa
(senza unita) con la norma || - ||«. Sia dunque & una C*-algebra commutativa senza unita,
e indichiamo con () I'insieme dei suoi caratteri (la cui definizione ha chiaramente senso
indipendentemente dall’esistenza di un’unita). Gli esercizi 4.33-4.38 forniscono allora una
traccia di dimostrazione del fatto che Q(.27) & uno spazio localmente compatto di Hausdorff,
e che & ¢ isometricamente *-isomorfa a Cp(€2(.27)). Tale risultato € ottenuto riducendosi
al caso di C*-algebre con unita tramite 'importante costruzione dell’esercizio 4.35, detta
aggiunzione di un’unita alla C*-algebra 7 senza unita.

4.5 Elementi positivi di una C*-algebra

Un’applicazione importante del calcolo funzionale continuo ¢ la caratterizzazione in termini
spettrali degli elementi positivi di una C*-algebra <7, che ricordiamo sono gli elementi della
forma a*a, a € &

Cominciamo introducendo la nozione, puramente algebrica, di cono in uno spazio vetto-
riale.

Definizione 4.5.1. Sia X uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme C' C X € un cono se per
ogniz,y € Ceognit>0sihax+ye CetreC. Uncono C e detto proprio se z,—x € C
implica x = 0.

Ad esempio, in R?, il primo quadrante {(z,y) € R? : z,5 > 0} & un cono proprio,
mentre il semipiano {(z,y) € R? : y > 0} & un cono, ma non & proprio.

Teorema 4.5.2. Sia &7 una C*-algebra con unita. Dato a € &/, le condizioni sequenti sono
equivalents:

(i) a=a* eo(a) C[0,400);
(ii) esiste b= b* € of tale che a = b?*;
(iii) esiste b € o tale che a = b*b.

Inoltre l'insieme

oy :={a € A : a soddisfa (i), (i) o (1)}

e un cono proprio chiuso in <7, detto il cono degli elementi positivi di <.
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Datia, b € 7, useremo la notazione a > b se a—b € &7, . Premettiamo alla dimostrazione
del teorema un lemma algebrico interessante di per sé.

Lemma 4.5.3. Siano o/ un’algebra con unitd, e a,b € <. Allora o(ab)U{0} = o(ba)U{0}.

Dimostrazione. Ovviamente la tesi ¢ equivalente a p(ab) \ {0} = p(ba) \ {0}. Sia allora
A € p(ab) \ {0}, e c:= (A —ab)~!. Allora

(I + bca)(A —ba) = XA — ba + Abca — beaba = X — ba + b(c(A — ab))a = A

e analogamente (A — ba)(1 + bca) = A, da cui A™}(1 + bea) = (X — ba)~!, e pertanto
A € p(ba) \ {0}. Scambiando i ruoli di a e b si ottiene poi p(ba) \ {0} C p(ab) \ {0}, cioe la
tesi. O

Dimostrazione del teorema 4.5.2. Dimostriamo per iniziare che 'insieme
oy ={a€ed :a=a", o(a) C[0,+0)}

& un cono proprio chiuso. E chiaro che se a € oy et > 0, allora ta € &7, in quanto
o(ta) = to(a) (poiché A —ta = t(t~'\ — a)), e che se a,—a € &/ allora o(a) = {0}, e
pertanto |la|| = r(a) = 0. Per verificare che la somma di elementi di <7, appartiene ad
o/, osserviamo che se a = a*, la condizione o(a) C [0,400) implica che per ogni A > |laf|
si ha o(a) C [0,)], cioe o(A —a) = X\ —o(a) C [0,)\], da cui |A —al < A. Viceversa se
IA —al]| < X per un qualche A > ||a||, si avra o(a),0(A —a) = X\ —o(a) C [-A, A, da cui
o(a) = A= (A—=o(a)) C [0,A] C [0,+00). Dati allora a,b € o/, e A > ||al|, © > ||b]| si ha
A+ p>|la+b] e

A+ 1) = (@+ )] < [IA—al +ln = bl <A+p,

che implica, per l'osservazione precedente, a + b € o7,. Infine se (ay)pen C 4 converge in
norma ad a € o/, dato A > ||a|| si avra definitivamente A > ||a,||, e dunque [|A — a,| < A,
da cui, passando al limite per n — 400, ||A — a|| < A, e pertanto a € &7, il che dimostra
che o7, & chiuso.

(i) = (ii). La funzione f()\) := v/A, A > 0, appartiene a C(o(a)), e dunque si pud
definire, tramite il calcolo funzionale, b := f(a) =: v/a, e, essendo il calcolo funzionale un
omomorfismo, b? = a.

(ii) = (iii). Ovvio.

(iii) = (i). L’elemento a = b*b & autoaggiunto. Definendo allora |a| € & tramite il
calcolo funzionale, si ponga

1
ay = i§(a +al),

cosi che a = a; —a—. Inoltre essendo le funzioni fi(A) = £3(A £ [A]), A € R, a valori
non negativi, per lo spectral mapping si avra o(ay) = fi(o(a)) C [0,+00). Bastera allora
dimostrare che a— = 0. Per questo, osserviamo che ,/a— ¢ autoaggiunto per il calcolo
funzionale, e quindi si ha

(by/a")*(by/ao) = Ja b*by/a— = Ja_ay/a_ = \Ja_(a;—a_)a = —/a_a_\fa_ = —d>,

dove la quarta uguaglianza e ottenuta ancora dal calcolo funzionale, in base al fatto che
V=N f+(X) = 0 per ogni A € R. Dunque, sempre per la proprieta dello spectral mapping,
o((by/as)*(by/a")) = —o(a?) C (—00,0]. Siano poi ¢,d € & autoaggiunti e tali che b,/a_ =
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c+id, come nella dimostrazione del teorema dell’isomorfismo di Gelfand. Allora un semplice
calcolo mostra che

(by/az)* (by/ac) + (by/as)(by/as)* = 2(c* +d?),

e pertanto, da quanto visto sopra e dal fatto, visto all’inizio della dimostrazione, che 7, =
{a e : a=a* o(a) C[0,400)} & un cono, segue che

o((by/as)(by/as)*) = o(2(c* + d*) — (by/a=)*(by/a=)) C [0,+00).

Dal lemma 4.5.3 si ottiene allora o(a?) = —o((by/a—)*(by/a—)) = {0}, e, in conclusione,
la—]|* = [la® || = r(a®) = 0. O

Esercizi

4.1 Sia o/ una C*-algebra con unita 1. Si verifichi che 1* =1 e ||1|| = 1.

4.2 Si mostri che esiste un’isometria U € B(¢*(N)) tale che Ud, = d,+1 ((6n)nen la base
ortonormale canonica), e che U non ¢ unitario. Tale U & detto lo shift unilatero.

4.3 Indicata con B := {z € C : |z| < 1} la palla unitaria di C, sia & := {f € C(B) :
f ¢ analitica in B}. Si mostri che con le operazioni definite puntualmente, 'involu-
zione definita da f*(z) := f(z), e la norma || - |0, &/ € una *-algebra di Banach, ma
non una C*-algebra.

4.4 Siano &/ un’algebra di Banach con identita, a € &7 e A € C. Si verifichi che o(a—A1) =
ola)=X:={pu—X:peco(a)}

*4.5 Siano (X, 9, 1) uno spazio di misura o-finita e H := L?(X,u). Data f € L®(X, )
si definisca [’operatore di moltiplicazione per f:

(Mpp)(2) = f(z)(z), z€X,¢e€H.
Si dimostri:

(a) Tapplicazione f € L™ +— My € B(H) e uno *-omomorfismo isometrico di C*-
algebre (sugg.: per I'isometria, si ha pu({|f| > || flloc —1/n}) > 0 per ogni n € N,
e quindi esiste A, C {|f] > ||fllco — 1/n} tale che 0 < p(A4,) < +oo, e se
Un = XAn--);

(b) A€ a(My)seesolose u({|f—A| <e}) > 0perognie >0 (sugg.: se u({|f—Al <
1/n}) > 0 per ogni n € N, se esistesse (Al — My)~! € B(H), considerare
|(A1 — Mg)~txp,||? con B, C {|f — A| < 1/n} tale che 0 < p(B,) < +00);

(c) X € ap(My) se esolose u(f~H{A})) > 0.

4.6 Siano & un’algebra con unita e a € & per il quale esistano ¢,r € o tali che fa =
1 = ar. Mostrare che allora ¢ = r e dunque a ¢ invertibile.

4.7 Sia (zy)nen di Cauchy in uno spazio metrico X. Si mostri che se esiste una sottosuc-
cessione (zy, )ren convergente a z € X, allora z,, — .

4.8 Sia X uno spazio normato. Una serie > " zn, ©, € X, & detta assolutamente
convergente se Y20 ||7,|| < 4+o00. Mostrare:
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4.11

4.12

4.13

*4.14

4.15
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(a) se X & di Banach, ogni serie assolutamente convergente ¢ convergente in X;

*(b) viceversa se ogni serie assolutamente convergente ¢ convergente in X, allora X &
di Banach (sugg.: data (z,,) C X di Cauchy, esiste una sottosuccessione (zy, )ken
tale che ), (¢, ,, — Zn,) sia convergente, e si usa l'esercizio 4.7).

Sia (25, )neny C R una successione. Si verifichi che

liminf x,, > limsupz, = 3 lim =z, = liminf z, = limsup x,,.
n—+o00 n——+o0 n—+oo n—+o00 n——+oo

Dato il triangolo T = {(z,y) € R? : 0 <y < x < 1} e k € O(T), si definisca
loperatore di Volterra K : C([0,1]) — C([0, 1]):

(K f)(x) = /O k) f@)dy,  fec(o), e 0,1,

Mostrare che:
(a) effettivamente K f € C([0,1]) se f € C([0,1]);
(b) esiste M > 0 tale che, per ogni n € N, ||K"|| < M™/n!;
(c) perogni A € C\{0} e ogni g € C([0,1]), 'equazione di Volterra di seconda specie

/k:cy Wy — \(x) = g(z),  z €01,

ha un’unica soluzione f € C(]0,1]).
Dimostrare il punto (iv) del teorema 4.1.13.
Sia &/ un’algebra di Banach. Mostrare:

(a) per ogni a € 7, la serie e® := 3" a™/n! & convergente in 7

(b) dati a,b € o tali che ab = ba, si ha e%e? = et

Sia X uno spazio metrico compatto. Verificare che per ogni z € X esiste f € C'(X)
tale che f(z) # 0 e che C(X) separa i punti di X. (Sugg.: usare l’esercizio 1.29.)

Sia X uno spazio compatto di Hausdorff e si consideri I’applicazione x € X +— 4§, €
C(X)*. Si mostri:

(a) 6z # 0 per ogni z € X;
(b) dato per noto che C(X) separa i punti di X, x — J, € iniettiva;

(¢) x> &y € suriettiva sull'insieme dei funzionali moltiplicativi non nulli. (Sugg.: se
per assurdo w e un funzionale lineare moltiplicativo non nullo tale che per ogni
x € X esiste fp € C(X) con w(fy) # fo(x), posto gz := fo —w(fz) si puod trovare
un ricoprimento aperto (Ag;);j=1,..» di X tale che g, (y) # 0 per ogni y € A,
j=1,...,n, e posto allora g := |gz,|* + - + |gu,|? € kerw si ha g1 € C(X) e
1=gg ! €kerw.)

Siano &7 un’algebra di Banach commutativa con unita e (&) = {w : & — C carattere}
lo spettro di Gelfand di 7. Si mostri che
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(a) la famiglia 7 di sottoinsiemi di (<) che sono unioni arbitrarie di insiemi della
forma

B(ay,...,an;Vi,..., V) i={w e UH) : w(ar) € Vi,...,w(a,) € Vp},

dove a; € 7, e V; C C aperto, i =1,...,n, n € N, & una topologia su Q();
(b) con questa topologia (47) ¢ uno spazio di Hausdorff;
(c) un net (wa)acr C Q) converge a w € () nella topologia 7 se e solo se
wq(a) = w(a) per ogni a € &7.

4.16 Sia X uno spazio compatto di Hausdorff. Dimostrare che I'applicazione z € X +—
0z € Q(C(X)) & continua con inversa continua. (Sugg.: usare l'esercizio 1.37.)

4.17 Sia o/ un’algebra di Banach commutativa con unita. Si verifichi che:

(a) per ogni a € o7 la trasformata di Gelfand a : Q(«7) — C, w — w(a), & continua;

(b) 7 & la piu debole topologia su (<) tale che tutte le funzioni a : (<) — C,
a € 4/, sono continue (cioé se 7/ & una topologia su (&) per la quale tali
funzioni sono continue, allora 7 C 77).

*4.18 Si dimostri:
(a) dati a,b € ¢}(Z) la serie
(axb)y:= Zan,kbk, n €7z,
kEZ

e assolutamente convergente e |la *b||; < |lal|1]|b||1; a * b & detto la convoluzione
di a,b € (X(Z);

(b) con il prodotto definito dalla convoluzione, e con I'involuzione definita da a;, :=
@, a € (*(Z), si ha che ¢1(Z) & una *-algebra di Banach con identita,;

(c) lelemento ¢ := (6,,1)nez € ¢*(Z) & tale che, rispetto alla convoluzione, (71 =
(6n.—1)nez € €X(Z), e (¢™ : n € Z) & denso in (}(Z);

(d) per ogni A € T, wy : £(Z) — C definito da

wy(a) = Z an\", a € ((7),
nez

¢ un carattere di £(Z);
(e) per ogniw € Q(¢}(Z)) esiste un'unico A € T tale che w = wy; (sugg.: A := w(()...)

(f) lapplicazione A € T + wy € Q(¢*(Z)) & un omeomorfismo di spazi topologici,
cioé & biunivoca, continua e con inversa continua; (sugg.: l'inversa w — w(() va
da uno spazio compatto a uno di Hausdorff;)

(g) identificando, come spazi topologici, Q(¢*(Z)) con il cerchio unitario T tramite
I'applicazione del punto (e), la trasformata di Gelfand di a € ¢1(Z) si identifica
con la funzione a € C(T) data da

d(ew) = E aneme, = T,
nez

cioe con la serie (o trasformata) di Fourier della successione (ay,)nez.
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4.19 Siano . un’algebra normata e .# C o un ideale. Verificare che .# & un ideale.
4.20 Siano X uno spazio vettoriale e M C X un sottospazio. Si verifichi:

(a) le operazioni

(x+M)+y+M)=x+y+ M,

z,ye X, AeC,
Mz + M) := Az + M,

sono ben definite e dotano X/M = {z+ M : x € X} di una struttura di spazio
vettoriale;

(b) se X = .o/ & un’algebra e M = .# un ideale, il prodotto
(a+ )b+ I):=ab+ .7, a,be o,
¢ ben definito e rende <7 /. un’algebra.

4.21 Siano H uno spazio di Hilbert e K C H un sottospazio chiuso. Mostrare che H/K ~
K+ (isometricamente isomorfo), e che quindi H/K & uno spazio di Hilbert.

4.22 Siano &/ un’algebra di Banach con identita e .# C & un ideale chiuso proprio. Si
verifichi che |1 4+ || > 1 e che |1 + .| =1se ||1|| = 1.

4.23 Siano & un’algebra di Banach con identita e w : &/ — C un carattere. Mostrare che
lwl]| <1, echese |1 =1, ||w|| =1 = w(l). (Sugg.: in base all’esercizio 4.22, se
S =kerw, lw(a)| < ||w(a)l + 2| = |la+ Z|.)

4.24 Siano & una *-algebra di Banach, e # C & una *-sottoalgebra. Posto %,a := {b €
P : b=10b"}, si verifichi che B = PBaa + 1 Paa-
4.25 Mostrare che:

(a) i polinomi trigonometrici

{9 ef0.27] = 3 ™ i eCime N}
|kf<n

sono densi in Cp ([0, 27]) := {f € C([0,2x]) : f(0) = f(2m)}; (sugg.: Cp([0,27]) ~
C(T);)

(b) posto e, () := \/%eme’ n € Z, (en)nez © una base ortonormale di L([0, 27]);

(c) la serie di Fourier di una f € L?([0,27]) converge a f in L?([0, 27]).
4.26 Mostrare che:

(a) i polinomi sono densi in C([a,b]) (teorema di Weierstrass);

(b) ipolinomi di Legendre (P)en, ottenuti tramite il procedimento di Gram-Schmidt
in L?([~1,1]) a partire dalle funzioni z +— z°, sono una base ortonormale in
L2([=1,1]);

(c) siha
o J20+1 01 db L,
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4.27 Siano X, Y spazi metrici con X completo, e f : X — Y isometrica. Mostrare che se
C C X & chiuso, allora f(C) C Y & chiuso.

4.28 Siano % un’algebra di Banach con unita, e a € £ tale che o(a) =
¢ detto topologicamente nilpotente), e sia & = (1,a,a?,...)
chiusa di % generata da a. Si mostri:

{0} (un tale elemento
C % la sottoalgebra

(a) = € o se esolosex =) 7 \a¥ (serie convergente in %);
(b) Q&) ={wo}, con wo(z) = Ao;
(c) la trasformata di Gelfand ": &/ — C(€(<7)) non ¢ iniettiva.

4.29 Siano o/ una C*-algebra, . C &/ un sottoinsieme, e C*(.¥) la C*-sottoalgebra di &/
generata da .#. Si verifichi che, usando la notazione af = a o a*,

C*(&”)z(aﬁ...agZ ca; € Si=1,...,n,ne€N).

4.30 Siano H = ¢*(Z) e U € B(H) l'operatore definito da Ue,, = e,11, n € Z, con (en)nez
la base ortonormale canonica. Si mostri:

(a) esiste un operatore unitario V : L?([0,27]) — ¢*(Z) tale che U = V. M,V*, con
M, € B(L*([0,27])) I'operatore di moltiplicazione per la funzione g(f) = €',
6 € [0,2n];

(b) U & unitario e o(U) =T;

(c) se B:=(1,U,U?,...) ¢ la sottoalgebra di Banach con unita di B(H) generata
daU,siha0 € ox(U). (Sugg: sep € % & un polinomio, (U*e,, pe,) = 0, da cui
U*¢ AB.)

4.31 Sia A € M,(C) tale che esista p : C(0(A)) = M, (C) *-omomorfismo iniettivo unitale
tale che p(t) = A, t(\) = A. Mostrare:
(a) Px:=p(xqa), A € 0(A), & un proiettore, e si ha P\P, = 0 se A # u;
(b) vale
pf)= D, FVP,  feC(o(4)),

A€o (A)
da cui in particolare 1 = Z/\ea(A) P\, A= ZAea(A) APy;
(c) Py e il proiettore sull’autospazio di A associato all’autovalore \ € o(A);
(d) A e diagonalizzabile tramite matrici unitarie.

Viceversa, se A € M,(C) ¢ diagonalizzabile tramite matrici unitarie, mostrare che
esiste p : C(c(A4)) — M, (C) come sopra.

4.32 Siano &/ una C*-algebra con unita, e ai,...,a, € < elementi normali tali che
la;,a;] =0= [ai,a;], i,j=1,...,n. Posto Z:= C*({1,a4,...,a,}), si mostri:
(a) Q(AB) & omeomorfo a un sottoinsieme chiuso X C o(ay) X --- x o(a,) C C" (lo
spettro congiunto di ay, ..., an);
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4.38
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(b) esiste un unico *-isomorfismo isometrico p : C(X) — £ tale che p(1x) = ag, dove
1 € C(X) e la funzione tx(A) := A\, k = 1,...,n (calcolo funzionale continuo
congiunto di ay, ..., ap).

Sia X uno spazio di Hausdorff localmente compatto e co un simbolo non appartenente
a X. Mostrare che dichiarando un sottoinsieme A di X := X U {co} aperto se A C X
¢ aperto o se A=X \ K con K C X compatto, si ottiene una topologia di Hausdorff
su X tale che X & compatto. Viceversa mostrare che se X & uno spazio compatto
di Hausdorff e 0o € X, allora X := X \ {oo} & localmente compatto. Lo spazio X &
detto la compattificazione a un punto di X.

Sia X uno spazio di Hausdorff localmente compatto, e X la sua compattlﬁcazmne a
un punto, definita nell’esercizio precedente. Mostrare che 1’applicazione f e C(X ) —
flx € C(X) induce uno *-isomorfismo isometrico della C*-sottoalgebra {f € C(X) :

f(o0) =0} su Cp(X).
Sia </ una C*-algebra senza unitd, e si consideri & := & @ C con la struttura di
spazio vettoriale somma, diretta. Si mostri:

(a) con le definizioni:

@ONB®R) = @b+ N+ pa)® (), (@®N =a* @,
o & una *_algebra con unita;

(b) definito 'operatore L(a @ A) : &/ — &/ tramite L(a ® A\)b := ab+ Ab, b € o7, si
ha Lla® \) € B(«/) e v € & — L(z) € B(«/) ¢ un omomorfismo di algebre;

(c) ||L(z)]]? < [ L(z*z)| per ogni x € o/; (sugg.: un calcolo mostra ||L(x)b||? =
|b* L(x*x)b||, z € o7, b € ;)

(d) |L(a®0)|| = llall, a € ; (sugg.: [[L(a & 0)a*|| = [|al|*;)

(e) esiste e > 0 tale che ||[L(a®1)|| > € per ogni a € &; (sugg.: altrimenti esisterebbe
an € & tale che || L(a,®(—1))| < 1/n, ed essendo ||an—am| = | L((an—am)B0)||
si avrebbe a,, — a per qualche a € &, da cui ||ba, — b|| = ||L((b ® 0)(a, ®
(=)l = 0 e similmente |la,b — b|| — 0;)

(f) posto ||z|| := || L(z)|, = € «, si ha che &/ & una C*-algebra con unitA.

Sia o/ una C*-algebra senza unita. Dato w € Q() si definisca @ : &/ — C tramite
@(a® ) :=w(a)+ A. Si verifichi:

(a) @€ Q(H) e wr @ & continua e iniettiva con inversa continua;
(b) Q) = {0 : we QUA)} U{woo} dove woo(a® ) := \;
(

¢) Q(«) & localmente compatto e (<) ne ¢ la compattificazione a un punto.

Siano X uno spazio compatto di Hausdorff e & C C'(X) una *-sottoalgebra che separa
i punti e tale che esista 9 € X per cui f(xg) = 0 per ogni f € /. Mostrare che
o ={f € C(X) : f(xo) =0}. (Sugg.: & := o +Cl C C(X) & densa in C(X), e
data f, + \p,1 — f con f(z9) =0, f, € &, si ha f, — f.)

Sia & una C*-algebra commutativa senza unita. Si mostri che &/ ¢ isometricamente
*-isomorfa a Cp(2(e)). (Sugg.: si osservi che, per gli esercizi 4.33-4.36, Co(2(%))
& isomorfo a {f € C(Q(«)) : f(ws) = 0}, si consideri a € & — a®0, con x — &
isomorfismo di Gelfand di & e si usi I'esercizio 4.37.)
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