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1. Siano A un’algebra di Banach con identità e I ⊂ A un ideale proprio chiuso. Si verifichi:

(a) ‖1 + I ‖ ≥ 1;

(b) se inoltre ‖1‖ = 1, allora ‖1 + I ‖ = 1.

2. Sia A un’algebra di Banach commutativa con unità 1. Si dimostri che per ogni ω ∈ Ω(A ) si ha
‖ω‖ ≤ 1, e che se ‖1‖ = 1 allora ‖ω‖ = 1 = ω(1) (sugg.: se I = kerω, |ω(a)| ≤ ‖ω(a)1 + I ‖ =
‖a+ I ‖).

3. Siano A un’algebra di Banach, e B ⊂ A una *-sottoalgebra. Posto Baa := {b ∈ B : b = b∗}, si
verifichi che B = Baa + iBaa.

4. Mostrare che:

(a) i polinomi trigonometrici{
θ ∈ [0, 2π] 7→

∑
|k|≤n

cke
ikθ : ck ∈ C, n ∈ N

}
sono densi in Cp([0, 2π]) := {f ∈ C([0, 2π]) : f(0) = f(2π)} (sugg.: Cp([0, 2π]) ' C(T));

(b) posto en(θ) := 1√
2π
einθ, n ∈ Z, (en)n∈Z è una base ortonormale di L2([0, 2π]);

(c) la serie di Fourier di una f ∈ L2([0, 2π]) converge a f in L2([0, 2π]).

5. Mostrare che:

(a) i polinomi sono densi in C([a, b]) (teorema di Weierstrass);

(b) i polinomi di Legendre (P`)`∈N, ottenuti tramite il procedimento di Gram-Schmidt in L2([−1, 1])
a partire dalle funzioni x 7→ x`, sono una base ortonormale in L2([−1, 1]);

(c) si ha

P`(x) =

√
2`+ 1

2

1

2``!

d`

dx`
(x2 − 1)`, x ∈ [−1, 1], ` ∈ N.
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