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1. Sia T ∈ B(H), H spazio di Hilbert. Mostrare che kerT = (ranT ∗)⊥.

2. Sia A ∈ B(H) autoaggiunto e tale che esista C > 0 per cui ‖Ax‖ ≥ C‖x‖ per ogni x ∈ H. Si
mostri:

(a) kerA = {0};
(b) ranA è denso in H;

(c) ranA è chiuso;

(d) A è invertibile.

3. Siano µ1, µ2 misure di Borel regolari finite su uno spazio metrico X. Mostrare che per ogni
p ∈ [1,+∞), e per ogni funzione boreliana limitata f : X → C esiste una successione (fn) ⊂ Cb(X)
tale che fn → f sia in Lp(X,µ1) che in Lp(X,µ2).

4. Verificare che l’applicazione S̃f : H ×H → C, f ∈ Bor(X), definita a lezione, è sesquilineare.

5. Siano P1, P2 ∈ B(H) proiettori ortogonali. Mostrare che sono equivalenti:

(a) P1 ≤ P2;

(b) ranP1 ⊂ ranP2;

(c) P1P2 = P1 = P2P1.
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