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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono piuttosto impegnativi.

1. Siano I un insieme e yy la misura che conta in I. Mostrare:

(a) data f: 1 — [0,400), s€ SUPpe g, (1) Doner /(@) < 00, allora linsieme {a € I : f(a) > 0} &
al pitt numerabile (sugg.: si ha f{a € I : f(a) > 1/n} < nsuppe gy 1) Daer [(@));

(b) data f: I — [0,+00), si ha [} fduy = Suppep, (1) dner fla) (sugg: se F € Po(I), s :=
> ack f(@)X{a} € una funzione semplice);

(c) data f € L*(I,dpg) =: €*(I), e posto sp := > cp fla), F € Po(I), si ha [, fduy =
lim e g, (1) sF nel senso dei net su (1), parzialmente ordinato per inclusione: F' < G se
F C G (sugg.: se f >0, limpeg, (1) SF = SUDpe g, (1) SF)-

2. Sia (6a)acr C £2(I) la base ortonormale canonica: 6, = (0ap)per- Senza usare il teorema sulle
caratterizzazioni delle basi ortonormali, dimostrare che per ogni z = (z4)acsr € ¢*(I) si ha z =

Y aci Tada, cioe limpe g1y |2 =D c p Tadall = 0.

3. Mostrare che, se x € H e (eq)acr C H & un sistema ortonormale, 'insieme {« € I : {e,,x) # 0} &
al pitt numerabile.

*4. Dimostrare che una base ortonormale di uno spazio di Hilbert H infinito-dimensionale non & una
base di Hamel, e che una base di Hamel di H ha cardinalitd pit che numerabile.



