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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono piuttosto impegnativi.

1. Sia X uno spazio topologico. La famiglia di sottoinsiemi di X
B(X) = m{ﬁﬁ : M C P(X)o-algebra t.c. A€ MVA C X aperto}

é la piu piccola o-algebra su X che contiene tutti gli insiemi aperti.

2. Indicato con Q,(x) = (x1 —r,x1+7) X -+ X (s — 1,25, +7) C R™ U'n-cubo aperto di semilato r > 0
e centro x = (x1,...,%,) € R™ si mostri che se A C R™ ¢ aperto vale

A= J{Qur(z) : 2€Q"NA, Quul(x) C A}.

3. Dato A € M(u) e n € N, si mostri che esistono un insieme chiuso F,, C A e un insieme aperto
G, D Atali che p(Gp, \ A) < 1/n, p(A\ F,) < 1/n.

4. Sia (gn)nen una numerazione dei razionali in (0,1) e, dato € > 0, si considerino gli insiemi

“+o0
€ €
A= U (Qn* W’qn+ﬁ) n(0,1)

n=1
e K =[0,1] \ A. Dimostrare:

(a) A, K sono Lebesgue-misurabili e m(A) <e, m(K) > 1 —¢;
(b) A ¢&densoin (0,1) e K ha interno vuoto;

*(c) K non ¢ misurabile secondo Peano-Jordan (sugg.: si ha m.(K) > 1 — e: se cosl non fosse, si
potrebbe trovare un plurintervallo aperto £ C R tale che K C E e m(F) < 1 — €, ma allora
[0,1]\ E C A...)



