FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea Informatica/Corso di Laurea in Matematica
CALCOLO NUMERICO
Prof. Carla MANNI
5 Dicembre, 2003, I Esonero - A

1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,4, —5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri reali

i) determinare le rappresentazioni a e bdiaebin F(2,4,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a e b e confrontarli con la precisione di macchina;
iii) calcolare il valore b © a e determinare Perrore relativo rispetto a b — a.

2) Siax = (x1> € R? e sia
T2

f(x)=1/(23 —21)2 + 2%

i) discutere il condizionamento di f rispetto alla prima componente del vettore x nel caso zo = z1;
ii) determinare, se possibile, x € R? per cui f(x) < [|x|, = 1;
iii) determinare e disegnare l'insieme dei punti di IR” per cui risulta f(x) = 1.

3) Data la funzione
g(x) =k sen(z), x € [0,7];
i) mostrare che, nel caso k = 2, la funzione g ammette due punti fissi e che il pitt grande di essi appartiene
all'intervallo (37, 27);
ii) analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche 1’ordine) del metodo iterativo z; 11 = g(=;)
nel caso k = 2;

iii) analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche l'ordine) del metodo iterativo x;11 = g(x;)
nel caso k € (0, 5.

4) Data la matrice
A= ( 1 0) , a>0;
-1 «
i) calcolare, se possibile, A~1;

ii) determinare, se possibile, ||A]lco; |47 oo € oo (A);
ili) determinare, se esiste, il valore di a per cui 1o (A4) risulta minimo.

5) E data la matrice

3 0 0 -2
0o 3 -1 -1
A= 1 0 -2 0
-1 1 -1 -8

Senza calcolare il determinante né gli autovalori, si dica, motivando la risposta, se & possibile che
i) A sia singolare,

ii) il suo raggio spettrale sia minore di 1,

iii) il suo raggio spettrale sia maggiore di 5.
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1) Data la funzione
f(x) =k —2a* —cos(x) z € [—g, g], k>0

i) localizzare le eventuali radici di f nel caso k = 2;
ii) analizzare la convergenza del metodo di Newton per I'approssimazione delle eventuali radici di f nel caso
k=2
iii) determinare, se possibile, il valore del parametro k in modo che la funzione f abbia una radice doppia ed
analizzare in tal caso la convergenza del metodo di Newton per I’approssimazione della radice in questione.

2) Date le due espressioni analiticamente equivalenti

f@)=x—2% folzx)=2x(1—2), ©#0,1;

i) analizzare il condizionamento del calcolo di f; e quello del calcolo di fs al variare di z € IR;

ii) stabilire, motivando la risposta, quale delle due espressioni é preferibile utilizzare dal punto di vista della
propagazione dell’errore in un fissato insieme di numeri di macchina nell’ipotesi che z sia un elemento
dell’insieme dato di numeri di macchina

iii) posto z = 2 calcolare il valore di fi(z) e di f2(z) nell'insieme di numeri di macchina F(2,3,m, M) in cui
si operi con troncamento.

3) Sia n un numero intero positivo. Si consideri la matrice di ordine n 4 1

n 1 1 1

1 n 1 1
A= .

1 1 n 1

1 1 1 n

i) nel caso n = 2 stabilire se la matrice ammette la fattorizzazione LU e, in caso affermativo, calcolare la
fattorizzazione stessa;
ii) nel caso n = 2 stabilire se la matrice ammette la fattorizzazione di Cholesky;
iii) nel caso n generico, stabilire se la matrice A ammette la fattorizzazione LU.

4) Assegnata la funzione f(z) =1 — 2% ed i nodi
ro=—h, xy=h, 0<h<1;

i) determinare e disegnare il polinomio, p(x) che interpola la funzione f(z) sui nodi assegnati
ii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantitd max,ep—q 1) |f(x) —
p(@)];
iii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantitd

1 1
‘/ Lo,l(ac)d:r—i—/ Ly (z)dx
-1 -1
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1) Sia n un numero intero positivo. Si consideri la matrice di ordine n + 1

n 1 1 - 1
1 n 1 -1
A=|: . ;
1 - 1 n 1
1 -+ 1 1 n

i) nel caso n = 2 stabilire se la matrice ammette la fattorizzazione LU e, in caso affermativo, calcolare la
fattorizzazione stessa
ii) nel caso n = 2 stabilire se la matrice ammette la fattorizzazione di Cholesky
iii) nel caso n generico, stabilire se la matrice A ammette la fattorizzazione LU.

2) Dato il sistema lineare Az = b ove

A= ,a>0, beR3

o~ D
= QO =
S = O

i) stabilire se la matrice A é irriducibile;
ii) stabilire per quali valori di « la matrice A é a diagonale dominante;
iii) determinare per quali valori di « il metodo iterativo di Jacobi applicato al sistema dato converge e confrontare
la risposta con i valori del punto precedente;
iv) stabilire per quali valori del parametro « la matrice é definita positiva;
v) determinare per quali valori di « il metodo iterativo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge.

3) Assegnata la funzione f(x) = —22 + 1 ed i nodi
l'oz—h, 1’1:}1, 0<h§1,

i) determinare e disegnare il polinomio, p(z) che interpola la funzione f(x) sui nodi assegnati
ii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantitd max,ej—y 1) |f(x) —
p(x));
iii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantitd

1 1
‘/ Lo,l(.r)dl‘—F / L1,1(.13)d$
—1 —1

4) Dati i punti (z;, f(x;)), ¢ =0,---, N, ove
x; =1, f(z)=u1x+ cos(2rx);

i) nel caso N = 3, disegnare i punti assegnati e determinare e disegnare la retta che meglio li approssima nel
senso dei minimi quadrati;
ii) nel caso N generico, determinare la parabola che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati i dati
assegnati;
iii) nel caso N generico, calcolare i valori f[xg,z1,xa, -, zk], 0 <k < N.
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1) Data la funzione
flx) =a* —a?;

i) determinare i punti di massimo, i punti di minimo ed i flessi di f e disegnarne il grafico qualitativo;
iii) analizzare la convergenza (incluso l'ordine) del metodo di Newton per I'approssimazione delle eventuali
radici di f;
ili) tenedo presenti i risultati del punto i), analizzare la convergenza del metodo di Newton (incluso 'ordine)
per approssimazione delle eventuali radici positive della funzione

o) = fa) + oo =o'~ 4 o

36 36
2) Dati i numeri reali
_lo, -t 1
Ty YT fT o

i) determinare le rappresentazioni Z, g e Z di x, y e z in F(2,3,—6,6) in cui si operi con troncamento;
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per x, y e z e confrontarli con la precisione di macchina;
ili) calcolare il valore (Z @ §) ® Z e & @ (§ ® Z), determinare l'errore relativo di ciascun risultato rispetto a
T 4+ y + z e commentare il risultato.

3) Assegnato il sistema lineare Ax = b, ove
1

1
0 y OCG]R,, b= -2 )
1 2

A:

— Q9
[=Jyelye]

i) stabilire per quali valori di « la matrice ammette la fattorizzazione LU;

ii) se possibile, calcolare la fattorizzazione LU di A per a = —1;

iii) detta J la matrice di iterazione del metodo di Jacobi applicato al sistema dato stabilire per quali valori di
a risulta || J|leo < 1;

iv) stabilire quali valori di « il metodo di Jacobi converge e confrontare i risultati con quelli del punto prece-
dente;

v) nel caso a = —1, indicato con z(*) il valore ottenuto alla k-esima iterazione del metodo di Jacobi ed con
z* la soluzione del sistema, dare una maggiorazione dell’errore

[z® —z*|, per k> 3.

4) Assegnati i nodi zg =0, z1 = %,xz =1 e la funzione

— 1 .
142

f(x)

i) determinare il polinomio, p(z), che interpola la funzione f(x) sui nodi assegnati;
ii) dare una maggiorazione dell’ errore che si commette sostituendo, per x € [0,1], ad f il polinomio p;
iii) approssimare fol f(x), sia tramite fol p(x)dx, sia tramite la formula di Simpson sui nodi xg,z1,zs € com-
mentare i risultati ottenuti.
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1) Data la funzione
g(x) = —2* + 2+ k;

i) analizzare la convergenza del metodo iterativo z;41 = g(x;) nel caso k = %, discutendo, eventualmente,
anche 'ordine di convergenza;

. . . . o 1 .

i) analizzare la convergenza del metodo iterativo z;41 = g(x;) nel caso k € [0, 7) discutendo, eventualmente,
anche 'ordine di convergenza.

2) Data la matrice

, a>0,

S oo

i) calcolare, se possibile, A~1;
ii) determinare, se possibile, il numero di condizionamento in norma infinito di A e stabilire per quali valori
del parametro a esso risulta minimo;
iii) calcolare, se possibile, | A||2 nel caso a = 1.

3) Assegnato il sistema lineare Bz = b, ove

100 1
B=|0 1 0],B8eR, b=|1],
01 B 1

) calcolare, se possibile, la fattorizzazione LU di B;

) stabilire per quali valori di 8 é possibile formulare il metodo di Gauss-Seidel per il sistema assegnato;
iii) stabilire per quali valori di 8 il metodo di Gauss-Seidel per il sistema assegnato converge;

) stabilire quali valori di 8 la matrice é definita positiva e commentare i risultati;

) effettuare un’ iterazione del metodo di Gauss-Seidel partendo dal vettore iniziale

confrontare il valore ottenuto con la soluzione esatta del sistema e commentare i risultati.

4) Assegnatii punti (z;, f(z;)), 7=1,---,2k, ove
Toi—1 = —1, T =1, 1=1,...,k,

fz) =z

) nel caso k = 2, determinare esplicitamente e disegnare i punti assegnati;

ii) nel caso k = 2, determinare la retta che meglio approssima i dati assegnati nel senso dei minimi quadrati;
) nel caso k = 2, determinare la parabola che meglio approssima i dati assegnati nel senso dei minimi quadrati;
) nel caso k generico, mostrare che, sia la retta che la parabola di miglior approssimazione nel senso dei

minimi quadrati per i dati assegnati, si riducono ad una retta passante per ’origine.
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1) Data la funzione

g(x) =k —In(1 4+ 2x), k>0;

i) analizzare la convergenza del metodo iterativo x;y; = g(x;) nel caso k = 2 discutendo, eventualmente,
anche 'ordine di convergenza;
ii) analizzare la convergenza del metodo iterativo x;41 = g(x;) nel caso k € [0,1n 2) discutendo, eventualmente,

anche 'ordine di convergenza.

2) Data la matrice

a 1 0
A=11 L 0f,a>0
0 0 1

i) calcolare, se possibile, A~1;
ii) determinare, se possibile, ||A]|2 e stabilire per quali valori del parametro « tale quantitd risulta minima;
iii) determinare, se possibile, il numero di condizionamento ps(A) e stabilire per quali valori del parametro «
esso risulta minimo.

3) Assegnato il sistema lineare Bx = b, ove b € R” e

B 1 0
B=|1 8 1|, B>o.
01 8

per ciascuna delle seguenti affermazioni stabilire, giustificando la risposta, se é vera o falsa:
i) se f > 2, il metodo di Jacobi ed il metodo di Gauss-Seidel convergono;
ii) esiste 8 con § < 2, per cui il metodo di Jacobi converge;

iii) esiste § per cui il metodo di Gauss-Seidel converge ed il metodo di Jacobi no.

4) Assegnati i punti (z;, f(x;)), i =0,...,2n ove
f(z) = cos(mnx)

To <21 < ...< o, x €[-1,1], i=0,...,2n,

sia poy, () il polinomio che interpola la funzione f sui nodi assegnati.
i) Nel cason =1, 29 = —1,21 = 0,29 = 1, calcolare il polinomio py e disegnare la funzione assegnata, i punti
di interpolazione ed il polinomio ps(x).
ii) Mostrare che

(ﬂ'n)% 1 Im1
max ) — pon(x)| < ——=2°"
xe[71,1]|f( ) Qn( )| - (2n—|—1)!

iii) Nel caso n generico e 7; = -1+ *, i =0,...,2n determinare la retta che meglio approssima nel senso dei
minimi quadrati i punti assegnati.
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1) Data la funzione

f(z) =z —ka?®, k€ R;

i) nel caso k = 1 analizzare la convergenza del metodo metodo di Newton per approssimazione delle radici
di f discutendo, eventualmente, anche I'ordine di convergenza;

ii) nel caso k < 0 analizzare la convergenza del metodo metodo di Newton per I’approssimazione delle radici
di f discutendo, eventualmente, anche ’ordine di convergenza.

2) Dato I'insieme di numeri di macchina F'(2,4, —4,4) ove si operi con troncamento, e siano

1
a=—, b=16.5.
V2
Determinare, se possibile
i) le rappresentazioni a e b rispettivamente di a e b in F'(2,4, —4,4);
ii) determinare, se possibile, gli errori relativi di rappresentazione e confrontarli con la precisione di macchina.

3) Sia A € R™™*™ la matrice simmetrica

i) si mostri che A & definita positiva,
ii) nel caso n = 3 si analizzi la convergenza del metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Az = bove b € R3.

4) Assegnatiipunti z;, i =0,...,nconzy <z < - - <z, e la funzione
k
fk(l') = H(CL’ - xi)? k< n,
i=0
i) determinare, se possibile, il polinomio py che interpola la funzione fi sui nodi z, ..., x;

ii) determinare, se possibile, il polinomio p,, che interpola la funzione fj sui nodi o, ..., z,.
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1) Data la funzione
g(x) =k 2*(2—2), ke€R;
i) nel caso k = 1, studiare la convergenza del metodo iterativo x;11 = g(x;) analizzando, eventualmente,

anche l'ordine di convergenza;
ii) nel caso k = —1, studiare la convergenza del metodo iterativo x;+1; = g(x;) analizzando, eventualmente,

anche 'ordine di convergenza.

2) Date le due espressioni analiticamente equivalenti

f@=1-1 pa=""1

;T #0;

T

i) analizzare il condizionamento del calcolo di f; ed fa;

ii) stabilire se, operando in un prefissato insieme di numeri di macchina ed assumendo che x appartenga a tale
insieme, sia preferibile, dal punto di vista della propagazione dell’errore, utilizzare la prima o la seconda
espressione.

3) Per risolvere il sistema lineare Ax = b, dove

0 1 2 3
210 3

si vuole usare il metodo iterativo x(¥) = Px(*~1 4 q, in cui P & la matrice di iterazione ottenuta dalla A
mediante la decomposizione A = M — N, dove

M =

N OO
O w o
O O N

i) determinare esplicitamente la matrice P ed il vettore q;

ii) effettuare una iterazione del metodo proposto a partire dal vettore x(©) =

o = O

iii) stabilire se il metodo iterativo & convergente.

4) Data la funzione
h(z) =5, x€l0,1]

i) determinare il polinomio p;(x) che interpola la funzione h(x) nei punti zy = 0, 1 = 1, e disegnarne il
grafico;
ii) determinare il polinomio po(z) che interpola la funzione h(x) nel punto z¢ = 1/32 e disegnarne il grafico;
iii) calcolare

= h(zx) — , T = h(z) — ;
1 wrél[%ﬁ]l (z) — pr(x)], ro ggrél[gﬁ]l () = po(z)]

iv) spiegare perché, nonostante che p; abbia grado maggiore di pg, risulta r1 > rq.
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1) Data la matrice
A=xxT, x,eR"

i) scrivere esplicitamente la matrice A nel caso

ii) nello stesso caso del punto i) determinare « in modo che || Al|co, risulti minima;
iii) nello stesso caso del punto i), determinare o in modo che || A||2, risulti minima;
iv) nel caso x € IR™ stabilire se A ¢ invertibile e mostrare che x ¢ autovettore di A.

2) Dato Iinsieme dei numeri di macchina F(2,4,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali

i) determinare le rappresentazioni a, byecdia, becin F(2,4,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a,b e c e confrontarli con la precisione di macchina;
ili) calcolare i valori @ @ b, a @ ¢, determinare 'errore relativo rispetto ad a + b, ed ad a + ¢ (rispettivamente)
e confrontarlo con la precisione di macchina;
iv) stabilire, motivando la risposta, se in un generico insieme di numeri di macchina F(3,t, m, M) il fatto che
rDy=xdz, x,y,z € F(B,t,m, M) implica y = z.

3) Data la funzione
flx)=—2*+3x+k, kcTR;

i) nel caso k = 2, localizzare le eventuali radici di f;
ii) nel caso k = 2 analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche I'ordine) del metodo di Newton
per ciascuna delle radici di f;
ili) nel caso k = 0 analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche 1’ordine) del metodo di Newton
per ciascuna delle radici di f;
iv) nel caso k = 0 analizzare la convergenza delle successioni originate dal metodo di Newton a partire da

9 4 o da 3
To = ——., Tnp = — Tro = — -=.
R T R 0 5
4) E data la matrice _
(71)17 se i =7,
— n _ 1 S
A= (ai;)ij=1 ove ai; =4 ———— se i —jl =1,
1—9—7
0, altrimenti.

i) nel caso n = 4 scrivere esplicitamente la matrice A e stabilire se risulta irriducibile;
ii) nel caso n = 4, senza calcolare il determinante né gli autovalori:
- mostrare che A non & singolare
- determinare il numero degli autovalori positivi e di quelli negativi di A
- mostrare che p(A~1) < 4;
iii) nel caso n sia un generico numero pari, mostrare che [|A~!||F < +/10n.
(Suggerimento: ricordare il legame intercorrente fra la traccia e gli autovalori).
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1) Si consideri la matrice A di ordine n > 2 definita come segue:

1 sei=yj,

-1 sei1—1=1,

a sei=1lej=mn,
0 altrimenti,

a € R;

i) nel caso n = 3 scrivere esplicitamente la matrice e calcolarne il determinante;
ii) nel caso n = 3 stabilire per quali valori del parametro « la matrice ammette la fattorizzazione LU e
calcolare, quando possibile, la fattorizzazione stessa;
iii) nel caso n generico, stabilire per quali valori del parametro « la matrice ammette la fattorizzazione LU e
calcolare, quando possibile, la fattorizzazione stessa; (si consiglia di utilizzare il metodo di Gauss)
iv) tenendo presenti i risultati del punto precedente, nel caso n generico determinare per quali valori del
parametro « la matrice risulta singolare.

2) Dato il sistema lineare Ax = b, ove A & la matrice dell’esercizio precedente e b € R?,
i) nel caso n = 3, stabilire per quali valori di « la matrice A ¢ a diagonale dominante in senso stretto;

ii) nel caso n = 3, stabilire per quali valori di « la matrice A ¢ a diagonale dominante ed irriducibile;

iii) nel caso n = 3, determinare tutti i valori del parametro « per cui il metodo iterativo di Jacobi applicato al
sistema dato converge;

iv) nel caso n = 3, determinare tutti i valori del parametro « per cui il metodo iterativo Gauss-Seidel applicato
al sistema dato converge.

v) nel caso n generico, analizzare la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel per o« = 0 e per i
valori del parametro « per cui la matrice A risulta singolare.

3) Datii punti (z;, f(z;)), i =0,---,n, ove
x; =1, f(z)=u1x+ cos(2rx);

i) nel caso n = 2, disegnare i punti assegnati e determinare se possibile, il polinomio, p, che interpola i dati
assegnati scritto nella forma di Newton;
ii) nel caso n = 2 determinare una maggiorazione della quantita max,cjo.n |f(z) — p(z)[;
iii) nel caso n generico, determinare, se possibile, il polinomio che interpola i dati assegnati e calcolare i valori
flwo, z1, w2, wx), 0 <k <n.

4) Assegnati i punti (z;, g(z;)), i =0,---,N ove

gz)=|z| -1, z;=a+ i=0,---,N, a € R;

i) nel caso a = 0, N = 4, disegnare i punti assegnati e determinare e disegnare la retta che meglio li approssima
nel senso dei minimi quadrati;
ii) nel caso a = 0, N = 4, determinare e disegnare la parabola che meglio approssima i punti assegnati nel
senso dei minimi quadrati;
iii) nel caso a = —1,N = 4, disegnare i punti assegnati e determinare e disegnare la retta che meglio li
approssima nel senso dei minimi quadrati;

iv) nel caso a > 0, N generico, determinare e disegnare la parabola che meglio approssima i punti assegnati
nel senso dei minimi quadrati.
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,4,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali
1
a=z, b=2(1+a);

i) determinare le rappresentazioni a, e b,dia,ebin F(2,4,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a e b e confrontarli con la precisione di macchina;
ili) calcolare il valore 2® (1 @ a), e confrontarlo con b.

2) Si considerino le matrici A e C di ordine n > 2 ove A = CC7T e
1 seiv=7,
Cz(cm):{v sei=nej=1 el
0 altrimenti,

i) nel caso n = 3 scrivere esplicitamente le due matrici;
ii) nel caso n = 3 stabilire per quali valori del parametro « la matrice A risulta definita positiva;

iii) nel caso n = 3 stabilire per quali valori del parametro v la matrice A ammette la fattorizzazione di Cholesky

e calcolare, quando possibile, la fattorizzazione stessa;

iv) nel caso n = 3 stabilire per quali valori del parametro ~ il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema

lineare Az = b, b € R?, converge;

v) nel caso n generico, stabilire per quali valori del parametro =y il raggio spettrale della matrice di iterazione

del metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema lineare Az = b, b € R", risulta uguale a 1.

3) Data la funzione

1‘2

f(l"):m;

i) disegnare il grafico di e localizzare le eventuali radici di f;

ii) analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche 1’ordine) del metodo di Newton per ciascuna

delle radici di f;

iii) determinare i valori g € IR tali che la succesione originata dal metodo di Newton a partire da zy non

risulta convergente;

iv) determinare, se possibile, quante iterazioni del metodo di bisezione sono necessarie a partire dall’intervallo

[—1, 3] per localizzare la radice di f appartenente a tale intervallo con un errore minore di 10~2.

4) Dati i punti (zg,yx), k=0,...,n, ove

(kw) 9 (kﬂ)
xp=cos| — |, yr =sen” [ — | ;
n n

i) nel caso n = 2, determinare e disegnare i punti assegnati;

ii) nel caso n = 2, determinare se possibile, il polinomio di grado minore o uguale a 2, po, tale che py(zy) =

Yk, k= Oal,Q;

iii) nel caso n = 3 disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, la parabola che meglio li approssima

nel senso dei minimi quadrati;

iv) nel caso n generico, n > 2, determinare, se possibile, il polinomio di grado minore o uguale a n, p,, tale

che pn('rk') = Yk, k= 0,...,n.
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,4,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali

i) determinare le rappresentazioni a, byecdia, becin F(2,4,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a,b e c e confrontarli con la precisione di macchina;
ili) calcolare i valori (a®b) @ ¢ e a® (bd¢é), determinare 'errore relativo di ciascuno di essi rispetto ad a+b+c¢
e confrontarlo con la precisione di macchina;
iv) stabilire, motivando la risposta, se in un generico insieme di numeri di macchina vale la proprieta associativa
della somma.

2) Si consideri la matrica A di ordine n > 2

— ) — j perj:l,...,’n,l.:jp-'an
A = (as;) { 0 altrimenti;

i) nel caso n = 3 scrivere esplicitamente la matrice;
ii) nel caso n = 3 determinare, se possibile, la fattorizzazione LU della matrice data;
iii) nel caso n = 3, stabilire se il metodo iterativo

x (k1) — I - aU)X(k) +al™'b, a€R, a#0

ove L ed U sono le matrici di cui al punto precedente, puo essere utilizzato per approssimare la soluzione
del sistema lineare Az = b, b € R?, e, in caso affermativo, determinare per quali valori del parametro a
detto metodo iterativo converge;

iv) nel caso n generico, determinare se possibile, la fattorizzazione LU della matrice data.

3) Date le funzioni
2
flx) =2 — 22—k, g(:c);xir];), keR, k>-1;
i) nel caso k = 3, disegnare il grafico e localizzare le eventuali radici di f;
ii) nel caso k = 3, analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche l'ordine) del metodo di
Newton per ciascuna delle radici di f;
ili) nel caso k = 3 analizzare la convergenza del metodo iterativo x;11 = g(z;), per I'approssimazione delle
radici di f.
iv) nel caso k generico, analizzare la convergenza del metodo iterativo x;11 = g(x;) per 'approssimazione delle
radici di f.
.. . km B
4) Dati i punti (zg, yx), ove T = cos (n) s yh=x—1, k=0,...,n,
i) nel caso n = 2, determinare e disegnare i punti assegnati;
ii) nel caso n = 2, determinare se possibile, il polinomio di grado minore o uguale a 2, po, tale che py(zy) =
Yk, k= Oa ]-7 27
iii) nel caso n = 3 disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, la retta che meglio li approssima nel
senso dei minimi quadrati;
iv) nel caso n generico, n > 2, determinare, se possibile, il polinomio di grado minore o uguale a n, p,, tale
che p,(zx) =i, k=0,...,n.
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali

i) determinare le rappresentazioni a, b,edia, bin F(2,3,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a, e b confrontarli con la precisione di macchina;
iii) calcolare i valori (@ ®b)® (3) e a® ((b©a)®(3)), e determinare lerrore relativo di ciascuno di essi rispetto
al punto medio dell’intervallo [a, b].

2) Data la matrice

Sy

I
™o
o~ O
— o™

i) nel caso 8 = 2 si determini || B||2
ii) nel caso 8 = 2 si calcoli il numero di condizionamento, in norma 2, di B.
iii) calcolare, al variare del parametro £, il minimo valore assunto dal numero di condizionamento, in norma
2,di B.

3) Dato il sistema lineare Ax = b ove

0
o b= 0 ,a>0
1

1
A=| a
0 -1

S =9

) stabilire per quali valori di & A é a diagonale dominante;
) stabilire per quali valori di « il metodo di Jacobi applicato al sistema dato converge;
iii) stabilire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge;
) nel caso « generico effettuare tre iterazioni del metodo di Jacobi per il sistema dato a partire dal punto
x(9) = b e commentare il risultato ottenuto.

4) Data la funzione
f@) =[], v > 0;

i) nel caso v = 2, disegnare il grafico e localizzare le eventuali radici di f;
ii) nel caso v = 2, analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche l'ordine) del metodo di
Newton per ciascuna delle radici di f;
iii) nel caso v = 1, disegnare il grafico di f ed analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche
Pordine) del metodo di Newton per ciascuna delle radici di f;
iv) nel caso 0 < v < 1, analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche 'ordine) del metodo di
Newton per ciascuna delle radici di f;
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(3,3,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali

a=—-, b= c=

1 1 1
2 3’ 4’
i) determinare le rappresentazioni a, beédia, becin F(3,3,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a, b e ¢ e confrontarli con la precisione di macchina;
iit) calcolare il valore (& @ b) @ ¢, determinarne Perrore relativo rispetto ad a + b 4 ¢ e confrontarlo con la
precisione di macchina.
2) Data la funzione

flx) =2 —kx, k> 0;

i) stabilire, al variare di k, il numero delle radici reali di f;
ii) studiare la convergenza del metodo di Newton per I’approssimazione di ciascuna delle radici di f analiz-
zando, eventualmente, anche 1’ordine di convergenza.
iii) dato il metodo iterativo
f ()
m

Tit1 = Tj — , me€R,

determinare il parametro m in modo che il metodo risulti del secondo ordine per ’approssimazione della
radice positiva di f ed analizzare la convergenza del metodo ottenuto per I'approssimazione di tutte le
radici di f.

3) Data la matrice
A=2] —uu?, Te R™", ueR"

i) nel caso n = 3 ed u = (1 1 1)7 determinare gli autovalori di A e stabilire (motivando la risposta) se la
matrice é definita positiva;
ii) nel caso n =3 ed u= (11 1)7 determinare || A||2 e stabilire, motivando la risposta, se il metodo iterativo

XD = Ax() 4 g

converge;
iii) nel caso n ed u generici, determinare gli autovalori di A e stabilire per quali valori di |Ju||y la matrice é
definita positiva.

4) Assegnata la funzione g(r) = 22 — 2 + 1 ed i nodi
x9g=—h, x1=0, xo=h 0<h <1,

i) determinare e disegnare il polinomio, p(x) che interpola la funzione g(x) sui nodi assegnati;
ii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantitd max,c[—1,1] |g(x) —
p(@)l;
iii) calcolare, al variare del parametro h, la quantita

1 1 1
’/ woLO’Q(LC)d{,C—f—/ leLg(m)dm—i—/ xoLg o(x)dx
1

—1 -1

(Ljn(x) indica l'i—esimo polinomio fondamentale di Lagrange di grado n.)
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1) Data la funzione ¢(z) = %7 la sua derivata prima nel punto z = 2, ¢’(2), pud essere approssimata con una delle
due seguenti espressioni analiticamente equivalenti

1 1\ 1 1
- _ )z, - h 1:
<2+h 2) h’ 2(2+h)’0< S

i) stabilire, motivando la risposta, quale delle espressioni & preferibile usare, dal punto di vista della propagazione
degli errori, operando in un prefissato insieme di numeri di macchina ed assumendo che h appartenga a
tale insieme;

ii) assegnato h = 1—10, determinarne l'approssimazione, iL, nell’insieme F(2,4,—5,5) in cui si operi con tron-
camento; calcolare, in tale insieme, ciascuna delle espressioni suddette e confrontare i valori ottenuti con
q'(2); :

iii) sia s € N, s > 1, esia h = %; determinare la rappresentazione, h, di h, in F(2,4s,m, M), calcolare
Perrore relativo di rappresentazione e confrontarlo con la precisione di macchina assumendo di operare con
troncamento.

2) Data la funzione
flx)=2® 32> +k, kcTR;

i) nel caso k = 4, localizzare le radici di f ed analizzare la convergenza (determinando eventualmente anche
Pordine) del metodo di Newton per ciascuna di esse;
ii) nel caso k = 5, analizzare la convergenza del metodo di Newton per ciascuna delle radici di f ed in
particolare esaminare la successione originata a partire da xg = 1;
iii) determinare, se possibile, il valore del parametro k in modo che il metodo di Newton risulti del terzo ordine
per almeno una delle radici di f;
iv) nel caso k = 4 analizzare (determinando eventualmente anche ’ordine) la convergenza del metodo iterativo

f(z)
fr@)’

Tip1 = g(x;), glx)=x—2

per I'approssimazione della radice positiva di f.

3) E data la matrice di ordine 2n + 1
—a, sei=1, j=2,4,---,2n

A=(a;i;)"t] ove a;; =4 %, sei=1,j=35,--2n+1, 0<acR,

0, altrimenti.

i) nel caso n = 1, scrivere esplicitamente la matrice B = I + A e determinarne, se possivile, l'inversa;
ii) nello stesso caso del punto i) determinare, se possibile, o in modo che risulti minimo K, (B);
iii) nello caso n generico, posto B = I + A, determinare, se possibile, & in modo che risulti minimo K, (B).

4) Si consideri la matrice C' = 2nI + A + AT ove A ¢ la matrice dell’esercizio 3) con a = 1.
i) nel caso n = 2, scrivere esplicitamente la matrice C' e stabilire se risulta irriducibile;
ii) nel caso n = 2, senza calcolare esplicitamente il determinate né gli autovalori:
- stabilire se C' & singolare
- determinare il segno di tr(C~!) e dare una limitazione inferiore per [tr(C~1)[;
ili) nel caso n generico, dare una limitazione superiore di |C/||2.
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1) Si consideri la matrice A di ordine n > 3 definita come segue:

2 sei=y},

-1 seli—j|=1,

a sei=1lej=mn,oppuresei=nej=1,
0 altrimenti,

a € R;

i) nel caso n = 3,a = 0, scrivere esplicitamente la matrice e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione LU;
ii) nel caso m, « generici, scrivere esplicitamente la matrice e stabilire per quali valori di « essa ammette la
fattorizzazione LU
iii) tenendo presenti i risultati del punto precedente, nel caso n, «, generici determinare per quali valori di «
I’applicazione del metodo di eleminazione di Gauss non richiede scambi di righe.

2) Dato il sistema lineare Ax = b, ove A & la matrice dell’esercizio precedente e b € R",
i) nel caso n = 3, a = 0, analizzare la convergenza del metodo di Jacobi applicato al sistema dato;
ii) nel caso n = 3, = —1, analizzare la convergenza del metodo di Jacobi applicato al sistema dato;
iii) nel caso n = 3, determinare tutti i valori di a per cui il metodo iterativo di Gauss-Seidel applicato al
sistema dato converge. (Sugg. osservare la struttura di A).
iv) nel caso n generico, & = 0, analizzare la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati al
sistema dato.

3) Sia py, il polinomio di grado minore od uguale ad n che interpola i punti (x;, f(x;)), ¢=0,---,n, ove

2
1'1,:714»%7 7::03“"’”’7 f(x) :COS(T(.’I),

i) nel caso n = 2, disegnare i punti (z;, f(x;)), ¢ = 0,---,n, e determinare, se possibile, il polinomio p,
scrivendolo sia nella forma di Newton che in quella di Lagrange;
ii) dopo aver determinato max,e(—1 1) |(z — 1)2(x 4 1)|, mostrare che

max |f(z) — pa(z)| < 7°V3 (;)3

z€[—1,1]

iii) stabilire se nj)gr»loo Ieﬂ[lfbfl] |f(z) — pn(2)]|

4) Assegnati i punti (z;,9(z;)), 1 =0,---,2N ove

i) nel caso N = 2, disegnare i punti assegnati e determinare e disegnare la retta che meglio li approssima nel

senso dei minimi quadrati;

ii) nel caso N = 2, determinare e disegnare la parabola che meglio approssima i punti assegnati nel senso dei
minimi quadrati;

k
iii) determinare 'espressione di S(k) := Z i come funzione di k sapendo che S(k) & un polinomio di grado 4
i=0

rispetto a k.

iv) tenendo presente il risultato del punto precedente, nel caso N generico, determinare la retta che meglio
approssima i dati assegnati nel senso dei minimi quadrati;

v) determinare il valore di ¢ € IR che rende minima ’espressione

/ (o) — o d

—1

e confrontare la retta y = ¢ con quella determinata al punto iv).
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,4,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali
a=-,b=—, c=b+a;

) determinare le rappresentazioni a, bec, dia, becin F(2,4,-5,5);

) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a, b e c e confrontarli con la precisione di macchina ;
ili) calcolare il valore @ @ b, e confrontarlo con é.

) determinare le rappresentazioni ¢, di ¢ in F(2,2s,—5,5), s € IN,s > 2 in cui si operi con troncamento,
calcolare I’errore relativo di rappresentazione e confrontarlo con la precisione di macchina;

2) Data la matrice

100 -1

o 2 1 0 . .

A=y o4 o | peRY acR;
100 1

) nel caso o = 1, calcolare, se possibile, la fattorizzazione LU della matrice;

ii) stabilire per quali valori di « la matrice ¢ a diagonale dominante;
) determinare tutti i valori di o per cui il metodo iterativo Jacobi applicato al sistema Ax = b converge.
)

nel caso a = 8 calcolare, se possibile, una fattorizzazione LU della matrice e commentare il risultato
ottenuto.

3) Date le funzioni

x
f@) = — ke, gl@) = -2 k>0,
2k
i) nel caso k = 1, disegnare il grafico di f e localizzarne le eventuali radici;
ii) nel caso k = 1, analizzare la convergenza (compreso 'ordine) del metodo iterativo x;11 = g(z;) per

I’approssimazione delle eventuali radici di f;
iii) nel caso k generico, analizzare la convergenza (compreso 1’ordine) e dare un’ interpretazione geometrica del
metodo iterativo ;41 = g(x;) per I’ approssimazione delle eventuali radici di f;
iv) nel caso k generico, posto z;+1 = g(z;), i > 0, determinare, se possibile:
- 20 € R, 79 # 0 tale che risulti x; = (—1)w0;
- 1z € R, xp # 0 tale che risulti lim x; = 0.
1—+o0

4) Assegnati i punti (z;, h(z;)), ¢=0,---,n, ove

x
2 + sen(27x)

)

ri=a+1i, i=0,---,n, h(m)—‘

i) nel caso n =2, a = —1, disegnare i punti (x;, h(x;)), i =0, --,n, e determinare, se possibile, il polinomio,
p(x), che interpola i punti stessi;
ii) nel caso n = 4,a = —2, disegnare i punti (x;, h(z;)), i = 0,---,n, e determinare e disegnare la parabola,

s(z), che meglio li approssima nel senso dei minimi quadrati;
iii) nel caso a = i, n > 2 generico, determinare e disegnare la parabola, ¢(z), che meglio approssima i dati
assegnati nel senso dei minimi quadrati.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea Informatica/Corso di Laurea in Matematica
CALCOLO NUMERICO/ ANALISI NUMERICA 1
Prof. Carla MANNI
16 Febbraio 2006, A

1) Si consideri la matrice H di ordine n > 3 definita come segue:

i)
ii)

iii)

1 seli—j]l=1
H=—4I+T, T=(t;) = Il =4
+4 (ti.5) { 0 altrimenti,
nel caso n = 3 scrivere esplicitamente la matrice e calcolare, se possibile, ||H ||oo;
nel caso n = 3 calcolare, se possibile, Ko(H) (numero di condizionamento in norma 2 di H);
nel caso n generico mostrare che Ko(H) < 3.

2) Dato il sistema lineare Ax = a, ove

ii)

iii)
iv)

1 0
A=10 1
2 0

_ =9
o
Il
[N}
Q
m
=

determinare per quali valori di « il sistema ammette unica soluzione;

per i valori di a determinati al punto i), calcolare la soluzione del sistema usando, se possibile, un metodo
diretto;

stabilire per quali valori di « il metodo di Jacobi applicato al sistema converge;

tenendo presente i risultati del punto iii), calcolare gli autovalori di A;

mostrare che il metodo di Jacobi applicato ad un sistema lineare Cx = d, ove ¢; ; = 1, converge se e soltanto
se la matrice C' ha autovalori che appartengono, nel piano complesso, all’interno del cerchio di centro (1, 0)
e raggio 1.

3) Data la funzione

i)
ii)

iii)

iv)

f(z) = 2"(logz — 1), k=0,1

nel caso k = 0, disegnare il grafico di f e localizzarne le eventuali radici;

nel caso k = 0, analizzare la convergenza (compreso l'ordine) del metodo di Newton per ’approssimazione
delle eventuali radici di f;

nel caso k = 0, determinare tutti i valori ¢y € IR tali che la successione generata dal metodo di Newton a
partire da x( risulti convergente;

ripetere i punti i), ii) e iii) nel caso k = 1.

4) Sia g(z) un polinomio di secondo grado, si consideri la funzione g(x) = x — 23 + ¢(z) ed i punti (z;, g(x;)), i=
0,1,2, ove

ii)

iii)

ZL'():*]., 1’110, SUQZ].,

nel caso g(x) = 1 — 2 disegnare i punti assegnati e determinare il polinomio, p(z), che li interpola sia nella
forma di Newton che in quella di Lagrange;

nel caso ¢q(z) generico, determinare il polinomio che interpola i dati assegnati;

dopo aver calcolato le quantita

2

L.
Ay 2 Maa@l e max,

2

Z Lis(x)
0

1=

)

analizzare il condizionamento del calcolo di p(x) rispetto ad una perturbazione dei valori g(x;), i = 0,1, 2.
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1) Data la funzione
g9(z) =1In(z) + kz, ke,

studiare la convergenza del metodo iterativo ;11 = g(x;) analizzando, eventualmente, anche 'ordine di con-
vergenza, nei seguenti casi:

i) k=1,
ii) kel0,1-21);
i) k=1—-1.

2) Date le due espressioni analiticamente equivalenti

fil)=V1+22—2, folx)= ﬁ;

i) analizzare il condizionamento del calcolo di f; ed fa;
ii) stabilire quale delle due espressioni sia preferibile utilizzare dal punto di vista della propagazione dell’errore,
operando in un fissato insieme di numeri di macchina, al variare di z € R.

3) Sia A € R™™™ la matrice simmetrica

i) si mostri che A & definita positiva,
ii) nel caso n = 3 si analizzi la convergenza del metodo di Jacobi applicato al sistema Az = b ove b € R3.
iii) nel caso n generico si analizzi la convergenza del metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b ove

beR".
4) Assegnati i punti z; = %, 1=0,...,n e le funzioni
Y k n—k
bk(w):(k>x (1-2)"" k=0,---,n
i) nel caso n = 2, determinare, se possibile, il polinomio ps che interpola la funzione by sui nodi zg, ..., Zy;

ii) nel caso n generico determinare, se possibile, il polinomio p,, che interpola la funzione

@) =3 i)
k=0

sui nodi zg,...,T,.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea Informatica/Corso di Laurea in Matematica
CALCOLO NUMERICO/ANALISI NUMERICA 1
Prof. Carla MANNI
19 Settembre, 2006

1) Si consideri la matrice A, di ordine n > 2, definita come segue:

i)
ii)

iii)

1 sej=i—1,1=2,---,n
2a sei=j=mn

A= (aig) = —a? sei=n—1, j=n,
0 altrimenti,

a > 0;

nel caso n = 2 scrivere esplicitamente la matrice e calcolare | Al|; e tracciarne il grafico al variare di a;
nel caso n = 2 calcolare, se possibile, p1(A) (numero di condizionamento in norma 1) e determinare il
valore di a per cui esso risulta minimo;

nel caso n = 3 calcolare, se possibile, 11 (A) (numero di condizionamento in norma o).

2) Dato il metodo iterativo

i)
ii)

iii)

i1 =g(zi), g)=(r-1)"+1, 0<aeR

nel caso a = 2 analizzare la convergenza del metodo determinando, eventualmente, anche ’ordine;

nel caso 0 < a < 1 analizzare la convergenza del metodo determinando, eventualmente, anche I’ordine;
nel caso a = 2k, k € IN, k > 1 analizzare la convergenza del metodo determinando, eventualmente, anche
I'ordine e stabilire se esiste ¢ € IR tale che la successione originata dal metodo a partire da zy converge al
piu grande dei punti fissi.

3) Sia A la matrice dell’esercizio 1) si consideri il metodo iterativo

i)
ii)

iii)

.I‘(k+1) _ A.’I)(k) +4q, q€ R®

nel caso n = 3, stabilire per quali valori di a il metodo risulta convergente;
1

nel caso n = 3, per i valori di a per cui il metodo converge, posto ¢ = 0 |, determinare il vettore x*
-1

tale che limg_, 4 oo k) = g*

per n > 3 generico stabilire per quali valori di a il metodo risulta convergente.

4) Sia g(z) la funzione dell’esercizio 2). Assegnati i punti

ii)

iii)

z;=i2+1,i=0,...,N

nel caso N =2, a = %, determinare e disegnare, se possibile, il polinomio ps che interpola la funzione g(z)
sui nodi zg, x1, x2;

nel caso N =2, a = %, determinare e disegnare, se possibile, la retta che meglio approssima nel senso dei
minimi quadrati i punti (z;,g(z;)),i =0,1,2;

nel caso N > 2, «a = 2 determinare, se possibile, il polinomio py che interpola la funzione g(x) sui nodi
Zoy..-,TN-
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1) Si consideri l'insieme di numeri di macchina F(2,t,m, M), t € IN, ove si opera con troncamento ed i numeri
reali

i) nel casot =3:
- determinare le rappresentazioni, a, b di a e b nell’insieme dato, calcolare lerrore relativo di rappresentazione
e confrontarlo con la precisione di macchina; ~
- calcolare le due espressioni (2@ a) @b, 2@ (a ®b), e confrontarle con 2 + a + b;
ii) stabilire, motivando la risposta, se in un generico insieme di numeri di macchina vale la proprieta associativa
della somma;
iii) nel caso t = 4, determinare la rappresentazione, ¢, di ¢ nell'insieme dato, calcolare lerrore relativo di
rappresentazione e confrontarlo con la precisione di macchina.

2) Dato il metodo iterativo z;11 = g(z;) ove
1
g(z) = zxk(x +3), kelN;

i) nel caso k = 1, localizzare i punti fissi di g, analizzare la convergenza del metodo (determinandone eventual-
mente anche l'ordine) per ciascuno di essi ed esaminare, in particolare, il comportamento della successione
originata a partire da xo = —4;

ii) nel caso k=3

- stabilire se esistono punti fissi, «, di g tali che ¢'(«a) = 1;
- analizzare la convergenza del metodo (determinandone eventualmente anche lordine)
- esaminare (graficamente) il comportamento della successione originata da z¢ € (—2,1);

- esaminare il comportamento della successione originata da zg = —2.

1
3) E data la matrice di ordine n
1—%, sei=mn, j=1
A= (a;j)ij=1 ove aj;=< 1, se i =7, 0<felR,
0, altrimenti.

i) nel cason =2
- scrivere esplicitamente la matrice A e determinarne l'inversa;
- analizzare il condizionamento, rispetto a 6 del calcolo degli elementi di A~! e stabilire se esistono valori di
0 per cui tale calcolo risulta malcondizionato;
- determinare, se possibile, 6 in modo che risulti minimo K (A);
ii) nello caso n generico, determinare € in modo che K;(A) risulti minimo.

4) Sia H € R™™" la matrice simmetrica

-1 w
i) nel caso n = 3, determinare K(H) senza calcolare esplicitamente H ~*;
ii) nello caso n generico, mostrare che la matrice H ¢ definita positiva;
iii) nello caso n generico, mostrare che

4
w>24+- = Ky(H)<1l+4e€ Ve>0.
€
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1) Dato il metodo iterativo x;11 = g(x;), ove
1

- keR;
T+o—k "M

9(x)
i) nel caso k=0:
- mostare che g ammette un unico punto fisso, «, ed analizzare la convergenza del metodo, determinandone,
eventualmente, anche I'ordine,
- esaminare il comportamento della successione originata a partire da xy = 0 mostrando, in particolare, che
risulta
|z — o < |zig1 — ] Vi>0;
ii) nel caso k=1:
- mostare che g ammette un unico punto fisso, 8, ed analizzare la convergenza del metodo, determinandone,
eventualmente, anche I'ordine,
- esaminare il comportamento della successione originata a partire da xy = 0 mostrando, in particolare, che
risulta
|37i — ,6| > 2|.Z'i+1 — l‘il, Vi > 2.

2) Si consideri il sistema lineare Cx = ¢, ove

1 set=1,---,n, j=14,---,n
C':(cm):{w sei=mn, j=n-—1 vyelR, ceR"Y
0 altrimenti,

i) nel caso n = 3, scrivere esplicitamente C' e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione LU
ii) nel caso n = 3, stabilire per quali valori di 7 il metodo di Jacobi applicato al sistema dato risulta convergente;
iii) nel caso n,~ generici, scrivere esplicitamente la matrice e stabilire per quali valori di v essa ammette la
fattorizzazione LU,
iv) tenendo presente il risultato del punto ii) nel caso v = 0, mostrare che sia metodo di Jacobi che quello di
Gauss-Seidel applicati ad un sistema di ordine n, la cui matrice sia triangolare e non singolare, risultano
convergenti.

3) Dati i punti (x;, h(z;)), ove
=2, =1, 1, 2, ed h(z)=(z—1)*(x+1)%

i) disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, il polinomio, p, di grado minore od uguale a 3 che
li interpola scritto nella forma di Newton;
ii) tracciare il grafico di h e quello di p e determinare

h(z) — ;
xer[rgfz]\ (z) — p()|

iii) determinare, se possibile, il polinomio, ¢, di grado minore od uguale a 3 tale che

q(=1) = h(-1), ¢'(=1) = I'(-1),
q(1) = (1), ¢'(1) = 1'(1),

e calcolare
max |h(z) — q(x)|.

z€[—2, 2]

4) Dati i numeri reali
1 1 1

= ==, &= 77
50 Y7 10 20
i) determinare le rappresentazioni Z, g e 2 di x, y e z in F(2,3,—6,6) in cui si operi con troncamento;
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per x, y e z e confrontarli con la precisione di macchina;
ili) calcolare il valore (Z @ §) ® Z e & @ (§ ® Z), determinare l'errore relativo di ciascun risultato rispetto a
T 4+ y + z e commentare il risultato.

Tr =
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1) Si consideri il sistema lineare Cx = ¢, ove

1 set=1,---,n, j=1,---,n
Cz(ci’j):{fy sei=n, j=n—1 vye€R, ceR™
0 altrimenti,

i) nel caso n = 3 scrivere esplicitamente C' e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione LU;
ii) nel cason = 3, stabilire per quali valori di v il metodo di Jacobi applicato al sistema dato risulta convergente;
iii) nel caso n,~y generici, scrivere esplicitamente la matrice C' e stabilire per quali valori di v essa ammette la
fattorizzazione LU
iv) tenendo presente il risultato del punto ii) nel caso v = 0, mostrare che sia metodo di Jacobi che quello di
Gauss-Seidel applicati ad un sistema di ordine n, la cui matrice sia triangolare e non singolare, risultano
convergenti.

2) Dato il sistema lineare di ordine n, Ax =b ove b€ R", A =5I + H ed H ¢ la matrice (pentadiagonale)

o -1 se Ji—j <2,
H = (hi;) = { 0, altrimenti;

i) nel cason =3:

- scrivere esplicitamente A e stabilire se ¢ definita positiva,

- analizzare la convergenza del metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato;
ii) nel caso n generico:

- stabilire se A e definita positiva,

- analizzare la convergenza del metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato.

3) Datii punti (z;,y(x;)), i =0,---,2N, ove
z; = (i — N)m, y(z) = x%cos(2z) + v/3sen(z);

i) nel caso N = 1, disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, la retta che meglio li approssima
nel senso dei minimi quadrati;
ii) nel caso N generico, determinare, se possibile, la parabola che meglio approssima nel senso dei minimi
quadrati i punti assegnati;
iii) nel caso N generico, determinare, se possibile, le costanti ag, a1 in modo che risulti minima la quantita

2N

Z[y(fz) - (ao + alsen(:ii))]Q, ove T; =

™ + xX;
4 2
4) Dati i punti (z;, f(x;)), ove
T - _25 _17 17 27 € f(x) = _(x - 1)2(33 + 1)27
i) disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, il polinomio, p, di grado minore od uguale a 3 che
li interpola scritto nella forma di Newton;

ii) tracciare il grafico di f e quello di p e determinare max,¢c[_o, o1 |f(2) — p(z)|;
iii) determinare, se possibile, il polinomio, ¢, di grado minore od uguale a 3 tale che

e calcolare max,e[—g, g |f(z) — q(x)|.
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1) Data la funzione

i)

k

f(x) k>0,

T 1422
nel caso k=1 :

disegnare il grafico di f ed analizzare la convergenza (compreso l'ordine) del metodo di Newton per
I’approssimazione delle eventuali radici di f;

esaminare il comportamento delle successioni originate dal metodo di Newton a partire da zg = % e da
_ 1.
Lo = /5

stabilire se il metodo di Newton converge a partire da qualsiasi ¢ € R;

nel caso k =3 :

analizzare la convergenza (compreso 1’ordine) del metodo di Newton per I'approssimazione delle eventuali
radici di f;

mostrare che, detti z;, ¢ > 0, i termini della successione generata dal metodo di Newton, risulta |z;41| <
%|gcz|7 Vag€eR, i>0;

stabilire se il metodo di Newton converge a partire da qualsiasi xy € RR.

2) Data la matrice

i)
ii)

iii)

1 —p O
R=(1 1 0], pek;
1 1 1

determinare, possibile, la fattorizzazione LU della matrice;

nel caso p = é, rappresentare gli elementi di L ed U nell'insieme di numeri di macchina F(2,4,—5,5) in
cui si opera con troncamento e commentare il risultato ottenuto;

nel caso p = —1 (operando in precisione infinita) analizzare il problema dell’esistenza ed unicita della
fattorizzazione LU di R determinando, eventualmente, da quanti parametri reali dipende la soluzione.

3) Data la matrice A di ordine n > 2,

i)

ii)

DN

(_1)i7 se i = ja
A= (aij) =4 o se li—jl=1,, acl01),
0 altrimenti;

nel cason =3:

scrivere esplicitamente A e calcolare, se possibile, ps(A);

stabilire, se possibile, per quali valori di « p2(A) risulta minimo;

nel caso n generico:

stabilire se A ¢ definita positiva;

1+«
mostrare che pa(A) < T ;
-«

analizzare, al variare di «, la convergenza dei metodi iterativi:

2D = (I+ A)z® +q, 2% = (T - 4)2™ +q, qe R™

4) Assegnati i punti (z;, h(x;)), ¢=0,---,n, ove

ii)

x; =1—a, h(z)=max(0,2x),

nel cason =2, a =1,
disegnare i punti (z;, h(z;)), ¢ = 0,---,n, e determinare, se possibile, il polinomio, p(z), che li interpola e
calcolare max | |h(z) — p(x)];

T -4
determinare, se possibile, la parabola, g(x), che meglio approssima nel senso di minimi quadrati i dati
assegnati;
nel caso a = —1, n > 2 generico, determinare la retta, r(x), che meglio approssima i dati assegnati nel
senso dei minimi quadrati.
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1) Dato il metodo iterativo ;41 = g(z;) ove

ki <k<2

=1
g9(z) T2 LS

i) nel caso k = 2, disegnare il grafico di g ed analizzare la convergenza (compreso l'ordine) del metodo per
I’approssimazione degli eventuali punti fissi di g;
ii) nel caso k = 1, disegnare il grafico di g ed analizzare la convergenza (compreso l'ordine) del metodo per
I’approssimazione degli eventuali punti fissi di g;
ili) nel caso k € (1, 2), analizzare la convergenza (compreso l'ordine) del metodo per ’approssimazione degli
eventuali punti fissi di g.

2) Data la matrice

i) determinare, se possibile, la fattorizzazione LU di A;
ii) calcolare ||A||1, ||L]]1 e ||U]|1 e stabilire se, essendo A = LU, risulta | Ay = || L||1||U]|1;
iii) nel caso a = %, rappresentare « nell’insieme di numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si opera con
troncamento e calcolare in tale insieme || A1, || L1 e [|U]l1;

iv) confrontare e commentare i risultati ottenuti nei punti ii) e iii).
3) Assegnati i punti (x;, h(x;)), i=0,---,n, ove

T, = iw, h(z) = senz,
n
i) nel cason =2
- disegnare i punti (z;, h(z;)), ¢ =0,---,n,
- determinare, se possibile, il polinomio, pa(z), che li interpola,
- determinare e disegnare la retta, r(z), che meglio li approssima nel senso dei minimi quadrati;
ii) nel caso n > 2, detto p, il polinomio di grado minore od uguale ad n che interpola i punti assegnati,

- mostrare che 5

w2
max [h(z) - pa()| < = (7))
mﬁﬁ|(@ pu(z)| < ¢ 7

- stabili li h — Dn =0.
stabilire se n_l)rfoo mren[%’);H (CU) p (95)‘

4) Data l'equazione di secondo grado
2> —2ax+1=0, acR

i) nel caso a > 1, analizzare il condizionamento delle radici dell’ equazione rispetto al parametro a;
ii) nel caso a > 2, stabilire, motivando la risposta, se esistono valori di a per cui il calcolo qualche radice
dell’equazione puo presentare il fenomeno della cancellazione numerica
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1) Dato l'insieme di numeri di macchina F'(2,4, —4,4) ove si operi con troncamento, e siano

1
a=—, b=28.5.
V2
Determinare, se possibile
i) le rappresentazioni a e b rispettivamente di a e b in F'(2,4, —4,4);
ii) determinare, se possibile, gli errori relativi di rappresentazione e confrontarli con la precisione di macchina.

2) Data la funzione
f(z)=Vr—ka?, ke R;

i) nel caso k = 1 analizzare la convergenza del metodo metodo di Newton per I’approssimazione delle radici
di f discutendo, eventualmente, anche ’ordine di convergenza,

ii) nel caso k < 0 analizzare la convergenza del metodo metodo di Newton per l'approssimazione delle radici
di f discutendo, eventualmente, anche 'ordine di convergenza. Analizzare in particolare il comportamento
della successione originata a partire da zg = % per k = —4.

3) Sia A € R™*™ n > 3 la matrice simmetrica

i) si mostri che A ¢ definita positiva,;
ii) nel caso n = 3 si analizzi la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati al sistema Ax = b
ove b € R?, determinando esplicitamente il raggio spettrale delle matrici di iterazione di ciascuno dei due

metodi.
4) Assegnati i punti z;, i =0,...,n con zg < 21 < -+ < zp, e la funzione
k
fe(z) = H(:c —x;), k<n,
i=0

i) nel caso k = 3, xg = —2, 1 = —1, 2 = 1, x3 = 2, tracciare il grafico di f3 e determinare la retta che

meglio approssima nel senso dei minimi quadrati la funzione fs3 sui nodi xg, x1, 2, x3;
ii) nel caso k generico, determinare, se possibile, il polinomio py, che interpola la funzione fj sui nodi xo, . .., zg;

ii) determinare, se possibile, il polinomio p,, che interpola la funzione fj sui nodi o, ..., z,.
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con troncamento ed i numeri razionali

i) determinare le rappresentazioni a, b,edia, bin F(2,3,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a, e b e confrontarli con la precisione di macchina;
iii) calcolare il valore (a @ b) ® (3) determinare I’errore relativo rispetto al punto medio dell’intervallo [a,b] e
confrontarlo con 'errore relativo sugli estremi dell’intervallo stesso.

2) Data la matrice

B

I
S O+
o = O
— o Q

i) nel caso a = 2 si determini ||A]|2
ii) nel caso @ = 2 si calcoli il numero di condizionamento, in norma 2, di A.

iii) calcolare, al variare del parametro «, il minimo valore assunto dal numero di condizionamento, in norma
2, di A.

3) Data la funzione
g(a) = —a® +x + k;

i) analizzare la convergenza del metodo iterativo z;41 = g(x;) nel caso k = i, discutendo, eventualmente,
anche 'ordine di convergenza;

ii) analizzare la convergenza del metodo iterativo x;1; = g(x;) nel caso k = 0, discutendo, eventualmente,
anche l'ordine di convergenza,

iii) analizzare la convergenza del metodo iterativo z;41 = g(z;) nel caso k € (0, 1) discutendo, eventualmente,
anche 'ordine di convergenza.

4) Data la funzione
h(z) =z70, z€|0,1]

i) determinare il polinomio p;(x) che interpola la funzione h(x) nei punti zo = 0, 1 = 1, e disegnarne il
grafico;
ii) determinare la costante ag che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati la funzione h(x) nei punti
xo =0, z1 = 1 e disegnarne il grafico;
iii) mostrare che

h(z) —p1(z)| > max |h(x) — agl.
gﬁﬁ(@ p1(7)] £ﬁ$(m aol
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1) Data la matrice

i)
ii)

iii)

iv)

1 —a
A= [a 1 ], a €0, 1],
stabilire per quali valori di a la matrice risulta ortogonale;

determinarne, se possibile, I'inversa;

dato 'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con troncamento e posto a = L
determinare la rappresentazione di A e di A~! in tale insieme;

stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione ¢ vera:

nell’insieme dei numeri di macchina F(B,2t+1,m, M) in cui si operi con troncamento la matrice A risulta
ortogonale per 0 < a < B

2) Data la funzione:

i)
ii)

iii)

g(x) = ka*(2 — x), k>0,

stabilire se esistono valori di k per cui g ammette punti fissi, «, tali che |¢'(a)| = 1;
analizzare la convergenza del metodo iterativo ;11 = g(z;), discutendone eventualmente anche l'ordine di
convergenza, nei seguenti casi:

o k=1,

o ke (1,4/3);
ipotizzando che g descriva la funzione di iterazione del metodo di Newton applicato ad una opportuna
funzione f regolare, stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & corretta:
la funzione f ha una radice doppia in x = 0.

3) Si consideri la matrice H = I + B ove

i)
ii)

iii)

bli-il sej=1,i=2,---,n,
B= (bi’j)i,jzl’...’n, bi’j = bli_jl’ sei=1, j=2,---,n, beRR,
0, altrimenti,

nel caso n = 3, scrivere esplicitamente H e calcolare || Blco;
nel caso n generico e b € [0, 1/2), mostrare che H ¢ invertibile;

nel caso n generico e b € (0, 1/2), senza calcolare esplicitamente H !, mostrare che poo(H) < 157.

4) Sia H la matrice dell’esercizio 3):

i)
i)
i)
iv)

nel caso n = 3, b € IR scrivere esplicitamente H e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione LU, discutendo
in dettaglio il caso b = 1;

nel caso n = 3, stabilire per quali valori di b la matrice H ammette la fattorizzazione di Cholesky;

nel caso n generico e b € [0, 1/+/2], mostrare che H ammette unica fattorizzazione LU;

nel caso n generico e b € [0, 1/v/2], mostrare che H ammette la fattorizzazione di Cholesky.
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1) Dati i polinomi:

bR () = (Z)tk(l )"k k=0,---,n

ed i punti

t0<t1<..~<tn, iLkG[O,]_]7 kZO,"-,’n

si consideri il sistema Bx = q, ove q € R""! ¢

i)
ii;

b0 (to) bV (te) -+ b (ko)

bsLO)(tl) bsml)(tl) bgln)<t1)
B =

b (tn) B (tn) oo BT (t)

nel cason =2, tg =0, to=1:

scrivere esplicitamente la matrice B;

stabilire per quali valori di ¢; il metodo di Jacobi applicato al sistema dato converge;
stabilire per quali valori di ¢; il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge;
nel caso n e tj generici:

mostrare che il vettore (1,1,---,1)T & autovettore di B e calcolare || B/ e p(B);
analizzare la convergenza del metodo iterativo x(*+1) = i(B2 - B)x® +q.

2) Si consideri la funzione h(x) = max(0, z) e la sequenza di 2N punti

ii)

iii)

x1 Z2 ot TN TN41 cc T2N
N —-N4+1 - -1 1 ... N

nel caso N = 2, calcolare la retta che meglio approssima h nel senso dei minimi quadrati sui punti assegnati;
nel caso N generico calcolare la retta che meglio approssima h nel senso dei minimi quadrati sui punti
assegnati;

nel caso N generico, determinare s € SY[—N, —1,0,1, N| (spline di grado 1, C°) tale che risulti minima la

quantita
2N

> lh(a) = sz,

i=1

3) Si consideri il polinomio p,, (espresso nella forma di Lagrange) interpolante i dati

ii)

iii)

(‘riafi)7 ’L'ZO,"'7’I’L, To < Ty < -0 < Tp, fl :f<x7,)

nel cason =2, f(x) =1+x — 2% x9=—1, 1 =0, 25 = 1 scrivere esplicitamente (utilizzando la forma
di Lagrange) il polinomio ps(z) e calcolare max e sy, Doieo | Li2(2)]
nel cason =2, xg = —1, 1 =0, 2 = 1, f generica, mostrare che

5
< - max |f|,V ;
[p2(2)] < 7 max |fi], Y € [0, z2];
nel caso generale, stabilire, motivando la risposta, se le seguenti disuguaglianze sono corrette Va € [zq, ;]

min f; <p,(r) < max fi, |pa(z)] < max [fi].
0,---,n 1=0,--,n 1=0,---,n

i=0,-

4) Per approssimare f_ll f(z)dx si considera la formula di quadratura

ii)
iii)

iv)

1 1
R
3B

determinare i pesi wp, w; in modo che la formula abbia grado di precisione (polinomiale) massimo;

L(f) =wof(xo) + wif(z1), con zyg=—

utilizzare la formula ottenuta per approssimare fi1(2x3 + 32%)dx e confrontare il risultato con il valore
esatto dell’integrale;

stabilire se, utilizzando solo due nodi (eventualmente diversi da quelli assegnati), si puo’ ottenere una
formula di quadratura di grado piu elevato;

senza effettuare nessun ulteriore calcolo valutare f_11(3m2 — 1)r(z)dz ove r(x) & un qualunque polinomio di
grado minore od uguale ad 1.
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31 Gennaio, 2008 A

1) Data la funzione
r(z) = 2% +cos(z) — k, =€ [—g, g], k>0

i) nel caso k = 2:
- localizzare le eventuali radici di 7;
- analizzare la convergenza del metodo di Newton per I'approssimazione delle eventuali radici di r;
ii) determinare, se possibile, il valore del parametro k in modo che la funzione r abbia una radice doppia ed
analizzare in tal caso la convergenza del metodo di Newton per 'approssimazione della radice in questione.

2) Sia q € R"™*. Si consideri la matrice di ordine n + 1

o 1 1 1
1 o 1 1
S = aUER
1 1 o 1
1 1 1

i) nel cason =2
- stabilire per quali valori di o la matrice ammette la fattorizzazione LU
- per 0 =1 calcolare, se possibile, una fattorizzazione LU di S,
- mostrare che per ¢ > 1 la matrice ammette la fattorizzazione di Cholesky;
ii) nel caso n generico, o > n, analizzare la convergenza del metodo di Gauss-Seidel per il sistema Sx = q.

3) Assegnata la funzione g(z) = —22 + 1 ed i nodi
ro=—h, x1=h, 0<h<l;

i) determinare e disegnare il polinomio, p(x) che interpola la funzione g(x) sui nodi assegnati
ii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantita

IgﬁMﬂ@—M@h

iii) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantita

1 1
‘/ Lo,l(ﬂf)dl‘—f— / L1,1(I)dl‘
-1 1

iv) calcolare il grado di precisione della formula di quadratura interpolatoria con nodi zg, x; per il valore di h
determinato al punto ii) per approssimare fil f(x)da.

4) Per approssimare la soluzione del problema di Cauchy

{y=ﬂ%w

y(0) =yo

si considera il metodo
{ﬁiﬂ =1 + hf(z; + ah,n; + ahf(xi,n:)) ac01]
o = Yo

i) analizzare al variare di a I'ordine del metodo e stabilire se esistono valori di « per cui il metodo risulta
implicito;
ii) dato il problema del secondo ordine

2" =4z, 2(0) =1, 2(0) = -2,

- determinarne la soluzione;

- approssimarne la soluzione in z = .1 utilizzando 1 passo del metodo di Eulero con h = .1

- approssimarne la soluzione in x = .1 utilizzando 1 passo del metodo assegnato con a =
confrontare i risultati ottenuti.

%hz.le



FACOLTA di SMFN
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1) Si consideri la matrice S = BT B ove

b, sej=11=n,
B = (bij)ij=1,-n> bij = { 1 sei=j j=1,-,n b=0.
0, altrimenti,

Nel cason =3:
i) scrivere esplicitamente S e calcolarne il raggio spettrale;
ii) analizzare il condizionamento del calcolo del raggio spettrale di S rispetto al parametro b e stabilire se
esistono valori del parametro per cui tale calcolo risulta malcondizionato;
iii) dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con troncamento calcolare il raggio
spettrale di S in tale insieme per b = %, eseguendo tutte le operazioni richieste nella corrispondente
aritmetica.

2) Siano S, B le matrici dell’esercizio 1):
i) nel caso n = 3 scrivere esplicitamente B e calcolare || B3 ;
ii) nel caso n = 3, calcolare p2(S) e p2(B);
iii) nel caso n generico, determinare, se possibile, valori di b per cui ps(B) risulta minimo;
iv) nel caso n generico, dimostrare che ps(B) < u2(S) indipendentemente da b.
Sugg. si tenga presente che date due qualsiasi matrici C, D € €**™ risulta che CD e DC hanno gli stessi autovalori

3) Sia B la matrice dell’esercizio 1):
i) nel caso n = 3, calcolare pioo(B) ;
ii) nel caso n generico, calcolare i (B);
iii) nel caso n generico, calcolare, se possibile, la fattorizzazione LU di BB

4) Data la funzione:
f(x) =3z* — 2% — 212> + k, k € R,

i) nel caso k = 0, analizzare la convergenza del metodo di Newton per 'approssimazione delle radici reali di
f, determinandone eventualmente anche I'ordine di convergenza,
ii) determinare, se esistono, i valori di k per cui il metodo di Newton risulta del terzo ordine per una radice
negativa di f;
iii) determinare, se esistono, i valori di k& per cui il metodo di Newton risulta del primo ordine per tutte le
radici reali di f.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
I Esonero: 26 Gennaio, 2009: B

1) Si consideri il vettore v € R" tale che v; := (—1)**!, i =1,--- n e le matrici

A

al +C, C:=vwl a>0.

i) Nel cason =3:

- scrivere esplicitamente C' e calcolarne gli autovalori;

- stabilire per quali valori di « la matrice A ¢ definita positiva;

- analizzare la convergenza del metodo d Gauss-Seidel per il sistema Ax = b, b € IR,
ii) Nel caso n generico

- determinare il rango di C

- mostrare che v & autovettore di C;

- calcolare tutti gli autovalori di C

- analizzare la convergenza del metodo d Gauss-Seidel per il sistema Ax = b,b € IR".

2) Dati i punti
i .
(xlvf(xl))v ovef(a:) = |.’E3| - 3%2, xy=—1+ Nv ,0=0,-++,2N
i) nel caso N = 1, determinare il polinomio p, di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
ii) nel caso N = 2, determinare la retta che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati i dati assegnati;
iii) nel caso N > 3 generico, determinare, se possibile, il polinomio di grado minore o uguale ad N che interpola
i punti (‘T’va(xl))? i= 07 e 7N7
iv) nel caso N generico, determinare, se possibile, la spline cubica naturale, s, con nodi in x;, ¢ = 0,---,2N
(ossia s € S3[zg, -, 22N],s"(z0) = s”(zan) = 0) che interpola i punti (x;, f(z;)), i =0,---,2N.

3) Sia f la funzione dell’esercizio precedente.
i) approssimare f_ll f(z)dz tramite la formula dei trapezi e confrontare il risultato ottenuto con il valore

esatto dell’integrale;

ii) tenendo presente il punto i) dell’esercizio precedente, approssimare | _11 f(z)dz tramite | _11 pa2(x)dx e tramite
la formula di Simpson;

iii) stabilire perché, pur avendo la formula di Simpson grado di precisione 3 1'approssimazione da essa fornita
al punto precedente non fornisce il valore esatto dell’integrale. Che cosa cambierebbe se si usasse la formula
composita di Simpson utilizzando due sottointervalli (uguali)?

4) Per approssimare la soluzione del problema di Cauchy

{y’ = f(z,y)
y(0) =yo

si considera il metodo

{m‘ﬂ=77i+h[af($i77h‘)+(1—a)f($i+1,77i+1)] ae0,1], a—ih, i=0,--
no:yo ) b b 1 ) b

i) stabilire se esistono valori di « per cui il metodo risulta implicito;
ii) nel caso

1
f(l’,y) :nzn717nz 13 Yo :07 o= 57

- determinarne la soluzione del problema di Cauchy assegnato;
- approssimare la soluzione in x1 = h utilizzando 1 passo del metodo fornito e confrontare il risultato ottenuto
con il corrispondente valore della soluzione esatta.
- determinare, se esistono i valori di n per cui il metodo assegnato fornisce la soluzione esatta del problema
di Chauchy in ogni punto x; per ogni valore di h.
iii) nel caso generale, analizzare al variare di « 'ordine del metodo.



FACOLTA di SMFN
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2 Febbraio, 2009: A

1) Si consideri un quadrato di lato 27 ed il cerchio in esso inscritto. Sia A larea della regione di piano interna al
quadrato ed esterna al cerchio.
i) analizzare il condizionamento di A rispetto ad r
ii) nel caso r = 1 determinare la rappresentazione A, di A nell’insieme dei numeri di macchina F (2,3,-5,5)
in cui si operi con troncamento e confrontare ’errore relativo di rappresentazione con la precisione di
macchina.
iii) nel casor =27% k=0,1,---, determinare la rappresentazione fl, di A in F(2,3,-5,5) in cui si operi con
troncamento.

2) Dato il metodo iterativo
Tit1 = g(z;), gx)= 22—+ k, keR;

i) nel caso k = 0, analizzare la convergenza del metodo, determinando eventualmente anche ’ordine, per
approssimare gli eventuali punti fissi di g;
ii) determinare, se possibile, tutti i valori di k per cui la convergenza del metodo per 'approssimazione di
eventuali punti fissi di g risulta sublineare;
iii) determinare, se possibile, tutti i valori di k per cui g ammette un solo punto fisso.

3) Sia A € R™*" la matrice (tridiagonale)

2 a+ A 0
a— A\ 2 a-+ A
A= , A€[-a,a], 0<a€eR
a— A 2 a+ A\
0 a—A 2

i) nel caso n = 3 determinare tutti i valori di a t.c. il metodo di Jacobi applicato al sistema Ax =b, b € R?
risulta convergente per ogni A € [—a, a).
ii) nel caso n = 3 determinare tutti i valori di a t.c. il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b,
b € R? risulta convergente per ogni A € [—a, al.
iii) nel caso n generico, 0 <a <1, A=0
- stabilire se A ¢ invertibile
- determinare, se possibile, una maggiorazione di p2(A)
- determinare, se possibile, una maggiorazione di ||A||r (Si ricorda ||B||F := \/tr(BTB) )

4) Dati i punti (zg,yr), k=0,...,n, ove
o =ik, yp =th — 5Vt +6, t:=k*k=0,---,n

i) nel caso n = 2, determinare e disegnare i punti assegnati;

ii) nel caso n = 2, determinare se possibile, il polinomio di grado minore o uguale a 2, po, tale che pay(zy) =
Yk, k=0,1,2;

iii) nel caso n = 3 disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, la parabola che meglio li approssima
nel senso dei minimi quadrati;

iv) nel caso n generico, n > 2, determinare, se possibile, la parabola che meglio approssima nel senso dei minimi
quadrati i punti assegnati;

v) nel caso n generico, n > 2, sia f una qualsiasi funzione continua in [0, n] tale che

f(xk):y/w k:Oa"'vn

calcolare il valore approssimato di fon f(z)dx che si ottiene tramite la formula di quadratura interpolatoria
in [0, n] avente nodi zx, k=0,---,n.
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con arrotondamento ed i numeri razionali

1
b=-, a=<;
7 8’
i) determinare le rappresentazioni a, b,edia, bin F(2,3,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a, e b confrontarli con la precisione di macchina;
iii) calcolare i valori (@®b)® (3) e a® ((b©a)®(3)), e determinare I'errore relativo di ciascuno di essi rispetto
al punto medio dell'intervallo [a, b].

2) Data la funzione

f(z) = (Inz)";

i) nel caso k = 1:
- analizzare la convergenza del metodo di Newton per l'approssimazione delle radici di f, determinando
eventualmente anche 'ordine,
- determinare tutti i valori g € R tali che la successione generata dal metodo di Newton a partire da xg
converge in modo monotono ad una radice di f
- determinare tutti i valori g € R tali che la successione generata dal metodo di Newton a partire da xg
converge ad una radice di f
ii) nel caso k = 2:
- analizzare la convergenza del metodo di Newton per l'approssimazione delle radici di f, determinando
eventualmente anche 'ordine,
- determinare tutti i valori g € IR tali che la successione generata dal metodo di Newton a partire da xg
converge in modo monotono ad una radice di f
- determinare tutti i valori g € IR tali che la successione generata dal metodo di Newton a partire da xg
converge ad una radice di f.

3) Si consideri la matrice H = I + A ove

al =il sej=1,i=2,---,n,
A: (ai,j)i,j:L'“,na a’i,j = a'l—]l’ se 1 = 1’ j:27...7n’ ()(E]l%7
0, altrimenti,

i) nel caso n = 3, scrivere esplicitamente H e calcolare ||A|s;
ii) nel caso n generico e a € (0, 1/2), mostrare che H & invertibile;
iii) nel caso n generico e a € (0, 1/2), senza calcolare esplicitamente H !, mostrare che

iv) nel caso n generico stabilire, se possibile, per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema
Ax =Db, b € R" converge.

4) Dati i punti (x;, g(x;)), i =0,---,2N, ove
x; = (N —i)m, g(x) = x%cos(2z) — wsen(x);

i) nel caso N = 1, disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, la parabola che li interpola;
ii) nel caso N = 2, determinare, se possibile, la parabola che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i punti assegnati;
iii) nel caso N > 1 generico, determinare, se possibile, la parabola che meglio approssima nel senso dei minimi
quadrati i punti assegnati;
iii) nel caso N > 1 generico, calcolare il valore approssimato di fivjz;ﬂ g(x)dx che si ottiene tramite la formula
di quadratura interpolatoria in [— N, N7] avente nodi z;, ¢ =0,---,2N.
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1) Data la funzione ¢(z) = ?127 la sua derivata prima nel punto x = 2, ¢’(2), pud essere approssimata con una delle
due seguenti espressioni analiticamente equivalenti

1 1\ 1 44+ h 0<he<l:
C2+h? 4)n A2+ h? ’

i) stabilire, motivando la risposta, quale delle espressioni & preferibile usare, dal punto di vista della propagazione
degli errori, operando in un prefissato insieme di numeri di macchina ed assumendo che h appartenga a
tale insieme;

ii) assegnato h = 1—10, determinarne l'approssimazione, iL, nell’insieme F(2,4,—5,5) in cui si operi con tron-
camento; calcolare, in tale insieme, ciascuna delle espressioni suddette e confrontare i valori ottenuti con

q'(2).

2) Data la funzione
r(z)=k—+vz, k>0

i) nel caso k = 1:
- localizzare le eventuali radici di 7;
- analizzare la convergenza del metodo di Newton per 'approssimazione delle radici di r;
ii) nel caso k = 0:
- localizzare le eventuali radici di 7;
- analizzare la convergenza del metodo di Newton per I’approssimazione delle radici di r;
ii) nel caso k generico: determinare tuttii valori iniziali 2y per i quali il metodo di Newton per 'approssimazione
delle eventuali radici di r origina successioni convergenti.

3) Si consideri la matrice H = I + A ove
al, sej=n—i+1,i=1,---,n,
A= (ij)ij=1,m Gij= a>0,
0, altrimenti,

i) nel caso n = 3, scrivere esplicitamente H e calcolare ||Al|s;
ii) nel caso n generico e a € (0, 1), mostrare che H & invertibile;
iii) nel caso n generico e o € (0, 1), senza calcolare esplicitamente H ~!, mostrare che

1+«

W(H) < .
oo )_170[

iv) nel caso n generico stabilire, se possibile, per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema
Ax =Db, b € R" converge.

4) Per approssimare Ll1 f(x)dz si considera la formula di quadratura

1 1
o= —
V3 T3

i) determinare i pesi wp,w; in modo che la formula abbia grado di precisione (polinomiale) massimo;

Iy (f) = wof(xo) + wif(x1), con zy=—

ii) utilizzare la formula ottenuta per approssimare f_11(2x3 + 32%)dz e confrontare il risultato con il valore
esatto dell’integrale;

iii) stabilire se, utilizzando solo due nodi (eventualmente diversi da quelli assegnati), si puo’ ottenere una
formula di quadratura di grado piu elevato;

iv) senza effettuare nessun ulteriore calcolo valutare fil (322 — 1)r(z)dzx ove r(z) & un qualunque polinomio di
grado minore od uguale ad 1.
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1 0 1 1
RS

i) stabilire per quali valori di p la matrice P risulta singolare;
ii) analizzare il condizionamento del calcolo degli elementi di P rispetto ad p;
iii) dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,4,—5,5) in cui si operi con troncamento e posto p = 3v/2
determinare la rappresentazione di P in tale insieme;
iv) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera:
nell’insieme dei numeri di macchina F(B,t,m, M) in cui si operi con troncamento la matrice P risulta
singolare per p € F(B8,t,m, M), p > B¢ — 1.

1) Data la matrice P = LR ove

2) Data la funzione:
flx)=2*3—2)—k, k>0,

i) nel caso k=0
- tracciare il grafico di f ed analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimarne le radici
- mostrare che il metodo di Newton applicato alla funzione f genera una successione monotona decrescente
convergente a 0 per ogni 0 < g < %
- senza effettuare ulteriori calcoli, indicando con ¢ la funzione di iterazione del metodo di Newton applicato
alla funzione f, stabilire, motivando la risposta, se le seguenti affermazioni sono corrette:
a) la funzione g ha una singolarita in x = 2
b) la funzione g ha un punto stazionario in x =3
¢) la funzione g ha come unica radice x = 0.
ii) stabilire se esistono valori di k per cui il metodo di Newton risulta del terzo ordine per qualche radice di f.

3) Si consideri la matrice H = I + B ove

B, sej=i—1i=2---n,
B:(bi,j)i,j:L---,n’ bi,j:{ﬁ7 Sej:i+17 izl,"'an_17 520a
0, altrimenti,

i) nel caso n =3,
- scrivere esplicitamente H e determinare tutti i valori di 8 per cui essa risulta definita positiva,
- calcolare, quando possibile, || H||2, p2(H), limg_ o0 2 (H)
) nel caso n generico e 8 < 1/2, mostrare che H ¢ invertibile e definita positiva;
iii) nel caso n generico determinare un valore di § per cui poo(H) risulta minimo.
) nel caso n generico, 8 > 0, dare una maggiorazione di || B||2;
) nel caso n generico, 8 > 0, determinare, se possibile, un vettore x € R" tale che

[x[l2 =1, | Bx[]2 = 26.
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1) Data la matrice, B, diagonale a blocchi di ordine 2n definita come segue

1 sei=yj, 1=1,2,3,---,2n,

—B sej=i+1,i=1,3,5,---,2n—1,
B sej=i—1,1i=2,4,6,---,2n,

0 altrimenti,

B = (b;;) = BeR;

i) nel caso n =2
- scrivere esplicitamente B e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione LU
- stabilire per quali valori di £ il metodo di Jacobi applicato al sistema Bx = b converge;
- stabilire per quali valori di § il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Bx = b converge;
ii) nel caso n generico, scrivere esplicitamente la matrice B e, indicato con By il minore principale di testa di
ordine k della matrice stessa, calcolare

detBg, k=1,---,2n;

iii) nel caso n generico mostrare che la matrice B ammette la fattorizzazione LU, V3 € R;
iv) tenendo presente il risultato dei punti ii) e iii), stabilire se il metodo iterativo

<t =Ux*+L'b, ovel-U=U, LU=B

puo essere utilizzato per approssimare la soluzione del sistema Bx = b e, in caso affermativo, analizzarne
la convergenza.

2) Dati i punti

(x4, f(x;)), ove f(z) =

i) nel caso N =1,
- disegnare la funzione data i punti assegnati;
- determinare il polinomio py di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
- mostrare che
2V3

3
— < X7
e /(@) = pa(2)] < =5

ii) nel caso N generico, indicato con pgy il polinomio di grado minore o uguale a 2N che interpola i dati

assegnati, mostrare che

max |f(x) — pan(2)] < 2N,
ze[—1,1]

iii) nel caso N generico, indicato con g il polinomio di grado minore o uguale a 2N che interpola f sui nodi
di Chebycshev, mostrare che

_ < ——.
mé?j‘ffl] |f(2) — gan ()| < 92N

3) Sia f la funzione dell’esercizio precedente:
i) approssimare fi1 f(x)dx tramite la formula del punto medio e la formula dei trapezi confrontando in
ciascuno dei due casi il risultato ottenuto con il valore esatto dell’integrale;

(si tenga presenta che In(3) = 1.098612).
ii) sia g € C'[a,b] e sia data la formula di quadratura

b
| 9t@)ds = ga)b — o) + ' (z0) 5 (b — 0)? ~ (@ — w0)?], 20 € [a, ]

- darne un’interpretazione geometrica;
- stabilire se, per opportune scelte di g € [a, b], la formula si riduce ad una formula di quadratura interpo-
latoria nota;

- posto xg = 0, approssimare f_ll f(x)dx tramite la formula suddetta e confrontare il risultato ottenuto con
il valore esatto dell’integrale;
iii) data una funzione convessa g, g € C'[a, b], mostrare che:

- la formula dei trapezi fornisce un’approssimazione per eccesso di f: g(x)dz;
- la formula del punto ii) fornisce un’approssimazione per difetto di f; g(x)dx, Vo € [a,bl;

- la formula del punto medio fornisce un’approssimazione per difetto di f: g(x)dx.
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1) Si considerino un quadrato di lato I ed un triangolo equilatero di lato 2I. Sia A la differenza fra larea del
triangolo e quella del quadrato.
i) analizzare il condizionamento di A rispetto ad {
ii) nel caso [ = 1 determinare la rappresentazione .,Zl, di A nell’insieme dei numeri di macchina F(2,3, —5,5)
in cui si operi con troncamento e confrontare ’errore relativo di rappresentazione con la precisione di
macchina.

2) Data la funzione

k
flay =t (5
2
i) nel caso k=1

- disegnare il grafico di f e localizzarne le eventuali radici;

- analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimare le radici di f determinando eventualmente
anche ’'ordine;

- determinare il massimo valore a, tale che il metodo di Newton per I’approssimazione della radice positiva
di f converge V zo € (—1,a);

ii) nel caso k=2

- disegnare il grafico di f e localizzarne le eventuali radici;

- analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimare le radici di f determinando eventualmente
anche 'ordine;

- mostrare che il metodo di Newton per I'approssimazione della radice positiva di f converge V zy, €

1 1
(ﬁv 2 - ﬁ)
3) Si consideri la matrice A di ordine n > 3 definita come segue:
1 seit=7y,
-1 sei—1=17,

a sei=2ej=mn,
0  altrimenti,

i) nel caso n = 3 scrivere esplicitamente la matrice, stabilire per quali valori del parametro « la matrice
ammette la fattorizzazione LU e calcolare, quando possibile, la fattorizzazione stessa;
ii) nel caso n generico, stabilire per quali valori del parametro « la matrice ammette la fattorizzazione LU e
calcolare, quando possibile, la fattorizzazione stessa;
iii) nel caso n generico, stabilire per quali valori del parametro « la matrice risulta a diagonale dominante e
irriducibile;
iv) dato il sistema lineare Ax = b, ove b € R" :
- nel caso n = 3, determinare tutti i valori del parametro « per cui il metodo iterativo di Gauss-Seidel
applicato al sistema dato converge;
- nel caso n generico, determinare tutti i valori del parametro « per cui il metodo iterativo di Gauss-Seidel
applicato al sistema dato converge.

4) Dati i punti (z;,9(x;)), i =0,---,n, ove x; =14, g(x)=1x+ cos(2mx);
i) nel caso n = 2, disegnare i punti assegnati e determinare se possibile, il polinomio, p, che interpola i dati
assegnati scritto nella forma di Newton;
ii) nel caso n generico, determinare, se possibile, il polinomio che interpola i dati assegnati e calcolare i valori
g[l’o,ll'l,(l?g, e 7xk]7 0 < k < n;
iii) nel caso n > 1 generico, determinare, se possibile, la parabola che meglio approssima nel senso di minimi
quadrati i dati assegnati.

5) Si consideri il problema di Cauchy

ed il metodo .\
{771'+1 =i+ 5 f@im) + f@ivnme)] o iz,
Mo = Yo
i) stabilire se il metodo & implicito o esplicito;
ii) posto f =2x+1, yo = 0, approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito sui punti
xi=1th, i=0,---.
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1) Data il vettore x € R" ove

1—t2 :
. Tre  Sel= 1,
x:(z1,~~~,:cn) , i = liittQ’ seizn, tZO’
0, altrimenti,

i) analizzare il condizionamento del calcolo delle componenti di x rispetto a ¢;
ii) dato I'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con troncamento e posto t = ﬁ :

- determinare la rappresentazione di £ di ¢ in tale insieme, calcolare 'errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;

- determinare la rappresentazione di x,, in tale insieme;

iii) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione ¢ vera (si ricorda che tutte le operazioni richieste

devono essere effettuate nell’aritmetica di macchina)
posto t = 2T—1\/§, nell’insieme nell’insieme dei numert di macchina F(2,2r + 2,m, M) in cui si operi con
troncamento risulta x, = 2t, ove t indica la rappresentazione di t nell’insieme di numeri di macchina
assegnato.

2) Si consideri il vettore x dell’esercizio 1).
i) Nel caso n = 2, t = 1, determinare, se possibile, una matrice P ortogonale e simmetrica tale che

= (1):

ii) nel caso n =2, t > 0 generico, determinare, se possibile, una matrice P ortogonale e simmetrica tale che

= (1):

iii) nel caso n e t > 0 generici, determinare, se possibile, una matrice P ortogonale e simmetrica tale che
Px =ep, ove e; = (1,0,---,0);
iv) detta P la matrice del punto precedente, determinare

orél?g’i”PH“ o@%”PHQ’ orgtagxl’uoo(P)’ 0@?§1det(P)'

3) Data la funzione:

3

r)=———+k, keR,

9(z) 22 +1 +

i) nel caso k=0

- tracciare il grafico di ¢ ed analizzare la convergenza, considerando anche l’ordine, del metodo iterativo
x;+1 = g(x;) per Papprossimazione di punti fissi di g;

- mostrare che, detto o un punto fisso di g, per ogni v > 0 si ha

lz; —a| <v = |vig —a] <3|z —al, i =0,

- determinare, se possibile, x( tale che

70— a] > 75, o — o] < 107

ii) determinare per quali valori di k il metodo iterativo ;41 = g(z;) risulta convergente per almeno un punto
fisso di g;

ili) stabilire se esistono valori di k per i quali il metodo iterativo x;11 = g(z;) risulta avere convergenza
sublineare per qualche punto fisso di g.

iv) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera:

V3

nel caso k = > risulta
9(V3) =3, ¢(V3) #0, g"(V3) =0,

quindi il metodo iterativo x; 11 = g(x;) & almeno del terzo ordine per il punto fisso o = \/3.
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1) Dato il sistema lineare Ax = b ove
AZI*VVTa VT:(W,O,"',O,W), ’76[07 1]7 bGRnanZS

i) nel cason =3

- scrivere esplicitamente la matrice A;

- stabilire per quali valori di «y il metodo di Jacobi applicato al sistema dato converge;
ii) nel caso n generico:

- calcolare gli autovalori di A;

- stabilire per quali valori di = il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge;
iii) nel caso n generico, v =1:

- stabilire se il sistema dato ammette soluzione unica

- stabilire se il metodo iterativo

x*HD = (1 —wA)x® +wb, weR

puo essere utilizzato per approssimare la soluzione del sistema dato e, in caso affermativo, analizzarne la
convergenza al variare del parametro w;
iv) nel caso n generico, v = i, determinare, se possibile, il valore di w per cui risulta minimo p(I — wA).

2) Dati i punti (z;, f(x;)) ove

i) nel caso N =1,
- disegnare la funzione f;
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati;
ii) nel caso N > 2 generico,
- determinare il polinomio py di grado minore o uguale a N che interpola f sui nodi zg,- - -,z N;
- approssimare f31 f(z)dz tramite la formula di quadratura gaussiana con due nodi in [—1, 0]
iii) determinare, se possibile, s € S3[—1,0,1] tale che s”(—1) = s”(1) = 0 (spline cubica C? naturale con nodi
—1,0,1) che interpola f sui nodi —1,0, 1;
iv) calcolare fil(s”(x))zda:

v) determinare, se possibile, una funzione g € C?[—1, 1] tale che

3) Si consideri il problema di Cauchy

ed il metodo

{m+1—m+h[af(xw7i)+(1Of)f(ilfz'+1ﬂ7i+1)] wi=ih, i=0,--, aecl0,1], h>0
no:yo ) (3 ) b) b ) b) .

i) stabilire per quali valori del parametro « il metodo & implicito;
ii) posto f(z,y) = -y, yo =1,
- approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito sui punti x; = ih, i =0, --.
- stabilire per quali valori del parametro « le approssimazioni determinate al punto precedente sono tutte
non negative indipendentemente dal valore del passo h;
- stabilire per quali valori del parametro « le approssimazioni in oggetto costituiscono una successione mono-
tona decrescente in modulo indipendentemente dal valore del passo h;
iii) calcolare l'ordine del metodo al variare del parametro .



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
31 Gennaio, 2011: A

1) Dato il sistema lineare Ax = b ove b € R" ed A & una matrice che ammette la fattorizzazione LU, si consideri
il metodo iterativo
x D — (1 —wU)x® + wL™'b, weR; (%)

i) stabilire se il metodo pud essere utilizzato per approssimare la soluzione del sistema assegnato;
ii) nel caso

A= , a€R,

O =N
— DN =
Q OO

- determinare, se possibile, la fattorizzazione LU di A;
- analizzare al variare del parametro « la convergenza del metodo di Jacobi e di Gauss-Seidel per il sistema

Ax = b;
- posto o = 1, analizzare al variare di w la convergenza del metodo (x) per il sistema Ax = b;
- posto a = —1, analizzare al variare di w la convergenza del metodo () per il sistema Ax = b;

iii) nel caso generale, stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera:
Sia A definita positiva, allora esiste w > 0 tale che il metodo (%) applicato al sistema Ax = b risulta
convergente.

2) Dato il metodo iterativo
3z — 22

3+ 22

-TiJrl:g(xi)ﬂ g(l‘):k< ), 0#keR
i) nel caso k=1:
- disegnare il grafico di g;
- analizzare la convergenza del metodo per I’approssimazione dei punti fissi di g, determinandone eventual-
mente anche I'ordine;
- analizzare il comportamento delle succesioni generate dal metodo per zy € (0, 3];
- analizzare il comportamento delle successioni generate dal metodo per xzg > 3;
ii) determinare, se possibile, i valori di k& per cui il metodo risulta del secondo ordine per 'approssimazione di
almeno un punto fisso di g;
iii) determinare, se possibile, i valori di k per cui il metodo risulta del terzo ordine per approssimazione di almeno
un punto fisso di g.

3) Dati i punti
km &
(xlmyk)a ove Iy = Cos | — 7yk:(71) ) ]CZO,"',’)’L
n

i) nel caso n = 2,
- disegnare i punti assegnati;
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati;
- determinare il polinomio, py di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
- approssimare fil p2(x)dx tramite la formula di quadratura gaussiana con due nodi in [—1, 1]
- ricordando la formula di duplicazione del coseno, verificare che py(z) = cos(2arcos(x)), x € [—1,1];
ii) nel caso n generico, determinare il polinomio p,, di grado minore o uguale a n che interpola i dati assegnati;
iii) nel caso n generico numero pari, determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio ap-
prossima nel senso dei minimi quadrati i dati assegnati.



1) Data la funzione h(t) =

i)
i)
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1
24t
analizzare il condizionamento del calcolo di h rispetto a t;
dato l'insieme dei numeri di macchilla F(2,3,-5,5) in cui si operi con troncamento e posto t = % :
determinare la rappresentazione di ¢ di ¢ in tale insieme, calcolare I'errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
determinare la rappresentazione di A(t) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni indicate nell’aritmetica

di macchina.

2) Data la funzione

i)

ii)

iii)

iv)

f(z) =22 -322+k keR

nel caso k=1:
disegnare il grafico di f;
analizzare la convergenza del metodo di Newton per 'approssimazione delle radici di f, determinandone
eventualmente anche 'ordine;
nel caso k=0:
analizzare la convergenza del metodo di Newton per l'approssimazione delle radici di f, determinandone
eventualmente anche ’ordine;
determinare, se possibile, i valori ¢ > 0 per cui la successione da essi originata tramite il metodo di Newton
ha le seguenti proprieta

dim 2z, =0, x;41 >, Vi>0;

11— 400
determinare, se possibile, i valori di k per cui il metodo risulta di ordine superiore al secondo per ’approssimazione
di almeno una radice di f;
stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera
detta g la funzione di iterazione del metodo di Newton relativo ad f, risulta ¢'(1/2) = 0,V k € R.

3) Si consideri il sistema Ax = b di ordine n, ove la matrice A ¢ definita come segue:

i set=2,---,n, J=1,-,N
set =1, j=mn,

1 sei=mn, j=1,

0 altrimenti,

A= (aij) =

nel caso n = 3 scrivere esplicitamente la matrice A e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione QR in modo
che risulti r;; > 0

nel caso n generico,

scrivere esplicitamente la matrice A

stabilire se il metodo di Jacobi applicato al sistema dato converge;

calcolare la fattorizzazione QR di A in modo che risulti r; > 0

stabilire se il metodo di Jacobi applicato al sistema Rx = Qb converge

analizzare la convergenza del metodo iterativo

2
x* D) — (1 — wR)x® + wQTb, w= =,
n

per I'approssimazione della soluzione del sistema dato.

4) Dati i punti

ii)

iii)

k k
(Tk, Yr), ovexk:cos<7r>7yk:1+cos(W), k=0,---,n
n n

nel caso n = 2,

disegnare i punti assegnati;

determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati;

determinare il polinomio, ps di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;

nel caso n generico determinare il polinomio p,, di grado minore o uguale a n che interpola i dati assegnati;
approssimare fil pr(2)dz mediante la formula di Simpson.
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t
1+t
i) analizzare il condizionamento del calcolo di h rispetto a t;
ii) dato 'insieme dei numeri di macchina F (2,3,—5,5) in cui si operi con troncamento e posto ¢ = 75 :
- determinare la rappresentazione di ¢ di ¢ in tale insieme, calcolare ’errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
- determinare la rappresentazione di h(t) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni indicate nell’aritmetica
di macchina.

1) Data la funzione h(t) =

2) Data la funzione:
flx) =212+ 2% - 32* +k, k€ R,

i) nel caso k =0,

- analizzare la convergenza del metodo di Newton per ’approssimazione delle radici reali di f, determinandone
eventualmente anche I'ordine di convergenza;

- mostrare che per 0 < zg < % la successione originata tramite il metodo di Newton ha le seguenti proprieta

hm x; =0, Tip1 < Tg, Vi>0;
1—>+00
ii) determinare, se possibile, i valori di k per cui il metodo risulta di ordine superiore al secondo per I’approssimazione
di almeno una radice negativa di f;
iii) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera
detta g la funzione di iterazione del metodo di Newton relativo ad f, risulta ¢'(—1) =0,V k € R.

3) Si consideri il vettore w € IR™ tale che

e le matrici
A=~7I-C, C:=wwl,veR.

i) Nel cason =3, y=—1:
- scrivere esplicitamente C' e calcolarne gli autovalori;
- stabilire se la matrice A ¢ definita positiva;
- analizzare la convergenza del metodo d Gauss-Seidel per il sistema Ax = b, b € IR.
ii) Nel caso n, v generici:
- calcolare tutti gli autovalori di C;
- stabilire per quali valori di v la matrice A & definita positiva,;
- stabilire per quali valori di v il metodo di Gauss-Seidel per il sistema Ax = b,b € IR" converge.

2

4) Assegnata la funzione ¢(x) = =2, i nodi

ZL’O:*h, xlih, O<h§1,
e indicati con Lg 1, L1,; i polinomi fondamentali di Lagrange relativi ai nodi assegnati,

i) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantita

)

1 1
‘/ Lo,l(.r)dl'-i-/ Llﬁl(x)dx
-1 1

ii) determinare h in modo che la formula di quadratura I (f) := f(x0) + f(21) per approssimare f_ll f(z)dz
abbia grado di precisione massimo.

iii) determinare e disegnare il polinomio, p(x) che interpola la funzione ¢(x) sui nodi assegnati;

iv) determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantita

Jax la(z) = p()];

e confrontarlo con il valore di h determinato al punto ii).
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1) Data la matrice

1 —p O
R=|1 1 0], peR,;
1 1 1

i) determinare, possibile, la fattorizzazione LU della matrice;
ii) nel caso p = %, rappresentare gli elementi di L ed U nell'insieme di numeri di macchina F(2,4,—5,5) in
cui si opera con troncamento e commentare il risultato ottenuto;
ili) nel caso p = —1 (operando in precisione infinita) analizzare il problema dell’esistenza ed unicita della
fattorizzazione LU di R determinando, eventualmente, da quanti parametri reali dipende la soluzione.

2) Dato il metodo iterativo x; 1 = g(x;), ove
1

e keR
1+ |z + K|

g(x) =
i) nel caso k=0
- mostare che g ammette un unico punto fisso, «, ed analizzare la convergenza del metodo, determinandone,
eventualmente, anche I'ordine,
- esaminare il comportamento della successione originata a partire da xy = 0 mostrando, in particolare, che
risulta
|z; — | < |zig1 — ] Vi>0;
ii) nel caso k=1:
- mostare che g ammette un unico punto fisso, 8, ed analizzare la convergenza del metodo, determinandone,
eventualmente, anche I'ordine,
- esaminare il comportamento della successione originata a partire da xy = 0 mostrando, in particolare, che
risulta
|l‘i — ﬂ| > 2|$i+1 — l‘il, Vi > 2.

3) Dato il sistema lineare Ax = b ove

1
A=| «a
0

S =9

0
« b= 0 |, a>0
1

) stabilire per quali valori di @ A ¢ a diagonale dominante;
) stabilire per quali valori di « il metodo di Jacobi applicato al sistema dato converge;
iii) stabilire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge;
) nel caso « generico effettuare tre iterazioni del metodo di Jacobi per il sistema dato a partire dal punto
x(© = b e commentare il risultato ottenuto.

4) Dati i punti (z;, h(z;)), i =0,1,2,3, ove
=2, —1, 1, 2, ed h(z)=(z—1)*(x+1)%

i) disegnare i punti assegnati e determinare, se possibile, il polinomio, p, di grado minore od uguale a 3 che
li interpola scritto nella forma di Newton;
ii) determinare, se possibile, il polinomio, di grado minore od uguale a 1 che interpola (x1, h(x1)), (z2,h(z2))
interpola scritto nella forma di Newton;
iii) determinare, se possibile, il polinomio, ¢, di grado minore od uguale a 3 tale che

Q(_l) = h<_1)’ q/(_l) = h,(_l)’
q(1) = (1), ¢'(1) = K'(1),
iv) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera:
sia f una funzione pari e siano
Lo, s T2m—1

2m punti simmetrici rispetto all’origine (0ssia Topm-—1- = —2k, k=0,---,m — 1), allora

flxo, 1, -+, x2m—1] = 0.
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1) Data la funzione:
3
g(z) =k (2302 - x3> , ke,

i) nel caso k =2
- tracciare il grafico di g,
- analizzare la convergenza, considerando anche l'ordine, del metodo iterativo ;11 = g(x;) per approssimazione
dei punti fissi di g;
- stabilire se esistono valori ¢ > 1 per cui, posto z;+1 = g(x;), risulta ;11 = % er qualche ¢ > 0;
ii) determinare, se possibile, un valore di & tale che il metodo iterativo x;+1 = g(x;) risulta avere convergenza
sublineare per qualche punto fisso di g minore di 1.

2) E data la matrice A = 21 + H, di ordine n, ove

1, seli—j]=1,
H = (hiyj)?;j:1 ove hi,j =
0, altrimenti.

i) nel cason =3
- scrivere esplicitamente la matrice A e calcolarne i determinanti dei minori principali di testa;
- calcolare, se possibile, la fattorizzazione LU di A;
- calcolare, se possibile, la fattorizzazione di Cholesky di A;
ii) nel caso n generico:
- procedendo per induzione su n, mostrare che, indicato con Ay il minore principale di testa di ordine k di
A, e posto dj := det(Ay), risulta
dy=k+1, k=1,---,n.

- stabilire, motivando la risposta, se la matrice A ammette la fattorizzazione di Cholesky e, in caso afferma-
tivo, determinare gli elementi diagonali della matrice che ne costituisce tale fattorizzazione.
iii) nel caso n generico, tenendo presente i risultati del punto precedente mostrare che

A2 < 4™72, ¥n > 3.

3) E data la matrice B = bl + H, ove H & la matrice dell’esercizio precedente con n =3 e 0 < b € R.
i) scrivere esplicitamente la matrice B, e calcolare, quando possibile, ps(B);
ii) calcolare, se possibile,
inf  uo(B), inf ps(B);
b€ (0,v/2) (B) b>V2 (B)

iii) dato I'insieme dei numeri di macchina F(2,2,—5,5), in cui si operi con arrotondamento, e posto b = 8v/2 :
- determinare la rappresentazione di b di b in tale insieme, calcolare ’errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
- determinare la rappresentazione di p2(B) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni necessarie nell’aritmetica
di macchina;
iv) per ognib > 8y/2 determinare la rappresentazione di z15(B) nell'insieme dei numeri di macchina F(2,2, -5, 5),
in cui si operi con arrotondamento, eseguendo tutte le operazioni necessarie nell’aritmetica di macchina.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
1I Esonero: 24 Gennaio, 2012

1) Dato il sistema lineare Bx = b la cui matrice, & definita come segue

(71)15 Sei:ja z':l,~~,n,
B:(bzd): 1 Se‘i_j‘:]-v i?j:]-v"'ana 0<6€IR7
0 altrimenti,

i) nel cason =3
- scrivere esplicitamente B
- stabilire per quali valori di £ il metodo di Jacobi applicato al sistema dato converge;
- stabilire per quali valori di § il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge;
ii) nel caso n generico e 8 > 2,
- mostrare che il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema dato converge;
- determinare tutti i valori di 8 > 2 per cui la matrice B risulta definita positiva e commentare i risultati
alla luce del punto precedente;
iii) nel caso n generico pari e § = 2, analizzare la variare di w € R la convergenza del metodo iterativo

xFM = (I — wB)x"® + wb.

2) Dati i punti (x4, f(x;)) ove

f(I):17|l’|, z;=—1+ 1:0752Na

N?
i) nel caso N =1,
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati;
ii) nel caso N > 1 generico, determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel
senso dei minimi quadrati i dati assegnati;
iii) determinare, se possibile, s € S%[—1,0,1] (spline lineare C° con nodi —1,0,1) che interpola f sui nodi
assegnati;
iv) determinare, se possibile, ¢ € R in modo che risulti minima la quantita

/ () - 0%

-1

e confrontare il risultato ottenuto con quello del punto ii) al crescere di N.

3) Per approssimare fil f(z)dz si considera la formula di quadratura
I3(f) = wof(—a) + wi f(0) + w2 f(a), 0<a<1

i) nel caso wy = wy = wy = 1, stabilire, motivando la risposta, se la formula assegnata puo essere interpola-
toria;
ii) nel caso wyp = we > 1, wy; = 2 — wo — we stabilire, motivando la risposta, se & possibile determinare a in
modo che la formula di quadratura assegnata abbia grado di precisione (polinomiale) 5;
iii) nel caso a =1
- determinare i pesi wg, w1, ws in modo che la formula abbia grado di precisione massimo
- stabilire se la formula trovata coincide con una formula di quadratura nota;
- approssimare f_ll z*dz mediante la formula ottenuta
iv) determinare i pesi wg, w1, ws ed il valore di @ in modo che la formula abbia grado di precisione massimo e
stabilire se la formula trovata coincide con una formula di quadratura nota;
v) scrivere il polinomio monico di grado 3 ortogonale sull’intervallo [—1, 1].



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
31 Gennaio, 2012: A

1) Sia E(a) Perrore che si commette approssimando

/Oax(x— (@ — 2)dz

tramite la formula dei trapezi.
i) Scrivere lespressione di F(a).
ii) Determinare, se esiste, a > 0 tale che E(a) = 0.
iii) Discutere il condizionamento del calcolo di E(a) rispetto ad a € (0, a).

2) Sia assegnato il sistema lineare Ax = b ove b€ R", e A = AT.
i) nel cason =3 e

21 0
A=[11 1 |, 0<a€eR,
01 a+2

- determinare, se possibile, la fattorizzazione LU di A;

determinare, se possibile, la fattorizzazione di Cholesky, SS7, di A

verificare che a;; > s7,, i =1,2,3

- analizzare al variare del parametro « la convergenza del metodo di Jacobi e di Gauss-Seidel per il sistema

Ax = b;
iii) nel caso n generico, mostrare che se A & non singolare ed ammette la fattorizzazione di Cholesky SS7T,
allora:
- Qi > sii, 1=1,---,n
- il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b & convergente;
- se \j, -+, A, indicano gli autovalori di A, risulta

n n
[[% < ]Jaw
i=1 i=1

3) Data la funzione

f(z) = max{z — 22, —2 — 2%}

i) disegnare il grafico di f;
ii) analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimazione della radice positiva di f determinandone
eventualmente anche 1’ordine;
iii) analizzare il comportamento delle succesioni generate dal metodo di Newton per zg € (0, 2);
iv) analizzare il comportamento delle succesioni generate dal metodo di Newton per zq € [2, %),
v) analizzare la convergenza del metodo di Newton per l’approssimazione della radice di modulo minimo di f
determinandone eventualmente anche 1’ordine.

wlw O

jamn

4) Sia f la funzione dell’esercizio precedente. Si considerino i punti
(xg, f(xg)), ovexp=k—N, k=0,---,2N

i) nel caso N =1,
- disegnare i punti assegnati;
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati;
- determinare il polinomio, di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
ii) nel caso N > 1 generico,
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a N che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i punti (zg, f(zg)), k=0,---,N;

iii) determinare, se possibile, s € S3[—~1 — 1 1 1] tale che
S(-1) = (1), s(-5) = F(=3). s(3) = F(3).5(1) = (1)
$(5) = F=3) (3) = F'(5).



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
21 Febbraio, 2012: A

1) Si considerino le due espressioni analiticamente equivalenti

1—a8

, 1—|—J:—|—a:2;

1—=x
i) analizzare, al variare di x, il condizionamento delle due espressioni
ii) nel caso in cui  sia un numero di macchina reale positivo, si dica, motivando la risposta, quale delle due
espressioni risulta preferibile dal punto di vista della propagazione dell’errore;
iii) dato l'insieme dei numeri di macchina F(2, 3, —5,5) in cui si operi con troncamento ed z = ﬁ :
- determinare la rappresentazione Z di z in F(2,3,—5,5);
- calcolare il valore della seconda delle espressioni proposte per lo specificato valore di x eseguento tutte le
operazioni nella corrispondente aritmetica di macchina.

2) Sia assegnato il sistema lineare Ax = b ove b € R", e A & una matrice diagonali a blocchi di ordine 2n definita
come segue

1, se j =1, 1 =1,3,5,-- 2n —1,
v, sej=1+1, 1=1,3,5,--- 2n — 1,
A= (aid‘)i,j:l’,..’gn, ajj = ’}/3 se j =1, it =2,4,6,--- 2n, v > 0;
Y, sej=1—1, 1=2,4,6,--- 2n,
0, altrimenti,

i) nel cason =2
- scrivere esplicitamente la matrice A;
- determinare, se possibile, i valori di v per cui la matrice A risulta a diagonale dominante;
- analizzare al variare del parametro « la convergenza del metodo di Jacobi e di Gauss-Seidel per il sistema
Ax = b;
ii) nel caso n generico:
- scrivere esplicitamente la matrice A;
- determinare, se possibile, i valori di v per cui la matrice A risulta a diagonale dominante;
- analizzare al variare del parametro « la convergenza del metodo di Jacobi e di Gauss-Seidel per il sistema
Ax =b.

3) Dati i metodi iterativi
v =g(x:), g(z) =ale—a?), 0<a€R w1 =Glzi), Glo)=g(g(@));

i) analizzare la convergenza del metodo z;11 = g(z;), studiandone eventualmente anche l'ordine nei casi:
-a=2,
- a€(2,3);
ii) dare un’interpretazione geometrica del metodo z; 1 = G(z;);
iii) analizzare I’ eventuale convergenza del metodo x;11 = G(x;) per approssimare il punto fisso positivo di g,
determinandone anche 'ordine, nel caso a = 2;
iv) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera
Sia g € C* e G(z) = g(g9(x)). Se gla) = a, ¢'(a) = 0; allora o & punto fisso di G e il metodo iterativo
xir1 = G(x;), converge localmente ad « con ordine almeno 4.

4) Per approssimare la soluzione del problema di Cauchy

{M=ﬂ%w
y(0) = %o
si considera il metodo
{le=m+4ﬁ@%+ahm+%mﬂ%JM) ael01]
770 _ yO ) )
i) analizzare al variare di « l'ordine del metodo e stabilire se esistono valori di « per cui il metodo risulta
implicito;
ii) dato il problema del secondo ordine
2" +2=0, 2(0)=0, 2/(0) =1,

- determinarne la soluzione;
- approssimarne la soluzione in x = h utilizzando 1 passo del metodo assegnato e commentare il risultato
ottenuto.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
I Esonero: 1 Dicembre, 2014: B

1) E data la matrice P = I + B, di ordine n, ove B = uel

uT = (b7b27"'7bn)7 eT

Il
:,:
=
—
:_/

(a=)

A
>
m

Si consideri il caso n = 2
i) scrivere esplicitamente la matrice P,
ii) mostrare che p(P) si pud esprimere nelle due seguenti forme analiticamente equivalenti,

1—0b%
1-b’

1+4+b+ b2

ed analizzare il condizionamento del calcolo di p(P) rispetto alla variabile b.
iii) dato I'insieme dei numeri di macchina F(2,2,-10,10), in cui si operi con troncamento, e posto b = /8 :
- determinare la rappresentazione b di b in tale insieme, calcolare 'errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
- determinare la rappresentazione di p(P) in tale insieme utilizzando le due espressioni seguenti

1ab)e((bebd), 1ebdae((ded)
eseguendo in entrambi i casi tutte le operazioni necessarie nell’aritmetica di macchina.

2) Data la funzione:
f(x) =]z =1 - k,keR

i) nel caso k=0:

- tracciare il grafico di f, ed analizzare la convergenza, considerando anche l'ordine, del metodo di Newton
per I'approssimazione delle eventuali radici di f;

- mostrare che Vxg > 1 il metodo di Newton genera una successione {z;} tale che

1
O<z—1< 5(132'_1—1)2

- mostrare (senza esplicitamente effettuare il calcolo delle iterate) che 3 iterazioni sono sufficienti per ap-
prossimare la radice 1 di f con un errore non superiore a 1078 considerando come punto iniziale xy = %;
ii) nel caso k=1:
- tracciare il grafico di f, ed analizzare la convergenza, considerando anche l'ordine, del metodo di Newton
per 'approssimazione delle eventuali radici di f;
- mostrare che Vo # 0 |zo] < 1 il metodo di Newton genera una successione {z;} tale che

1
xTr; = ?IO
- determinare quante iterazioni sono necessarie per approssimare la radice nulla di f con un errore non
superiore a 10~® considerando come punto iniziale zq = %.
3) Si considerino le matrici B e P come nell’esercizio 1).
i) Nel caso n generico
- calcolare gli autovalori di B e quelli di P;
ii) nel cason =3
- calcolare gli autovalori dei minori principali di testa di B e di P;
- stabilire, motivando la risposta, se la matrice P ammette la fattorizzazione di Choleskys;
iii) nel caso n generico:
- calcolare gli autovalori dei minori principali di testa di B e di P;
- stabilire, motivando la risposta, se il metodo di eliminazione di Gauss applicato alla matrice P necessita di
scambi di righe;
- stabilire, motivando la risposta, se la matrice P ammette la fattorizzazione di Cholesky;
- determinare, se esistono, i valori di b per cui ||B||2 = ||B||r = n.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
II Esonero: 12 Gennaio, 2015: A

1) Dato sistema lineare Ax = b, b € R" si consideri la decomposizione di A nella forma A = D — B — C ove
D, —B, —C indicano rispettivamente la parte diagonale, sottodiagonale e sopradiagonale della matrice. Posto

H,=(D—-wB)'[(1-w)D+wC], q,=w(D —-wB) 'bwecR

si consideri il metodo iterativo
1
xF = wak + qu-

i) Stabilire se il metodo iterativo proposto si riduce ad un metodo noto per particolari valori di w
ii) Nel caso n = 2 si ponga
2 -1
=5

- calcolare il raggio spettrale della matrice di iterazione di Jacobi;

- calcolare il raggio spettrale della matrice di iterazione di Gauss-Seidel;

- scrivere esplicitamente la matrice H,, e mostrare che se il metodo iterativo proposto risulta convergente
allora jw—1| < 1.

iii) Nel caso n ed A generici:

- stabilire se il metodo iterativo proposto puo essere utilizzato per approssimare la soluzione del sistema
lineare Ax = b;

- calcolare il determinate di H,;

- mostrare che se il metodo iterativo proposto risulta convergente allora |w — 1| < 1.

2) Dati i punti (z;, g(z;)) ove
g(x) = max(0,z), z;=-1+

i) nel caso N = 1, determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei
minimi quadrati i dati assegnati;
ii) nel caso N > 1 generico, determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel
senso dei minimi quadrati i dati assegnati;
iii) determinare, se possibile, s € SY[—1,—1/2,0,1/2,1] che interpola g sui nodi assegnati;
iv) determinare, se possibile, ¢g,¢; € R in modo che risulti minima la quantita

/ ' (9(2) — o — c12)%da

-1
e confrontare il risultato ottenuto con quello del punto ii) al crescere di N.

3) Si considera la formula di quadratura interpolatoria

1 2N-1
/ f(z)dz ~ Z fz))w;
-1 i=0
ove
—l=zy<x1<--<zny_1<0<zy<--<xany_1=1, @ =—zany_1-4, 1=0,---,2N -1
i) Nel caso N =1 generico scrivere esplicitamente Lo an_1,- -+, Lan—1,2nv-1 € calcolare wo, -, wan—_1

ii) nel caso N generico mostrare che
Lion-1(x) = Lon—1—ion-1(—2), i=0,---,2N — 1;

W; = Wa2N—-1—1, i=0,~~~,2N—1.



Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
20 Gennaio, 2015: A

1) Data la funzione:
f(z) = 3ze” + 1,

i) tracciare il grafico di f, e analizzare la convergenza, considerando anche 1’ordine, del metodo di Newton
per I'approssimazione delle eventuali radici di f;
ii) analizzare il comportamento delle successioni generate dal metodo di Newton a partire da zg € (—oo, —4];
iii) analizzare la convergenza, considerando anche l'ordine, del metodo iterativo z;+1 = g(x;) ove

_ 14z
g(ﬂ?)— f/(l')’

iv) stabilire se il metodo iterativo ;11 = g(z;) puo essere utilizzato per approssimare le eventuali radici di f.

2) Dato il sistema lineare Ax = b, ove b € R", e la matrice A ¢ definita come segue:

1 sei=7y,

-1 seit—1=3,

a seit=2ej=n,
0  altrimenti,

a € R;

i) nel cason =3,
- stabilire per quali valori di « la matrice A & a diagonale dominante ed irriducibile;
- nel caso n = 3, determinare tutti i valori del parametro « per cui il metodo iterativo di Jacobi applicato al
sistema dato converge;
- nel caso n = 3, determinare tutti i valori del parametro « per cui il metodo iterativo Gauss-Seidel applicato
al sistema dato converge.
ii) nel caso n generico, stabilire per quali valori del parametro « la matrice ammette la fattorizzazione LU e
calcolare, quando possibile, la fattorizzazione stessa;
iii) tenendo presenti i risultati del punto precedente, nel caso n generico determinare per quali valori del
parametro « la matrice risulta singolare.
iv) nel caso n generico, analizzare la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel per @ = 0 e per i
valori del parametro « per cui la matrice A risulta singolare.

3) Dati i punti
km k
(k,yr), ovexp=cos|— |, yp=(-1)%+1, k=0,---,n
n

i) nel cason =2,
- disegnare i punti assegnati;
- determinare la retta che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati i dati assegnati;
- determinare il polinomio, ps di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
- determinare maxge[—1,17 [p2(2)l;
ii) nel caso n generico,
- determinare il polinomio p,, di grado minore o uguale a n che interpola i dati assegnati e darne un’espressione
analitica per z € [—1, 1];
- determinare max,e[—1,1] |Pn(2)l;
iii) nel caso n generico numero pari, determinare la retta che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
I Esonero: 25 Novembre, 2015: A

1) Data la funzione:
flx)=2® 22"+ 2 +k

i) nel caso k=0
- tracciare il grafico di f, ed analizzare la convergenza, considerando anche 'ordine, del metodo di Newton
per I'approssimazione delle eventuali radici di f;
- tracciare il grafico di |f| ed analizzare la convergenza, considerando anche 1’ordine, del metodo di Newton
per I'approssimazione delle eventuali radici di | f];
ii) determinare se possibile il valore del parametro k in modo che il metodo di Newton risulti del terzo ordine
per I'approssimazione di almeno una radice di f.

2) Si consideri la matrice 4,, = I,, + aH,, di ordine n, ove I,, indica la matrice identita di ordine n, « € R e

1, seli—j|=1,
Hn = (hi,j)zj‘:l ove hi,j =
0, altrimenti.

i) nel cason =3
- scrivere esplicitamente la matrice A3z e calcolarne, quando possibile, la fattorizzazione LU
- analizzare il condizionamento degli elementi di L al variare di «;
- stabilire per quali valori di « la matrice Az ammette la fattorizzazione di Cholesky;
ii) dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,2,—5,5), in cui si operi con arrotondamento, e posto o = ﬁ :
- determinare la rappresentazione di & di « in tale insieme, calcolare ’errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
- determinare la rappresentazione di L calcolata al punto i) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni
necessarie nell’aritmetica di macchina;
iii) nel caso n generico mostrare che A, ammette la fattorizzazione di Cholesky per |a| < %
3) Si considerino le matrici A,, e H, come nell’esercizio precedente e sia
pn(N\) = det(H,, — \I,)

i) calcolare p1(A), p2(A), p3(A)
ii) nel caso n = 3 ed a > 0 calcolare se possibile p(A3), pa(Asz), tr(Az')
iii) nel caso n generico e 0 < o <
- mostrare che p2(4,) < 2;
- determinare se possibile min, ps(A,);
iv) nel caso n generico
- mostrare per induzione che p,(A) = —Apn—1(A) — Pr—_2(N);
- dedurre dal punto precedente che po,11(\) contiene solo potenze dispari di A mentre ps,(A) contiene solo
potenze pari di A;
- calcolare se possibile pioo(Ha2n11);

- mostrare che per |a| < 3 risulta tr(A4;,,,) <1+ 22

1—4a? "



Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
I Esonero: 25 Novembre, 2015: B

1) Si consideri la matrice B,, = I,, + 8H,, di ordine n, ove I,, indica la matrice identita di ordine n, 8 € R e

1, seli—j|=1,
Hy, = (hij)ij=1 ove hi;=
0, altrimenti.

i) nel cason =3
- scrivere esplicitamente la matrice B3 e calcolarne, quando possibile, la fattorizzazione LU
- analizzare il condizionamento degli elementi di L al variare di §;
- stabilire per quali valori di  la matrice B3 ammette la fattorizzazione di Cholesky;
ii) dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,2,—5,5), in cui si operi con arrotondamento, e posto 8 = ﬁ :

- determinare la rappresentazione di B di 8 in tale insieme, calcolare ’errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
- determinare la rappresentazione di L calcolata al punto i) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni
necessarie nell’aritmetica di macchina;
iii) nel caso n generico mostrare che B, ammette la fattorizzazione di Cholesky per || < %
2) Si considerino le matrici B,, e H, come nell’esercizio precedente e sia
pn(N\) = det(H,, — \I,,)

i) calcolare p1(A), p2(A), ps(A);
ii) nel caso n =3 e B> 0 calcolare se possibile p(B3), pa(Bs), tr(Bs');
iii) nel caso n generico e 0 < 8 < %

- mostrare che p2(By) < 2;

- determinare se possibile ming pa(By,);
iv) nel caso n generico

- mostrare per induzione che p,(A) = —Apn—1(A) — Pp_a(N);

- dedurre dal punto precedente che po,y1(\) contiene solo potenze dispari di A mentre po,(A) contiene solo

potenze pari di A;
- calcolare se possibile pioo(Ha2n41);
- mostrare che per |3 < & risulta tr(B,,) < ﬁT"BQ.

3) Data la funzione:
flx)=2® 22"+ 2 +k

i) nel caso k=0
- tracciare il grafico di f, ed analizzare la convergenza, considerando anche 'ordine, del metodo di Newton
per 'approssimazione delle eventuali radici di f;
- tracciare il grafico di |f| ed analizzare la convergenza, considerando anche l'ordine, del metodo di Newton
per l'approssimazione delle eventuali radici di | f];
ii) determinare se possibile il valore del parametro k in modo che il metodo di Newton risulti del terzo ordine
per I'approssimazione di almeno una radice di f.



Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
20 Gennaio, 2016

1) Dati i polinomi

bi n(t) := <T,L)ti(1—t)"i, 1=0,---,n (%)

i) analizzare il condizionamento del calcolo di by, € b, , rispetto alla variabile ¢
ii) mostrare che

7

n

D Fibin(t) =D (fi +6:)bin(t)
1=0

i=0

< '71101ax |0;], ¥V t €10,1]

iii) stabilire, motivando la risposta, se la limitazione precedente vale Vi € R
iv) assumendo di aver a disposizione i valori b; := b; ,(¢), ¢ = 0,---,n per un fissato ¢t € [0, 1] stabilire,
motivando la risposta, se il calcolo della quantita

n

> fibi,  fi>0,

i=0
puo comportare cancellazione numerica.
2) Data la funzione b, _1 ,,(t) definita in (*):
i) nel caso n = 3, tracciare il grafico di b,_1 ,, ed analizzare la convergenza, considerando anche lordine, del

metodo di Newton per I’approssimazione delle eventuali radici di by,—1 p;
ii) nel caso n = 3, analizzare la convergenza del metodo iterativo

f(zi)
[/ ()

Ti4+1 = T4 -2

per approssimare la radice di modulo minimo di b,,—1,n;
iii) data una funzione f € C" e sia o una radice di molteplicita r per f. Determinare, se possibile, il valore di
a in modo che il metodo iterativo
f(@i)

f'(z:)

risulti di ordine superiore al primo per ’approssimazione di .

Ti+1 = T3 —a

3) Si consideri il sistema lineare Cx = ¢, ove

1 set=1,---,n, j=14,---,n
C:(ci,j):{'y sei=mn, j=n—1 vyeR, ceR™
0 altrimenti,

i) nel caso n = 3, scrivere esplicitamente C' e calcolarne, se possibile, la fattorizzazione LU

ii) nel caso n = 3, stabilire per quali valori di 7 il metodo di Jacobi applicato al sistema dato risulta convergente;

iii) nel caso n,~ generici, scrivere esplicitamente la matrice e stabilire per quali valori di v essa ammette la
fattorizzazione LU

iv) stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & vera
sia il metodo di Jacobi che quello di Gauss-Seidel applicati ad un sistema di ordine n, la cui matrice sia
triangolare e mon singolare, risultano convergenti in un numero finito di passi

4) Per approssimare la soluzione del problema di Cauchy

{y/ = f(x,y)
y(0) = o

si considera il metodo
Nig1 = 0 + hf(x; + ah,n + ahf(x;,m))

Mo = Yo a €01

i) analizzare al variare di « l'ordine del metodo e stabilire se esistono valori di « per cui il metodo risulta
implicito;
ii) nel caso f(z,y) =2(x—1), yo =1
- determinarne la soluzione;
1

- approssimarne la soluzione in x = th,7 = 0,1, - -, utilizzando il metodo assegnato con a = 3 e confrontare
i risultati ottenuti con la soluzione esatta.



FACOLTA di SMFN
Corso di Laurea in Matematica/ Corso di Laurea in Informatica
ANALISI NUMERICA 1
Esonero: 23 Novembre, 2016: A

1) Data la funzione:
g(x) = 2* —x + k;

3

2z ©

i) analizzare la convergenza del metodo iterativo z;11 = g(x;), considerando anche l'ordine, per k =
k=1,
ii) nel caso k=0:
- stabilire se il metodo iterativo z;11 = G(x;), ove G(z) = g(g(x)), puo essere utilizzato per approssimare i
punti fissi di g;
- analizzare la convergenza del metodo iterativo z; 11 = G(x;);
- tenendo presente i risultati dei punti precedenti, analizzare la convergenza del metodo iterativo x;11 = g(z;);
iii) Sia g una funzione di classe C' tale che a = g(«) e per qualche p > 0 risulti |¢/(x)| < 1 per 0 < |z —a| < p.
Stabilire, motivando la risposta, se le seguenti affermazioni sono corrette:
a) il metodo iterativo x;11 = g(x;) & localmente convergente ad «;
b) il metodo iterativo x;41 = g(g(x;)) € localmente convergente ad «;
¢) se inoltre il metodo x;y1 = g(x;) ha ordine 1, allora x;y1 = g(g(x;)) produce una successione monotona
convergente ad o se xg € sufficientemente vicino ad a.

2) E data la matrice A = I + V, di ordine n > 2, ove V = vv7T

vl =(0,w,w, -,w), weR.

i) nel cason =3:
- scrivere esplicitamente la matrice A, e determinarne, se possibile, la fattorizzazione LU;
- calcolare, se possibile, po (L) e stabilire per quali valori di w risulta minimo;
ii) nel caso n generico:
- per k =1,...,n calcolare gli autovalori di Vj e quelli di A, ove Vi ed Ay indicano i minori principali di
testa di ordine k delle matrici V' ed A rispettivamente;
- stabilire per quali valori di w la matrice A ammette la fattorizzazione LU
- stabilire per quali valori di w la matrice A ammette la fattorizzazione di Choleskys;
- considerando se possibile la fattorizzazione LU di A, determinare, se possibile, gg]lr% Hoo(L).

3) Si considerino le matrici A e V' come nell’esercizio precedente.
i) Nel cason =3:
- stabilire per quali valori di w il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b converge;
- stabilire per quali valori di w il metodo di Jacobi applicato al sistema Ax = b converge e calcolare p(J).

ii) Nel caso n = 3, dato 'insieme dei numeri di macchina F(2,3, —10, 10), in cui si operi con troncamento, e
posto w = 1—31 :

- determinare la rappresentazione @ di w in tale insieme, calcolare I'errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;

- determinare la rappresentazione di p(J) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni necessarie nell’aritmetica
di macchina.

iii) Nel caso n = 3, dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—10,10), in cui si operi con troncamento, e
posto w = %, determinare la rappresentazione della matrice di iterazione di Gauss-Seidel in tale insieme
eseguendo tutte le operazioni necessarie nell’aritmetica di macchina.

iv) Nel caso n generico:

- stabilire per quali valori di w il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b converge;
- stabilire per quali valori di w il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema (w?I — V)x = b converge.

Gli studenti di Informatica sono tenuti a svolgere i punti indicati in grassetto
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1) Assegnati i punti z; = %, 1=0,...,n e le funzioni

be(z) = (Z)x’%l ek, k=0, im

i) nel caso n = 2, determinare, se possibile, il polinomio ps che interpola la funzione by sui nodi zg, ..., Zu;
ii) nel caso n generico determinare, se possibile, il polinomio che interpola la funzione

fla) =" bi(x)
k=0

sui nodi xg, ..., Z,. e calcolare i valori f[zg,z1,x2, -, 2], 0 < k < n.
iii) Stabilire, motivando la risposta, se la segente affermazione & corretta
Se r é un polinomio di grado minore o uguale a k con 0 < k < n, allora

T[IO; T1,T2, " 7xn] =0
2) Assegnati i punti (x;,g(z;)), i =0,---,2N ove

g(x) =1— ||, xi:a+%, 1=0,---,2N, a € R;
i) nel caso a = 0, N = 2, disegnare i punti assegnati e determinare e disegnare la retta che meglio li approssima
nel senso dei minimi quadrati;
ii) nel caso a = 0, N = 2, determinare e disegnare la parabola che meglio approssima i punti assegnati nel
senso dei minimi quadrati;
iii) nel caso a = —1, N generico, determinare se possibile il polinomio

gn(x)=as+az+...+ana”, n<N

che rende minima la seguente quantita

N
Z(g(a:i) — qn(7)?w(z;) ove w(x;) >0,i=0,...,n, wx;)=0,i=n+1,...,N
=0

3) Per approssimare 'integrale

/ab f(z)dz

si vuole utilizzare la formula gaussiana con due nodi xg, =1 sull'intervallo di interesse.
i) Determinare pesi e nodi della formula sull’intervallo [—1, 1] e determinarne il grado di precisione;
ii) determinare pesi e nodi della formula su un intervallo generico [a, b];

. . 1 1
iii) usare la formula determinata per approssimare fo 23dz, e fo zidx.

4) Si consideri il problema di Cauchy
{ y' = f(z,y)
y(0) = yo

ed il metodo .,
{m+1 =i+ 5 [f(@im) + f(@ier; miga)] . mi=ih, i=0,---
o = Yo

i) stabilire se il metodo ¢ implicito o esplicito;
ii) calcolare I'ordine del metodo
iii) posto f(x,y) =2x —1, yo =0, approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito sui
punti x; =th, i =0,---.
iv) determinare e disegnare la regione di assoluta stabilita del metodo.
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1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—5,5) in cui si operi con arrotondamento ed i numeri razionali

i) determinare le rappresentazioni a, b,edia, bin F(2,3,-5,5);
ii) calcolare gli errori relativi di rappresentazione per a, e b confrontarli con la precisione di macchina;
iii) calcolare i valori (a®b) ® (3)ea® (bea)® (1)), e determinare I'errore relativo di ciascuno di essi rispetto
al punto medio dell’intervallo [a, b].

2) Data la funzione:
g(x) = (2 — x)ka?, k>0,

i) analizzare la convergenza del metodo iterativo z;41 = g(z;), discutendone eventualmente anche l'ordine di
convergenza nei casi k = % ek=1;

ii) stabilire se esistono valori di k per cui g ammette punti fissi, «, tali che |¢’'(a)| = 1;

iii) nel caso k € (1,4/3); analizzare la convergenza del metodo iterativo x;11 = g(z;), discutendone eventual-
mente anche 'ordine di convergenza;

iv) ipotizzando che g descriva la funzione di iterazione del metodo di Newton applicato ad una opportuna
funzione f regolare, stabilire, motivando la risposta, se la seguente affermazione & corretta: la funzione f
ha una radice doppia in x = 0.

3) Data la matrice A di ordine n > 2,

[\)

(_1)i7 se i = j,
A=(a;j) =1 o se li—jl=1,, a€l0,1),
0 altrimenti;
i) nel cason =3:
- scrivere esplicitamente A e stabilire per quali valori di « e definita positiva,
- stabilire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b risulta convergente;
- calcolare, se possibile, ua(A) e stabilire per quali valori di « esso risulta minimo;
ii) nel caso n generico:
- stabilire se A ¢ definita positiva;

1
- mostrare che ps(A) < 1 T a?
—a

- analizzare, al variare di «, la convergenza dei metodi iterativi:

x*D = (1 + A)x®) +q, x*T) = (I - A)x* +q, ge R"

4) Assegnati i punti (z;, h(x;)), ¢=0,---,n, ove
x; =1—a, h(z)=max(0,2x),

i) disegnare il grafico di h;
ii) nel cason =2, a =1,
- disegnare i punti (z;, h(x;)), ¢ = 0,---,n, determinare, se possibile, il polinomio, ps(x), di grado minore o
uguale a 2 che li interpola e calcolare mai(l] |h(x) — pa(x)];
selo

- approssimare fil h(z)dx tramite la formula composita dei trapezi con nodi zq, x1,xo;
iii) nel caso a = —1, n > 2 generico, determinare la retta, r(z), che meglio approssima i dati assegnati nel
senso dei minimi quadrati;
iv) approssimare fil h(z)dxz mediante la formula gaussiana su due nodi e confrontare il risultato ottenuto con
quello del punto ii);
v) stabilire se & possibile ottenere il valore esatto di fi1 h(z)dx mediante una formula (composita) che utilizzi
solo due nodi di cui uno negativo e l'altro positivo.

Gli studenti di Informatica sono tenuti a svolgere i punti indicati in grassetto
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1) Si consideri la sequenza di polinomi:
To(z) :=1; Ty(x) :=x; Tp(x) := 22T, —1(x) — Th—2(x), n>2;

i) pern=2:
- scrivere esplicitamente Th(z);

- analizzare il condizionamento del calcolo di T5(z) rispetto a z;

ii) dato I'insieme dei numeri di macchina F(2,3, —10,10), in cui si operi con troncamento, e posto x = ?:

- determinare la rappresentazione Z di z in F(2, 3, —10, 10) e determinare I’errore relativo di rappresentazione;

- calcolare il valore T5 (?), effettuando tutte le operazioni nell’aritmetica di F(2,3,—10,10), e confrontare

il valore ottenuto con il valore esatto.

2) Si consideri la sequenza di polinomi 7, dati nell’esercizio 1):
i) scrivere esplicitamente T5;
ii) analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimare le eventuali radici di T3, considerando
anche 'ordine;
iii) determinare, se possibile, un valore xg > 0 tale che la successione costruita tramite il metodo di Newton a

partire da xq verifichi la relazione z;11 = —z;;
iv) analizzare il comportamento della successione costruita tramite il metodo di Newton a partire da xg €
1 _57.
(=3 =135

v) mostrare che, per ogni n > 1

Tn(l) =1, TQTL(O) = (_l)n’ T27L+1(O) =

3) Si consideri la matrice A,,, di ordine n, ove

1, seli—jl=1,
@ sei=7=1
AnZ(ai,j)ijl ove a;;j = 2& sez':;' i’:2 i a€eR, a#0;
) ) ) )
0, altrimenti,

i) nel cason =3:

- scrivere esplicitamente la matrice Az e calcolarne, quando possibile, la fattorizzazione LU;

- stabilire per quali valori di « la matrice ¢ definita positiva;

- stabilire per quali valori di o la matrice ammette la fattorizzazione di Cholesky;

- stabilire per quali valori di o > 0 il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Asx = b converge;

- stabilire per quali valori di « il metodo di Jacobi applicato al sistema Asx = b converge;

- stabilire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema A3x = b converge;
ii) nel caso n generico mostare che la matrice la matrice A,, ammette la fattorizzazione di Cholesky se o > 1;
iii) nel caso n generico, sapendo che

det(A,) = Tn(a), ¥n > 1, (©)

ove T, ¢ dato nell’esercizio 1):
- mostrare che per o = 1 risulta det(A,) =1 per ognin > 1 ;
- mostrare che per ogni n > 1 esiste €, > 0 tale che la matrice A,, ammette la fattorizzazione di Cholesky
per a > 1 —e,.
iv) dimostrare l'uguaglianza in ().

Gli studenti di Informatica sono tenuti a svolgere i punti indicati in grassetto
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1) Assegnati i punti

ed i polinomi
Hoo(z)=(1- z)%(1 + 2x), Hio(z) = (3 — 2x), Hoq1(z) =2z(1 - r)?, Hi1(z) = xz(az —-1)

i) nel caso n generico determinare, se possibile, il polinomio di grado minore o uguale ad n che interpola la
funzione
g(z) = Ho,o(x) + Hio(x)
sui nodi xg, ..., x, e calcolare i valori g[zg, 1, x2, -, k], 0 < k < mn;
ii) calcolare H; j(zo), H] ;(z0), H;j(wn) e H] ;(zn) per i,5 = 0,1 (si consiglia di redigere una tabella);
iii) nel caso n = 1, sia f € C'*[0, 1], tenendo presente i risultati del punto precedente, senza effettuare ulteriori
calcoli determinare il polinomio p3 di grado minore o uguale a 3 tale che

p3(x0) = f(x0), ps(x1) = f(x1), p3(z0) = f'(w0), p3(x1) = f'(21);

iv) sia ps ¢ il polinomio al punto precedente, mostrare che per f € C*[0,1] e x € (zg, z1) risulta

4)
£@) ~pale) = T @ 2@ - 22 £ (o)

(si usi la stessa linea dimostrativa dell’errore del polinomio interpolante );
v) nel caso n > 1 generico si consideri la funzione s definita a tratti come segue: per x € [z;, ;1)

1 1 T — x;
5(0) =10 Hoo(0) + F(ai) Hr o) + @) Hoa )+ - (ai) Hua 1), ove ¢ = 20
determinare, se esitono, i valori s'(x;) i = 1,...,n—1, e stabilire, motivando la risposta, se s € Si[zo, 21, ..., Tp].

2) Sia f € Cla,b]. Si consideri la formula di quadratura interpolatoria ., w; f(x;) per approssimare ff f(z)dx

ove
b—a

Ti=a+1 ,1=0,...,n,

n
i) calcolare i pesi della formula nei casi n = 1,2, stabilire se le formule ottenute sono formule di quadratura
note e determinarne il grado di precisione;
ii) approssimare f_ll |z|dz mediante le due formule ottenute al punto precedente;
iii) nel caso n generico mostrare che

, n
Wi =W, 1=0,...,15|;
2
iii) nel caso [a,b] = [-1, 1], n generico, assumendo che f sia una funzione dispari, calcolare

b n
/ @)z =S wif ().
a 1=0

3) Si consideri il problema di Cauchy
{ y' = f(z,y)
y(0) = yo

ed il metodo

770 :yo b b b
ove h h
K1 = f(xi,m:), Ko = f(xi + 5t §f(l’z',m))7 K3 = f(xi 4+ h,ni + hf(xi,m5)) :

) stabilire se il metodo & implicito o esplicito;
) mostrare che il metodo ha almeno ordine 2;
iii) stabilire se la regione di assoluta stabilita del metodo ¢ illimitata.
) posto f(x,y) = 42®, yo = 0, approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito sui
punti z; = ih, 1 =0,---.
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Si considerino i polinomi

Hoo(z) := (1 —2)*(1+2z), Hyo(z):=2%(3 —22), Ho1(z) :=z(1 —2)* Hyi(z):=2%(x—1).

1) Dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,2, —10, 10), in cui si operi con arrotondamento, e posto x = %:
i) analizzare il condizionamento del calcolo di Hy g rispetto a x;
ii) determinare la rappresentazione & di x in (2,2, —10, 10) e determinare ’errore relativo di rappresentazione;
iii) calcolare il valore Hy (%), effettuando tutte le operazioni nell’aritmetica di F(2,2, —10, 10).

2) Assegnati i punti

z,=—,1=0,...,n, 0<n,

e la funzione

h(z) := Ho1(z) + Hy1(2);

i) nei casi n = 2,3, determinare, se possibile, il polinomio di grado minore o uguale ad n che interpola la
funzione h(x) sui nodi xg, ..., Tn;
ii) nel caso n > 3 generico, determinare, se possibile, il polinomio di grado minore o uguale ad n che interpola
la funzione h(zx) sui nodi zy, ..., z, e calcolare i valori h[xg, x1,zo, -, x,], 3 <7 < mn;
iii) nel caso n generico, determinare, se possibile, la costante che meglio approssima nel senso dei minimi
quadrati la funzione h(z) sui nodi zg, ..., z,.

3) Si consideri il metodo iterativo
Tiy1 = g(x;), g(x) :=kHia(z), keR

i) nel caso k = 1 analizzare la convergenza del medoto per l'approssimazione degli eventuali punti fissi di ¢
determinandone anche ’ordine;
ii) determinare, se esistono, valori di k per cui il metodo risulta del secondo ordine per qualche punto fisso
non nullo di g;
iii) nel caso k € (—16/3,—9/2) analizzare la convergenza del medoto per I’approssimazione degli eventuali
punti fissi di g determinandone anche 1’ordine.

4) Si consideri la matrice C,, di ordine n, ove

]‘]]_70(1)7 se ‘Z —jl = 1,
Cn = (Civj);tj:l ove ¢; 5 = ’yH070(0), se 1= j, 0< S ]R,
0, altrimenti,

i) nel cason =3:
- scrivere esplicitamente la matrice Cs e calcolarne, quando possibile, la fattorizzazione LU,
- stabilire per quali valori di v il metodo di Jacobi applicato al sistema C'sx = b converge;
- stabilire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema C3x = b converge;
ii) nel caso n generico ed v > 2 stabilire se il metodo di eliminazione di Gauss applicato alla matrice C,,
richiede scambi di righe.

5) Sia f € C'[0,1]. Per approssimare fol f(x)dz, si consideri la formula di quadratura
wo f(0) + w1 f(1) + o f'(0) + w1 f'(1)
ove

1 1 1 1
wo = / H()’o(x)dir, w1 Z:/ Hl’o(if)dl', UA}() Z:/ H()’l(l')dl', ’Lf)l Z:/ Hl’l(x)dx;
0 0 0 0

i) calcolare wyg, wy, Wo, W1;
ii) determinare il grado di precisione della formula di quadratura;
iii) sia f € C'[0,1] una funzione con una radice doppia in 0 ed una radice doppia in 1, approssimare fol f(z)dz
mediante la formula di quadratura assegnata,;
iv) dare un’interpretazione geometrica della formula di quadratura assegnata.

Gli studenti di Informatica sono tenuti a svolgere i punti indicati in grassetto

==
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1) Si consideri la funzione
fl@)=a"—22"+2°+k keR

i) nel caso k = 0 analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimare le eventuali radici di f,
considerando anche 'ordine;
ii) determinare, se possibile, i valori di k per cui il metodo di Newton risulta di ordine superiore al terzo per
qualche radice di f;
iii) nel caso k = 0 stabilire se il metodo iterativo x;11 = g(z;), ove

f(z)

fr(@)’

puo essere utilizzato per approssimare le radici di f e, in caso affermativo, analizzarne la convergenza
considerando anche ’ordine.

glx) =z —2

2) Si consideri la matrice A, di ordine n, ove

1, seli—j]=1,
An:(ai,j)ﬁjzl ove a;; =< 2a, sei=j, i=1---,n «a€R, a>0;
0, altrimenti,

i) nel cason =3:
- scrivere esplicitamente la matrice Az e calcolarne, quando possibile, la fattorizzazione LU
- stabilire per quali valori di « il metodo di Jacobi applicato al sistema Asx = b converge;
- stabilire per quali valori di « il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema A3x = b converge;
ii) nel caso n generico ed a > 1
- stabilire se il metodo di eliminazione di Gauss applicato alla matrice A,, richiede scambi di righe;
- mostrare che il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema A,x = b converge.

3) Sia A, la matrice di ordine n definita nell’esercizio 2).
i) si consideri il caso n = 3 ed i valori di « per cui la matrice ¢ definita positiva:
- calcolare, quando possibile, ug(A3);
- analizzare il condizionamento del calcolo di ps(As) rispetto a «;
ii) dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,2,—10,10), in cui si operi con arrotondamento, e posto a = 2,
calcolare il valore ps(As), effettuando tutte le operazioni nell’aritmetica di F(2,2,—10, 10);
iii) nel caso n generico
- mostrare che per ogni « > 1 la matrice A,, & invertibile;
- mostrare che per ogni o > 1 risulta
a+1
a—1’

pa(An) > (”“)2;

™

K2 (An) <

- mostrare che per a = 1 risulta

(Suggerimento si ricordi ’espressione nota degli autovalori della matrice A,, per a = 0)
- stabilire, motivando la risposta, se esistono valori di « € (0, 1) tali che il metodo di Gauss-Seidel applicato
al sistema A,,x = b converge per ogni valore di n.

Gli studenti di Informatica sono tenuti a svolgere i punti indicati in grassetto
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1) Assegnati i punti

km
= -D)*) k=0,... 1
(wlmyk) (COSTL+17( ) ) ) ,TL+ 9

i) si considerino i casi n =0, 1,2
- si determinino, se possibile, il polinomi p;, p2, p3 di grado minore o uguale ad n + 1 che interpolano,
rispettivamente, i dati assegnati
- mostrare che ps(z) = 2xpa(z) — p1(x)
ii) nel caso m generico determinare, se possibile il poinomio p,4+1 di grado minore o uguale ad n + 1 che
interpola rispettivamente i dati assegnati
iii) nel caso n = 1, determinare, se possibile, la retta che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati i
dati assegnati
iv) nel caso n generico dispari, determinare, se possibile, la retta che miglio approssima nel senso dei minimi
quadrati i dati assegnati

2) Siano z;, i =0,...,n, punti distinti in [a, b]. Si consideri la formula di quadratura
Z w; f (i) (%)

per approssimare f: f(x)dz. Siano inoltre date le funzioni

fole) =1, filz) =z, folz) =€, ()

i) nel caso [a,b] =[-1,1] n =2, 20 = —1,21 = 0,22 = 1:
- determinare, se possibile, i pesi della formula (*) in modo che abbia grado di precisione almeno 2;
- determinare esattamente il grado di precisione della formula costruita al punto precedente;
ii) nel caso [a,b] =[-1,1] n=2, 29 = —1,21 = 0,29 = 1:
- determinare, se possibile, i pesi della formula (*) in modo che risulti esatta su tutti gli elementi dello spazio
vettoriale generato dalle funzioni fy, f1, fo in (**);
- approssimare f_ll e~ *dx, tramite la formula costruita e confrontare il valore ottenuto con quello esatto;
iii) nel caso [a,b] genericon =1, zg = a,x1 =a+ 3(b—a)
- determinare, se possibile, i pesi della formula (*) in modo che la formula stessa abbia grado di precisione
almeno 2;
iv) mel caso [a,b) = [-1,1] n=1, zg = —h,z1 = h, h e (0,1]:
- determinare, se possibile, il valore h ed i pesi della formula (*) in modo che la formula stessa abbia grado
di precisione massimo;
v) nel caso [a, b] generico n =1,
- determinare, se possibile, g,z ed i pesi della formula (*) in modo che la formula stessa abbia grado di
precisione massimo.

3) Si consideri il problema di Cauchy
{ y' = fz,y)
y(0) = o

ed il metodo

{771‘+1=?7i+Z[K1+3K2], x; =1h, 1=0,---
Mo = Yo
ove

2 2
Ky = f(zi,mi), Ko = f(x; + gh,m + ghf(xi,m)) :

i) stabilire se il metodo ¢ implicito o esplicito;
ii) mostrare che il metodo ha almeno ordine 2;
iii) posto f(x,y) = 3z2+2x+1, yo = 0, approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito
sui punti x; =ih, i =0,---.
Suggerimento: si tenga presente il risultato del punto i) dell’esercizio 2
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1) Data la funzione:
g(w) =32 —22° + k(z — 1), k € R,

i) nel caso k=0:
- tracciare il grafico di g,

- analizzare la convergenza, considerando anche l'ordine, del metodo iterativo ;11 = g(x;) per approssimazione

dei punti fissi di g;
- stabilire se esistono valori ¢ < 0 per cui, posto z;11 = g(x;), risulta x; 11 = % per qualche ¢ > 0;
ii) determinare, se possibile, un valore di k tale che il metodo iterativo ;11 = g(z;) risulta avere ordine di
convergenza maggiore di 2 per qualche punto fisso di g positivo.

2) E data la matrice A = I + W, di ordine n > 2, ove W = ww’l

wl = (0,w,w, -, w), weR.

i) Nel cason =3:

- stabilire per quali valori di w il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b converge;

- stabilire per quali valori di w il metodo di Jacobi applicato al sistema Ax = b converge e calcolare p(J).

- calcolare, se possibile, pioo(J).

ii) Nel caso n = 3, dato l'insieme dei numeri di macchina F(2,3,—10,10), in cui si operi con troncamento, e
posto w = 4L :

- determinare la rappresentazione @ di w in tale insieme, calcolare ’errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;

- determinare la rappresentazione di p(J) in tale insieme, per tale valore di w, eseguendo tutte le operazioni
necessarie nell’aritmetica di macchina, e stabilire se in base a tale risultato il metodo di Jacobi risulta
convergente.

iii) Nel caso n generico:
- stabilire per quali valori di w il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Ax = b converge;
- stabilire per quali valori di w il metodo di Jacobi applicato al sistema (w?*I — W)x = b converge.

3) Assegnati i punti (x;, f(z;)), i =0,---,2N ove

f@)=2lal, @i=a+, i=0, 2N, a€R;
i) nel caso a = —1, N = 1, disegnare i punti assegnati e determinare e disegnare il polinomio di grado minore
o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
ii) nel caso a = 0, N > 1 generico, determinare il polinomio di grado minore o uguale a 2N che interpola i
dati assegnati;
iii) nel caso nel caso a = —1, N > 1 generico, determinare la retta che meglio approssima i punti assegnati nel
senso dei minimi quadrati.

4) Si consideri il problema di Cauchy
{ v = fz.y)
y(o0) = yo
ed il metodo

y $1:$0+Zh,210,

{7)i+1 =n; + 2 [3K1 + K]
Mo = Yo

ove
Ky = f(xi +ah,m + ahf(zim)), Ko = f(z;+hm +hf(@ip1,mi41)), o € R;
i) stabilire se il metodo ¢ implicito o esplicito;

ii) determinare, se possibile, il valore del parametro « in modo che il metodo abbia ordine almeno 2.

Gli studenti di Informatica sono tenuti a svolgere i punti indicati in grassetto
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)= {

nel caso k = % analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimare le eventuali radici di f,
considerando anche 'ordine;

nel caso k = 0 analizzare la convergenza del metodo di Newton per approssimare la radice di modulo
minimo di f, discutendo in particolare il concetto di ordine di convergenza.

1) Si consideri la funzione
xln|z| + &,
k,

se x # 0,

se x =0, keR;

ii)

2) Si consideri la matrice A4, di ordine n, ove

1, sei=7,
Ap = (aij)ij—1 con a;j= @ sej=1i=2--n, a€eR, a>0;
n 0.3 )1,j=1 0 a, sej=mni=1--,n—1, 7 7
0, altrimenti,

i) nel cason =3:
- scrivere esplicitamente la matrice As, calcolarne, quando possibile, la fattorizzazione LU e calcolare det(As3);
- dato I'insieme dei numeri di macchina F(2,3,-10,10), in cui si operi con troncamento, e posto a = %,
calcolare il valore det(As), effettuando tutte le operazioni nell’aritmetica di F(2, 3, —10,10);
ii) nel caso n generico
- calcolare, quando possibile, la fattorizzazione LU di A,, e calcolare det(A,,);
- stabilire se il metodo di eliminazione di Gauss richiede scambi di righe;
- per i valori di a per cui det(A4,,) # 0 determinare quante moltiplicazioni e divisioni sono necessarie per
calcolare, se possibile, la soluzione del sistema A,x = b, b € R", mediante il metodo di eliminazione di
Gauss senza pivoting.

3) Si consideri la matrice B, di ordine n, ove

B, sej=i+1,i=1---,n—1
2 seit =4, 1=1,---,mn
— .\ R ’ 9 9 9 .
B_(bld)zg:l ove b%J 1—,@, sejzi—l,i:2,---,n 66[071}’
0, altrimenti,

stabilire per quali valori di 8 la matrice ¢ invertibile;

stabilire per quali valori di 8 il metodo di Jacobi applicato al sistema Bx = ¢, ¢ € R"”, risulta convergente
e calcolare il raggio spettrale della matrice di iterazione di Jacobi nel caso 5 = 0;

calcolare BT B, mostrare che ||Bl|2 < 3 e che

ii)
iii)

max ||Bxlls < 3;

lIxll2=1

mostrare che per ogni x € R" risulta || Bx||oc > ||X||oc € dedurne che ||B™1||o < 1;
mostrare che po(B) < 3.

iv)
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1) Si considerino i punti (z;, f(z;)), ove z; = —1 + ﬁ', 1=0,---,2N, e
f(@) =klz]* =32 +m, kmeR;

i) nelcaso N=1, k=2 m=1,
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 2 che interpola i dati assegnati;
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati;
ii) nel caso N > 1 generico k =0, m = 1,
- determinare il polinomio pony di grado minore o uguale a 2N che interpola i dati assegnati
- determinare il polinomio di grado minore o uguale a 1 che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati
i dati assegnati; Si ricorda che Zf=1j2:(2k+1)k(k+1)/ﬁ

- determinare, se possibile, la costante ¢ in modo che risulti minima la quantita f_ll(f(x) — q)%dz;
iii) nel caso N generico,
- stabilire per quali valori di k,m € R la funzione f & una spline cubica C? con nodi zg, - - -, 2aN;
- stabilire per quali valori di k,m € IR la funzione f & una spline cubica C? naturale con nodi zg, - -, zan-.

2) Siano xg, x; punti distinti in [a, b]. Per approssimare f; f(z)dz si consideri la formula di quadratura

wof(wo) + w1 f(z1) (%)
i) nel caso [a,b] = [—1, 1] determinare il grado di precisione della formula di quadratura (*) ottenuta ponendo
1 1
To=—5, T1= wo =wy =1

2’ 2’

ii) nel caso [a, b] generico:
- tenendo presente il risultato del punto precedente, determinare il grado di precisione della formula di
quadratura (*) ottenuta ponendo

1 3 1
:coza—kz(b—a),zl:a—i-z(b—a), wozwlzi(b—a);

- detti L; 1, ¢ = 0,1, i polinomi fondamentali di Lagrage sui nodi zo, z; suddetti, si calcolino i valori

b
/ L;i(z)dz, i=0,1;

iii) nel caso [a,b] = [-1,1], 2o = —,x1 = 5=, « € [5,1]:
- determinare, se possibile, i pesi della formula (*) in modo che la formula stessa abbia grado di precisione
almeno 2;

- determinare esattamente il grado di precisione della formula costruita al variare di «;
- stabilire se esistono valori di « tali che la formula costruita sia una formula di quadratura gaussiana;
iv) calcolare il valore approssimato mediante la formula gaussiana con 2 nodi su [—1,0] di f_ol f(z)dz ove f &
la funzione dell’esercizio 1).

3) Si consideri il problema di Cauchy

{y/ = f(xvy)
y(0) = o

ed il metodo h
o = Yo
ove

1 1 3 3
Ky = f(x;i + gt th(ﬂci,m)), Ky = f(x; + Jhemit th(:vum)) :

i) stabilire se il metodo ¢ implicito o esplicito;
ii) mostrare che il metodo ha ordine almeno 2;
iii) posto f(z,y) =y, yo = 1, approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito nel punto
x1 = h e confrontare il risulato con il valore esatto della soluzione nello stesso punto;
iv) posto f(z,y) =7 — 2z, yo = 0, approssimare la soluzione del problema dato tramite il metodo fornito sui
punti z; = ih, 1 =0,---.

Suggerimento: si tenga presente il risultato del punto ii) dell’ esercizio 2)



Corso di Laurea in Matematica
ANALISI NUMERICA 1
20 Gennaio, 2020

1) Assegnati gli n + 2 punti

2k —1
2n

(anom) = (11, (o) = (cos (Z5a) 0) = Lo, (@nsrogas) = (-1, (1))

i) nei casin =1,2
- determinare, se possibile, i polinomi p,,, di grado minore o uguale ad n che interpolano i dati (zg, yx), k =
0,---,n
- determinare, se possibile, i polinomi ¢,+; di grado minore o uguale ad n + 1 che interpolano i dati
(Tk,yk), k=0, n+1
- confrontare i polinomi p, e g,+1 sopra determinati;
ii) nel caso n = 2, determinare, se possibile, la retta che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati i
dati (zg,yx), k=0,---,n+1;
iii) nel caso n > 2 generico pari, determinare, se possibile, la retta che meglio approssima nel senso dei minimi
quadrati i dati (xg,yx), k=0,---,n+1;
iv) nel caso n generico
- determinare, se possibile, il polinomio r, 1 di grado minore o uguale ad n — 1 che interpola i dati
(xkvyk)7 k=1 n
- determinare, se possibile, il polinomio p,, di grado minore o uguale ad n che interpola i dati (x,yx), k =
0,---,n,
- determinare, se possibile, il polinomio ¢,+1 di grado minore o uguale ad n + 1 che interpola i dati
(xk,yk)a k= 0,---,n+1

2) Si consideri il metodo iterativo
zip1 = g(z:), g(x):=ka*(z—1), keR

i) nel caso k = —4 analizzare la convergenza del medoto per I’approssimazione degli eventuali punti fissi di g
determinandone anche ’ordine;
ii) determinare, se esistono, valori di k£ per cui il metodo risulta del secondo ordine per qualche punto fisso
non nullo di g;
iii) determinare, se esistono, valori di k per cui risulta ¢’(a) = —1 per qualche punto fisso « di g;
iv) tenedo presente i risultati dei punti precedenti, analizzare la convergenza del medoto per ’approssimazione
degli eventuali punti fissi di g nel caso k € (—16/3,—9/2), determinandone anche 'ordine.

3) E data la matrice B = I + Q, di ordine n > 2, ove Q = qq”

qT: (Oaﬂaﬁa"'aﬂ)a ﬂEIR

i) Nel cason =3
- stabilire per quali valori di S il metodo di Jacobi applicato al sistema Bx = b converge e calcolare p(.J).
ii) Nel caso n = 3, dato 'insieme dei numeri di macchina F (2,3, —10, 10), in cui si operi con troncamento, e
posto 8 = % :
- determinare la rappresentazione B di 8 in tale insieme, calcolare ’errore relativo di rappresentazione e
confrontarlo con la precisione di macchina;
- determinare la rappresentazione di p(J) in tale insieme eseguendo tutte le operazioni necessarie nell’aritmetica
di macchina.
iii) Nel caso n generico:
- calcolare gli autovalori di @ e quelli di B
- stabilire per quali valori di S la matrice B ammette la fattorizzazione di Cholesky;
- stabilire per quali valori di 5 il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema Bx = b converge;
- stabilire per quali valori di 3 il metodo di Gauss-Seidel applicato al sistema (8%I — Q)x = b converge.



