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Facolta di Scienze MM.FF.NN.
Corso di Studi in Matematica- A.A. 2010-2011
Corso di ANALISI NUMERICA 1:

Esempi di esercizi svolti

Determinare se il problema del calcolo delle radici reali dell’equazione
2> =2 +c=0
risulta malcondizionato al variare di ¢ sulla retta reale.
Le radici dell’equazione sono:
ri(c)=1—vV1—¢, x3(c)=1+V1—-¢c, c<1
Consideriamo ad esempio x1(c). Il coefliciente di amplificazione risulta
c 1 1+ V1—c
2v1—c(1—+v1-¢) 2v/1—c¢

tale espressione risulta illimitata quando ¢ — 1~ mentre risulta limitata sia per
¢ — 0 che per ¢ - —o0. Quindi il problema & malcondizionato per valori di ¢
prossimi ad 1, ¢ < 1. Analogamente si conclude per z3(c).

Dato un triangolo, siano a,b le lunghezze di due lati e sia 0 l’ampiezza (in radianti)
dell’angolo fra essi compreso. Analizzare il condizionamento del calcolo dell’area del
triangolo al variare di 6.

L’area del triangolo risulta A = 1absin(f). Quindi il coefficiente di amplificazione
(rispetto a 6 ) eé:
0

sin(0)

per cui il problema é malcondizionato per # prossimo a 7.

cos(6)

1
Determinare la rappresentazione in base 2 di —

10°
Vogliamo determinare dq,ds, -, d,, - tali che
1 di  doy d,, .
Risulta
i2—1<1 =d; =0
107 5 T
12—2<1 =dy=0
57 5 27
22—4<1 =d3 =0
57 5 3
4 8 3
555 15 4
3 6 1
555 15 °



ii)

iii)

quindi

1
(0-1)10 = 75 = (0.0001100110011....), = 2~°(0.TT00)z .

1
Ne segue che 10 ha una rappresentazione periodica (per cui non ammette una rap-

presentazione con un numero finito di cifre) in base 2.

b= L

Dato lVinsieme di numeri di macchina F(2,3,—3,3) ed i numeri reali a = 55

determinare:

i) la rappresentazione di a e b in base 2;

i1) le approssimazioni a, bdiaebin F(2,3,-3,3) operando con troncamento;
i11) 1 corrispondenti errori di rappresentazione e confrontarli con la precisione di

=

macchina.

Risulta
12 _2 <1l =di=0
777 T
22 _4 <1l =dy=0
777 2T
4 8 1
fTr =ty 3

quindi

= (0.001001....)5 = 272(0.100) .

~|

Osservando che % = 1972 gj ha inoltre

1
7
1 -2 —4/(0 70N

28 = (0.001001....)927° = 27%(0.100)5 .

a=272(0.100)2 = &, mentre b = 0 perché si ha una condizione di underflow.
La precisione di macchina risulta e;; = 272. Inoltre

a—al 1 b — b|
al =g <em, =1

Dato linsieme di numeri di macchina F(B,t,L,U) ove si operi con troncamento,
mostrare che la precisione di macchina € il pii piccolo numero positivo, x, apparte-
nente all’ insieme per cui risulta

1¢x>1.



i)

Il valore della precisione di macchina, ey, é eps = A1~%. Quindi
1@en =tr(B +67)8=6(""+87")>1
mentre per ogni z € F(5,t,L,U), 0 <z <€) si ha

0 0 dy

t .
w=5(6+~~+ﬁ+m+~~+w), per qualche intero k£ > 0
per cui
lozr=tr(l14+2z)=1.
Siano x >y > z > 0 numeri di macchina. Stabilire quale delle sequenti espressioni

e preferibile dal punto di vista della propagazione degli errori:

(z@y)d2, z@®(yd2).

Risulta, in assenza di overflow e underflow,

rOy=(r+y)(l+e) lal <eu

@@y @z = +y)1+a)+2)(1+e), lal <enr.

Quindi, tralasciando i termini di grado superiore al primo,

(z@y)®z—(r+y+2)
rT+y+=z

Tty
rT+y+=z

< (1+ e

Analogamente

r®(ydz)—(z+y+2)
r+y+=z

_ytE
rT+y+=z

<(1+ )en

Ne segue che, essendo x > y > z, la seconda espressione e preferibile.

Dato lVinsieme di numeri di macchina F(2,5,m, M) in cui si opera con troncamento
ed 1 numert realt a = 1—16, b= %, determinare:
i) la rappresentazione di a e b in base 2;
i1) le approssimazioni a, bdiaebin F(2,5,m,M);
i11) 1 corrispondenti errori di rappresentazione e confrontarli con la precisione di
macchina;

i) il valore a &b e valutare Uerrore relativo rispetto ad a — b.

Risulta

1 1 [
a=1:=2"2(0.1)2, - = (0.0000111100001111....); = 2~*(0.TTTI0000) -



ii) @ = a mentre b =27%(0.11110), = = 12.
iii) La precisione di macchina risulta ey, = 2—4 Tnoltre

la — al |B—b|

=0 < ey, 722_8<EM
|al 0]
iv) @6 b= (0.1 -0.01111)27% = 278 mentre a — b = 5 per cui 'errore relativo sulla
differenza risulta
( ! ! )272 =274
256 27277 7

assai maggiore degli errori relativi sui dati.



8) Analizzare, al variare di xo sulla retta reale, la convergenza delle successioni costruite

mediante il metodo di Newton per le sequenti funzioni

fiz) =22, fo(z) =23, fa(x) =|a]3.

Per ciascuna delle funzioni assegnate esiste una sola radice a = 0. Per la funzione

f1 risulta
1 .
f/ (SE> - m if xT > O,
17 QJi_x if z <0,

quindi la successione generata dal metodo di Newton risulta essere un ciclo, per ogni
punto iniziale xg, infatti

fi(i)
Li41 = Ly — :.CEZ—Q.CEZZ—SC'L,VZEZ#O
fi(xi)
Analogamente, per x; # 0
X :x'—f2($i>: '—§ZC':—1£C"
1+1 7 fé(x'L) 7 2 ) 9 79
Z;

Ti+1 = Tj — ;ZE.TIZ; = T; — 3.362 = —2.362'.

Per cui nel secondo caso si ha convergenza a 0 per ogni punto iniziale, mentre nel
terzo la successione ¢ divergente (|z;| — +00).

Analizzare, al variare di k sulla retta reale, la convergenza delle successioni costruite
mediante il metodo iterativo

Tiv1 = g(z;), g(x)=k—e™".

La funzione g ammette punti fissi, ossia punti tali che z = g(x), solo se k > 1.

Per k = 1 esite un solo punto fisso, « e risulta a = 0. Da un esame grafico si ha che
la successione z;41 = g(z;) converge ad a in modo monotono decrescente per ogni
xo > 0 mentre risulta divergente a —oo se xg < 0.

Per k > 1 esitono due punti fissi, @ e 5 con a > 0, § < 0 ( si veda la figura 1 per il
caso k = 2.) Da un esame grafico si ha che la successione z;; = g(x;) converge ad
« in maniera monotona per ogni zg > [ mentre risulta divergente a —oo se xg < f.
Si noti che, per ogni valore del parametro k, risulta

lg'(x)|=e" " <1, Vao>0.



10)

11)

-2 ! ! ! ! ! !
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5

Figura 1

Analizzare, la convergenza delle successioni costruite mediante il metodo di Newton
per approssimare gli zeri della funzione

flz)= —=a +2% - 1.

La funzione ha una radice doppia in @« = —+/3 ed una radice semplice § € (0,1)
(vedere figura 2).

Dal grafico risulta che il metodo di Newton origina una succesione convergente ad
« in modo monotono (al pitt dopo la prima iterazione) per ogni xo < 0. Analoga-
mente si ha una succesione monotona decrescente (al pit dopo la prima iterazione)
convergente a ( per ogni xg > 0.

L’ordine di convergenza é 1 per o in quanto si tratta di una radice doppia e 2 per 5.

Analizzare la convergenza del metodo iterativo
7
Lit1l = g<x1)7 g(SE) = CLCOS(:L‘), LS <O7 5)

nei casi a € (0,%) ed a € (3F,m).

Per ogni valore positivo del parametro a la funzione g ammette un unico punto fisso

a € (0, %) (si veda in proposito la Figura 3 a sinistra, per il caso a = 1) e risulta




12)

15 I I I I I I I
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 2

Se
9'(a)] = | — a sen(a)| = atg(a) < 1

il metodo iterativo produce successioni convergenti ad « purché il punto iniziale
xo sia sufficientemente vicino al punto fisso. Analiziamo quindi per quali valori di

a € (0, 5) risulta
1
t < —.

gla) < —

Da uno studio grafico ( si veda Figura 3 a destra), risulta che tale disuguaglianza

vale per a < % mentre non vale per a > % La funzione a(«) = ﬁ(a) é una funzione
monotona crescente per a € (0, g) e risulta

T 1 T T T 1 27

— = V2>~ mentre — = —.

4cos(f) 4 3 3 cos(3) 3

Quindi il metodo iterativo converge (con ordine di convergenza 1 in quanto ¢’(«) # 0)
per a € (0, 3), mentre non converge nell’altro caso.

Analizzare, al variare di k sulla retta reale, la convergenza delle successioni costruite
mediante il metodo iterativo

riv1 = g(z;), g(x)=2kv/x —2, >0.

La funzione g ha punti fissi positivi unicamente se k& > 0. In tale ipotesi I'unico
punto fisso positivo é o = k2. Inoltre g(z) = 0 per z = 0, 4k? e ¢'(x) = 0 per
r = a = k? (si veda la figura 4 per k = 1). La successione generata dal metodo
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Figura 4

iterativo converge in modo monotono crescente (al pit dopo la prima iterazione) ad
a per ogni 0 < zg < 4k2. L’ordine di convergenza é 2 in quanto ¢'(a) = 0, g”(a) # 0.

13) Un walore approssimato di In2 si puo ottenere approssimando gli zeri della funzione
f(x) = e =2
i) determinare per quali xg € R il metodo di Newton per ’approssimazione degli zeri

di f origina una successione convergente a In2;
i1) determinare xo ed € in modo che la successione {x;} costruita tramite il metodo di



Newton a partire da xo sia decrescente e tale che

|£E2'_|_1 — .CEZ| <€ = ‘SIZ"L — ln2| < 10_5

La funzione f e monotona crescente e convessa in IR, quindi esiste un solo zero di
f che é appunto dato da In2. Per ogni xy € R il metodo di Newton origina una
successione convergente a In 2. La convergenza é monotona decrescente al pit dopo
la prima iterazione.

Scegliendo g = 1 si ha una successione monotona decrescente convergente a In 2.
Inoltre, posto
fl) " —2

A T

risulta

2
(x; —In2), In2<§ <a; < 1.

ziy1 —x; = (¢'(&) — 1)(2; —In2) = i

Quindi
e~ e
|xi —1Il2| = ?|xi+1 — .’L’z| < §|.’L’i+1 —xi|.

Ne segue che, per aver assicurata la disuguaglianza richiesta, sara sufficiente porre

2
e < 21075,
e



14)

i)
ii)
i)

ii)

15)

i)
ii)

ii)

Data la matrice

17 2 2
1 10 3
1 2 0

stabilire se ammette autovalori complessi;
localizzarne il raggio spettrale.

Il polinomio caratteristico della matrice ¢ un polinomio di terzo grado a coefficienti
reali; quindi la matrice ha almeno un autovalore reale e gli altri due autovalori, in
caso siano complessi, devono essere complessi coniugati. I cerchi di Gershgorin per
colonne sono disgiunti ed hanno centro sull’asse reale. Ne segue che, dal secondo
teorema di Gerschgorin, in ogni cerchio si trova esattamente un autovalore. La
matrice non puo quindi avere autovalori complessi perche due autovalori complessi
coniugati, avendo la stessa parte reale, dovrebbero appartenere ad uno stesso cerchio.

Dati i cerchi di Gershgorin per colonne, risulta che la matrice ha un solo aurtovalore
di modulo massimo e che questo si trova nel cerchio di centro 17 e raggio 2. Quindi
per il raggio spettrale della matrice valgono le seguenti limitazioni

15 < p(A) < 19.

Si noti che valgono le disuguaglianze strette perché, essendo la matrice irriducibile,
dal terzo teorema di Gershgorin ’autovalore in questione non pué appartenere alla
frontiera del cerchio suddetto.

Dati 1 sistems linears

B {1 —1+107° (1
ar=noa= (] ) = ()). )

(A+5A)(z + 62) = b, (2)

(0 —107° +e (1 5
5A—(O 0 ), b—(o), ecR, 0<e< 1077

determinare fioo(A) e valutare ||b||oo, ||0A] oco-

Calcolare la soluzione x del sistema (1) e la soluzione x+dx del sistema (2). Valutare
[RED[PS

lz]loo

Risulta

e commentare il risultato.

1 (1 —14107°

quindi oo (A) = [|[(A)|lecl|A™ oo =2-2-10° = 4-10°, mentre ||blloc = 1, ||04]00 =

107° — e
105 —1

Si ha



16)

17)

quindi
16|
1] 0
Quindi l’errore relativo sulla soluzione pud essere arbitrariamente elevato quando €
si avvicina a 0.
Si noti che la matrice A é malcondizionata ma l’esplosione dell’errore relativo ot-
tenuta in (3) non puo essere completamente descritta tramite la maggiorazione

[0rloe _  peo(A)  [0A]
[elle = (1= TA " ooll64]) 4]l

=e 11077 — 1. (3)

per ogni € € (0,107°) ma solo per i valori di € per cui risulta
A7 o 19 A o < 1

ossia per
1 -5 -5
3 1077 <e< 107,

Mostrare che una matrice a diagonale dominante in senso stretto ammette la fattor-
izzazione LU.

Si ricorda che, per il primo teorema di Gerschgorin, una matrice a diagonale domi-
nante in senso stretto non pud avere autovalori nulli e quindi risulta non singolare.
Inoltre per una matrice a diagonale dominante in senso stretto si ha

n k

@i > Z |ai ;| > Z la; |, i <k<n.

J=1, j#i J=1, j#i

Ne segue che, in una matrice a diagonale dominante in senso stretto, tutti i mi-
nori principali di testa sono a diagonale dominante in senso stretto ossia sono non
singolari. Da cui si ha che la matrice ammette la fattorizzazione LU.

Calcolare la fattorizzazione QR della matrice

1 1 1
A=12 -1 -1],
2 —4 5
Risulta
1 9 4
Tr = 2 s HSE”2:3, P1:[—T—?J1’U%—’, V1 :SU—FHZC”2€1 = 2 y
2 1 2
quindi
1 16 8 8 1 -1 -2 =2
P=1- 12 8 4 4| = 3 -2 2 -1
8 4 4 -2 -1 2



18)

Ne segue che

1—1—2—2 1 1 1 -3 3 -3
A<2>:191A<1>:Pl,4:g —2 2 -1 2 -1 -1]=[0 0 -3
-2 -1 2 2 —4 5 0o -3 3
Quindi
~ 2
.CE:(_OB), HSE”QI?), pQII—vg—vQUQUg, UQZZC—FHZC”2€1:<_33)
ossia
1 0 0
- 1 _
PQ:I—§<_99 99)—((1) é)ePg— 0 0 1
01 0
Quindi
-3 3 -3 1 -1 -2 =2
R=A®=p,A® = 0 -3 3 L Q=hPP=2| -2 -1 2
0 0 -3 -2 2 -1
Data la matrice
2 1 1
A=11 2 1
1 1 2

analizzare la convergenza del metodo di Jacobi e del metodo di Gauss-Seidel per il
sistema lineare Az = b, b € R3.

Indicata con J la matrice di iterazione del metodo di Jacobi risulta

—1

2 0 0 0 1 1 1 0 1 1
J=—10 2 0 1 0 1 :—5 1 0 1
0 0 2 1 1 0 1 1 0
1 cui autovalori sono 1 ]
AM=—, dg=—, A\3g=—-1
1 27 2 27 3

quindi p(J) = 1 ed il metodo non risulta convergente.
Indicata con G'S la matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel si ha

-1

2 00 0 -1 -1 0—%—%
GS=11 2 0 00—1:0%—1
11 2 0 0 0 0o g 2

1 cui autovalori sono

1 1
AL =0, A2:1—6(5+iﬁ), A3 = —(5—iV7)



19)

20)

quindi
V2

1
p(GS) = V2B + T =" <1

ed il metodo risulta convergente. Tale risultato, riguardo alla convergenza del
metodo di Gauss-Seidel, poteva essere stabilito anche osservando che la matrice
A ha elementi diagonali positivi e risulta definita positiva in quanto i determinanti
dei suoi minori principali di testa sono positivi.

Analizzare la convergenza del metodo di Jacobi per il sistema lineare Ax = b, b € R"
con

-2 1 0 0

1 -2 1 0 0

0 1 -2 1 0

A=
0 0 1 -2 1
0 0 1 -2

La matrice A é irriducibile ed a diagonale dominante quindi il metodo di Jacobi per
il sistema assegnato converge.

Data la matrice
1 o —«
A=11 1 1 , a>0
a o 1

analizzare la convergenza del metodo di Jacobi e del metodo di Gauss-Seidel per il
sistema lineare Az = b, b € R3.

per i valori di o per cui entrambi 1 metodi convergono, si dica quale dei due, asin-
toticamente, converge piu velocemente.

Indicata con J la matrice di iterazione del metodo di Jacobi risulta

0 —-—ao «
J=1 -1 0o -1
—-a —a 0

il cui polinomio caratteristico é

—A? 4 (—a® + 2a)A
per cui il raggio spettrale risulta

p(J) = V/a? = 2al;
quindi il metodo di Jacobi é convergente quando

lo? —2a] < 1



ii)

ossia per a < 1+ /2, a # 1 ( si ricordi che a > 0).
Analogamente, indicata con G S la matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel,

si ha
-1

1 0 O 0 —a « 0 —« o
GS=11 1 0 0O 0 —-1]=10 a -—-a-1
a o 1 0 O 0 0 O o

il gui raggio spettrale risulta ( si ricordi che o > 0)
p(GS) = o

quindi il metodo di Gauss-Seidel converge per o < 1.
Poiché per 0 < o < 1 risulta

V2 —2a| >«

il metodo di Gauss-Seidel ha, asintoticamente, velocita di convergenza maggiore.



21) Dati i punti
1
zo =0, xl:i’ x9 =1

e la funzione
flz) = €%
i) determinare il polinomio, nella forma di Lagrange, che interpola la funzione data

sut puntt assegnati;

i1) determinare il polinomio, nella forma di Newton, che interpola la funzione data sui
punti assegnati;

i11) dare una maggiorazione dell’errore che si commette nel sostituire, nell’intervallo
[0,1], alla funzione data il polinomio interpolante.

i) Il polinomio interpolante nella forma di Lagrange e

pa(@) =3 f(2) Lia(2)
1=0

. T (r—ay)
L;n(x)=
j—l(}yéi (7 — )
Nel caso specifico é n = 2 e risulta
(x — %)(m -1) B 1
Loale) = = 35 T =2 e 1),
Lyio(z) = w%(:(c__%;) = —dz(z — 1),
x(x — %) B 1
Ly o(z) = (1)% = 2x(x — 5),

quindi
1 1
p2(x) =2(z — 5)(36 —1) —dx(z — 1)ve+ 2x(x — 5)6
=1+ 2(—3+4ve —e) +22*(—2ve +e+1).
ii) Il polinomio interpolante nella forma di Newton e

pn(x) = flwo] + flro, 21](z — o) + -+~ + flwo, w1, -+ wal (€ — m0) -+ (2 — n1)

ove flxg, 1, --,xk] indica la differenza divisa di ordine k di f relativa ai punti
xg, X1, -+, Tk. Nel caso specifico risulta
flzo] = f(zo) = 1,
x1) — f(x
1 — o

flay, wo] — flwo, x1] _ 2 /o— 1)2

T2 — Xo

flzo, v1, 22 =



quindi

pa(z) = 1+2(\/6—1)$+2(\/5—1)2x(x—%) = 1+2(—-3+4ye—e)+22*(—2/e+e+1).

iii) Risulta in generale, se la funzione f é di classe C"T1,

1

f@) = (@) = gy /O @ — o) (2 - )

nel caso specifico abbiamo quindi

e

| =
w
&%

1 1
Joax [o” —pa(2)| = g max efla(z - 5)@—1)| <

21) Determinare la retta, r(x), e la parabola, q(x), che meglio approssimano nel senso
der minima quadrati © punti

—_
|
]

xI; . —

N[
N

—
|
0ol
e}
0|

Yi: —

La retta in questione, r(z) = ag + a1z, si determina risolvendo il sistema
N N N
Dm0l Do @o > icoYi

N N N
Dm0 Ti Do 7 ay Y oiso Vi

nel caso specifico N = 4 ed il sistema suddetto diviene

5 0 ao 0
0 % al %
da cui ag =0, a1 = %—g, ossia
(z) = 17
r(x) = 20:6.

La parabola, ¢(x) = ag + a1z + as2?, si determina risolvendo il sistema
N N N o N
Ym0l DimoTi Do ao Y im0 Yi
N N 2 N 3 _ N
Zz’:o Ty Zz’:o L Zi:(} Ly ar | = Zi:o YiZi

N N N N
> im0 ;? im0 } > im0 i a2 im0 yit;



22)

i)
ii)

ii)

nel caso specifico N = 4 ed il sistema suddetto diviene

5 0 2 ao 0
0 5 o0 a | =%
20 Y/ \a 0
da cui ag =0, a1 = %—g, as = 0 ossia
) = r(e) = g0
come si poteva dedurre dal grafico.
Assegnata la funzione f(x) =1 — 22 ed i nodi

SIZ’OZ—h, .CElzh, 0<h§1,

determinare il polinomio, p(x), che interpola la funzione f(x) sui nodi assegnati
determinare, se possibile, il valore del parametro h per cui risulta minima la quantita

pnax |f(z) = p(z)].

da un semplice esame grafico p(z) = 1 — h?.
per quanto visto al punto precedente

max_|f(z) —p(z)| = max |h* — 2| = max{h® 1 — A’}
ze[—1,1] re[—1,1]

quindi la quantita risulta minima quando

h? =1 — h?, ossia h =

9~



