ALGORITMO DI NEWTON

CARLANGELO LIVERANI

1. IL PROBLEMA

Si consideri il problema di trovare le soluzioni dell’equazione

flz)=0
in un dato intervallo [a,b]. Si supponga che f sia derivabile due volte e che esista
M >0 tale che sup ¢, 4 [f”(2)| < M. Inoltre si assuma che f(a)f(b) <0, dunque
esiste uno zero in (a,b) per il teorema degli zeri delle funzioni continue e f'(x) >
¢ > 0 per ogni z € [a, b], dunque lo zero & unico.

2. LIDEA

L’idea di Newton e di confondere la funzione con la tangente. Piu precisamente,
scegliamo un punto iniziale (per esempio xg = ‘”b) e consideriamo la tangente

y = f'(z0)(x — x0) + f(z0)

questa intersechera 1’asse delle z nel punto

Se la tangente € veramente vicina alla funzione, allora ci dovremmo aspettare che
21 sia piu vicina allo zero di f di quanto non lo fosse x(. In particolare, se per caso
f(xo) = 0 allora si ottiene z1 = xp.

Viene dunque naturale considerare 1’algoritmo

T Plaa)
n

per ogni n > 0.
3. FUNZIONA?

Per vedere se I'idea funziona confrontiamo f (mn) con f(Zpi1).
f(@ns1) = f(@n) + /(@) (@ns1 — zn) + 5 () (@nt1 — xn)Q

)
oo ()
=370 (163)

M
|f(@ny1)] < 2_62|f($n)|2

= f(an) = f'(2n)

Dunque
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Dunque, se |f(xzo)] < J% per qualche ¢ < 1, ne seque, per induzione, che
|f (nt1)| < 0™|f(20)| e dunque lalgoritmo di Netwon produce punti in cui la fun-

zione ha valori sempre piu piccoli. Inoltre se f(z¢) < % si ha che z; € [a, b]

e cosl per i punti successivi.
D’altro canto, detto z € (a,b) il misterioso punto in cui f(z) =0 si ha

flan) = f(2) + f1(€)(@n — 2) = f(E)(@n — 2),
da cui seque
<l _ i)l
1f(&)] ¢
Dunque z,, convege a z e la convergenza, una volta che f(x,) & sufficientemente
piccolo, € estremamente rapida.
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