
Calcolo II
Esame del 21/09/2018

Cognome........................... Nome...........................
Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 5 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Si determini la soluzione generale dell’equazione

y2 ` y “ sinx.

2. Si consideri il problema di Cauchy

:x “ 3x2 ´ 6x` 2

xp0q “ 0

9x “ v.

Si dica per quali v P R esite t˚ ą 0 tale che xpt˚q ě 1010.

3. I calcoli l’area superficiale della calotta sferica Σ “ tpx, y, zq P R3 : }px, y, zq} “ 2, z ě 1u.

4. Data una superficie Σ “ tpx, y, zq P R3 : z “ gpx, yq; px, yq P U “ r0, 1s2 Ă R2u e un
campo vettoriale f : R3 Ñ R3, si mostri che

ż

Σ

xrotpfq, ny dS “

ż

Σ

dω

dove ω “ f1dx` f2dy ` f3dz e n è la normale alla superifice.

5. Si consideri la funzione f : RÑ R, periodica di periodo 2, definita da

fpxq “

#

xpx` 1q @x P r´1, 0s

xp1´ xq @x P r0, 1s.

Si trovi una funzione gpxq “
řn
k“1 ak sinπkx tale che

sup
x
|fpxq ´ gpxq| ď 10´3.

6. Dati ω R Q e f : RÑ R, periodica di periodo uno, definita, per x P r0, 1s, da

fpxq “ x` ω,

si trovino tutte le funzioni g a quadrato sommabile, di periodo uno, tali che

g ˝ f “ g.



Soluzione
1. Si verifica facilmente che yppxq “ ´

x
2 cosx è una soluzione particolare dell’equazione. Se

ne evince che la soluzione generale è

ypxq “ a cosx` b sinx´
x

2
cosx.

2. Si può verificare direttamente che l’energia E “ 1
2 9x2 ` V pxq, per il potenziale V pxq “

xpx´ 1qp2´ xq, è conservata lungo le soluzioni del moto. Il massimo locale del potenziale
si ha per x˚ “ 1` 1?

3
. Ne segue che il moto può superare il punto x˚ solo se

v2 “ 2Ep0q ě 2V px˚q “

ˆ

1`
1
?

3

˙

2
?

3

ˆ

1´
1
?

3

˙

“
4

3
?

3
.

Se v ą 0 si avrà sempre 9x ě 0. Se v ă 0, allora il moto arriverà al punto in cui V pxq “ 1
2v

2

e quindi tornerà indietro fino ad arrivare al punto x “ 0 con velocità ´v ą 0 e ci siamo
riportati al caso precedente. Per concludere si noti che iper x ą 0 il potenziale è sempre
minore di V px˚q e dunque

9xptq “
a

2pE ´ V pxptqq ě
a

v2 ´ V px˚q;“ γ ą 0.

Ne segue che il moto arriveà arbitrariamente lontano, in particolare dopo un tempo 1010γ´1

il punto avrà certamente superato il punto 1010. In effetti, calcolando il tempo necessario
per arrivare ad un generico punto z si vede che il moto esplode all’infinito in un tempo
finito.

3. La superficie in coordinate sferiche è data da ψpθ, φq “ 2pcos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕq per
θ P r0, 2πq e ϕ P r0, π3 s. Dunque

areapΣq “

ż 2π

0

dθ

ż π
3

0

}Bθψ ^ Bϕψ}dθdϕ “ 4

ż 2π

0

dθ

ż π
3

0

sinϕdθdϕ “ 8πp1´ cosp
π

3
qq “ 4π.

In alternativa, si può fare il calcolo in coordinate cartesiane. In questo caso la superficie è

descritta da ψpx, yq “ 2
´

x, y,
a

4´ x2 ´ y2
¯

per x2 ` y2 ď 4psin π
3 q

2 “ 3. Dunque

areapΣq “

ż

x2`y2ď3

dxdy

c

4

4´ x2 ´ y2
“

ż 2π

0

dθ

ż

?
3

0

dρ ρ

c

4

4´ ρ2
“ 4π.

4. Si ha che n “ r1` pBxgq
2 ` pBygq

2s´
1
2 p´Bxg,´Byg, 1q, dunque

ż

Σ

xrotpfq, ny dS “

ż

U

xrotpfqpx, y, gpx, yqq, p´Bxg,´Byg, 1qy dxdy.

D’altro canto,
ż

Σ

dω “

ż

Σ

rpBxf2 ´ Byf1qdx^ dy ` pByf3 ´ Bzf2qdy ^ dz ` pBxf3 ´ Bzf1qs dx^ dz

“

ż

U

rpBxf2 ´ Byf1q ´ pByf3 ´ Bzf2qBxg ` pBxf3 ´ Bzf1qBygs dxdy

“

ż

U

xrotpfqpx, y, gpx, yqq, p´Bxg,´Byg, 1qy dxdy,

come volevasi dimostrare.
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5. Si noti che

f2pxq “

#

2 @x P r´1, 0s

´2 @x P r0, 1s.

Ne segue che

pfk “
1

2

ż 1

´1

e´iπkxfpxqdx “ ´
1

2π2k2

ż 1

´1

e´iπkxf2pxqdx “
2i

π2k2

ż 1

0

sinπkxdx

“
ip1´ cosπkq

π3k3
.

Ovvero

| pfk| ď
4

π3k3
.

Per altro f´k “ ´fk da cui segue che

fpxq “
ÿ

kPNzt0u

4p1´ cosπkq

π3k3
sinπkx “

8
ÿ

k“0

8

π3p2k ` 1q3
sinπp2k ` 1qx

“

n
ÿ

k“0

8

π3p2k ` 1q3
sinπp2k ` 1qx`Rnpxq.

Dove

Rnpxq| ď
8
ÿ

k“n`1

8

π3p2k ` 1q3
ď

ż 8

n

8

π3p2x` 1q3
dx ď

2

π3p2n` 1q2
.

Ne segue che il resto è più piccolo di 10´3 se n ě
b

1000
2π3 ´

1
2 , ovvero è sufficiente n “ 4. Il

polinomio trigonometrico cercato è dunque

4
ÿ

k“0

8

π3p2k ` 1q3
sinπp2k ` 1qx,

e consiste solo di 5 termini.

6. Se g è a quadrato sommabile, allora

ż

R
|g ˝ fpxq|2dx “

ż

R
|gpx` ωq|2dx “

ż

R
|gpxq|2dx

dunque anche g ˝ f è a quadrato sommabile. Possiamo quindi calcolarne i coefficienti di
Fourier

{pg ˝ fqk “

ż 1

0

e´i2πkxgpfpxqqdx “

ż 1

0

e´i2πkxgpx`ωqdx “ ei2πkω
ż 1

0

e´ikxgpxqdx “ ei2πkωpgk.

Ne segue che se g ˝ f “ g deve essere pgk “ ei2πkωpgk, ovvero o gk “ 0 oppure deve essere
ei2πkω “ 1. Ma questo ultima uguaglianza è possibile solo se kω “ n per qualche n P N. Il
che significherebbe o k “ 0 oppure ω “ n

k il che è impossibile visto che ω R Q. Ne segue

che pgk “ 0 per tutti i k ‰ 0. Ovvero gpxq “ pg0 “
ş1

0
gpzqdz. In altre parole, le sole funzioni

con la proprietà cercata sono le costanti.
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