
Analisi Matematica I
Integrali e integrali impropri (svolgimenti)

Svolgimento esercizio 1

(1) Si ha
∫

ex
(

1
2x

2 + x
)

dx = ex
(

1
2x

2 + x
)

−
∫

ex
(

x + 1
)

dx = ex
(

1
2x

2 + x
)

− ex
(

x + 1
)

+
∫

ex dx =
1
2x

2ex + C.

(2) Si ha
∫

(x−4)2 sinx dx
(a)
= −(x−4)2 cos x+

∫

2(x−4) cos x dx
(b)
= −(x−4)2 cos x+2(x−4) sinx−

∫

2 sinx dx = −(x− 4)2 cos x+ 2(x− 4) sin x+ 2cos x+ C, dove si è usata l’integrazione per parti,

in (a) con

{

f(x) = (x− 4)2, f ′(x) = 2(x− 4),

g′(x) = sinx, g(x) = − cos x,
e in (b) con

{

f(x) = 2(x− 4), f ′(x) = 2,

g′(x) = cos x, g(x) = sinx,

(3) Si ha
∫

x4 cos x dx = x4 sinx− 4
∫

x3 sinx dx = x4 sinx+ 4x3 cos x− 12
∫

x2 cos x dx = x4 sinx+
4x3 cos x− 12x2 sinx+ 24

∫

x sinx dx = x4 sinx+ 4x3 cos x− 12x2 sinx− 24x cos x+ 24 sin x+ C.

(4) Si ha
∫

dx
3√2x+1

(a)
=
∫

1
2z

−1/3 dz = 3
4z

2/3 = 3
4(2x+ 1)2/3 + C, dove in (a) si è usato il cambiamento

di variabili z = 2x+ 1 =⇒ dz = 2dx.

(5) Si ha
∫

x
√
1 + 4x2 dx

(a)
=
∫

1
8

√
z dz = 1

12z
3/2 = 1

12 (1 + 4x2)3/2 + C, dove in (a) si è usato il
cambiamento di variabili z = 1 + 4x2 =⇒ dz = 8x dx.

(6) Si ha
∫

sin2 x cos7 x dx =
∫

sin2 x(1 − sin2 x)3 cos x dx
(a)
=
∫

y2(1 − y2)3 dy = 1
3 y

3 − 3
5 y

5 + 3
7 y

7 −
1
9 y

9 + C = 1
3 sin3 x − 3

5 sin5 x + 3
7 sin7 x − 1

9 sin9 x + C, dove in (a) si è usata la sostituzione
sinx = y =⇒ cos x dx = dy.

(7) Si ha
∫

sin3 x
cos2 x

dx =
∫

1−cos2 x
cos2 x

sinx dx
(a)
= −

∫ 1−y2

y2
dy = y + 1

y + C = cos x+ 1
cos x + C, dove in (a)

si è usata la sostituzione cos x = y =⇒ − sinx dx = dy.

(8) Si ha
∫

cos4 x dx
(a)
= 1

4

∫ (

3
2 +2cos 2x+ 1

2 cos 4x
)

dx = 1
4

(

3
2x+sin 2x+ 1

8 sin 4x
)

+C, dove in (a) si è
usato il risultato cos4 x = 1

4(1+cos 2x)2 = 1
4 (1+2 cos 2x+cos2 2x) = 1

4

(

1+2 cos 2x+ 1
2 +

1
2 cos 4x

)

=
1
4

(

3
2 + 2cos 2x+ 1

2 cos 4x
)

.

(9) Si ha
∫

cos2 x(cos x+sinx)2 dx =
∫

cos2 x
(

1+2 cos x sinx
)

dx =
∫ 1+cos(2x)

2 dx+2
∫

cos3 x sinx dx
(a)
=

1
2 x+ 1

4 sin(2x) − 2
∫

z3 dz = 1
2 x+ 1

4 sin(2x) − 1
2 cos

4 x+ C, dove in (a) si è eseguita la sostituzione
z = cos x =⇒ dz = − sinx dx.

(10) Si ha
∫

x(sin 2x− sinx) dx
(a)
= 1

4

∫

z sin z dz−
∫

x sinx dx
(b)
= 1

4(sin z− z cos z)− (sinx−x cosx) =
1
4 sin 2x− 1

2x cos 2x−sinx+x cosx, dove in (a) si è usata la sostituzione z = 2x (nel primo integrale),
e in (b) si è usato il risultato

∫

t sin t dt = −t cos t+
∫

cos t dt = −t cos t+ sin t.

(11) Si ha
∫

e2
√
t dt

(a)
= 1

2

∫

zez dz = 1
2(z−1)ez = 1

2(2
√
t−1)e2

√
t, dove in (a) si è usato il cambiamento

di variabili z = 2
√
t =⇒ t = 1

4z
2, dt = 1

2z dz.

(12) Si ha
∫

e1−
3
√
x dx

(a)
= −3

∫

(y− 1)2ey dy
(b)
= −3(y− 1)2ey +6

∫

(y− 1)ey dy = −3(y− 1)2ey +6(y−
1)ey −

∫

6ey + C = −3(y − 1)2ey + 6(y − 1)ey − 6ey + C = −3e1−
3
√
x(x2/3 + 2x1/3 + 2) + C, dove

si sono usate in (a) la sostituzione 1 − 3
√
x = y =⇒ x = (1 − y)3, dx = −3(1 − y)2 dy, in (b)

l’integrazione per parti con

{

f(y) = (y − 1)2, f ′(y) = 2(y − 1),

g′(y) = ey, g(y) = ey,
e in (c) l’integrazione per parti

con

{

f(y) = y − 1, f ′(y) = 1,

g′(y) = ey, g(y) = ey.
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(13) Si ha
∫ log log x

x dx
(a)
=
∫

log y dy
(b)
= y(log y − 1) + C = log x(log log x − 1) + C, dove si so-

no usate in (a) la sostituzione log x = y =⇒ dx
x = dy, in (b) l’integrazione per parti con

{

f(y) = log y, f ′(y) = 1
y ,

g′(y) = 1, g(y) = y.

(14) Si ha
∫

arcsin
√
x dx

(a)
=
∫

2y arcsin y dy
(b)
= y2 arcsin y −

∫ y2√
1−y2

dy
(c)
= y2 arcsin y −

∫

sin2 z dz =

y2 arcsin y−1
2

∫

(1−cos 2z) dz = y2 arcsin y−1
2 z+

1
4 sin 2z+C = y2 arcsin y−1

2 arcsin y+1
2 y
√

1− y2+

C =
(

x− 1
2

)

arcsin
√
x+ 1

2

√

x(1− x)+C, dove si sono usate in (a) la sostituzione
√
x = y =⇒ dx =

2y dy, in (b) l’integrazione per parti con







f(y) = arcsin y, f ′(y) = 1√
1−y2

,

g′(y) = 2y, g(y) = y2,
e in (c) la sostituzione

y = sin z =⇒ dy = cos z dz.

(15) Si ha
∫

1
cos2

√
x
dx

(a)
=
∫ 2y

cos2 y
dy

(b)
= 2y tg y −

∫

2 tg y dy = 2y tg y − 2
∫ sin y

cos y dy = 2y tg y +

2 log | cos y| + C = 2
√
x tg

√
x + 2 log | cos√x| + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione

√
x =

y =⇒ dx = 2y dy, in (b) l’integrazione per parti con

{

f(y) = 2y, f ′(y) = 2,

g′(y) = 1
cos2 y

, g(y) = tg y.

�

Svolgimento esercizio 2

(1) Si ha
∫

2x+1
x(x2+1) dx

(a)
=
∫ (

1
x − 1

2
2x

x2+1 + 2
x2+1

)

dx = log |x| − 1
2 log(x2 + 1) + 2arctg x+ C, dove in

(a) si è usata la decomposizione 2x+1
x(x2+1)

= 1
x − x−2

x2+1
= 1

x − 1
2

2x
x2+1

+ 2
x2+1

.

(2) Si ha
∫

2x+1
x(x2−1)

dx
(a)
=
∫ (

3
2

1
x−1 − 1

x − 1
2

1
x+1

)

dx = 3
2 log |x− 1| − log |x| − 1

2 log |x+ 1| + C, dove

in (a) si è usata la decomposizione 2x+1
x(x2−1)

= 3
2

1
x−1 − 1

x − 1
2

1
x+1 .

(3) Si ha
∫

x−3
x(x−1)(x−2) dx

(a)
=
∫ (

2
x−1 − 3

2
1
x − 1

2
1

x−2

)

dx = 2 log |x − 1| − 3
2 log |x| − 1

2 log |x− 2| + C,

dove in (a) si è usata la decomposizione x−3
x(x−1)(x−2) =

2
x−1 − 3

2
1
x − 1

2
1

x−2 .

(4) Si ha
∫

x3+1
x(x−1)2

dx
(a)
=
∫ (

1+ 1
x +

1
x−1 +

2
(x−1)2

)

dx = x+ log |x|+ log |x− 1| − 2
x−1 +C, dove in (a)

si è usata la decomposizione x3+1
x(x−1)2

= 1 + 1
x + 1

x−1 +
2

(x−1)2
.

(5) Si ha
∫

2x4+3
x(x+1)2

dx
(a)
=
∫ (

2x−4+ 3
x +

3
x+1 − 5

(x+1)2

)

dx = x2−4x+3 log |x|+3 log |x+1|+ 5
x+1 +C,

dove in (a) si è usata la decomposizione 2x4+3
x(x+1)2

= 2x− 4 + 3
x + 3

x+1 − 5
(x+1)2

.

(6) Si ha
∫

x2+3x+1
x(x2−1)2

dx
(a)
=
∫ (

1
x + 1

4
1

x+1 + 1
4

1
(x+1)2

− 5
4

1
x−1 + 5

4
1

(x−1)2

)

dx = log |x| + 1
4 log |x + 1| −

1
4

1
x+1 − 5

4 log |x− 1| − 5
4

1
x−1 + C, dove in (a) si è usata la decomposizione x2+3x+1

x(x2−1)2
= 1

x + 1
4

1
x+1 +

1
4

1
(x+1)2

− 5
4

1
x−1 +

5
4

1
(x−1)2

.

(7) Si ha
∫

dx
x2+2x+2

=
∫

dx
(x+1)2+1

= arctg(x+ 1) + C.

(8) Si ha
∫

x4+1
x2+2x+2

dx
(a)
=
∫ (

x2 − 2x+ 2− 3
x2+2x+2

)

dx = 1
3 x

3 − x2 + 2x− 3 arctg(x+ 1) + C, dove

in (a) si è usata la decomposizione x4+1
x2+2x+2 = x2 − 2x+ 2− 3

x2+2x+2 .
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(9) Si ha
∫

3x−2
(x−1)(x2−2x+2)

dx
(a)
=
∫ (

1
x−1 − 1

2
2x−2

x2−2x+2
+ 3

x2−2x+2

)

dx = log |x − 1| − 1
2 log(x2 − 2x +

2) + 3arctg(x− 1) + C, dove in (a) si è usata la decomposizione 3x−2
(x−1)(x2−2x+2)

= 1
x−1 − x−4

x2−2x+2
=

1
x−1 − 1

2
2x−2

x2−2x+2 + 3
x2−2x+2 .

(10) Si ha
∫

dx
x2+x+1 =

∫

dx
(x+ 1

2
)2+ 3

4

= 4
3

∫

dx

1+
(

2x+1
√

3

)2 = 2√
3
arctg

(

2x+1√
3

)

+ C.

(11) Si ha
∫

3x+1
x2+x+1 dx =

∫ (

3
2

2x+1
x2+x+1 −

1
2

1
x2+x+1

)

dx = 3
2 log(x2 + x+ 1)− 1√

3
arctg

(

2x+1√
3

)

+ C.

(12) Si ha
∫

dx
x(x2+x+1)

(a)
=
∫ (

1
x−1

2
2x+1

x2+x+1
−1

2
1

x2+x+1

)

dx = log |x|−1
2 log(x2+x+1)− 1√

3
arctg

(

2x+1√
3

)

+

C, dove in (a) si è usata la decomposizione 1
x(x2+x+1)

= 1
x − x+1

x2+x+1
= 1

x − 1
2

2x+1
x2+x+1

− 1
2

1
x2+x+1

.

(13) Si ha
∫

x2+5x+2
(x2+1)(x2−x)

dx
(a)
=
∫ (

4
x−1 − 2

x − 2x
x2+1

− 3
x2+1

)

dx = 4 log |x − 1| − 2 log |x| − log(x2 +

1) − 3 arctg x + C, dove in (a) si è usata la decomposizione x2+5x+2
(x2+1)(x2−x)

= 4
x−1 − 2

x − 2x+3
x2+1

=
4

x−1 − 2
x − 2x

x2+1
− 3

x2+1
.

(14) Si ha
∫

dx
(x2+1)(x2+4) dx

(a)
=
∫ (

1
3

1
x2+1 − 1

3
1

x2+4

)

dx = 1
3 arctg x − 1

12

∫

dx
(

x
2

)2
+1

+ C = 1
3 arctg x −

1
6 arctg

x
2 + C, dove in (a) si è usata la decomposizione 1

(x2+1)(x2+4)
= 1

3
1

x2+1
− 1

3
1

x2+4
.

(15) Si ha
∫

dx
(x2+1)2

dx
(a)
=
∫ (

1
2

1
x2+1

+ 1
2

d
dx

x
x2+1

)

dx = 1
2 arctg x+ 1

2
x

x2+1
+ c, dove in (a) si è usata la

decomposizione 1
(x2+1)2

= Ax+B
x2+1

+ d
dx

Cx+D
x2+1

= 1
2

1
x2+1

+ d
dx

(

1
2

x
x2+1

)

.

(16) Si ha
∫

dx
x2(x2+1)2

dx
(a)
=
∫ (

− 3
2

1
x2+1

− 1
2

d
dx

3x2+2
x(x2+1)

)

dx = −3
2 arctg x− 1

2
3x2+2
x(x2+1)

+ c, dove in (a)

si è usata la decomposizione 1
x2(x2+1)2

= A
x + Bx+C

x2+1
+ d

dx
Dx2+Ex+F

x(x2+1)
= −3

2
1

x2+1
− 1

2
d
dx

3x2+2
x(x2+1)

.
�

Svolgimento esercizio 3

(1)
∫

√
x

1+
√
x
dx

(a)
=
∫ 2y2

y+1 dy = 2
∫ (

y−1+ 1
y+1

)

dy = y2−2y+2 log |y+1|+C = x−2
√
x+2 log |√x+

1|+ C, dove in (a) si è usata la sostituzione
√
x = y =⇒ dx = 2y dy.

(2)
∫

x+1
2x(x−3

√
x+2)

dx
(a)
=
∫

t2+1
t(t2−3t+2)

dt =
∫

(

1
2t − 2

t−1 + 5
2

1
t−2

)

dt = 1
2 log t− 2 log |t − 1| + 5

2 log |t −

2| + C = 1
4 log x − 2 log |√x − 1| + 5

2 log |
√
x − 2| + C, dove in (a) si è eseguita la sostituzione√

x = t =⇒ dx = 2tdt.

(3)
∫

√
x+1+3
x+2 dx

(a)
=
∫ 2(y2+3y)

y2+1 dy
(b)
= 2

∫ (

1 + 3
2

2y−1
y2+1 − 1

y2+1

)

dy = 2y + 3 log(y2 + 1) − 2 arctg y + C =

2
√
x+ 1+3 log |x+2|−2 arctg

√
x+ 1+C, dove si sono usate in (a) la sostituzione

√
x+ 1 = y =⇒

dx = 2y dy, e in (b) la decomposizione y2+3y
y2+1

= 1 + 3y−1
y2+1

= 1 + 3
2

2y−1
y2+1

− 1
y2+1

.

(4)
∫

√
x−1+1

x+2
√
x−1+2

dx
(a)
=
∫ 2(y2+y)

y2+2y+3
dy

(b)
= 2

∫ (

1 − 1
2

2y+2
y2+2y+3

− 2
y2+2y+3

)

dy = 2y − log(y2 + 2y + 3) −
2
∫ dy
(

y+1
√

2

)2
+1

= 2y − log(y2 + 2y + 3) − 2
√
2 arctg y+1√

2
+ C = 2

√
x− 1 − log

∣

∣x + 2
√
x− 1 + 2

∣

∣ −

2
√
2 arctg

√
x−1+1√

2
+ C, dove si sono usate in (a) la sostituzione

√
x− 1 = y =⇒ dx = 2y dy, e in

(b) la decomposizione y2+y
y2+2y+3 = 1− y+3

y2+2y+3 = 1− 1
2

2y+2
y2+2y+3 − 2

y2+2y+3 .

3



(5)
∫

1
e2x+9

dx
(a)
=
∫

1
y(y2+9)

dy
(b)
= 1

9

∫ (

1
y −

y
y2+9

)

dy = 1
9 log |y|− 1

18 log(y2+9)+C = 1
9 x− 1

18 log(e2x+

9) + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione ex = y =⇒ x = log y, dx = dy
y , e in (b) la

decomposizione 1
y(y2+9)

= 1
9

1
y − 1

9
y

y2+9
.

(6)
∫

1
ex sinhx dx =

∫

2
e2x−1

dx
(a)
=
∫

2
y(y2−1)

dy
(b)
=
∫ (

− 2
y + 1

y−1 + 1
y+1

)

dy = −2 log |y| + log |y2 −
1| + C = −2x + log |e2x − 1| + C = log |1 − e−2x| + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione
ex = y =⇒ x = log y, dx = dy

y , e in (b) la decomposizione 2
y(y2−1)

= − 2
y + 1

y−1 +
1

y+1 .

(7)
∫

(x2 + 1) log(x + 1) dx
(a)
=
(

1
3x

3 + x
)

log(x + 1) −
∫ (

1
3x

3 + x
)

1
x+1 dx

(b)
= 1

3 (x
3 + 3x) log(x + 1) −

1
3

∫ (

x2 − x + 4 − 4
x+1

)

dx = 1
3 (x

3 + 3x) log(x + 1) − 1
9 x

3 + 1
6 x

2 − 4
3 x + 4

3 log |x + 1| + C, dove

si sono usate in (a) l’integrazione per parti con

{

f(x) = log(x+ 1), f ′(x) = 1
x+1 ,

g′(x) = x2 + 1, g(x) = 1
3x

3 + x,
e in (b) la

decomposizione x3+3x
x+1 = x2 − x+ 4− 4

x+1 .

(8)
∫

sin4 x
cos2 x dx

(a)
=
∫ y4

(y2+1)2 dy
(b)
=
∫ (

1 − 3
2

1
y2+1 + 1

2
d
dy

y
y2+1

)

dy = y − 3
2 arctg y + 1

2
y

y2+1 + C = tg x −
3
2 x + 1

4 sin 2x + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione y = tg x =⇒ cos2 x = 1
1+y2

, sin2 x =
y2

1+y2
, dx = dy

1+y2
, e in (b) la decomposizione y4

(y2+1)2
= 1− 2y2+1

(y2+1)2
= 1− 3

2
1

y2+1
+ 1

2
d
dy

y
y2+1

.

(9)
∫

cos2 x
4 cos2 x+sin2 x

dx =
∫

cos2 x
1+3 cos2 x

dx
(a)
=
∫

1
(y2+1)(y2+4)

dy = 1
3

∫ dy
y2+1

−1
3

∫ dy
y2+4

= 1
3 arctg y−1

3
1
2 arctg

y
2 =

1
3x− 1

6 arctg
tg x
2 , dove in (a) si è usata la sostituzione y = tg x =⇒ cos2 x = 1

1+y2
, dx = dy

1+y2
.

(10)
∫

x
√

1 + 9
4x dx

(a)
=
∫

4
9(y

2−1)·y · 89y dy = 32
81

(

1
5y

5− 1
3y

3
)

+C = 32
81

(

81
80 x

2+ 3
20 x− 2

15

)

√

1 + 9
4x+C,

dove in (a) si è usata la sostituzione y =
√

1 + 9
4x =⇒ x = 4

9(y
2 − 1), dx = 8

9y dy.

(11)
∫
√
x2 + 1 dx

(a)
=
∫ y2+1

2y
y2+1
2y2

dy = 1
4

∫ (

y+ 2
y+

1
y3

)

dy = 1
4

(

1
2y

2+2 log |y|− 1
2y2

)

+C = 1
2 x

√
x2 + 1+

1
2 log(x+

√
x2 + 1 )+C, dove in (a) si è usata la sostituzione

√
1 + x2 = y− x =⇒ x = y2−1

2y , dx =
y2+1
2y2

dy,
√
1 + x2 = y2+1

2y .

(12)
∫

√

1
x2 + 1

x4 dx =
∫

√
x2+1
x2 dx

(a)
=
∫ (

2t
t2−1

)2 t2+1
2t

t2+1
2t2

dt =
∫ (t2+1)2

t(t2−1)2
dt =

∫ (

1
t+

1
(t−1)2

− 1
(t+1)2

)

dt =

log |t|− 1
t−1 +

1
t+1 +C = . . . = log(x+

√
x2 + 1 )−

√
x2+1
x +C, dove in (a) si è eseguito il cambiamento

di variabile
√
x2 + 1 = t− x =⇒ x = t2−1

2t , dx = t2+1
2t2

dt,
√
x2 + 1 = t2+1

2t .

(13)
∫

√
x2−1
x+1 dx

(a)
=
∫

z2−1
2z

1
z2+1
2z

+1

z2−1
2z2

dz = 1
2

∫ (z−1)2

z2
dz = 1

2

∫ (

1− 2
z +

1
z2

)

dz = 1
2 z− log |z| − 1

2z +

C =
√
x2 − 1 − log(x +

√
x2 − 1 ) + C, dove in (a) si è usata la sostituzione

√
x2 − 1 = z − x =⇒

x = z2+1
2z , dx = z2−1

2z2
dz,

√
x2 − 1 = z2−1

2z .

(14)
∫

√
1−x2

x2+1
dx

(a)
=
∫ cos2 y

1+sin2 y
dy =

∫ cos2 y
2 sin2 y+cos2 y

dy =
∫

1
2 tg2 y+1

dy
(b)
=
∫

1
2z2+1

dz
z2+1

(c)
= 1

2

∫

(

2
z2+ 1

2

−
2

z2+1

)

dz = 2
∫

dz
(
√
2z)2+1

− arctg z =
√
2 arctg(

√
2z) − arctg z + C =

√
2 arctg(

√
2 tg y) − y + C =

√
2 arctg(

√
2 tg arcsinx)− arcsinx+C

(d)
=

√
2 arctg

(

x
√
2√

1−x2

)

− arcsinx+C, dove si è usata in (a) la

sostituzione x = sin y =⇒ dx = cos y dy, in (b) la sostituzione y = arctg z =⇒ dy = dz
z2+1 , in (c) la

decomposizione 1
z2+ 1

2

1
z2+1

= 2
z2+ 1

2

− 2
z2+1

, e in (d) la formula tg arcsinx = sin arcsinx√
1−sin2 arcsinx

= x√
1−x2

.
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(15)
∫

x2
√
9− x2 dx

(a)
=
∫

9 sin2 t · 3 cos t · 3 cos t dt (b)
= 81

8

∫

(1 − cos 4t) dt = 81
8

(

t − 1
4 sin 4t

)

+ C =

81
8 arcsin x

3 − 81
32 sin

(

4 arcsin x
3

)

+ C
(c)
= 81

8 arcsin x
3 − 1

8 x(9 − 2x2)
√
9− x2 + C, dove in (a) si è ese-

guita la sostituzione x = 3 sin t =⇒ dx = 3cos tdt, in (b) si è usato il risultato sin2 t cos2 t =
1
4 sin

2(2t) = 1
8(1 − cos 4t), e in (c) i risultati sin 4z = 4 sin z cos z(1 − 2 sin2 z) e sin

(

4 arcsin x
3

)

=

4x
3

(

1− 2x2

9

)

√

1− x2

9 = 4
81 x(9− 2x2)

√
9− x2.

�

Svolgimento esercizio 4

(1)
∫ π/4
−π/4

| sinx|
cos x dx = 2

∫ π/4
0

sinx
cos x dx = 2

[

− log | cos x|
]π/4

0
= log 2.

(2)
∫ 3π/2
π/2 cos3 x dx =

∫ 3π/2
π/2 (1 − sin2 x) cos x dx

(a)
= −

∫ 1
−1(1 − y2) dy =

[

1
3 y

3 − y
]1

−1
= −4

3 , dove si è

usata in (a) la sostituzione sinx = y =⇒ cos x dx = dy.

(3)
∫ 2π
0 | sinx|3 dx = 2

∫ π
0 (1− cos2 x) sinx dx

(a)
= 2

∫ 1
−1(1− y2) dy = 2

[

y− 1
3 y

3
]1

−1
= 8

3 , dove si è usata
in (a) la sostituzione cos x = y =⇒ − sinx dx = dy.

(4)
∫ π/3
0

1
1−sinx dx

(a)
=
∫

√
3/3

0
1

1− 2y

1+y2

2 dy
1+y2

=
∫

√
3/3

0
2 dy

(y−1)2
=
[

− 2
y−1

]

√
3/3

0
= 6

3−
√
3
− 2 = 1+

√
3, dove si

è usata in (a) la sostituzione x = 2arctg y =⇒ sinx = 2y
1+y2

, dx = 2 dy
1+y2

.

(5)
∫ π/4
0

tg x
1+sin2 x

dx
(a)
=
∫ 1
0

y

1+ y2

1+y2

dy
1+y2 =

∫ 1
0

y dy
2y2+1 =

[

1
4 log(2y

2 + 1)
]1

0
= 1

4 log 3, dove si è usata in (a)

la sostituzione x = arctg y =⇒ sin2 x = y2

1+y2 , dx = dy
1+y2 .

(6)
∫ π/2
π/4

sinx cos x√
1−cos x

dx
(a)
=
∫

√

2
2

0
y√
1−y

dy
(b)
= −2

∫ 1
√

1−
√

2
2

(z2 − 1) dz = −2
[

1
3 z

3 − z
]1
√

1−
√

2
2

= 4
3 + 2

3

(

1 −
√
2
2

)3/2
− 2

√

1−
√
2
2 , dove si è usata in (a) la sostituzione cos x = y =⇒ − sinx dx = dy, e in (b) la

sostituzione
√
1− y = z =⇒ y = 1− z2, dy = −2z dz.

(7)
∫ 1
0 ex log(4 + e2x) dx

(a)
=
∫ e
1 log(4 + t2) dt =

[

t log(4 + t2) −
∫

2t2

4+t2
dt

]e

1

(b)
=

[

t log(4 + t2) − 2t +

4
∫ d( t

2
)

1+( t
2
)2

]e

1

=

[

t log(4+ t2)−2t+4arctg
(

t
2

)

]e

1

= e log(4+e2)−2e+4arctg e
2 − log 5+2−4 arctg 1

2 ,

dove si è usato: in (a) la sostituzione t = ex; in (b) la decomposizione 2t2

4+t2
= 2− 8

4+t2
.

(8)
∫ 0
−1

1
x−

√
3x+4

dx
(a)
=
∫ 2
1

2y
y2−3y−4

dy
(b)
= 2

5

[

log |y + 1| + 4 log |y − 4|
]2

1
= 6

5 log
(

2
3

)

, dove in (a) si è

eseguito il cambiamento di variabile y =
√
3x+ 4 =⇒ x = 1

3 (y
2−4), dx = 2

3y dy, e in (b) si è usato

il risultato
∫ 2y

y2−3y−4
dy = 2

5

∫ (

1
y+1 + 4

y−1

)

dt = 2
5

(

log |y + 1|+ 4 log |y − 4|
)

+ C.

(9)
∫ 1
0

log(x2−x+1)
(x+1)2 dx

(a)
=
[

− 1
x+1 log(x

2 − x+ 1)
]1

0
+
∫ 1
0

2x−1
(x+1)(x2−x+1) dx

(b)
=
[

− log |x+ 1|+ 1
2 log(x

2 −

x+1)+ 1√
3
arctg

(

2x−1√
3

)]1

0
= − log 2+ 2√

3
arctg 1√

3
= π

3
√
3
− log 2, dove si è usata in (a) l’integrazione

per parti con

{

f(x) = log(x2 − x+ 1), f ′(x) = 2x−1
x2−x+1 ,

g′(x) = 1
(x+1)2

, g(x) = − 1
x+1 ,

e in (b) il risultato
∫

2x−1
(x+1)(x2−x+1)

dx =

5



∫ (

x
x2−x+1

− 1
x+1

)

dx = − log |x + 1| + 1
2

∫

2x−1
x2−x+1

dx + 1
2

∫

1
(x− 1

2
)2+ 3

4

dx = − log |x+ 1| + 1
2 log(x

2 −
x+ 1) + 1√

3
arctg

(

2x−1√
3

)

+ C.

(10)
∫ e
1

(2 log x+1) arctg(log x)
x dx

(a)
=
∫ 1
0 (2y + 1) arctg y dy

(b)
=
[

(y2 + y) arctg y
]1

0
−
∫ 1
0

y2+y
y2+1

dy
(c)
= π

2 −
[

y +

1
2 log(y2+1)−arctg y

]1

0
= π

2 −1− 1
2 log 2+

π
4 = 3π

4 −1− 1
2 log 2, dove si è usata in (a) la sostituzione

log x = y =⇒ dx
x = dy, in (b) l’integrazione per parti con

{

f(y) = arctg y, f ′(y) = 1
y2+1

,

g′(y) = 2y + 1, g(y) = y2 + y,
e in (c)

il risultato
∫ y2+y

y2+1
dy =

∫ (

1+ y−1
y2+1

)

dy =
∫ (

1+ 1
2

2y
y2+1

− 1
y2+1

)

dy = y+ 1
2 log(y2+1)− arctg y+C.

(11)
∫ 3
0 arctg

(√
x+3√
x+1

)

dx
(a)
=
∫

√
3

0 2y arctg
(

y+3
y+1

)

dy
(b)
=
[

y2 arctg y+3
y+1

]

√
3

0
+
∫

√
3

0
y2

y2+4y+5
dy

(c)
= π +

[

y −

2 log(y2 + 4y + 5) + 3arctg(y + 2)
]

√
3

0
= π +

√
3 − 2 log 8+4

√
3

5 + 3arctg(2 +
√
3) − 3 arctg(2), dove

in (a) si è eseguito il cambiamento di variabile y =
√
x =⇒ x = y2, dx = 2y dy, in (b) si è eseguita

l’integrazione per parti con

{

f(y) = arctg y+3
y+1 , f ′(y) = − 1

y2+4y+5
,

g′(y) = 2y, g(y) = y2,
, e in (c) si è usato il risultato

∫ y2

y2+4y+5
dy =

∫ (

1− 2(2y+4)
y2+4y+5

+ 3
(y+2)2+1

)

dy = y − 2 log(y2 + 4y + 5) + 3arctg(y + 2) + C.

(12)
∫ π/4
0

sinx
cos2 x

√
1 + 4 cos2 x dx

(a)
=
∫ 1√

2/2

√
1+4y2

y2 dy
(b)
=
∫ 2+

√
5√

2+
√
3
z2+1
2z

16z2

(z2−1)2
z2+1
4z2 dz = 2

∫ 2+
√
5√

2+
√
3

(z2+1)2

z(z2−1)2 dz
(c)
=

2
∫ 9+4

√
5

5+2
√
6

(t+1)2

t(t−1)2
dt

(d)
=
[

log |t|− 4
t−1

]9+4
√
5

5+2
√
6
= log 9+4

√
5

5+2
√
6
− 4

8+4
√
5
+ 4

4+2
√
6
= . . . = log 9+4

√
5

5+2
√
6
+
√
6−

√
5,

dove in (a) si è eseguito il cambiamento di variabile y = cos x =⇒ dy = − sinx dx, in (b) si è esegui-

to il cambiamento di variabile
√

1 + 4y2 = z − 2y =⇒ y = z2−1
4z ,

√

1 + 4y2 = z2+1
2z , dy = z2+1

4z2
dz,

in (c) si è eseguito il cambiamento di variabile t = z2 =⇒ dt = 2z dz, e in (d) si è usato il risultato
∫ (t+1)2

t(t−1)2
dt =

∫ (

1
t +

4
(t−1)2

)

dt = log |t| − 4
t−1 + C.

�

Svolgimento esercizio 5

(1) Determiniamo una primitiva
∫

1√
x(1+x)

dx
(a)
=
∫ 2y+1

y2+y
2(y2+y)
(2y+1)2

dy =
∫ 2dy

2y+1 = log |2y + 1| + C =

log(1 + 2x + 2
√
x2 + x ) + C, dove in (a) si è usata la sostituzione

√
x2 + x = y − x =⇒ x =

y2

1+2y ,
√
x2 + x = y2+y

1+2y , dx = 2y2+2y
(1+2y)2 dy.

Allora
∫ 1
0

1√
x(1+x)

dx = lim
c→0+

[

log(1 + 2x + 2
√
x2 + x )

]1

c
= log(3 + 2

√
2 ) − lim

c→0+
log(1 + 2c +

2
√
c2 + c ) = log(3 + 2

√
2 ).

(2) Determiniamo una primitiva
∫ log(1+

√
x )√

x(2+
√
x )2

dx
(a)
= 2

∫ log(1+y)
(y+2)2

dy
(b)
= −2 log(1+y)

y+2 +2
∫

1
(y+1)(y+2) dy

(c)
=

−2 log(1+y)
y+2 + 2 log |y + 1| − 2 log |y + 2| + C = −2 log(1+

√
x )

2+
√
x

+ 2 log
(1+

√
x

2+
√
x

)

+ C, dove si sono usa-

te in (a) la sostituzione
√
x = y =⇒ x = y2, dx = 2y dy, in (b) l’integrazione per parti, con

{

f(y) = log(1 + y), f ′(y) = 1
1+y ,

g′(y) = 1
(y+2)2

, g(y) = − 1
y+2 ,

e in (c) la decomposizione 1
(y+1)(y+2) =

1
y+1 − 1

y+2 .

6



Allora
∫∞
0

log(1+
√
x )√

x(2+
√
x )2

dx = lim
ω→+∞

[

−2 log(1+
√
x )

2+
√
x

+2 log
(1+

√
x

2+
√
x

)]ω

0
= lim

ω→+∞

(

−2 log(1+
√
ω)

2+
√
ω

+2 log
(1+

√
ω

2+
√
ω

)

)

+

2 log 2 = 2 log 2.

(3) Determiniamo una primitiva
∫ arctg(

√
x−1 )√

x−1(x+2
√
x−1 )

dx
(a)
=
∫ arctg y

y(y2+1+2y)
2ydy = 2

∫ arctg y
(y+1)2

dy
(b)
= −2arctg y

y+1 +

2
∫

1
(y+1)(y2+1)

dy
(c)
= −2arctg y

y+1 +
∫ (

1
y+1 − 1

2
2y

y2+1
+ 1

y2+1

)

dy = −2arctg y
y+1 + log |y + 1| − 1

2 log(y
2 +

1) + arctg y + C = −2arctg
√
x−1

1+
√
x−1

+ log
(1+

√
x−1√
x

)

+ arctg
√
x− 1 + C, dove si sono usate in (a)

la sostituzione
√
x− 1 = y =⇒ x = y2 + 1, dx = 2y dy, in (b) l’integrazione per parti, con

{

f(y) = arctg y, f ′(y) = 1
y2+1

,

g′(y) = 1
(y+1)2

, g(y) = − 1
y+1 ,

e in (c) la decomposizione 2
(y+1)(y2+1) =

1
y+1 − y−1

y2+1 .

Allora
∫∞
1

arctg(
√
x−1 )√

x−1(x+2
√
x−1 )

dx = lim
ω→+∞

[

− 2arctg
√
x−1

1+
√
x−1

+ log
(1+

√
x−1√
x

)

+ arctg
√
x− 1

]ω

1
= lim

ω→+∞

(

−

2arctg
√
ω−1

1+
√
ω−1

+ log
(1+

√
ω−1√
ω

)

+ arctg
√
ω − 1

)

= π
2 .

(4) Determiniamo una primitiva
∫

e−x(x+
√
ex − 1 ) dx =

∫

xe−x dx+
∫

e−x/2
√
1− e−x dx

(a)
= −xe−x+

∫

e−x dx − 2
∫
√

1− y2 dy
(b)
= −(x + 1)e−x − 2

∫

cos2 z dz = −(x + 1)e−x −
∫

(1 + cos 2z) dz =

−(x+1)e−x−z− 1
2 sin 2z+C = −(x+1)e−x−arcsin y−y

√

1− y2+C = −(x+1)e−x−arcsin(e−x/2)−
e−x/2

√
1− e−x + C, dove si sono usate in (a) la sostituzione e−x/2 = y =⇒ −1

2e
−x/2 dx = dy, e

l’integrazione per parti, con

{

f(x) = x, f ′(x) = 1,

g′(x) = e−x, g(x) = −e−x,
e in (b) la sostituzione y = sin z =⇒

dy = cos z dz.
Allora

∫∞
0 e−x(x +

√
ex − 1 ) dx = lim

ω→+∞

[

− (x + 1)e−x − arcsin(e−x/2) − e−x/2
√
1− e−x

]ω

0
=

lim
ω→+∞

(

− (ω + 1)e−ω − arcsin(e−ω/2)− e−ω/2
√
1− e−ω

)

+ 1 + π
2 = 1 + π

2 .

(5) Determiniamo una primitiva: poiché
∫

x(1 − cosx)e−x dx =
∫

xe−x dx −
∫

xe−x cos x dx, calco-

liamo
∫

xe−x dx = −xe−x +
∫

e−x dx = −(x+ 1)e−x +C, e
∫

xe−x cos x dx
(a)
= −(x+ 1)e−x cos x−

∫

(x + 1)e−x sinx dx
(b)
= −(x + 1)e−x cos x + (x + 2)e−x sinx −

∫

(x + 2)e−x cos x dx, dove si

è usata l’integrazione per parti, in (a) con

{

f(x) = cos x, f ′(x) = − sinx,

g′(x) = xe−x, g(x) = −(x+ 1)e−x,
e in (b) con

{

f(x) = sinx, f ′(x) = cos x,

g′(x) = (x+ 1)e−x, g(x) = −(x+ 2)e−x.
Quindi, 2

∫

xe−x cos x dx + 2
∫

e−x cos x dx = −(x +

1)e−x cos x+(x+2)e−x sinx, cioè
∫

xe−x cos x dx = 1
2(x+2)e−x sinx−1

2(x+1)e−x cos x−
∫

e−x cos x dx
(c)
=

1
2(x+2)e−x sinx− 1

2 (x+1)e−x cos x− 1
2 e

−x
(

sinx−cos x
)

+C = 1
2(x+1)e−x sinx− 1

2xe
−x cos x+C, do-

ve in (c) si è usato il risultato
∫

e−x cos x dx = −e−x cos x−
∫

e−x sinx dx = −e−x cos x+ e−x sinx−
∫

e−x cos x dx =⇒
∫

e−x cos x dx = 1
2 e

−x
(

sinx − cos x
)

. Concludendo,
∫

x(1 − cos x)e−x dx =
−(x+ 1)e−x − 1

2(x+ 1)e−x sinx+ 1
2xe

−x cos x+ C.

Allora
∫ +∞
0 x(1 − cos x)e−x dx = lim

ω→+∞

[

− (x + 1)e−x − 1
2(x + 1)e−x sinx + 1

2xe
−x cos x

]ω

0
=

lim
ω→+∞

(

1
2ωe

−ω cosω − (ω + 1)e−ω − 1
2 (ω + 1)e−ω sinω + 1

)

= 1.

(6) Determiniamo una primitiva
∫

1√
x(1−x)

dx =
∫

dx
√

1
4
−(x− 1

2
)2

=
∫

2dx√
1−(2x−1)2

= arcsin(2x−1)+C.

Allora
∫ 1
0

1√
x(1−x)

dx = lim
a→0−

[

arcsin(2x− 1)
]1/2

a
+ lim

b→1−

[

arcsin(2x− 1)
]b

1/2
= π.

7



(7) Determiniamo una primitiva
∫ sinx log(sinx)

cos2 x
dx

(a)
= log(sinx)

cos x −
∫

dx
sinx = log(sinx)

cos x −
∫

sinx
1−cos2 x

dx
(b)
=

log(sinx)
cos x −

∫ dy
y2−1

(c)
= log(sinx)

cos x − 1
2 log |y − 1|+ 1

2 log |y + 1|+ C = log(sinx)
cos x + 1

2 log
(

1+cos x
1−cos x

)

+ C, dove

si sono usate in (a) l’integrazione per parti, con

{

f(x) = log(sinx), f ′(x) = cos x
sinx ,

g′(x) = sinx
cos2 x

, g(x) = 1
cos x ,

in (b) la sosti-

tuzione cos x = y =⇒ − sinx dx = dy, e in (c) la decomposizione 1
y2−1 = 1

2

(

1
y−1 − 1

y+1

)

.

Allora
∫ π/2
0

sinx log(sinx)
cos2 x

dx = lim
a→0+

[ log(sinx)
cos x +1

2 log
(

1+cos x
1−cos x

)]1

a
+ lim

b→π/2−

[ log(sinx)
cos x +1

2 log
(

1+cos x
1−cos x

)]π/2

1
=

= lim
b→π/2−

( log(sin b)
cos b + 1

2 log
(

1+cos b
1−cos b

))

− lim
a→0+

( log(sin a)
cos a + 1

2 log
(

1+cos a
1−cos a

))

=

= lim
c→0+

log(sin(π
2
−c))

cos(π
2
−c) − lim

a→0+

2 log(sina)−cos a log(1−cos a)
2 cos a − 1

2 log 2 =

= lim
a→0+

log(cos a)
sina − lim

a→0+

2 log a+o(1)−(1+o(a)) log
(

a2

2
(1+o(1))

)

2+o(1) − 1
2 log 2 =

= lim
a→0+

log(1− 1
2
a2+o(a2))

a(1+o(1)) − lim
a→0+

2 log a+o(1)−(1+o(a))(2 log a−log 2+o(1))
2+o(1) − 1

2 log 2 =

= lim
a→0+

− 1
2
a2(1+o(1))

a(1+o(1)) − lim
a→0+

log 2+o(1)
2+o(1) − 1

2 log 2 = − log 2.

(8) Determiniamo una primitiva
∫ log x

(x−1)3/2
dx

(a)
= −2 logx√

x−1
+
∫

2
x
√
x−1

dx
(b)
= −2 log x√

x−1
+
∫ 4 dy

y2+1 = −2 logx√
x−1

+

4arctg y + C = −2 log x√
x−1

+ 4arctg
√
x− 1 + C, dove si sono usate in (a) l’integrazione per parti con

{

f(x) = log x, f ′(x) = 1
x ,

g′(x) = 1
(x−1)3/2

, g(x) = − 2√
x−1

,
e in (b) la sostituzione

√
x− 1 = y =⇒ x = y2+1, dx = 2y dy.

Allora
∫∞
1

logx
(x−1)3/2

dx = lim
c→1+

[

− 2 log x√
x−1

+ 4arctg
√
x− 1

]2

c
+ lim

ω→+∞

[

− 2 log x√
x−1

+ 4arctg
√
x− 1

]ω

2
=

lim
c→1+

(

2 log x√
x−1

− 4 arctg
√
x− 1

)

+ lim
ω→+∞

(

− 2 logω√
ω−1

+ 4arctg
√
ω − 1

)

= 2π.

(9) Determiniamo una primitiva
∫ log x

(x−1)4/3
dx

(a)
= − 3 log x

3√x−1
+
∫

3
x 3√x−1

dx
(b)
= − 3 log x

3√x−1
+
∫ 9y dy

y3+1

(c)
=

− 3 logx
3
√
x−1

+
∫ (

− 3
y+1 + 3

2
2y−1

y2−y+1
+ 9

2
1

y2−y+1

)

dy + C = − 3 log x
3
√
x−1

− 3 log |y + 1| + 3
2 log(y

2 − y + 1) +

6
∫ dy

1+
(

2y−1
√

3

)2 + C = − 3 log x
3√x−1

− 3 log |y + 1| + 3
2 log(y

2 − y + 1)+ = − 3 log x
3√x−1

− 3 log |1 + 3
√
x− 1| +

3
2 log

(

3
√

(x− 1)2 − 3
√
x− 1 + 1

)

+ 3
√
3 arctg 2 3√x−1−1√

3
+ C, dove si sono usate in (a) l’integrazio-

ne per parti con

{

f(x) = log x, f ′(x) = 1
x ,

g′(x) = 1
(x−1)4/3

, g(x) = − 3
3√x−1

,
in (b) la sostituzione 3

√
x− 1 = y =⇒ x =

y3+1, dx = 3y2 dy, e in (c) la decomposizione 9y
y3+1

= − 3
y+1+

3(y+1)
y2−y+1

= − 3
y+1+

3
2

2y−1
y2−y+1

+ 9
2

1
y2−y+1

.

Allora
∫∞
1

log x
(x−1)4/3

dx =

= lim
c→1+

[

− 3 log x
3√x−1

− 3 log |1 + 3
√
x− 1|+ 3

2 log
(

3
√

(x− 1)2 − 3
√
x− 1 + 1

)

+ 3
√
3 arctg 2 3√x−1−1√

3

]2

c
+

+ lim
ω→+∞

[

− 3 log x
3√x−1

− 3 log |1+ 3
√
x− 1|+ 3

2 log
(

3
√

(x− 1)2 − 3
√
x− 1+ 1

)

+3
√
3 arctg 2 3√x−1−1√

3

]ω

2
=

= lim
c→1+

(

3 log c
3√c−1

+ 3 log |1 + 3
√
c− 1| − 3

2 log
(

3
√

(c− 1)2 − 3
√
c− 1 + 1

)

− 3
√
3 arctg 2 3√c−1−1√

3

)

+

+ lim
ω→+∞

(

− 3 logω
3√ω−1

− 3 log |1+ 3
√
ω − 1|+ 3

2 log
(

3
√

(ω − 1)2 − 3
√
ω − 1+1

)

+3
√
3 arctg 2 3√ω−1−1√

3

)

=

8



= π
√
3

2 + lim
ω→+∞

(

− 3 logω
3
√
ω−1

+ 3
2 log

3
√

(ω−1)2− 3√ω−1+1

(1+ 3
√
ω−1 )2

+ 3
√
3 arctg 2 3√ω−1−1√

3

)

= π
√
3

2 + 3
√
3π
2 = 2π

√
3.

�

Svolgimento esercizio 6

(1) Poiché f(x) := log(x+1)
x3+2x+1

= log x
x3 (1 + o(1)), x → +∞, ne segue che

∫ +∞
1 f(x) dx converge.

(2) Poiché f(x) := log(2+x2)√
x arctg(x2)

= 2 log x
π
2

√
x
(1 + o(1)), x → +∞, ne segue che

∫ +∞
1 f(x) dx non converge.

(3) Sia f(x) := log x
|x−1|5/4 sin(x1/2)

. Poiché f(x) = log x√
x
(1 + o(1)), x → 0+, allora

∫ 1/2
0 f(x) dx converge.

Poiché f(x) = (x−1)(1+o(1))

sin 1·|x−1|5/4(1+o(1))
= − 1

sin 1
1

|x−1|1/4 (1 + o(1)), x → 1−, allora
∫ 1
1/2 f(x) dx converge.

Ne segue che
∫ 1
0 f(x) dx converge.

(4) Sia f(x) := log(x2)

x1/2 arcsin(|x−1|9/4) . Poiché f(x) = 2 log x
π
2
·√x

(1 + o(1)), x → 0+, allora
∫ 1/2
0 f(x) dx

converge. Poiché f(x) = 2(x−1)(1+o(1))

|x−1|9/4(1+o(1))
= − 2

|x−1|5/4 (1 + o(1)), x → 1−, allora
∫ 1
1/2 f(x) dx non

converge. Ne segue che
∫ 1
0 f(x) dx non converge.

(5) Sia f(x) := 1√
x(x2+1) log(1+

√
x)
. Poiché f(x) = 1

x(1+o(1)) , x → 0+, allora
∫ 1
0 f(x) dx non converge.

Poiché f(x) = 1
1
2
x5/2 log x(1+o(1))

, x → +∞, allora
∫ +∞
1 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
0 f(x) dx

non converge.

(6) Sia f(x) := e−x2/2√
2x+arctg(x1/4)

. Poiché f(x) = 1+o(1)

x1/4(1+o(1))
, x → 0+, allora

∫ 1
0 f(x) dx converge. Poiché

f(x) = e−x2/2√
2x(1+o(1))

= o
(

1
x100

)

, x → +∞, allora
∫ +∞
1 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
0 f(x) dx

converge.

(7) Poiché f(x) :=
sin 1

√

x

(x−1)1/2
è tale che |f(x)| ≤ 1

(x−1)1/2
, x → 1+, allora

∫ 2
1 f(x) dx converge. Poiché

f(x) =
1

√

x
(1+o(1))

√
x(1+o(1))

= 1
x(1 + o(1)), x → +∞, allora

∫ +∞
2 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
0 f(x) dx

non converge.

(8) Sia f(x) := e−x

(x−4)2(x+ 1
2
)1/3

. Poiché f(x) =
√
e (1+o(1))

27
4

(x+ 1
2
)1/3(1+o(1))

, x → −1
2 , allora

∫ 3
−1 f(x) dx converge.

Poiché f(x) = e−4 (1+o(1))

3
√

9
2
(x−4)2(1+o(1))

, x → 4, allora
∫ 5
3 f(x) dx non converge. Poiché f(x) = e−x

x7/3(1+o(1))
=

o
(

1
x100

)

, x → +∞, allora
∫ +∞
5 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
−1 f(x) dx non converge.

(9) Sia f(x) := e−x

(x−3)1/3|x− 1
2
|1/2 . Poiché f(x) = e−1/2 (1+o(1))

− 3
√

5
2
|x− 1

2
|1/2(1+o(1))

, x → 1
2 , allora

∫ 2
−1 f(x) dx

converge. Poiché f(x) = e−3 (1+o(1))
√

5
2
(x−3)1/3(1+o(1))

, x → 3, allora
∫ 5
2 f(x) dx converge. Poiché f(x) =

e−x

x5/6(1+o(1))
= o
(

1
x100

)

, x → +∞, allora
∫ +∞
5 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
−1 f(x) dx converge.

(10) Sia f(x) := 1
(x−3)1/3|x− 1

2
|1/2 . Poiché f(x) = 1

− 3
√

5
2
|x− 1

2
|1/2(1+o(1))

, x → 1
2 , allora

∫ 2
−1 f(x) dx

converge. Poiché f(x) = 1
√

5
2
(x−3)1/3(1+o(1))

, x → 3, allora
∫ 5
2 f(x) dx converge. Poiché f(x) =

1
x5/6(1+o(1))

, x → +∞, allora
∫ +∞
5 f(x) dx non converge. Ne segue che

∫ +∞
−1 f(x) dx non converge.
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(11) Sia f(x) := 1
|x−3|3/4|x− 1

2
|1/2 . Poiché f(x) = 1

( 5
2
)3/4 |x− 1

2
|1/2(1+o(1))

, x → 1
2 , allora

∫ 2
−1 f(x) dx

converge. Poiché f(x) = 1
√

5
2
|x−3|3/4(1+o(1))

, x → 3, allora
∫ 5
2 f(x) dx converge. Poiché f(x) =

1
x5/4(1+o(1))

, x → +∞, allora
∫ +∞
5 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
−1 f(x) dx converge.

(12) Sia f(x) := log(3+|x|−1/4)

|x−3|3/4|x− 1
2
|1/2 . Poiché f(x) =

− 1
4
log |x|(1+o(1))

33/4 1
√

2
(1+o(1))

, x → 0, allora
∫ 1/4
−1 f(x) dx con-

verge. Poiché f(x) = log(3+ 4√2 )(1+o(1))

( 5
2
)3/4 |x− 1

2
|1/2(1+o(1))

, x → 1
2 , allora

∫ 2
1/4 f(x) dx converge. Poiché f(x) =

log(3+3−1/4)(1+o(1))
√

5
2
|x−3|3/4(1+o(1))

, x → 3, allora
∫ 5
2 f(x) dx converge. Poiché f(x) = log 3(1+o(1))

x5/4(1+o(1))
, x → +∞, allora

∫ +∞
5 f(x) dx converge. Ne segue che

∫ +∞
−1 f(x) dx converge.

(13) Sia f(x) := e−x2/2. Poiché f(x) = e−x2/2 = o
(

1
x100

)

, x → ±∞, allora
∫ 0
−∞ f(x) dx e

∫ +∞
0 f(x) dx

convergono. Ne segue che
∫ +∞
−∞ f(x) dx converge.

�

Svolgimento esercizio 7

(1) Sia f(x) := 1
(1+x2)(x+2)β

. Poiché f(x) = 1
x2+β(1+o(1))

, per x → +∞, allora l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx

converge ⇐⇒ 2 + β > 1 ⇐⇒ β > −1.

(2) Sia f(x) :=
(log(1+ 1

x
))β√

x+1
. Poiché f(x) =

1

xβ
(1+o(1))

√
x(1+o(1))

= 1
xβ+1/2 (1 + o(1)), per x → +∞, allora

l’integrale
∫ +∞
2 f(x) dx converge ⇐⇒ β + 1

2 > 1 ⇐⇒ β > 1
2 .

(3) Sia f(x) := arctg(x+7)
x(log(x+2))β

. Poiché f(x) =
π
2
(1+o(1))

x(log x)β(1+o(1))
, per x → +∞, allora l’integrale

∫ +∞
2 f(x) dx

converge ⇐⇒ β > 1.

(4) Sia f(x) :=
(

1 − cos 1
x3

)β
xβ/2. Poiché f(x) = xβ/2

(2x6)β(1+o(1))
= 1

2βx11β/2 (1 + o(1)), per x → +∞,

allora l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge ⇐⇒ 11

2 β > 1 ⇐⇒ β > 2
11 .

(5) Sia f(x) :=
| sin 1

x
− 1

x
|β

3
√
x

. Poiché f(x) =
( 1
6x3

)β(1+o(1))
3
√
x

= 1
6βx1/3−3β (1 + o(1)), per x → +∞, allora

l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge ⇐⇒ 1

3 − 3β > 1 ⇐⇒ β < −2
9 .

(6) Sia f(x) := (ex−1)β√
x(1−x)

. Poiché, per x → 0+, f(x) = xβ(1+o(1))√
x(1+o(1))

= 1
x1/2−β (1 + o(1)), allora l’integrale

∫ 1/2
0 f(x) dx converge ⇐⇒ 1/2 − β < 1 ⇐⇒ β > −1

2 . Poiché, per x → 1−, f(x) = (e−1)β(1+o(1))√
1−x(1+o(1))

,

allora l’integrale
∫ 1
1/2 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Ne segue che l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge

⇐⇒ β > −1
2 .

(7) Sia f(x) := log x
(x−1)β

. Poiché, per x → 1+, f(x) = (x−1)(1+o(1))
(x−1)β

= 1
(x−1)β−1(1+o(1))

, allora l’integrale
∫ 2
1 f(x) dx converge ⇐⇒ β − 1 < 1 ⇐⇒ β < 2. Poiché, per x → +∞, f(x) = log x

xβ(1+o(1))
,

allora l’integrale
∫ +∞
2 f(x) dx converge ⇐⇒ β > 1. Ne segue che l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx converge

⇐⇒ β ∈ (1, 2).

(8) Sia f(x) := arctg(x2+3)
(x+1)β(x+2)

. Poiché, per x → (−1)+, f(x) = arctg 4(1+o(1))
(x+1)β(1+o(1))

, allora l’integrale
∫ 2
−1 f(x) dx converge ⇐⇒ β < 1. Poiché, per x → +∞, f(x) =

π
2
(1+o(1))

xβ+1(1+o(1))
, allora l’integrale
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∫ +∞
2 f(x) dx converge ⇐⇒ β + 1 > 1 ⇐⇒ β > 0. Ne segue che l’integrale

∫ +∞
−1 f(x) dx converge

⇐⇒ β ∈ (0, 1).

(9) Sia f(x) :=
(

arctg 1
x

)β
. Poiché, per x → 0+, f(x) =

(

π
2

)β
(1 + o(1)), allora l’integrale

∫ 2
0 f(x) dx

converge per ogni β ∈ R. Poiché, per x → +∞, f(x) = 1
xβ(1+o(1))

, allora l’integrale
∫ +∞
2 f(x) dx

converge ⇐⇒ β > 1. Ne segue che l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge ⇐⇒ β > 1.

(10) Sia f(x) := e−x

(x−3)β
√
x
. Poiché, per x → 3+, f(x) = e−3(1+o(1))√

3 (x−3)β(1+o(1))
, allora l’integrale

∫ 4
3 f(x) dx

converge ⇐⇒ β < 1. Poiché, per x → +∞, f(x) = e−x

xβ+1/2(1+o(1))
= o

(

1
x2

)

, allora l’integrale
∫ +∞
4 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Ne segue che l’integrale

∫ +∞
3 f(x) dx converge ⇐⇒ β < 1.

(11) Sia f(x) := (arctg x)β(
√
x+3)2β . Poiché, per x → 0+, f(x) = 32βxβ(1+ o(1)), allora l’integrale

∫ 4
0 f(x) dx converge ⇐⇒ β > −1. Poiché, per x → +∞, f(x) =

(

π
2

)β
xβ, allora l’integrale

∫ +∞
4 f(x) dx converge ⇐⇒ β < −1. Ne segue che l’integrale

∫ +∞
0 f(x) dx non converge per ogni

β ∈ R.

(12) Sia f(x) := cos2 x+3
xβ+

√
x
. Per x → 0+, si ha:

(a) se β > 1
2 , f(x) =

4 (1+o(1))√
x(1+o(1))

, e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β > 1

2 ,

(b) se β = 1
2 , f(x) =

4 (1+o(1))
2
√
x(1+o(1))

, e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge,

(c) se β < 1
2 , f(x) =

4 (1+o(1))
xβ(1+o(1))

, e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β < 1

2 .

Ne segue che l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β ∈ R.

(13) Si ha
∫ +∞
0

(

e−x + x2β+1√
x

)

dx =
∫ +∞
0 e−x dx +

∫ +∞
0 x2β−1/2 dx +

∫ +∞
0

1√
x
dx. Ora, il primo

integrale converge, la convergenza del secondo integrale dipende da β, ma il terzo integrale non
converge. Poiché sono tre addendi positivi, la somma dei tre integrali non converge, per ogni β ∈ R.

(14) Sia f(x) :=
arctg( 1

xβ
)

2+
√
x

. Per x → 0+, si ha:

(a) se β > 0, f(x) = π
4 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β > 0,

(b) se β = 0, f(x) = π
8 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge,

(c) se β < 0, f(x) = x−β (1+o(1))
2 (1+o(1)) , e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β < 0.

Ne segue che l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Per x → +∞, si ha:

(d) se β > 0, f(x) =
1

xβ
(1+o(1))

x1/2 (1+o(1))
= 1

xβ+1/2 (1 + o(1)), e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni

β + 1/2 > 1 ⇐⇒ β > 1
2 ,

(e) se β = 0, f(x) =
π
4

x1/2 (1+o(1))
, e l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx non converge,

(f) se β < 0, f(x) =
π
2
(1+o(1))

x1/2 (1+o(1))
, e l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx non converge per ogni β < 0.
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Ne segue che l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge ⇐⇒ β > 1

2 . Allora, l’integrale proposto converge
⇐⇒ β > 1

2 .

(15) Sia f(x) :=
| sin 1

√

x
|β

√
x log(1+ 3

√
x)
. Per x → 0+, si ha 0 ≤ f(x) ≤ 1√

x log(1+ 3
√
x)

= 1
x5/6(1+o(1))

, da cui segue

che l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β ≥ 0. Per x → +∞, si ha:

(a) se β > 0, f(x) =
1

xβ/2
(1+o(1))

1
3
x1/2 log x(1+o(1))

= 3
x(β+1)/2 log x

(1 + o(1)), e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge

⇐⇒ (β + 1)/2 > 1 ⇐⇒ β > 1,

(b) se β = 0, f(x) = 3
x1/2 log x

(1 + o(1)), e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx non converge.

Ne segue che l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge ⇐⇒ β > 1. Allora, l’integrale proposto converge

⇐⇒ β > 1.

(16) Sia f(x) := x(1−cos x)e−x

arctg(xβ)
. Per x → 0+, si ha:

(a) se β > 0, f(x) =
1
2
x3 (1+o(1))

xβ(1+o(1))
= 1

2xβ−3(1+o(1))
, e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge ⇐⇒ β − 3 <

1 ⇐⇒ β < 4,

(b) se β = 0, f(x) =
1
2
x3 (1+o(1))

π
4

, e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge,

(c) se β < 0, f(x) =
1
2
x3 (1+o(1))
π
2
(1+o(1)) , e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β < 0.

Ne segue che l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge ⇐⇒ β < 4. Per x → +∞, si ha 0 ≤ f(x) ≤ xe−x

arctg(xβ)
=:

g(x) e

(d) se β > 0, g(x) = xe−x

xβ(1+o(1))
= o
(

1
x2

)

, e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β > 0,

(e) se β = 0, g(x) = xe−x

π
4

= o
(

1
x2

)

, e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge,

(f) se β < 0, g(x) = xe−x

π
2
(1+o(1)) = o

(

1
x2

)

, e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β < 0.

Ne segue che l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Allora, l’integrale proposto converge

⇐⇒ β < 4.

(17) Sia f(x) := 2x+sin(xβ)
ex−cos(xβ)

. Per x → 0+, e β > 0, f(x) = 2x+xβ+o(xβ)

1+x+o(x)−1+ 1
2
x2β+o(x2β , per cui si ha:

(a) se β > 1, f(x) = 2x(1+o(1))
x(1+o(1)) = 2(1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β > 1,

(b) se β = 1, f(x) = 3x(1+o(1))
x(1+o(1)) = 3(1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge ,

(c) se 1
2 < β < 1, f(x) = xβ(1+o(1))

x(1+o(1)) = 1
x1−β (1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge ⇐⇒

1− β < 1 ⇐⇒ β > 0,

(d) se β = 1
2 , f(x) =

x1/2(1+o(1))
3
2
x(1+o(1))

= 2
3

1
x1/2 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge,

(e) se 0 < β < 1
2 , f(x) =

xβ(1+o(1))
1
2
x2β(1+o(1))

= 2
xβ (1+o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx converge ⇐⇒ β < 1,
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(f) se β = 0, f(x) = 2x+sin 1
ex−cos 1 = sin 1

e−cos 1 (1 + o(1)), e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge.

Ne segue che l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β ≥ 0. Per x → +∞, f(x) = 2x(1+o(1))

ex(1+o(1)) , per

cui l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β ≥ 0. Allora, l’integrale proposto converge per ogni

β ≥ 0.
�

Svolgimento esercizio 8

(1) Sia f(x) :=

√
x

xβ(x− 2)
. Per x → 0+, si ha f(x) = − 1

2xβ−1/2
(1+o(1)), per cui

∫ 1
0 f(x) dx converge

⇐⇒ β − 1
2 < 1 ⇐⇒ β < 3/2.

Posto β = 1, determiniamo una primitiva

∫

dx

(x− 2)
√
x

(a)
=

∫

2z dz

z(z2 − 2)

(b)
=

√
2

2

∫

( 1

z −
√
2
−

1

z +
√
2

)

dz =

√
2

2
log
∣

∣

∣

z −
√
2

z +
√
2

∣

∣

∣
+ C =

√
2

2
log
∣

∣

∣

√
x−

√
2√

x+
√
2

∣

∣

∣
+ C, dove si è usata in (a) la sostituzione

√
x = z =⇒ x = z2, dx = 2z dz, e in (b) la decomposizione

2

z2 − 2
=

√
2

2

( 1

z −
√
2
− 1

z +
√
2

)

. Allo-

ra

∫ 1

0

dx

(x− 2)
√
x

= lim
a→0+

[

√
2

2
log
∣

∣

∣

√
x−

√
2

√
x+

√
2

∣

∣

∣

]1

a
= lim

a→0+

(

√
2

2
log
∣

∣

∣

1−
√
2

1 +
√
2

∣

∣

∣
−

√
2

2
log
∣

∣

∣

√
a−

√
2

√
a+

√
2

∣

∣

∣

)

=
√
2

2
log

√
2− 1√
2 + 1

.

(2) Sia f(x) :=
(

arctg 1
x

(x−1)2

)β
1

x 3√x−1
. Poiché, per x → 1+, f(x) =

(π
4
)β(1+o(1))

(x−1)2β
1

(x−1)1/3(1+o(1))
=

(π4 )
β 1
(x−1)2β+1/3 (1 + o(1)), allora l’integrale

∫ 4
0 f(x) dx converge ⇐⇒ 2β + 1/3 < 1 ⇐⇒ β < 1

3 .

Poiché, per x → +∞, f(x) =
1

xβ
(1+o(1))

x2β+4/3(1+o(1))
= 1

x3β+4/3 (1 + o(1)), allora l’integrale
∫ +∞
4 f(x) dx

converge ⇐⇒ 3β + 4/3 > 1 ⇐⇒ β > −1
9 . Ne segue che l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx converge

⇐⇒ β ∈ (−1
9 ,

1
3).

Posto β = 0, determiniamo una primitiva
∫

1
x 3
√
x−1

dx
(a)
=
∫ 3y dy

y3+1

(b)
=
∫ (

− 1
y+1 + 1

2
2y−1

y2−y+1
+

3
2

1
y2−y+1

)

dy + C = − log |y + 1| + 1
2 log(y

2 − y + 1) + 2
∫ dy

1+
(

2y−1
√

3

)2 + C = 1
2 log

(

3
√

(x− 1)2 −

3
√
x− 1 + 1

)

− log |1 + 3
√
x− 1| +

√
3 arctg 2 3√x−1−1√

3
+ C, dove si sono usate in (a) la sostituzione

3
√
x− 1 = y =⇒ x = y3 + 1, dx = 3y2 dy, e in (b) la decomposizione 3y

y3+1
= − 1

y+1 + y+1
y2−y+1

=

− 1
y+1 +

1
2

2y−1
y2−y+1

+ 3
2

1
y2−y+1

.

Allora
∫∞
1

1
x 3
√
x−1

dx = lim
c→1+

[

1
2 log

(

3
√

(x− 1)2− 3
√
x− 1+1

)

−log |1+ 3
√
x− 1|+

√
3 arctg 2 3√x−1−1√

3

]2

c
+

+ lim
ω→+∞

[

1
2 log

(

3
√

(x− 1)2 − 3
√
x− 1 + 1

)

− log |1 + 3
√
x− 1|+

√
3 arctg 2 3√x−1−1√

3

]ω

2
=

= − lim
c→1+

(

1
2 log

(

3
√

(c− 1)2 − 3
√
c− 1 + 1

)

− log |1 + 3
√
c− 1|+

√
3 arctg 2 3√c−1−1√

3

)

+

+ lim
ω→+∞

(

1
2 log

(

3
√

(ω − 1)2 − 3
√
ω − 1 + 1

)

− log |1 + 3
√
ω − 1|+

√
3 arctg 2 3√ω−1−1√

3

)

=

= π
2
√
3
+ lim

ω→+∞

(

1
2 log

3
√

(ω−1)2− 3√ω−1+1

(1+ 3√ω−1 )2
+

√
3 arctg 2 3√ω−1−1√

3

)

= π
2
√
3
+ π

√
3

2 = 2π√
3
.
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(3) Sia f(x) :=
x+ 2

x(x2 + 2)
eβx

2
. Per x → +∞, si ha f(x) =

eβx
2

x2
(1 + o(1)), per cui

(a) se β > 0, f(x) → +∞, e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx non converge,

(b) se β = 0, f(x) = 1
x2 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx converge,

(c) se β < 0, f(x) = o( 1
x2 ), e l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β < 0.

Ne segue che l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β ≤ 0.

Posto β = 0, determiniamo una primitiva

∫

x+ 2

x(x2 + 2)
dx

(a)
=

∫

(1

x
− x− 1

x2 + 2

)

dx = log |x| −
1

2
log(x2 + 2) +

1

2

∫

dx

( x√
2
)2 + 1

= log |x| − 1

2
log(x2 + 2) +

1√
2
arctg

x√
2
+ C, dove si è usata in

(a) la decomposizione
x+ 2

x(x2 + 2)
=

1

x
− x− 1

x2 + 2
.

Allora

∫ +∞

1

x+ 2

x(x2 + 2)
dx = lim

ω→+∞

[1

2
log

x2

x2 + 2
+

1√
2
arctg

x√
2

]ω

1
= lim

ω→+∞

(1

2
log

ω2

ω2 + 2
+

1√
2
arctg

ω√
2
+

1

2
log 3− 1√

2
arctg

1√
2

)

=
π

2
√
2
+

1

2
log 3− 1√

2
arctg

1√
2
.

(4) Sia f(x) := log(1 + xβ)
(

1
x2 + 1

(x+3)2

)

. Per x → 0+, si ha:

(a) se β > 0, f(x) = xβ (1 + o(1)) 1
x2 (1 + o(1)) = 1

x2−β (1 + o(1)), e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge

⇐⇒ 2− β < 1 ⇐⇒ β > 1,

(b) se β = 0, f(x) = log 2
x2 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx non converge,

(c) se β < 0, f(x) = β log x(1 + o(1)) 1
x2 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ 1
0 f(x) dx non converge per ogni

β < 0.

Ne segue che l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge ⇐⇒ β > 1. Per x → +∞, si ha:

(d) se β > 0, f(x) = β log x(1 + o(1)) 2
x2 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni

β > 0,

(e) se β = 0, f(x) = 2 log 2
x2 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ +∞
1 f(x) dx converge,

(f) se β < 0, f(x) = xβ(1+ o(1)) 2
x2 (1+ o(1)) = 2

x2−β (1+ o(1)), e l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge

⇐⇒ 2− β > 1 ⇐⇒ β < 1.

Ne segue che l’integrale
∫ +∞
1 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Allora, l’integrale proposto converge

⇐⇒ β > 1.

Posto β = 2, determiniamo una primitiva
∫

log(1 + x2)
(

1
x2 + 1

(x+3)2

)

dx
(a)
= − 2x+3

x(x+3) log(1 + x2) +
∫

2x
x2+1

· 2x+3
x(x+3) dx = − 2x+3

x(x+3) log(1+x2)+2
∫

2x+3
(x+3)(x2+1)

dx
(b)
= − 2x+3

x(x+3) log(1+x2)+2
∫ (

− 3
10

1
x+3 +

3
20

2x
x2+1

+ 11
10

1
x2+1

)

dx = − 2x+3
x(x+3) log(1 + x2)− 3

5 log |x+ 3|+ 3
10 log(x

2 + 1) + 11
5 arctg x+C, dove si
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sono usate in (a) l’integrazione per parti con

{

f(x) = log(1 + x2), f ′(x) = 2x
x2+1

,

g′(x) = 1
x2 + 1

(x+3)2
, g(x) = − 1

x − 1
x+3 = − 2x+3

x(x+3) ,

in (b) la decomposizione 2x+3
(x+3)(x2+1) = − 3

10
1

x+3 +
1
10

3x+11
x2+1 = − 3

10
1

x+3 +
3
20

2x
x2+1 + 11

10
1

x2+1 .

Allora
∫∞
0 log(1 + x2)

(

1
x2 + 1

(x+3)2

)

dx =

= lim
c→0+

[

− 2x+3
x(x+3) log(1 + x2)− 3

5 log |x+ 3|+ 3
10 log(x

2 + 1) + 11
5 arctg x

]2

c
+

+ lim
ω→+∞

[

− 2x+3
x(x+3) log(1 + x2)− 3

5 log |x+ 3|+ 3
10 log(x

2 + 1) + 11
5 arctg x

]ω

2
=

= lim
c→0+

(

2c+3
c(c+3) log(1 + c2) + 3

5 log |c+ 3| − 3
10 log(c

2 + 1)− 11
5 arctg x

)

+

+ lim
ω→+∞

(

− 2ω+3
ω(ω+3) log(1 + ω2)− 3

5 log |ω + 3|+ 3
10 log(ω

2 + 1) + 11
5 arctg ω

)

=

= 3
5 log 3 + lim

ω→+∞

(

− 2ω+3
ω(ω+3) log(1 + ω2) + 3

10 log
ω2+1
(ω+3)2

+ 11
5 arctg ω

)

= 3
5 log 3 +

11
10π.

(5) Sia f(x) := 1
3√x−1(x+7xβ)

. Per x → 0+, si ha:

(a) se β > 1, f(x) = 1
− 3√2x

(1 + o(1)), e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx non converge per ogni β > 1,

(b) se β = 1, f(x) = 1
−8 3√2x

(1 + o(1)), e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx non converge,

(c) se β < 1, f(x) = 1
−7 3√2xβ

(1 + o(1)), e l’integrale
∫ 1
0 f(x) dx converge per ogni β < 1.

Ne segue che l’integrale
∫ 1/2
0 f(x) dx converge ⇐⇒ β < 1. Per x → 1, si ha f(x) = 1

(2+7·2β ) 3√x−1
(1+

o(1)), e l’integrale
∫ 3
1/2 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Per x → +∞, si ha:

(d) se β > 1, f(x) = 1
7xβ+1/3 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ +∞
3 f(x) dx converge ⇐⇒ β +1/3 > 1 ⇐⇒

β > 2
3 ,

(e) se β = 1, f(x) = 1
8x4/3 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ +∞
3 f(x) dx converge,

(f) se β < 1, f(x) = 1
x4/3 (1 + o(1)), e l’integrale

∫ +∞
3 f(x) dx converge per ogni β < 1.

Ne segue che l’integrale
∫ +∞
3 f(x) dx converge per ogni β ∈ R. Allora, l’integrale proposto converge

⇐⇒ β < 1.

Posto β = 0, determiniamo una primitiva
∫

1
(x+7) 3√x−1

dx
(a)
=
∫ 3y dy

y3+8

(b)
=
∫ (

− 1
2

1
y+2 + 1

4
2y−2

y2−2y+4
+

3
2

1
y2−2y+4

)

dy + C = −1
2 log |y + 2| + 1

4 log(y
2 − 2y + 4) + 1

2

∫ dy

1+
(

y−1
√

3

)2 + C = 1
4 log

(

3
√

(x− 1)2 −

2 3
√
x− 1 + 4

)

− 1
2 log |2 + 3

√
x− 1|+

√
3
2 arctg

3
√
x−1−1√

3
+C, dove si sono usate in (a) la sostituzione

3
√
x− 1 = y =⇒ x = y3 + 1, dx = 3y2 dy, e in (b) la decomposizione 3y

y3+8
= −1

2
1

y+2 +
1
2

y+2
y2−2y+4

=

−1
2

1
y+2 + 1

4
2y−2

y2−2y+4
+ 3

2
1

y2−2y+4
.

Allora
∫∞
0

1
(x+7) 3

√
x−1

dx =

= lim
a→1−

[

1
4 log

(

3
√

(x− 1)2 − 2 3
√
x− 1 + 4

)

− 1
2 log |2 + 3

√
x− 1|+

√
3
2 arctg

3√x−1−1√
3

]a

0
+

+ lim
b→1+

[

1
4 log

(

3
√

(x− 1)2 − 2 3
√
x− 1 + 4

)

− 1
2 log |2 + 3

√
x− 1|+

√
3
2 arctg

3√x−1−1√
3

]2

b
+
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+ lim
ω→+∞

[

1
4 log

(

3
√

(x− 1)2 − 2 3
√
x− 1 + 4

)

− 1
2 log |2 + 3

√
x− 1|+

√
3
2 arctg

3√x−1−1√
3

]ω

2
=

= lim
a→1−

(

1
4 log

(

3
√

(a− 1)2−2 3
√
a− 1+4

)

−1
2 log |2+ 3

√
a− 1|+

√
3
2 arctg

3√a−1−1√
3

−1
4 log 7+

√
3
2 arctg 2√

3

)

+

− lim
b→1+

(

1
4 log

(

3
√

(b− 1)2 − 2 3
√
b− 1 + 4

)

− 1
2 log |2 + 3

√
b− 1|+

√
3
2 arctg

3√b−1−1√
3

)

+

+ lim
ω→+∞

(

1
4 log

(

3
√

(ω − 1)2 − 2 3
√
ω − 1 + 4

)

− 1
2 log |2 + 3

√
ω − 1|+

√
3
2 arctg

3√ω−1−1√
3

)

=

= −1
4 log 7+

√
3
2 arctg 2√

3
+ π

√
3

12 + lim
ω→+∞

(

1
4 log

3
√

(ω−1)2−2 3
√
ω−1+4

(2+ 3
√
ω−1 )2

+
√
3
2 arctg

3√ω−1−1√
3

)

= −1
4 log 7+

√
3
2 arctg 2√

3
+ π

√
3

12 + π
√
3

4 = −1
4 log 7 +

√
3
2 arctg 2√

3
+ π√

3
.

�

16


