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Lemma 1. Siano 3, e 7y, due successioni, e sia b, = >°7_, Bj, ¢p = >0 V-

Allora
p p
D bk =bpey = Brck-1.
k=1 k=1

Dimostrazione.

brcr — brp_1ck—1 = bpcy — bpcr—1 + brcg—1 — bp—_1cp—1
= bi(cr — cr—1) + (b, — bp—1)ck—1 = by + cr—15%-

Poiché la somma Y 7_, (brcy — br—1cp—1) € telescopica e by = ¢y = 0 per
definizione, si ha
P P
bpcp = Z beyk + Z Brcr—1,
k=1 k=1
da cui segue la tesi. O

Teorema 2 (Teorema di Abel). Sia Y 2 a,2z" una serie di potenze con
raggio di convergenza p € (0, +00). Se la serie converge per y con |y| = p, allora
converge uniformemente in tutto l'intervallo chiuso di estremi 0 e y.

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione per il caso y = p, ’altro caso si
dimostra in modo analogo. Poiché la serie converge in y, le somme parziali
n ¥ . .
- 0
Sn(y) = >_j—; a;y’ sono una successione di Cauchy, ovvero

n+p
Ve >0 3ng eN:n>ng, p>0=|Ship(y) — Sn(y)| =| Z ajy’| <e. (1)
j=n-+1
Faremo vedere che la successione Sy, (z) & di Cauchy uniformemente in 2 € [0, 3],
da cui la segue immediatamente la tesi.
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n+p ‘ n+p s J p T n+k
|Snip(@) = Su(@)| = D e’ = Y azy (;) = anpyt* (;)
j= k=1

n+k
ove si e posto k = j—n. Vogliamo usare il Lemma precedente, con by = (%)

e = an+ky"+k. Si osservi che allora

T n+k T n+k—1
Br =br —bg—1= <—> - <—> ;
Y Y

k k
Ck = Z Ym = Z Angmy" " = Snik(y) — Sn(y).
m=1 m=1

mentre

Si ottiene quindi

T

n+p
S (@) — Su(a)] < (5> Suen() — Su(y)|

Fiw-sn |G-

Scegliendo n e p come in (1), si ottiene

6 -6

ove si & maggiorato z/y con 1 nel primo addendo. Poiché

6070607

la somma diviene una somma telescopica, che vale (%) - (%) < 2, da cui

|Sntp(z) — Sn(z)| < € (1 + Z
k=1

|Sr4p(x) — Sp(x)] < 3¢ uniformemente in z O

Osservazione 3.

Si osservi che nell’enuciato del teorema di Abel I'ipotesi |y| = p non & necessaria.
D’altr’onde, se |y| < p, vale la convergenza totale.

Nel caso |y| = p la convergenza assoluta & in generale il meglio che si possa
ottenere, infatti la serie Y 7° n 12" non converge totalmente in [—1,0].



