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TEN 2008.  Gruppi abeliani finiti.

In questa nota richiamiamo alcuni fatti sui gruppi abeliani finiti. Questi fatti possone essere applicati al
gruppo Z,, delle classi resto modulo n che ammettono inverso moltiplicativo, come al gruppo dei punti di
una curva ellittica su un campo finito Z,, con p primo.

Definizione. Sia G un gruppo abeliano finito di ordine n. Si dice che G & ciclico se esiste un elemento
g € G tale che

G = {97 927“.7gn—1’ gn = 8}.

L’elemento ¢ si dice generatore di G. Ha ordine n e le sue potenze esauriscono tutto G.

Esempio 1. Per ogni intero positivo n, il gruppo additivo ( Z,,+) € un gruppo ciclico di ordine n. Infatti

n=1{1,2, ..., n—1, n=0}.

Poiché vale a-1=a , la classe 1 & un generatore del gruppo. Notare che in questo caso, dove ’operazione
¢ la somma, le potenze corrispondono ai multipli del generatore.

Esempio 2. Sia G = Z,, X Zp, con ged(m,n) = 1. 1l gruppo Z, X Zy, & ciclico.
Esempio 3. Sia G = Z,, X Z,, con gcd(m,n) # 1. Sia (%,y), con & € Zpy ¢ § € Zp, un elemento
qualunque di Z,, x Z,. Allora lordine di (Z,y) divide il minimo comune multiplo mecm(m,n). In

particolare tale ordine € minore di mn ed il gruppo Z,, X Z, non ¢ ciclico.

Esempio 4. Per ogni intero positivo n, il gruppo moltiplicativo ( Z,,, ) € un gruppo abeliano finito di ordine
©(n). Se n & primo, allora Z,, ¢ ciclico. In generale, per n arbitrario il gruppo Z; non & ciclico.
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Teorema. Sia G un gruppo abeliano finito di ordine n = plflpg€2 ...pk dove i p; sono primi distinti e i k;
sono interi positivi. Allora G é isomorfo al prodotto diretto

GE Gy X Gy x...x Gy,

dove G; é un gruppo abeliano di ordine pif“.

Fatto 1. Sia G un gruppo di ordine p primo. Allora G € un gruppo ciclico ed e isomorfo a Z,.

Fatto 2. Sia G un gruppo il cui ordine ¢ il prodotto di primi distinti n = py - ps - ... ps. Allora G & un
gruppo ciclico ed & isomorfo a

G= Hp, X Hpy X .. X Up, = Lp,p,..p,
(il secondo isomorfismo segue dal Teorema Cinese del Resto).

Fatto 3. Sia G un gruppo il cui ordine ¢ potenza di un primo n = p*. In questo caso G non & necessariamente
ciclico. Per G ci sono infatti tutte le seguenti possibilita:

Gg Zpa1>< Zpazx...x %p“"”’ a1+a2+...+am:k.
Ad esempio, ci sono:
Zpk;
Zp X Zpk—17 sz X Zpk—27 Zpa X %pk—a;

ZPX szx Zpk—?,, ey

Solo nel primo caso G & ciclico. Negli altri casi G non & ciclico.
In un caso concreto, ragionando sull’ordine degli elementi di G possiamo tentare di determinare quale fra
queste possibilita si verifica.

Esempio 1. Sia p un numero primo e sia G = Z;. Il Teorema della Radice Primitiva ci dice che il gruppo
G = 7, & ciclico.

Notare che il gruppo G ha ordine ¢(p) = p — 1, che non & primo; quindi il fatto che G sia ciclico & tutt’altro
che scontato.

Esempio 2. Sia p un numero primo e sia G = Z;k. Il gruppo G = %;k e ciclico per ogni p # 2 (vedi Nota
sulla radice primitiva).

Per p = 2, si hanno le seguenti possibilita:

Z5 = {1} & ciclico;

X = U = {1,—1} & ciclico;

Uy = Uy =1{1, 3,5, T} = Zs x %3 non ¢ ciclico (tutti gli elementi hanno ordine 2);

e & un gruppo di ordine 27! isomorfo a Zig x Zgr—2». In particolare non & ciclico.

Esempio 3. Siano p e ¢ primi distinti e sia G = Z,,.
Il gruppo G ha ordine ¢(pq) = ¢(p)¢(q) = (p — 1)(¢ — 1). 1l Teorema Cinese del Resto ci dice che Z;, =
Z; X ZZ. Dunque G & prodotto di due gruppi ciclici. Si ha che G stesso € ciclico se e solo se

ged(p—1,¢g—1)=1 <& p=2oppure g =2.

Notare che per p,q > 2, si ha che p — 1 e ¢ — 1 sono entrambi pari...



