TEN 2011.  Esercizi 3. Fattorizzazione per tentativi, Pollard p, Pollard p — 1.

Notazione: Indichiamo con logn il logaritmo di n in base 2 e con Inn il logaritmo naturale di n, in base e.
Attenzione: i links ai file vanno ribattuti completamente (col copia-incolla non funzionano).

1. 1l metodo di fattorizzazione per tentativi (¢rial division) consiste nel dividere un numero intero n > 0 per tutti
iprimi p < \/ﬁ, in ordine crescente fino a che non si trova un fattore.
(a) Sia n un intero. Quanti sono approssimativamente i primi p < y/n?
(b) Qual & la complessita di una divisione di 7 per un primo p < 1/n?
(c) Verificare che la complessita del metodo di fattorizzazione per tentativi si pud stimare come

O(plogn),

dove n & l'intero da fattorizzare e p ¢ il piu piccolo fattore di n (usare (a) e (b)).

2. Sia m un intero da fattorizzare. Stimare il numero di operazioni necessarie a fattorizzare un intero n col metodo
di fattorizzazione per tentativi ogni volta che n diventa dieci volte pitt grande (ossia ha una cifra decimale in
pill): osservare la differenza fra il caso in cui il fattore piu piccolo p ha una cifra decimale in pil e il caso in cui
il quoziente % ha una cifra decimale in piu (mentre p resta fisso).

Esempiol: http://www.mat.uniroma2.it/~geo2/naif-experl.txt
Esempio2: http://www.mat.uniroma2.it/~geo2/naif-exper2.txt

3. Siano dati i numeri
nl = nextprime(10°) * nextprime(10'°), n2 = nextprime(10°) x nextprime(109).

Fattorizzare nl ed n2 con “trial division”. Sulla base del tempo impiegato, esibire degli interi la cui fattoriz-
zazione con tale algoritmo richiede un minuto, un’ora, un giorno, un mese, un anno,....., un secolo.

4. Siano dati i numeri
nl = nextprime(10°) * nextprime(10*°), n2 = nextprime(10°) x nextprime(10'Y),

n3 = nextprime(107) * nextprime(10*°), n3 = nextprime(10®) x nextprime(10'Y),
n5 = nextprime(10'°) x nextprime(10°°), n6 = nextprime(10'°) x nextprime(10'°),
n7 = nextprime(10*°) x nextprime(10°°%), n8 = nextprime(10'°) x nextprime(104°°).

(a) Fattorizzarli col metodo p di Pollard.
(b) Quante iterate dobbiamo aspettarci di fare nei singoli casi?
(¢) Come varia il numero di operazioni necessarie a fattorizzare nd, n6, n7, n8?

5. Implementare l'algoritmo p di Pollard e usarlo per
(a) fattorizzare i numeri di Mersenne M, per 1 < n < 60;
(b) fattorizzare i numeri di Fermat F},, per 1 < n < 8.

6. Sia m un numero intero composto di 200 cifre. Dopo 10000 iterazioni 1’algoritmo di Pollard p non ha trovato
nessun fattore. Cosa possiamo concludere?

7. Sia m un numero intero composto di 200 cifre, e sia B = 10000. Dopo quante iterazioni dell’algoritmo di Pollard
p possiamo verosimilmente che escludere che n sia B-smooth 7

8. Sia 1 un intero da fattorizzare. Stimare il numero di operazioni necessarie a fattorizzare un intero n col metodo
p di Pollard ogni volta che n diventa dieci volte piu grande: osservare la differenza fra il caso in cui il fattore
piu piccolo p ha una cifra decimale in piu’ e il caso in cui il quoziente % ha una cifra decimale in pitt (mentre p
resta fisso).

Esempiol: http://www.mat.uniroma2.it/~geo2/pollard-experl.txt
N.B.: Nel caso del metodo p di Pollard la stima ¢ probabilistica: se ripetiamo il calcolo con gli stessi dati,
impieghiamo sempre lo stesso tempo?



10.

. Sia n un intero da fattorizzare. Stimare la complessita (probabilistica) del metodo di fattorizzazione che consiste

nel calcolare il massimo comun divisore fra n e un numero a caso 1 < m < n.

Esercizio col metodo p — 1 di Pollard (Usare PARI/GP e 'applet per la fattorizzazione on-line di Alpertron).
(a) Fattorizzare i seguenti 3 numeri col metodo p — 1 di Pollard. Usare ad esempio:
http://www.mat.uniroma2.it/~geo2/pminus.txt

n = 3908029519111891501813495893841510834674962288199956343855794176377738
3787997006813603591930551730233811157221825171

n = 5477677073192773452451063512930490030464768245493238672223262452408899
1161963146516412473300506823007435625394603885039955406023136598207503

n = 1000000000000000003847900345723000001348582330307531700000000466235469063

11.

(b) Controllare la primalita dei fattori trovati al punto (a) ed eventualmente fattorizzarli.

(c) Ripetere l'algoritmo p — 1 di Pollard e verificare che nei casi in cui ha successo, generalmente spezza il
numero come n = M * q dove m & il prodotto di tutti i fattori primi p, per cui p—1 & B-smooth (in questo
caso provare con B = 1500).

(d) Sperimentare con l’algoritmo p — 1 di Pollard, scegliendo diversi valori di B.

(Pollard p — 1). Sia M =23 .32.5-7.
(a) Sia n = 95431706263. Scegliere @ € Z a caso. Calcolare b = @™ mod n. Calcolare il divisore
d=med(b—1,n) di n ed il cofattore n/d.
(b) Sia n = 57841557763361. Scegliere @ € Z a caso. Calcolare b = @™ mod n. Calcolare il divisore
d=mecd(b—1,n) di n ed il cofattore n/d.
(c) Come mai I’algoritmo trova queste due fattorizzazioni?



