a.a. 2002-2003 Geometria 2 Il teorema di Desargues.

Teorema (Desargues). Siano ABC e A'B'C' due triangoli in IP? con i vertici sulle rette a, b, c
uscenti da uno stesso punto S. Siano P, (Q, R rispettivamente il punto di intersezione delle rette
AC e A’C', il punto di intersezione delle rette CB e C'B' e il punto di intersezione delle rette AB
e A’B’. Allora i punti P, ), R sono collineari.

Dim. Consideriamo le proiettivita
TR:G — b, mQomp:a —» ¢ — b.
Si verifica facilmente che mr e mg omp coincidono sui tre punti distinti A, A’, S. Si ha infatti
mr(A) =ngonp(A) =B, wr(A")=mgonp(')=DB', wr(S)=ngonp(S)=2_5.

Ne segue che mr e mg o7mp coincidono ovunque. Chiamiamo «, 3 e v le intersezioni della retta
PQ con le retta a, b, c. Per costruzione, i punti P, @, a, b, ¢ sono tutti collineari. Poiché

mq o mp(a) = nr(a) = B,

si ha che a 8, R sono collineari. Di conseguenza anche P, ), R sono collineari, come richiesto.
(vedi Fig. 1).

Vale anche il teorema di Desargues inverso.

Teorema (Desargues inverso). Siano ABC e A'B'C’ due triangoli in IP? i cui lati prolungati si
incontrano in tre punti P, (), R allineati su una retta s. Sia a la retta per A e A’, sia ¢ la retta per
C e C'" esiab laretta per B e B'. Allore Ie rette a, b, ¢ sono concorrenti, ossia hanno un punto di
intersezione comune S.

Illustriamo ora due applicazioni del Teorema di Desargues: la prima alla soluzione di un problema
grafico, la seconda ad un problema di ricostruzione.

Problema 1. Date due rette [, m che si incontrano in un punto R (fuori dal foglio), e dato un
punto @, disegnare la retta per @@ ed R, senza conoscere R.
(Vedi Fig. 2).

Soluzione. Il problema si risolve inserendo [, m e ) in una configurazione di Desargues, in
modo che la retta cercata sia la retta individuata dai punti P, ) R ottenuti come intersezioni
dei lati dei triangoli, etc...In questo modo, basta costruire P e la retta cercata ¢ completamente
determinata. Per costruire la configurazione di Desargues appropriata, disegnare due rette r, r’
che si intersecano in @ (vedi Fig. 3). Siano B, B’ i punti di intersezione di r ed 7’ rispettivamente
con [ ed m. Tracciare poi un retta B per B, B’ e altre due rette a, ¢ uscenti da uno stesso punto
S. Siano C e C' i punti di intersezione C = rNec e C' = ' N¢; siano infine A e A’ i punti di
intersezione A =1l Nae A’ =mnN A. T triangoli ABC e A’B'C’ sono triangoli che soddisfano le
ipotesi del Teorema di Desargues e 'intersezione fra le rette AC' N A’C’ & proprio il punto P che
serve ad individuare la retta QR.



Problema 2. Siano a, b, ¢ tre rette uscenti da uno stesso punto S e siano ABC e A’B'C’ due
triangoli “in prospettiva”, coi vertici sulle rette a, b, ¢. Sia D’ un punto su una retta d, anch’essa
uscente da S. Qual & il punto D che si proietta sul punto D'?

(Vedi Fig. 3).

Soluzione. Il teorema di Desargues applicato ai triangoli A’B'C’" e ABC' individua una retta r
che contiene le intersezioni dei lati

R=A'B'NAB, P=AC'nAC, Q=B'C'nBC.

Consideriamo adesso i triangoli
A'B'D’ e D'C'A,

con i vertici rispettivamente sulle rette a,b,d e d,c,a e con il lato A’D’ in comune. Se D & un
punto che si proietta su D’, si deve trovare sulla retta d e a partire da esso possiamo formare i
triangoli ABD e DC' A, anch’essi con i vertici sulle rette a,b,d e d,c,a e con il lato AD in comune.
Facciamo vedere che D & univocamente determinato. Il teorema di Desargues applicato ai triangoli
A'B'D'" e ABD individua una retta « che incontra r nel punto R; il teorema di Desargues applicato
ai triangoli D'C’A" e DC A individua una retta 8 che incontra r nel punto P. Allo stesso tempo
l'intersezione dei lati A’D’ e AD & un punto collineare sia a P che a R. Ne segue che le tre “rette
di Desargues” coincidono
a=0=r.

A questo punto siamo in grado di ricostruire D. Sia T'= D'C’' Nr. Allora

D=dnTC.

Teorema (Pappo). Siano Iy, I due rette in IP?, siano Ay, Ay, As tre punti distinti su l, e By,
B>, B3 tre punti distinti su ly. Consideriamo i punti di intersezione

Cy = A1BoNAyBy, Cy=A;B3NA3B;, Cs3=A3B3MN A3Bs.
Allora Cy, Cs, C5 sono collineari.
Dim. Introduciamo le rette ausiliarie
m = AyBy, n = AyBj3, mNn = A,
e consideriamo la composizione delle pospettivita m4,:m — [y e ma,:lo —n
T4y OTA, 1T — M.

Poiché w4, o m4,(A2) = ma,(l1 Nl3) = As, la proiettivitd m4, o 74, fissa il punto di intersezione
m Nn ed e essa stessa una prospettivita. Dimostriamo ora che

TA3 ©TA, = TCy, (*)
verificando che le due proiettivita coincidono sui tre punti distinti
Ao, By, v=A1BsN AyB;.
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Abbiamo gid verificato che 74, o m4,(A2) = mc, (A2) = As. Definiamo § = B1Cy Nn = 7, (B).
Abbiamo poi
7'('A3 (7'('Al (B]_)) = 7'('A3 (BlA]_ N 12) = 7'('A3 (Bl) = B]_A3 Nn = (5

Infine
70, (7) = Coy N = By = T4, (4, (7)) = wa,(YA1 Nlz) = wa,(B3) = BsAz Nn.
Calcolando I'immagine del punto C, troviamo
7, (C1) = Ta, 0ma, (C1) = ma, (B1C1 Nly) = wa,(By) = BoAz Nn = Cs.

Di conseguenza, C7, C3, C3 sono collineari come richiesto.
(Vedi Fig. 4).



