
ARC 2016. Esercizi 9. Integrali col metodo dei residui, principio dell’argomento, teor. di Rouché.

1. n.3,
∫ +∞
0

log(1+x2)
1+x2 dx.

Sol.: Fissiamo la determinazione del logaritmo per cui arg(z) ∈ [0, 2π[.
Consideriamo la curva γ = [−R,R] ∪ C+

R , dove C+
R = {Reiθ, θ ∈ [0, π]}.

Per R grande abbastanza, dal teorema dei residui otteniamo∫
γ

log(z + i)

z2 + 1
dz = 2πi Res(

log(z + i)

z2 + 1
, i) = π log 2 + iπ2/2. (1)

D’altra parte vale anche l’uguaglianza∫
γ

log(z + i)

z2 + 1
dz =

∫ R

−R

log(x+ i)

x2 + 1
dx+

∫
C+

R

log(z + i)

z2 + 1
dz. (2)

Abbiamo

(a)
∫
C+

R

log(z+i)
z2+1 dz → 0, R→ +∞.

Dim.: Su C+
R , abbiamo z = Reiθ, con θ ∈ [0, π], e dz = Rieiθdθ. Inoltre, per R→ +∞, vale

∣∣∣∣z log(z + i)

z2 + 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Reiθ log(Reiθ + i)

R2ei2θ + 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣R(log
√
R2 + 1 + 2R sin θ + i arg(Reiθ + i))

R2ei2θ + 1

∣∣∣∣∣→ 0.

Adesso (a) segue dal Lemma 1 (cf. Cartan, III, 6.2, pag.101).

(b) ∫ R

−R

log(x+ i)

x2 + 1
dx =

∫ R

−R

log |x+ i|
x2 + 1

dx+ i

∫ R

−R

arg(x+ i)

x2 + 1
dx

=
1

2

∫ R

−R

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx+ i

∫ R

−R

arg(x+ i)

x2 + 1
dx

=

∫ R

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx+ i

∫ R

−R

arg(x+ i)

x2 + 1
dx

Per R→ +∞, da (1) e (2) otteniamo∫ +∞

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx+ i

∫ +∞

−∞

arg(x+ i)

x2 + 1
dx = π log 2 + iπ2/2,

da cui ∫ R

0

log(x2 + 1)

x2 + 1
dx = π log 2.
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