ARC 2015 (Molle-Geatti) Appello 4 Roma, 20 settembre 2016, ore 9:30 — 12:30.

COGNOME ......ccooiiiiiiiiiiiiiii, NOME ...

Risolvere gli esercizi negli spazi predisposti. Accompagnare le risposte con spiegazioni chiare, sintetiche e
complete. Consegnare SOLO QUESTI FOGLI.

4. Siano [ e g funzioni olomorfe su €, tali che |f(2)| < |g(2)|, per ogni z € €. Mostrare che esiste ¢y € C,
con |co| < 1, tale che f(z) = cog(z), per ogni z € C.

Sol.: Osserviamo innanzitutto che se zp € uno zero di g, allora &€ anche uno zero di f. Inoltre, 'ordine di
2o come zero di f & superiore all’ordine di zg come zero di ¢: infatti scrivendo f(z) = (2 — 20)™ f1(2) e
g(z) = (z — 20)"g1(2), con f1(z),g1(z) # 0 in un intorno di zp, la disuguaglianza

[F ) =1z = 20)"|/1(2)] < lg(2)] = (2 = 20)["|91 (2)]

implica m > n.
Ne segue che la funzione h(z) = f(2)/g(z) ¢ ¢ olomorfa e limitata su tutto €. Quindi possiamo applicare
il Teorema di Liouville e ottenere h(z) = ¢g, con ¢y una costante in modulo < 1. Dunque vale la tesi.
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Sol.: Gli zeri del polinomio 2% + x + 1 sono i numeri complessi coniugati (—1 & 2\/3) /2, uno nel semipiano
superiore e uno nel semipiano inferiore. Se R > 0 ¢ sufficientemente grande e vz = {Re®’, 6 € [0, 7]}, per il
teorema dei residui, vale

5. Calcolare (col metodo dei residui)

R
1 1 1
——d ———dz = 2niRes(———, (—1/2 +iV3/2)).
/_Rx2+x—|—l x+[m22—|—z—|—1 * g 68(7;2+z—|—17( / +Zf/ )

Abbiamo che

1
(=1/2+iv3/2) = ((=1/2 — iV/3/2)

27iRes( (—1/2+iV/3/2)) = 2mi = 271/3/3.

24241

Inoltre si verifca facilmente ... che )
Ro+oo J, . 2%+ 2+ 1

Di conseguenza l'integrale cercato fjoc: mdz =limp_ 100 ffR mdaj vale 2m/3/3.
6. Sia Q C € un dominio e sia f:Q — C una funzione olomorfa tale che |f(z) — 1| < 1, per ogni z € ).
Dimostrare che per ogni curva chiusa v in £ vale

/7 J;((ZZ)) dz = 0.

Sol.: (questo e lo stesso esercizio 6 dell’appello 3). Per ipotesi, 'immagine f(Q2) ¢ interamente contenuta nel
disco di centro zg = 1 e raggio 1. Questo disco non contiene alcuna curva che fa un giro completo intorno
all’origine, per cui esiste una determinazione continua dell’argomento su f(€2). Visto che f(2) & contenuta
nel semipiano Re(z) > 0, possiamo scegliere ad esempio arg(f(z)) € | — m, n[. Con questa scelta,

h(z) =log f(z) =log |f(2)| +iarg(f(2)),  arg(f(z)) €]—m, 7],

¢ una funzione olomorfa su €. Di conseguenza

/7 J;((ZZ)) dz = L h(z)'dz = 0.




