ARC2015 Esercizi 6. Applicazioni del teorema dei residui & varie.

1. Sia F: C — C una funzione olomorfa non costante. Dimostrare che I'immagine f(C) & densa
in C.

2. Far vedere che la funzione definita da > ° ¢ olomorfa su C\ {0}. Calcolare il suo

X n=1 nlz™
integrale su v = {z = ¢, 0 € [0,27]}.

3. Calcolare

/ %dz y={e" 6¢c0,6n]} oppure = {e 6c]0,2n]}.
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4. Calcolare i seguenti integrali:
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.
/ ﬁdz ~ = triangolo di vertici —3, 1 4 ¢, percorso in senso orario.
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5. Calcolare i seguenti integrali col metodo dei residui:
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6. Calcolare i seguenti integrali reali col metodo dei residui:
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7. Calcolare .
/sin dz, y={z=¢€" 0¢]0,2n]}.
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Sia f(z) = 2% — 3iz 4+ 62 e sia C una circonferenza (percorsa una volta in senso antiorario) che
racchiude tutti gli zeri di f. Calcolare
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Sia f(z) = % e sia C' = {|z| = 4} (percorsa una volta in senso antiorario). Calcolare
1 !/
1[I,
21t Jo f(2)
Siano f, g funzioni olomorfe sul disco unita e continue sulla circonferenza unitaria v (percorsa

una volta in senso antiorario). Supponiamo che f si annulli nei punti P, ..., Py dentro il disco
e che sia diversa da zero su 7. Calcolare

1 f'(2)
27TZ,[yg(z) 15 dz.

Sia f(2) = 2* — 223 + 22 — 122 + 20. Calcolare
1 f'(2)

— z

= {z =5¢" 27}
ori |, f(z)dz’ v={z=5€e", 0¢€|0,2n]}

(Teorema di Hurwitz) Sia f,: D — D una successione di funzioni olomorfe su un dominio
D c C. Supponiamio che { f,,} converga uniformemente sui compatti ad una funzione olomorfa,
non identicamente nulla, f: D — C. Far vedere che f(z9) = 0, per zg € D, se e solo se esiste
una successione di punti {z,} in D e un N tali che z, — zp e f,(2,) = 0, per ogni n > N.

Alternativamente:
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15.
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18.

Sia f,: D — D una successione di funzioni olomorfe mai nulle su un dominio D C C. Sup-
poniamio che {f,} converga uniformemente sui compatti ad una funzione olomorfa non iden-
ticamente nulla f: D — C. Far vedere che f non si annulla mai su D.

Far vedere che tutte le radici di 27 —5234+12 = 0 si trovano nell’anello A = {z € C |1 < |2] < 2}.
Far vedere che ’equazione az™ = e* ha n soluzioni nel disco unita, per ogni a > e.

Far vedere che I’equazione ztan z = a ha infinite soluzioni reali e nessuna soluzione immagi-
naria, per ogni a > 0.

Far vedere che una funzione razionale non ha singolarita essenziali.

Dimostrare che una funzione olomorfa su C \ F, ove F' & un insieme finito di punti, senza
singolarita essenziali, & una funzione razionale. Pil in generale una funzione meromorfa C\ D,
ove D & un insieme discreto di punti, senza singolarita essenziali, & una funzione razionale.

Siano f e g meromorfe su un aperto connesso D e sia A un sottoinsieme di D \ {Poli(f) U
Poli(g)} con un punto di accumulazione. Dimostrare che f = g su A implica f = g.



