4. Integrali curvilinei complessi. Teorema di Cauchy, formula di Cauchy.

1. Calcolare
/ 5z — 2% + 2dz,
¥

dove v = S1(0,1) = {re?®, 0 € [0,2n]}, la circonferenza di centro 0 e raggio 1, oppure v & il
quadrato di vertici 0,1,1 + 4,4, oppure vy & il segmento di estremi 0,1 + 3.

La funzione f(z) = 52* — 23 + 2 & olomorfa su tutto C. Gli integrali di f sulla circonferenza di
centro 0 e raggio 1, e sul quadrato di vertici 0,1,14 7,7 sono entrambi nulli. Tl segmento di estremi
0,1+ & dato da y(t) = t(1 +14), ¢ € [0,1]. Inoltre v'(t) = (1 +1), t € [0,1].

1
/5z4—z3+2dz:/ 51445t — (14+)* 421 +d)dt = ... = (1 +40)° — (1 +i)* /4 +2(1 + ).
Y 0

1. Calcolare

/ Z + 2%zdz,
vy

dove v = S(0,7) = {re’?, 6 € [0,27]}, la circonferenza di centro 0 e raggio r > 0.

La curva di integrazione & y(t) = re't, t € [0,27]. Inoltre 7' (t) = ire'.

2m
/ Z+ 222dz = / (re™% + r3re®tre™)ireltdt = ... = r?2mi.
¥ 0

2. Calcolare

1
/ dz,
7z+2

dove v = S(0,5) = {5e~%, 0 € [0, 27]}.

Applichiamo la formula integrale di Cauchy alla funzione f(z) = 1, tenendo conto che la curva v &
percorsa in senso orario:

1
Ky e 2dz = —2mif(—2) = —2mi.

3. Calcolare

/ z2(z +4)dz,
.
dove v = {2¢7%, 6 € [0, 7]}

La funzione f e olomorfa su tutto C. Per il teorema di Cauchy, 'integrale di f sulla semicircon-
ferenza -y (percorsa in senso orario), & uguale all’integrale di f sull’intervallo [—2, 2]

2
/z(z+4)dz:/ 22 +dxdr = ... = 16/3.
¥ -2



4. Calcolare )
/szdz
L 2%
dove v = S*(0,1) = {e¥, 6 € [0,27]}.

Dalla formula integrale di Cauchy applicata alla funzione f(z) = sin z,

sin z 271 271 271
e, 20 s BT = 0 = 280 — 21t
[Y 35 dz = 377 Sin 0)=...= oV cos(0) = Tk

5. Calcolare

z—2
( )2dz,
[r 2z —1

dove v = S*(0,1) = {e¥, 6 € [0,27]}.

Scriviamo (£=2)% = é(z(z__;);;g e applichiamo la formula integrale di Cauchy alla funzione f(z) =
(z —2)3/8:
= — 1/2) =... = - .
[ Gz e =100/ = . = w99

(la derivata seconda & data da f(?)(2) = 3(z/2 — 1)).

6. Siano |a| < 1 < |b|. Per n,m € Z, calcolare

dove v = S*(0,1) = {e'?, 6 € [0,27]}.

(questo era il testo esatto dell’esercizio)

Vn <0, m € Z: la funzione f(z) = ((2:';)): & olomorfa all’interno di

e

2mi |, (z — a)”

Vn > 1, m € Z la funzione f(z) = (z — b)™ & olomorfa all’interno di

Lo fE=", L meny,
'/v(z—a)"d (n—l)!f (a).

7. Calcolare B :
/e—dz, /eizdz,
v % v (2 =1/2)

dove v = S*(0,1) = {e'?, 6 € [0,27]}.



Applichiamo la formula integrale di Cauchy alla funzione f(z) = e*:

/ © dz = 21 f(0) = 2ri.
v z

e 26 o
[ymdzZTf(lﬂ)_ Ve.

8. Calcolare
1 / 1 d
—_ _— z
2mi ), (z = 1)(z —2i)
dove v = S(0,4) = {4e?, 0 € [0, 27]}.

%((1+_21 — A2 Osserviamo che z = 1 e z = 2i si trovano all'interno del
z—1) (z—21)

disco delimitato da . Applicando la formula di Cauchy alla funzione f(z) = 1, troviamo

1 1 _ it 1 1420 1ol
ﬁymd'z_/7 AT /7 5 oz W) =0

.. 1 o
SCI‘IVla,mO m =

Alternativamente:

| 1 | | |
S S S . S P .S
omi | (- D)z —2i)" " 2mi /7 G-1(-20"" 2 /7 -1z —2)""

dove 71 e 5 sono due curve chiuse che racchiudono rispettivamente z = 27 e z = 1 (ottenute
dividendo v in due parti e chiudendo le semicirconferenze ottenute con una corda, percorsa una
volta in un senso e una volta in senso contrario...). Applicando la formula di Cauchy alle funzioni
fi(z) = (zil), olomorfa all'interno di v, e fa(z) = (z_—lm.), olomorfa all’interno di s, troviamo

1

1 1 1 1 1
Tm/y TR PR Tm/7 =1 =2)

dz = f1(2i) + fo(1) = @) + %) = 0.

In questo caso abbiamo usato il fatto (citato, ma non dimostrato) che [ f(z)dz = [_f(z)dz, se o
e 7 sono curve chiuse omologhe.

9. Calcolare
/ 224z
P— —.dZ7
2mi J., (z+ 3)(z — 2i)
dove v = S1(1,5) = {1+ 5¢, 0 € [0,2n]}.

Scriviamo 22 + z = (z 4+ 3)(z — 2i) + (20 — 2)z + 6i e

22+ 2 (26 —2)z + 63 1 —18+412i —84 144
e =l e = 14 —( + —).
(z+3)(z — 2i) (z+3)(z — 2i) 13° 243 z—2i

1 2 1 1 1 —18+412; 1 1 -8+ 14:
o | et = o [ et g [ (g e o [ (e
2mi J., (z+3)(z — 2i) 2mi J., 2mi J, 13" z+3 2mi J, 13° 2 —2i

3



1
= =0 (18 120 + —8 + 14i) = —2 + 20,

(Osservando che i punti z = —3 e z = 2i stanno all’interno della circonferenza -y e usando la formula

di Cauchy, come nell’esercizio precedente). Alternativamente: come nell’esercizio precedente, si

puo’ spezzare la curva 7 in modo da applicare la formula di Cauchy alle funzioni fi(z) = éz_gf) e

fa(z) = (Z;:_raz). In questo modo si trova

1 2 +z . .
%[/mdl = fl(_3) +f2(2'L) = -2+ 2.

10. Siano y; = S*(0,1) = {e?, 0 € [0,27]}, e 72 = S1(0,3) = {3¢", 6 € [0,27]}. Calcolare

1 2% 4+ 5z 1 22 + 52
— ——dz — — dz
2mi /., (z —2) 2mi [, (z—2)

1 22—2d 1 22 -2
y—

21 S 21 I 4

dz

1 Z—32-6 1 22 —32-6
— ————dz — — ——dz
2mi )., z(z +2)(z +4) 2mi /., 2(z +2)(z +4)

La funzione f(z) = ifgf & olomorfa all’interno di 71, mentre g(z) = 22 + 5z & olomorfa all’interno
di yo:

1 22 4+ 5z 1 22 4+ 52
S R P L 2) = 14
2m'/71 z-2" 2m'/72 o= 0490

La funzione g(z) = 22 — 2 & olomorfa all’interno di ; e all’interno di vs:

1 22—2d 1 22 -2
Z_—

21 m 2 211 I 1

dz = g(0) — g(0) = 0.

La funzione f(z) = (zzjr;)% ¢ olomorfa all’interno di 7;, quindi

1 23 -32—-6
—.[ﬂ z(—dz—f(O) = —3/4.

2mi z+2)(z+4)
Scriviamo Zéi}%fz_f@ = (3£4) + (2122) + (2Z5+/i), e osserviamo che z = 0 e z = —2 si trovano all’interno
di 72, mentre z = —4 si trova all’esterno.
1 22 —32—6 1 (3/4)  (=2) = (25/4)
b i mormb L dz = —(3/4 — 2+ 0) = 5/4.
27m'[yzz(z+2)(z+4) ? 2m'/72 . taaet e BAS2H0 =8

In totale, integrale richiesto ¢ uguale a 1/2.



11. Sia v = S1(0,1) = {e~*, 6 € [0,2n]}. Per ogni numero reale )\, dare un esempio di una
funzione olomorfa non costante sull’anello A = {1/2 < |z| < 2} tale che

1

— | F(2)dz =\
2m | @)
Consideriamo la funzione F'(z) = —\/z: & olomorfa e non costante sull’anello A. Inoltre
L [ P(2)dz =
ori |, z)dz = .
(v & percorsa in senso orario).
12. Sia f = u + v una funzione olomorfa su un disco. Fare vedere che (u,—v) = gradF e

(v,u) = gradG, dove F e G sono funzioni armoniche coniugate.
Per ogni curva chiusa 7 contenuta nel disco

udr —vdy =0
/f(z)dz:/udw—vdy+i/vdw+udy:0<:> f7 Y
, ., , fwvd:p—i-udy:().

Segue che esistono F, G: R? — R, tali che grad F = (u, —v) e gradG = (v, u). Poiché u, v soddisfano
le condizioni di Cauchy-Riemann F' e G sono armoniche:

2 2 2 2
Crs T r= 2wy Py, Ley La=2,1 2

a2l Tl Tt gy 020t ot T g W =0

Sono inoltre armoniche coniugate:

0 9, 9, 9,
Oz 8yG “ oy ox v



