Topologia Algebrica 2013-14.  Esercizi 4. Omologia singolare.

1. Sia X uno spazio topologico, e sia A C X un sottospazio non vuoto.
(a) Se H,(A) =0, per ogni n, allora H,(X,A) = H,(X), per ognin (cf. Es.1 del foglio 3);
(b) Se H,(X) =0, per ogni n, allora H,(X,A) = H,_1(A), per ogni n.

Sol.: Consideriamo la successione esatta di omologia ridotta della coppia
.= Hy(A) = Hy(X) = Hy (X, A) = Hy_1(A) = Hy_1(X) = Hp_1(X,A) — ...
Se f[n(A) = 0, per ogni n, allora dall’esattezza di

o= 0= Hy(X) = Hy(X,A) =0 — ...

si ottiene H, (X, A) & f[n(X), per ogni n. Nota che per n = 0, si usa il fatto che A # (), per avere
H_,(A)=0.

Se H,(X) = 0, per ogni n, allora dall’esattezza di
0= Hy(X,A) = Hy1(A) — 0 — ...
si ottiene H, (X, A) = H,_1(A), per ogni n.

2. Calcolare i gruppi di omologia Hy (D", A,), dove A, = {x € D" | % < |z|] < 1}. Qui
D" ={zx e R" | |z| <1} é il disco chiuso in R™.

Sol.: Poiché Hy(D™) = 0 per ogni k, dal punto (b) dell’esercizio 1, segue che
Hy(D", Ay) =2 Hy1(An), Yk

Poiché S™~! ¢ un retratto di deformazione di A,,, per I'invarianza omotopica dei gruppi di omologia,
vale

Z k=n

0 altrimenti.

Hy(D", Ay) 2 Hy_y (S"1) = {

3. Verificare che Hy(S™, D) = H(D™,S" 1), dove D e D™ sono rispettivamente l’emisfero
superiore e [’emisfero inferiore della sfera (equatore incluso).

Sol.: Dal punto (a) e dal punto (b) dell’esercizio 1, troviamo rispettivamente

Z k=n

Hy(S™, DY) = Hi(S™) = {0 altrimenti

Z k=n

0 altrimenti.

Hy(D", 8" 1) = Hy oy (5"7) = {
Da cio la tesi.

4. Calcolare i gruppi di omologia Hp(R™, R™\ {0}) e H(S™,S™\ {S}), dove S ¢ il polo sud.



Sol.: Dal punto (b) dell’esercizio 1, e dal fatto che S"~1 & un retratto di deformazione di R™\ {0},
troviamo

Z k=n-1

0 altrimenti.

Hy(R™, R\ {0}) = Hy (R \ {0}) = Hi(s" ") = {
Dal punto (a) dell’esercizio 1, e dal fatto che S™ \ {S} & omeomorfo ad R", troviamo

Z k=n

0 altrimenti.

Hi(S", 5"\ {8}) = Hi(5") = {

5. Calcolare i gruppi di omologia e di omologia Tidotta dei sequenti spazi:
stust, D3xS', S*vS? D?\{PQ,R)},
dove P, Q, R sono tre punti in D?.

Sol.:

(a) X =St St

Per ognin > 0, ’'ennesimo gruppo di omologia di uno spazio X sconnesso & dato dalla somma diretta
degli ennesimi gruppi di omologia delle sue componenti connesse. In questo caso le componenti
connesse di X sono connesse per archi, per cui

Ho(X)=Z®Z, Hy(X)=2Z, H\(X)=Z®Z, Hi(X)=0,i>1.

(b) D3 x S°.
Tramite la mappa (z,y) — (tz,y), t € [0,1], lo spazio S* = {(0,y) € D3 x S'} & un retratto di
deformazione di X. Per cui

(c) X =82V S2.
Usando Mayer-Vietoris, troviamo

...> H,(ANB) = H,(A)® H,(B) = H,(X) = H,_1(ANB) — ...

Da cui
Ho(X)=17, Ho(X)=0, H(X)= H(A) & H(B)=0,
Hy(X) = Hy(A)® Hy(B)=Z & Z, H;(X)=0, i>2.
(d) X = D*\{P,Q,R}.

Lo spazio X & omotopicamente equivalente a S' Vv S Vv S, per cui

Ho(X)=7, Ho(X)=0, H(X)=Z&Z®Z, H(X)=0,i>1.

6. Calcolare i gruppi di omologia Hy(S™,S™1).

Sol.: Identifichiamo S™~! con I’equatore di S™, e osserviamo che (S™, S"~1) & una buona coppia.
Ne segue che Hy(S™, S"™1) = Hy(S™/S™1), per ogni k. Poiché’ S*/S"~! & omeomorfo a S™V S™,
troviamo

ﬁk(sn/sn—l):{z®z k::n

0 altrimenti.



7. (vedi Hatcher, pag.125, in alto). Siano X uno spazio ed A C X un sottospazio. Sia C' A il cono
su A, ossia il quoziente (A x [0,1])/(Ax{0}). Infine, sia X UC'A lo spazio ottenuto incollando

Ax {0} C CA ad X lungo A. Verificare che H,(X,A) = H, (X UCA), per ognin. Osservare
che la Proposizione 2.22, pag. 124, non vale per coppie arbitrarie (X, A): vedi Esercizio 20,
pag. 133.

8. (vedi Hatcher, Esempio 2.23, parte 2, pag.125). Considerare la Delta-struttura della sfera S™
data da due n-simplessi A} e AL, incollati lungo il bordo rispettando 'ordinamento dei vertici.
Verificare che la differenza AT — AL, vista come n-catena singolare, é un generatore di Hy, (S™).

Sol: Siay = ¢} —:2 € C,,(S™), dove 1;: AT — S™ & “I'inclusione” del simplesso A” in S™ = A;UA,.
Osserviamo che, per come sono incollati A e Ao, si ha

oy = Z(—l)i(L}l —)|[vo ... 0;...v,] =0.

Dunque v definisce un elemento in H,,(S™).

Facciamo vedere che esiste un isomorfismo v¢: H,, (S™) — H,, (A}, 0AY) (entrambi isomorfi a Z) che
manda v nell’elemento ¢,: AT — A} di C,, (A}, 0AT). Poiché ¢, & un generatore di H, (AT}, dAY)
(vedi Nota qui sotto), ne segue che v ¢ un generatore di H,(S™).

Costruzione di v:
mostriamo che esistono isomorfismi

o:H,(S") — H,(S",AY), T H, (A}, 0AY) — H,(S", AY)
con la proprieta che o(y) = 7(il) € H, (S, A}). Dopodiché ¢ = 771 o 0.

L’isomorfismo o deriva dalla successione esatta della coppia (S™, A%), dove H, (A%) =0. Si ha

—2 mod C,(AY)

n

o(y) =t

=t

S 3

Per I'isomorfismo 7, consideriamo il diagramma commutativo
A} —  S"=ATUAY
I K
INYG N LN
e osserviamo che f & un omeomorfismo. Ne segue che f.: H, (A} /OAY) — H,(S™/AY) & un isomor-

fismo. Inoltre, poiché (A}, 0AT) ed (S™, AY) sono buone coppie, q.: H, (A}, 0A}) — H, (A} /OAY)
e p«: Hy(S™, AY) — H,(S™/AL) sono isomorfismi. Di conseguenza anche

7 H, (AT, 0AT) — H,(S™, AD),

che manda
n e Cnh(A}) = ne Ch(S™) mod C,(AY),



¢ un isomorfismo. Si ha

Nota. (vedi Hatcher, Esempio 2.23, parte 1, pag.125). La mappa identitd i,: A™ — A™, vista
come elemento di C,,(A™), é un generatore di H,(A™,0A™) (sappiamo che H, (A", 0A™) =2 Z).

Dim. Osserviamo che
iy, = Z(—l)iinl[vo .o 0i..vp) =0 mod Cp_q1(0A™),

per cui i, definisce un elemento in H,, (A", JA™). Procediamo per induzione.

Per n = 0 abbiamo Hy(A°, 0A%) = Hy(A®) = Zij.
Supponiamo per ipotesi induttiva che i, _1: A"~1 — A"~ sia un generatore di H,,_1 (A"~ A1),
Dall’ipotesi induttiva, otteniamo la tesi mostrando che esiste un isomorfismo

¢: Hy (A", 0A™) — H,_1 (A" 1, 0A™ 1)

che manda i, in 7,_1.

Costruzione di ¢.
Sia A=I’unione di tutte le facce di 0A™, meno una. Mostriamo che esistono isomorfismi

0: H, (A", 0A™) — H,,_1(0A", ), g Hy_1 (A" 0A™ 1) = H,(0A™, \)
con la proprieta che
Dopodiché ¢ = g~ 0 4.

L’isomorfismo § deriva dalla successione esatta della tripla A C 0A™ C A™, dove H,. (A", A) = 0.
Si ha
0(in) =0i, mod A

=+i,|F. )

Per I'isomorfismo g, consideriamo il diagramma commutativo
AN — OA™

I I
An=1/aAn-1 Ly gan/A,
dove 1: A"~1 — HA™ & 'omeomorfismo di A"~! sulla faccia mancante F' C OA™, e osserviamo che f
¢ un omeomorfismo. Ne segue che f.: H,(A" 1 /0A""1) — H,(0A™/A) & un isomorfismo. Inoltre,
poiché (A"~ 9A™1) ed (DA™, A) sono buone coppie, g.: H, (A"~ 0A™ 1) — H, (A"~ /oA
e po: Hy(OA™, A) — H,(OA™/A) sono isomorfismi. Di conseguenza anche

g: H, (A" 0A™ 1Y) — H,(0A™, A),
che manda
n e Cp(A" 1) = n e CL(OA™) mod Cp(A),
€ un isomorfismo. Si ha
T(Zlnfl) = LOZ’nfl. (2)
Confrontando (1) & (2), si ha la tesi.



