Topologia Algebrica Omologia simpliciale delle superfici compatte.

1. Consideramo il toro X = T, con la struttura di A-complesso data da
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Abbiamo
Co(X) =ZP o ZQ;
Ci1(X)=Z2Za®ZbDZad LB ® Ly D LS,
Cy(X)=ZAPZBDZC B ZD.
Oy = 0;

03 = 0, perché non ci sono celle di dimensione tre;

e I’omomorfismo 0.
Or(a) = O1(b) = P— P =0;
di(a) =01(B) = 01(7) = 01(6) = P - Q.
L’immagine di 0; ¢ data da
01C1(X)=Z(P - Q).

Se W =za+ yb+ za+ uf + vy +wd € C1(X), si ha che
o(W)=0 < z+ut+v+w=0.

Ne segue che
ker 0y = (a,b,a0 — B, — 7,7 — 0)

& un gruppo libero di rango 5, e gli elementi a,b, « — 3, 8 — =,y — § sono generatori indipendenti di
ker 0; (non unici!).

e L’omomorfismo 0-.
Abbiamo



82(A):04+a—ﬂ, BQ(B):ﬁ‘f‘b_% 82(0):7_0’_57 82(D):5_b_a7
posto Z = xA+yB+2C +uD € Cy(X), risolvendo un sistema lineare a coefficienti in Z, si verifica
facilmente che

kerdy = Z(A+B+C+ D)= Z.

Poiché come generatori di Co(X) si possono anche prendere A, B, C, A+ B+ C+ D (basta verificare
che la matrice del cambiamento di base € una matrice a coefficienti in Z, con determinate uguale a
+1. Solo cosi, anche I'inversa ha coefficienti interi), si ha

9,C5(X) = (92(A), 92(B), 02(C)).

Calcoliamo adesso i gruppi di omologia:
Hy(X) =ker02/Im(03) = Z ;
Ho(X) = ker 9o/ Im(01) = Co(X)/Im(dh) = ZPSZQ/Z(P—Q) = ZPOL(P—Q)/L(P—Q) = Z:
Hy(X) = ker 01 /Im(92) = (a,b,a — B, B — 7,7 — 6)/(02(A), 02(B), 02(C));
Osserviamo che come generatori di ker 0; possiamo anche prendere
a,b,a+ (o= B),b+ (B—7),—a+(y=9),

in quanto la matrice del cambiamento di base

101 0 -1
01 01 O
0010 O
00 01 O
00 0 0 1

ha infatti determinante uguale a 1.
A questo punto ¢ facile vedere che

H1<X) = <avbva+(a_5)7b+(ﬁ_7)7_a+(7_5)>/<a+(a_ﬁ)ab—i_(/g_'y)?_a+(7_6)> =7ZaZ.

2. Consideriamo adesso X = T#T la somma connessa di due tori, con la struttura di A-complesso
data da
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Abbiamo
Co(X)=2ZP o ZQ;

Ci(X) = @ Za; ®ZLb; ® Loy & LB; @ Ly, © Loy,
i=1,2
Co(X) = @ ZA; © ZB; ® ZC; & ZD;.
i=1,2

8050;

03 = 0, perché non ci sono celle di dimensione tre;

e [’omomorfismo 0;.

O1(a;) =01(bj)) =P —P =0, peri=1,2;

81(6%) = 81<,31) = 81(’}’1) = 81((51) =P - Q, per 1= 1,2.
L’immagine di 0; e data da

hC1(X)=Z(P - Q).
Se W = 212172 T4 + yibi + z;o + u,ﬁz + vy + wiéz» S Cl (X), si ha che

i=1,2

Ne segue che ker 9; ¢ il gruppo abeliano libero di rango 11, di generatori

ker 01 = (a1, az2,b1,b2, 01 — s, 0 — B, B1 — B2, B2 — 1,71 — V2,72 — 01,01 — 02).

e [’omomorfismo 0s.

Abbiamo
O2(A1) =1 +a1—f1, 02(Br)=p1+b1—v, 02(Ci) =7 —a1—d,
02(Ag) = az +ag — P2, 02(B2) = fa+by—v2, 02(C2) =2 —az — b,

Posto W = Zi:m x;Ai + yiBi + 2;C; + u; D; € Co(X), si verifica che

82(D1) =01 — b —a;
82(D2) == (52 - b2 — Q1.

O2(W) = a1 (w1 —21)+az(v2—22)+b1 (y1 —u1) +b2 (Y2 —u2) +ai (z1 —uz) +ao(—ui +w2) +51 (Y1 —21)+

+52(—z2 + y2) + 11 (—y1 + 21) + y2(—y2 + 22) + 51 (w1 — z1) + d2(u2 — 22).

Adesso, risolvendo un sistema lineare a coefficienti in Z, si trova che

i=1,2

Poiché come generatori di Cy(X) si possono anche prendere

A1, Ay, By, By, C1,Co, D1, Y Ai+ Bi+Ci + D;
i=1,2



(basta verificare che la matrice del cambiamento di base & una matrice a coefficienti in Z, con
determinante uguale a £1), si ha che

02Ca(X) = (92(A;), 02(B;), 02(C5), 92(Dr)),
cioe 05C5(X) € un gruppo abeliano libero di rango 7.

Calcoliamo adesso i gruppi di omologia:

H2(X) = kerﬁg/lm(83) =7 N

Ho(X) = ker 0/ Tm(0y) = Co(X)/Im(0y) = ZPOZQ/Z(P—Q) = ZPSZ(P—Q)/Z(P— Q) = Z;
Hl(X) = ker@l/Im(ag) =

= (a1, az, b1, by, 01 —v2, o —P1, f1—P2, Bo—71, Y1—72, Y2—01, 01—02) / (02(A;), 02(B;), 02(C;), 02(D1));

Osserviamo che come generatori di ker 0; possiamo anche prendere
ar,az,bi, b, 92(A1),02(Asz), 02(B1), 02(Ba), 02(C1), 92(C2), 92(D1),
in quanto la matrice del cambiamento di base corrispondente
(6 31)
O M)’

con
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SO OO O~
SO OO~ —E O
O = === =O
S OO == OO
OO RrRrRH,HOOO
SO =P OO OO
_ =0 000 oO0o

ha determinante uguale a -1.
A questo punto ¢ facile vedere che

H(X)=Z®Z>ZD L.

3. Generalizzando il metodo illustrato nell’esempio precedente, si calcola I'omologia simpliciale
della superficie compatta orientabile data dalla somma connessa di n tori X = T#...#T, con la
struttura di A-complesso qui sotto
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Abbiamo
Co(X) =ZP & ZQ;
C1(X) = P Za; @ Zb; & Zoy & Z; & Zry; © L
i=1
Co(X) = P ZA; © ZB; & ZC; ® ZD;.
i=1
80 = 0,

03 = 0, perché non ci sono celle di dimensione tre;

e [.’omomorfismo 0.

O01(a;) = 01(bj)) =P —P =0, peri=1,2;

Oh(a;) =h(Bi) =01(yi) = 01(0;)) =P —Q, peri =1,2.
L’immagine di 0; ¢ data da

hC1(X)=Z(P - Q).
Se W =321 wiai + yibi + zio + uiffs + viy; + wid; € C1(X), si ha che

n
81(W):0 = Zzi+ui+vi—|—wi20.

i=1
Ne segue che ker 0; ¢ il gruppo abeliano libero di rango 2n 4+ 4n — 1 = 6n — 1, di generatori

al?"'7an7b17"'7bn7a1_a27a3_a37"‘7an—1_a’nd

Ofn—,Bl,/Bl—ﬁg,...,ﬂn—’)/h’)/l—72,...7’}%—51,(51—52,...,6n71—(Sn.

e I’omomorfismo 0-.



Abbiamo

h(A)=a14+a1—p1, h(B1)=p0+b1—7, (C1)=7—a—0, (D) =273—0b —a;
O2(A;) = i +a; — B,  02(Bi) = Bi +bi — i, 02(C1) =7vi —ai —6i, 0a(D;) =0 — b — vjya;
O (An) = antan—"PLFn, 02(Bp)=0n+byn—"Yn, 02(Cn)=7—an—0n, 02(Dyp)=70,—byp—as.

Posto W = Y"1 | 2 A; + y;B; + 2,C; + u; D; € C2(X), risolvendo un sistema lineare a coefficienti
in Z, si trova che

kerag = Z@(AZ+B1+01+DZ) =7.

i=1
Poiché come generatori di Co(X) si possono anche prendere

Al?"'aAnaBla"'aBn,Cb"'?CnaDla---aDn—laZAi+Bi+Ci+Di

i=1

(basta osservare che la matrice del cambiamento di base € una matrice a coefficienti in Z, con
determinante uguale a £1), si ha che

02Ca(X) = (02(A1), ..., 02(An), 02(B1), ..., 02(By), 02(Ch), ..., 02(Cr), 02(D1), . . ., 02(Dyp—1)),
cioe 05C5(X) ¢ un gruppo abeliano libero di rango 4n — 1.

Calcoliamo adesso i gruppi di omologia:
Hy(X) =ker0y/Im(03) = Z
Hy(X) = ker 8o/ Im(dy) = Co(X)/Im(d) = ZPSZQ/Z(P~ Q) = ZPSL(P—Q)/Z(P—Q) = Z;

Per calcolare H1(X) = ker d;/Im(02), osserviamo che come generatori di ker d; possiamo anche
prendere

A1y ...y Qp, bl, ey bn, 82(A1), e ,82(An), 82(Bl>, e ,82(Bn), 82(01), e ,82(Cn), 82(D1), e ,82(Dn_1).
(anche questa volta il cambiamento di base ¢ dato da una matrice con determinante £1: ... )
A questo punto e facile vedere che

H(X)=2Z6Z®.. 0 Z®Z =17,



