
a.a. 2004-2005 Geometria Esercizi 6. Somma e intersezione di sottospazi, formule di Grass-
mann. Soluzioni.

1. Siano dati i sottospazi di IR3

V = Span{

 1
0
−1

 ,

−1
2
−1

}, W = {

 x1

x2

x3

 :
{

x1 + x3 = 0
x2 + 2x3 = 0}.

(i) Calcolare l’intersezione V ∩W .
(ii) Calcolare dim V , dim W e dim V ∩W .
(iii) Calcolare dim(V + W ).

(i) Un generico elemento di V è un vettore della forma

v = α

 1
0
−1

 + β

−1
2
−1

 =

 α− β
2β

−α− β

 , α, β ∈ IR.

Determiniamo per quali valori di α, β il vettore v soddisfa il sistema che definisce W . Sostituendo
troviamo {

(α− β)− (α + β) = 0
2β − 2(α + β) = 0 ⇔ α = β = 0.

Dunque V ∩W = {O}.
(ii) dim V = 2 (i generatori di V sono linearmente indipendenti); dim W = 1 (il sistema lineare
omogeneo che definisce W ha due equazioni indipendenti); dim(V ∩W ) = 0.

(iii) dim(V + W ) = 2 + 1− 0 = 3. In particolare, V + W = IR3.

2. Siano dati i sottospazi di IR3

V = Span{

 1
2
−1

 ,

 0
1
0

}, W = {

 x1

x2

x3

 : x1 + x3 = 0}.

(i) Calcolare l’intersezione V ∩W .
(ii) Calcolare le dimensioni dim V , dim W e dim V ∩W .
(iii) Calcolare dim(V + W ).

Determiniamo per quali valori di α, β il generico vettore v =

 α
2α + β
−α

 ∈ V soddisfa il sistema

che definisce W . Sostituendo troviamo
α− α = 0.
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Dunque V ⊂ W . Poiché dim V = 2 e dim W = 2 (il sistema lineare omogeneo che definisce W ha
una equazione non banale), si ha che V = W = V ∩W = V + W . In particolare, dim(V ∩W ) = 2
e dim(V + W ) = 2 + 2− 2 = 2.

3. Siano dati i sottospazi di IR3

U = span{

−1
2
−2

}, W = {

 x1

x2

x3

 |
{

x1 + x2 − 2x3 = 0
x1 − x3 = 0 }.

(i) È vero che IR3 = U ⊕W ?
(ii) Determinare sottospazi Z e V di IR3 tali che

IR3 = U ⊕ Z, IR3 = W ⊕ V.

(i) Si ha dim U = 1, W = span{

 1
1
1

} e dim W = 1. Poiché dim U +W ≤ 2, il sottospazio U +W

è strettamente contenuto in IR3. Precisamente, U ∩W = {O} e dim U + W = 2.
(ii) Per esempio

Z = span{

 1
0
0

 ,

 0
1
0

}, V = span{

 1
0
−1

 ,

 0
1
−1

}.
Ciò segue dal fatto che le terne

{

−1
2
−2

 ,

 1
0
0

 ,

 0
1
0

} {

 1
1
1

 ,

 1
0
−1

 ,

 0
1
−1

}
sono indipendenti.

4. Siano dati i sottospazi di IR4

U = Span{


1
−1
2
0

 ,


1
1
1
0

 ,


1
3
0
0

 ,


−1
−1
0
0

}, V = {


x1

x2

x3

x4

 ∈ IR4 :
{

x1 −x2 = 0
−x1 +2x2 = 0 }.

(i) Calcolare U + V e dim(U + V ).
(ii) Calcolare dim U , dim V , e dim(U ∩ V ).

(i) Si ha

V = span{


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1

}, U + V = span{


1
−1
2
0

 ,


1
1
1
0

 ,


1
3
0
0

 ,


−1
−1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1

}.
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Si vede subito che gli ultimi 4 generatori di U +V sono linearmente indipendenti. Per cui dim(U +
V ) = 4 e U + V = IR4.
(ii) Si verifica facilmente che dim U = 3, dim V = 2. Per cui dim(U ∩ V ) = 3 + 2− 4 = 1.

5. Siano

v1 =

 1
−1
1

 , v2 =

 1
0
3

 ∈ IR3;

(i) Far vedere che {v1,v2} sono vettori indipendenti.
(ii) Completarli ad una base di IR3 in tre modi diversi.
(iii) Esibire un complemento per ognuno dei sottospazi: span{v1}, span{v1,v2} e span{v1,v3}.

(i) Poiché {v1,v2} non sono uno multiplo dell’altro, sono linearmente indipendenti.
(ii) Tre possibili completamenti di {v1,v2} ad una base di IR3 sono dati per esempio da

v3 =

 0
0
1

 , v3 =

 0
1
0

 , v3 =

 1
0
0

 .

(iii) span{v1}c = span{v2,v3}, span{v1,v2}c = span{v3} e span{v1,v3}c = span{v2}.

6. Determinare due sottospazi U e W di IR4 tali che IR4 = U +W , senza che la somma sia diretta.

Ad esempio

U = span{


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1

}, W =


1
3
0
0

 ,


−1
−1
0
0

 ,


1
1
1
2

}.
In questo caso U + W = IR4, ma dim U ∩W = 1.
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