Elementi di Algebra e Logica 2008. 8. Logica.

1. Determinare la tavola della verita di ciascuna delle seguenti forme proposizionali:

(a) p= (g Vr); (b) p=(¢g=r); () p=q) V(~p=r);
(d) (p= g A(p=r); (e) e qV(~ger); (f) (-p & —q) & (¢ 7);
(g) (p=q=r)=s; (h) (peq e (res).
Sol.
(a)
P q r —qVr | p=>(-qVr)
vV | v |V A A
v | Vv |F F F
vV | F |V \% A4
Vv | F|F \% \Y%
F |l Vv |V A \Y%
F |V |F F \%
F | F |V \% A
F|F | F \Y% A
(b)
p q r qg=r | p=(q=r)
vV | v |V \% \Y%
V| Vv |F F \Y%
Vv | F |V \% \%
v |F|F \Y% \%
F |V ]|V \Y% \Y%
F |V |F F F
F | F |V \Y% \Y%
F|F|F \% \%
(c)
p q r | p=>q | p=r | p=q9V(p=>r)
V| v | v A A A
vV I|v]|F \Y% \% A
V| F |V F \Y% \%
Vv |F|F F \Y% \Y%
F |l Vv ]|V \Y% \Y% A
F |V |F \% F \%
F | F |V \% \% A
F|F|F A4 F \%
(d)
p q | p=>q | p=r | =9 A(p=>7)
vV | v |V \% \% A
v |v|F \Y% \Y% A\
V| F |V F \Y4 F
Vv |F|F F A\ F
F |V ]|V \% A4 A4
F |V |F \Y% F F
F | F |V \Y% \Y% \%
F|F|F \Y% F F




p q | peq | g | pe@VingeT)
vV |V ]|V v F v
vV |V |F \% \Y% \Y%
vV |F |V F \Y% \Y%
Vv |F | F F F F
F |V |V F F F
F |V |F F Y% \Y%
F | F |V \% \Y% \Y%
F|F | F \% F \Y%
()
p q r pEq | g&T | (pe g & (geT)
Vv |V ]|V % % v
v |V |F v F F
Vv | F |V F F \%
Vv |F|F F \% F
F |V |V F \% F
F |V |F F F \Y%
F | F |V \Y% F F
F|F | F \Y% \% \%

Le tabelle in (g) ed (h) si ottengono in modo analogo: poiché dipendono da 4 variabili booleane, hanno
16 righe....

2. Verificare le seguenti equivalenze logiche fra forme proposizionali.
(a) pV(pAq) < p, pA(pVq) < p, (leggi di assorbimento);
) (bAa)V-q) & (pV-a),  (PVaA-q) & (pA-q)
(© (=(pVva) & (pea);

@) (peq) & (peq).

() (p=14q) & (-pVa).

Sol. Verifichiamo che gli enunciati a sinistra e a destra dell’equivalenza logica < hanno la stessa tabella di
verita.

(a)
P qg | pAqg | pV(pAg) P qg | pVqg | pA(PVa)
vV |V % % vV | Vv \% \%
vV | F F \% vV | F \Y% \%
F |V F F F |V \Y% F
F | F F F F | F F F

Poiché la prima e la quarta colonna di ognuna delle due tabella sono uguali, valgono le equivalenze logiche
richieste. Osserviamo che cid equivale a dire che gli enunciati pV (pAgq) & p e pA(pVg) < p sono
tautologie, ossia sono veri per ogni valore di p e q.

Le equivalenze logiche in (a) esprimono le proprieta di assorbimento delle operazioni A e V nell’algebra
booleana del Calcolo Proposizionale (P, A, V, ).



P q | pVq p q | pAq | (PAqQV—q p q | pVqg | (pVgA—q
vV | Vv \% vV | Vv \% \% vV | Vv % F
vV | F \% vV | F F \% vV | F \% \%
F |V F F |V F F F |V \Y4 F
F | F \% F | F F \% F | F F F

Conclusione: 'enunciato p V —¢ & logicamente equivalente all’enunciato (p A ¢) V —¢ ma non & logicamente
equivalente all’enunciato (p V q) A —q.

(c)
p | ¢ | ~(pve | peg {
vV | v F v
V | F F F
F |V F F
F F Vv Vv

Conclusione: gli enunciati =(pV ¢) e p < ¢ non sono logicamente equivalenti.

(d)
P q -(p & q) —p & q
vV | Vv F F
vV | F \Y% \Y%
F |V \% \%
F | F F F

Conclusione: gli enunciati —(p < ¢q) e =p < ¢ sono logicamente equivalenti.

(e)
p | a | p=q | pVg
Y v v
V | F F F
F |V \% v
F | F \% v

Conclusione: gli enunciati p = ¢ e =p V ¢ sono logicamente equivalenti.

3. Determinare quali tra le seguenti forme proposizionali sono tautologie e quali sono contraddizioni.
(@) (pA(pVa)=a (b)) (pAP=q9)=-p () (mgA(p=q)=
(@) Ve APV APV APV g);  (e) (p=q) =71)=(r=p)=(s=Dp))

Sol.

(a) L’enunciato —=p A (p V ¢) = ¢ ¢ una tautologia. Infatti dalla tabella di verita sottostante vediamo che ¢
vero per ogni valore di p e g.



P qg | pVg —pA(pVq) pA(pVaq) =q |
vI|v] v F v |
vV | F V F \%

F |V \% \Y% \Y%

F | F F F \%

(b) L’enunciato (—p A (p = q)) = —p & una tautologia:

p | qa | p=>q | pAp=q | (pAP=9)="p
v \Y \Y F A%
v F F F A%
F A% A% A% A%
F F A% A% A%
(¢) L’enunciato (—g A (p = ¢)) = —p & una tautologia:
p | a | p=q | qrNp=q | (mgA(p=4q))=p
\% A% A% F \%
%4 F F F \%
F \% A% F \%
F F A% A% \%

(d) L’enunciato (pVq) A (pV—g) A(=pVq) A(—pV —q) & una contraddizione, ossia ¢ falso per ogni valore di p
e ¢. Cio puo essere verificato mediante la tabella di verita. Oppure, sfruttando le proprieta delle operazioni
dell’algebra boolena del Calcolo Proposizionale (P, A, V, =), si puo verificare che 'enunciato (pV ¢) A (pV —q)
¢ logicamente equivalente a p mentre ’enunciato (—pV q) A (—pV —q) & logicamente equivalente a —p. Poiché
p A —p & una contraddizione, anche (pV q) A (pV —=q) A (=pV ¢) A (—p V —¢) & una contraddizione.

Verifichiamo che I'enunciato (pV ¢) A (p V —q) & logicamente equivalente a p:

eVaOApV-e) < pApVpA-qVaAp\qn-q (distributivita)
< pVpA-qV gAp\ O (idempotenza, propr. del complemento) (qui 0 indica una contraddizione)
< p (assorbimento).

Analogamente si ottiene che (—p V q) A (—p V —q) & logicamente equivalente a —p.

(e) L’enunciato ((p = q¢) = r) = ((r = p) = (s = p)) € una tautologia.

Ci sono almeno 3 modi per verificarlo:

- mediante la funzione di verita, che risulta vera per ogni valore di p, ¢, r, s;

- sostituendo le implicazioni a = b con —a V b e poi semplificando ’espressione booleana ottenuta

~(=(=pVq)Vr)\/ ~(=rVp) V(=5 Vp);

- ragionando cosi’:
chiamiamo A: ((p=¢q)=7r) e B: ((r=p) = (s = p)) e osserviamo che se B & vero, allora A = B
€ vero.
Se p =V, allora I'enunciato B ¢ vero per ogni valore di r ed s. Ne segue che A = B ¢ vero, per ogni valore
diq, r, s.
Se p = F, guardiamo A: p = g & vero per ogni ¢, da cui segue che A & vero se e solo se r & vero.
Se r & falso, A ¢ falso e A = B ¢ vero;
se r € vero, A & vero. Allo stesso tempo r = p & falso, B ¢ vero, e A = B ¢ vero.
Conclusione: A = B & una tautologia.



4. Stabilire se le seguenti forme proposizionali (p = ¢) =r e p = (¢ = r) sono equivalenti.

Sol. Calcoliamo e confrontiamo le rispettive tabelle di verita:

p q | p=q | (p=qg=>r P q ro| g=>r | p=(¢g=r)
Y v % "R % %
Vv |V |F \% F Vv | V|F F F
Vv |F |V F \Y% Vv | F |V \Y% \Y%
Vv |F|F F \Y% Vv |F|F \% \%
F |l V]|V \Y% \% F |l V]|V \Y% \Y%
F |V |F \% F F| vV |F F \%
F| F |V \% \Y% F | F |V \Y% \Y%
F|F | F \% F F|F | F \Y% \Y%

Poiché le tabelle di verita sono diverse, le due forme proposizionali non sono logicamente equivalenti.
5. Dimostrare che se p e p=-¢ sono tautologie allora ¢ ¢ una tautologia.

Sol. Per ipotesi p & sempre vera. Supponiamo per assurdo che ¢ non sia una tautologia. Ogni volta che ¢ &
falsa, lo ¢ anche p = ¢ . In particolare p = ¢ non & una tautologia. Contraddizione.

6. Scrivere < come combinazione di =, V e A.

Sol. Poiché A < B & logicamente equivalente a (A = B) A(B = A), dall’Esercizio 2(e) segue che A < B ¢
logicamente equivalente a

(~Av B) \(-BV A).

7. Scrivere forme normali disgiuntive logicamente equivalenti alle seguenti forme proposizionali
(@) (pva)Vp—4q); (b) =(pVr)Vv(p—aq) () (pPA=g) < (¢VDp);
d) (V) A(=pVr); () =pV (g — —r).

Sol. Nell’algebra di Boole del calcolo proposizionale (P, A, V, =) la forma normale disgiuntiva di un enunciato
(o forma proposizionale) ¢ il corrispondente della forma ”somma di prodotti” in un’algebra di Boole astratta.
Dunque ¢ un “OR di ANDs”.
(a) (pVgo)Vip—aq) <= VeV (-pVq) (Esercizio 2(e))
& pVgV-pVgqg < pV-pVagVq (propr. associativa e commutativa)
< 1Vgqg < 1 (propr. di complemento e di idempotenza)
(qui 1 indica una tautologia).
(b) ~(pvr)Vp—4q) < (pA=g)V(-pVe) < (pA-qQV-pVa
(© (pA-q) = (aVp) & ((bA-a)—(@Vp)A(aVp)— ®A-g)
& (A=) V(aVp) A(=aVp)V(pA-q)
& (pVavaVp)A((—gA-p)V(pA—q))
& 1A((=gA-p)V (pA—g))
& (g A-p)V(pA-q).
(d) (pvg A(=pVvr) < pA-p\/pAr\gA—-p\/gAr (propr. distributiva)
< 0VpArVagA-p\agAnr
< pArVgA-pVgAnr
(qui 0 indica una contraddizione).

(e) pV(g—-r) & -—pV(mgV-r) & —pVogV-or



8. La Freccia di Peirce (NOR o “negazione congiunta”) p | ¢ & logicamente equivalente a —(pV¢q). Verificare
che {]} & un sistema completo di connettivi logici:
(a) mostrare che -p<p | p

mostrare che p A g < (p | p) | (¢ q);

)
(¢) mostrare che pVg< (plq) |l (pl q);
) trovare una forma proposizionale solo in | logicamente equivalente a p A —¢q

Sol. La Freccia di Peirce (NOR o “negazione congiunta”) & definita dalla seguente tabella di verita:

A|B

<o e

ST BN N
H<m<| W

In altre parole, A | B risulta vera se e solo se sono false sia A che B. Dimostrare che {|} & un sistema
completo di connettivi logici equivale a dimostrare che ogni forma proposizionale & logicamente equivalente
ad una forma proposizionale contenente solo {|}. Basta far vedere che gli operatori =, A,V, =, < sono
esprimibili in termini di {|}. Per =, A,V lo facciamo direttamente in (a),(b),(c). Per gli operatori = e <
basta usare I’Esercizio 2(e) e poi (a),(b),(c).

(a) Calcoliamo e confrontiamo le tabelle di verita di —p e di p | p:

P -p | plp
v
F

F F
A% A%

(b) Calcoliamo e confrontiamo le corrispondenti tabelle di verita:

p | a | pha p | a | plp | ala | (plp)l(alaq)
Vv \Y% v \%4 A% F F \%
\%4 F F 1% F F A% F
F \Y% F F \Y% \Y% F F
F F F F F \Y% A% F
(¢) Calcoliamo e confrontiamo le corrispondenti tabelle di verita:

p | a | pVa p | a | pla| ®lalklag

Vv \% A% v \% F A%

14 F A% v F F A%

F A% A% F \Y% F \Y%

F F F F F A% F

(d) Dalle equivalenze precedenti per sostituzione otteniamo :
pA-q¢ & pAale) & (lp)l(ela)l(alq)

9. Il NAND o “negazione alternata” p | ¢ & logicamente equivalente a —(p A ¢). Verificare che { | } & un
sistema completo di connettivi logici:
(a) mostrare che —p < p | p;



(b) mostrare che pA g (p | q)|(p | q);

(c) mostrare che pV g < ((p | p) | (q]49));
(d) trovare una forma proposizionale solo in | logicamente equivalente a p A —¢

Sol. T NAND o “negazione alternata” ¢ definito dalla seguente tabella di verita:

A|B

ESHES TN N
<< W
< << m™|—

In altre parole A|B ¢ vera quando almeno una fra A e B & falsa. Dimostrare che { | } & un sistema completo
di connettivi logici equivale a dimostrare che ogni forma proposizionale & logicamente equivalente ad una
forma proposizionale contenente solo { | }. Basta far vedere che gli operatori —, A, V, =, < sono esprimibili
in termini di { | }. Per =, A,V lo facciamo direttamente in (a),(b),(c). Per gli operatori = e < basta usare
I’Esercizio 2(e) e poi (a),(b),(c).

(a) Calcoliamo e confrontiamo le tabelle di verita di —p e di p|p:

p -p | plp

Vv F F
F \% A%

(b) Calcoliamo e confrontiamo le corrispondenti tabelle di verita:

p | a4 | pra po| a | pla | la)|ple)
Vv v \% Vv A% F v
Vv F F Vv F \% F
F \Y% F F A% \% F
F F F F F v F
(c) Calcoliamo e confrontiamo le corrispondenti tabelle di verita:

p | a | pVa plp | dla | (plp)|(alg)

14 \Y% \Y% F F \Y%

v F \Y% F A% \%

F \% A% Vv F \%

F F F v \Y% F

(d) Dalle equivalenze precedenti per sostituzione otteniamo :
pA=g & pA(de) = (pl(dle)|(rl(dlg))-

10. Riscrivere ciascuna delle seguenti proposizioni in modo tale che le negazioni siano poste solo davanti ai
predicati (cioe non ci devono essere negazioni davanti a un quantificatore o davanti a un’espressione che
comprenda connettivi logici)

(a) 2(Fy3wP(2,y)); (b) ~(VaIyP(z,y)); (c) ~Iy(Q(y) AVz-R(z,y));
(d) "Fy(FzR(x,y) VVzS(z,y)); (e) —Iy(VeI=T(x,y,z)V IzV2U(x,y, 2));
(f) ~(F23y—P(z,y) ANVavVyQ(z,y)); (8) ~Va(IyVzP(z,y,2) A I2VyP(z,y,2))

7



Sol. (a) =(3y3zP(z,y)) < VaVy —P(z,y).
(b) =(VzIyP(z,y)) <« Javy -P(z,y).

(c) " (Qy) ANVz-R(z,y)) <
Yy =((Q(y) AVa—=R(z,y)) < Yy =Q(y)V-(Va-R(z,y)) < Yy (=Q(y)) V(3 R(z,y)).

(d) -Fy(FzR(z,y) VVzS(z,y)) <
Yy —(3zR(z,y)VVeS(z,y) & Yy (Yo -R(z,y)) NGz -S(z,y)).

(e) ~Fy(Vx32T(x,y,2) V IaV2U(z,y,2)) <
Vy —(Va3eT(z,y,2)\ Jav2U(z,y,2)) < Yy ~(Va3T(z,y,2)) A= (FaVeU(z,y,2) <
& Yy (Favz 2T(z,y,2) A\ (VoIz-U(z,y, 2)).

(f) ~(Ga3y—P(z,y) AVaVyQ(z,y)) <
=(F23y=P(z,y)) V -(VavyQ(z,y)) & (VaVyP(z,y)) V(EBa3y-Q(z,y)).
() “Vx(IyVzP(x,y, 2) A I2VyP(x,y,2)) &
Jxr —(FyVzP(x,y,2))V -(FVyP(x,y,2)) < Tz (VyIz=P(z,y,z2)) V(VzIy-P(z,y, 2)).
11. (a) Sia S C R. Usando i quantificatori, esprimere il fatto che x = sup(5);
(b) Usando i quantificatori, esprimere che y # sup(S);
(c) Sia f : R — R e sia 29 € R. Usando i quantificatori esprimere il fatto che lim,_,,, f(z) esiste;
(d) Usando i quantificatori esprimere il fatto che lim, ., f(z) non esiste;
(e) Sia A € R. Usando i quantificatori esprimere il fatto che lim,_.,, f(x) = A;
(f) Usando i quantificatori esprimere il fatto che la serie 7 | a, converge;
(g) Esprimere il fatto che > 7 | a, non converge;
(h) Sia ¢ € R. Usando i quantificatori, esprimere il fatto che > ", a,, = o;
(i) Usando i quantificatori esprimere il fatto che vy, vo e v3 sono vettori linearmente indipendenti.

o0

Sol. (a) (VseSs<z)AVy<az Fs€S: y<s).
b)(3s€S: s>y)V(Fz: (Vse€Ss<z)A(z<y)).
c)3: Ve>036>0: (Vo |z —mo| <= |f(z) — €] <e).
d) V€ 3e>0V6>03z: (|o—zo| <IA|f(2) — flzo)| > ).
)Ve>036>0: (Vo |z —zo| <d=|[f(z) = A <e).
£)30: Ye>03ng>0: (YN N >ng= X0 a,— 4 <e).
g)V¢: Je>0Vng>03IN: N>n0/\|ZiV:1an—€|>e.
h)Ve>0§|n0>0:VNN>n0:>|ZiLV=1an*0\<e.

l) ay,az,a3 € R, a1vi+agvo+a3v3 =0 = a; =ay =a3 =0.
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