Spazi vettoriali hermitiani.

1. Prodotto hermitiano, lunghezza e ortogonalita in C".

Consideriamo lo spazio vettoriale

Ha]
C'={x=| ], z1,...,2, € C},

Tn
con la somma fra vettori e il prodotto di un vettore per uno scalare definiti rispettivamente da
1+ Az Ty (!

X+y:= , AX = : , X = ], y= -], recC.
Ty, + Yn ATy T, Yn

Definizione. (Prodotto hermitiano.) Dati due vettori x e y in C", il prodotto hermitiano x-y fraxey
¢ il numero complesso
Xy ::txy:x1y1+...+xngn.

141 2-3i
Esempio. Datix=| —2i | ey=[ 1—-4 | in C3?, il prodotto hermitiano fra x e y ¢ dato da
2 3—1
2+ 31
x-y=(1+7 =20 2)| 1+3 | =104+)(2+3i)+(—20)(1+¢)+2(3+13) =7+ 5i.
341

Esempio. Se due vettori x,y € C"™ hanno coordinate reali (ossia X = x e y = y), allora il prodotto
hermitiano x - y coincide col prodotto scalare reale fra x e y.
e Il prodotto hermitiano gode delle seguenti proprieta

(i) (Proprieta di Hermitianeita ) Per ogni x,y € C™

(ii) (Proprieta distributiva) Per ogni x,y,z € C"
(x+y)-z=%x-z+Yy-z, x-(y+z)=x-y+x-z;
(iii) (Sesquilinearita) Per ogni x,y € C™ ed ogni A € C
(M%) y=Ax-y)  x (Ay)=Axy)

(iv) (Positivita) Per ogni x € C"
x-x>0,

x-x =0 seesoltanto se x=0.



Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dalle definizioni. Il punto (i) segue da

Xy=T1y1+...+TpYn =NT1+ ... +YnTp =y - X.
Il punto (ii) segue da
(x+y)-z=(@1+y)Z+...+ (Tn +Yn)Zn =
:$121+y121+---+$n2n+yn2n:

=X-zZ+Yy-"Z

X'(y+z):xl(y1+zl)+~“+xn(yn+zn):
=x1Y1 + X121 + ...+ TplYn + Tp2Zn =
=Xy +X-Z

Confrontando le quantita

Ax-y)=AMa1gr + ..o+ Tnn) = Az101 + - .- + ATpTn,
(Ax)-y=Az)71 + ...+ Axn)n = Ax171 + - - - + A0,
x-(AY) =z1(1) + .+ 20 Oyn) = A2151 + - .. + AT,
AX-y) = Mz1Gr + o+ TpTn) = AT1G1 + -+ AT

otteniamo (iii). Per dimostrare (iv), osserviamo che
2 2
X x=|r1|* 4 ...+ |za]”
Poiché i moduli di numeri complessi sono sempre reali non negativi, si ha che x-x > 0. Se x = 0, chiaramente
x -x = 0. Viceversa, se per un vettore x € C" vale x - x = 0, allora |21]?> + ... + |z,|> = 0. Ciod & possibile
solosex; =...=x, =0.

Mediante il prodotto hermitiano definiamo in C™ nozioni di lunghezza, distanza e ortogonalita.

Definizione. La norma o lunghezza |x| di un vettore x € C™ & definita da

x| =vx -x= \/|x1|2 + .o+ T2

1—1

2\
2+3i>€C ¢ data da

Esempio. La norma del vettore x = (

x| = /11 =il + |2+ 3> = V(1 + 1) + (4 +9) = V5.

Definizione. La distanza fra i punti x e y in C” & definita da
d(x,y) =[x =yl

In particolare, |x| coincide con la distanza di x dall’origine.

e La norma gode delle seguenti proprieta:
(i) (Omogeneita) | x| = |A||x], per ogni A € C.
(ii) (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) |x - y| < |x||y], per ogni x, y € C".
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(iii) (Disuguaglianza triangolare) |x +y| < |x| + [y|, per ogni x, y € C".

Dimostrazione. Il punto (i) segue da

M) = VIAR[z1 2 + o+ APzl = MV ]2+ a2 = ]
(ii) Se x = 0 oppure y = 0 la disuguaglianza & chiaramente soddisfatta. Supponiamo adesso x # 0 ey # 0.
Consideriamo un vettore della forma z = ax + By, con a, € C. Per le proprieta (i)(ii)(iii)(iv) del prodotto
hermitiano, abbiamo che
z-z=|af*|x|* + [8"ly]* + 2Re(afx -y) 20,  Va,f€C.
In particolare, per a = |y|? e 8 = —x -y, troviamo
Iy I 1x[? + Iy 1% - y[* = 2|y 1*[x - y[* = |y |*[x]* = ly[*}x - y|* > 0.

Dividendo per |y|? # 0, otteniamo
-yl < IxPly]?

che & equivalente alla disuguaglianza cercata.
(iii) La disuguaglianza triangolare & equivalente alla disuguaglianza

Ix+yl* < (Ixl + Iy])*-
Direttamente dalle definizioni e dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz abbiamo
[x+yl* = (x+y) (x+y) = [x|*+ly[*+2Re(xy) < [x|*+]y[*+2ky| < [x|*+ly[*+2lx]ly]| = (] +]y])?,

come richiesto.

Definizione. Due vettori x,y € C” si dicono ortogonali se x -y = 0. Questo si indica con x 1 y.
Y g y

e La proiezione ortogonale my(x) di un vettore x su un vettore y # 0 € un vettore 7y (x) = cy multiplo di
y per uno scalare complesso ¢ € C, caratterizzato dalla proprieta

(x —my(x)) -y =0.

In altre parole, la proiezione ortogonale di un vettore x su un vettore y # 0 determina una scomposizione
del vettore x nella somma di un vettore parallelo a y e un vettore ortogonale a y

X =z + 7y (X), z=x—7y(x), zLly. (2)
Risulta
my(x) = Ty
v Y-y
i i
Esempio. Sianox= | 1+i | ey = —1 . Poiché x-y =247 e y-y =12, troviamo
0 14 3¢
94 i- —1+2i
Ty (%) = 2 —i =1 1-2
14 3¢ —1+7



2. Basi ortonormali. Procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.

Definizione. Un sottoinsieme {xi,...,x;} di C" si dice un insieme ortogonale se i suoi elementi sono a
due a due ortogonali fra loro.

Esercizio. Gli elementi di un insieme ortogonale sono linearmente indipendenti su C.
Definizione. Una base ortonormale di C™ ¢ una base {ei,...,e,} i cui elementi hanno norma uno e sono

a due a due ortogonali:
lei]l = ... = |len] = 1, e -e; =0, i#j]

Esempio. La base canonica di C"

1 0 0
0 0
o1, }
0 0 1

€ una base ortonormale: ogni vettore z € C" si scrive in modo unico come

- 0 0
! 0 1 0

z = =z1| . |+z2]| |tz 21,29,...,2n € C.
*n 0 0 1

Inoltre si verifica facilmente che tutti i vettori di tale base hanno norma 1 e sono a due a due ortogonali fra
loro.

Esempio. I vettori {(%g) , <ié\§2§)} formano una base ortonormale di C2.

cos —sinf 0
Esempio. I vettori {| sinf |, cosf |, | 0|} formano una base ortonormale di C3.
0 0 i

Il metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt permette di ottenere una base ortonormale di C™ a
partire da una base qualsiasi.

Sia {v1,...,v,} una base di C™. Allora i vettori

u; =Vvi
Vo - ug

Uz =Vvg — 1
u-u
V3 - up V3 - Uy

uz =vs — u; — LV B)
u - uz - Uz

_ Vs Uug Vp s Up—1

u, =v, — u—...— —— Uy

u; - Up—1 - Up-—1

sono a due a due ortogonali (cfr. equazione (2)). Inoltre, poiché per ogni 1 < j < n,

spanc{vi,...,v;} = spanc{u,...,u;}, (3)
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anche i vettori {uy,...,u,} formano una base di C". Infine i vettori

up Uy,
{eg=—,...,ep = —}
| |
formano una base ortonormale di C".
1 0 0
Esempio. Sia datalabase {vi=| i |, vo=1|1i |, vz= 0 |} di C3. Allora i vettori
144
1
u; =Vvy = 1
0
0 1 1 —1/2
U = Z — 5 1 = 2/2
0 0 0
0 1 1/2 0
uz =vsg = 0 -0[¢)—-0]4/2|= 0
1+ 0 0 1+
formano una base ortogonale di C? e i vettori
1 (1 e 0
€1 vt ], e ( , €3 = 0

formano una base ortonormale di C3.

Osservazione. Sia U C C" il sottospazio generato dai primi k vettori {vy,..., vy} della base {vq,...,v,}
di C™. Dalla relazione (3) segue che i vettori {uy, ..., u;}, ottenuti nel corso del procedimento di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt, sono una base ortogonale di U.

Esercizio. Dato un sottospazio U in C™ di dimensione k, esiste una base ortonormale di C"
{uy,...,ug, Uy, ..., un}

con la proprieta che {uj,...,u;} & una base ortonormale di U e {ug41,...,u,} € una base ortonormale di

U~L. In altre parole, data una base ortonormale di U, essa pud essere completata ad una base ortonormale
di C™.

e Sia B = {vy,...,v,} una base ortogonale di C™ e sia x € C™. Allora le coordinate di x in B sono date da
X Vi XV
Tl = yeeey Ly = .
Vi-vi Vn *Vp

In particolare, se la base B ¢ ortonormale, le coordinate di x in B sono date da

T1 =X Vi,...,Tp =X Vp.

Dim. Il vettore x si scrive in modo unico come combinazione lineare degli elementi di B
X=21Vi+...+TpVy.

5



Per 1 < j<n,
XV =2Z1V1-Vj+ ...+ TpVy - Vj =12,;V;-Vj,

da cui
X Vy
(ﬂj = —
Vj . Vj
)
Esempio. Le coordinate del vettore x = | ¢ | nella base ortonormale
7
1 (! 1 (1 1 8
e = — 2 , € = —( 7 , €3 = —(—
V2 \ o V2 \ g V214
sono date rispettivamente da z1 = \}5(1 +1), 9 = %(1 — 1), x3 = %(1 +1).

3. Complementi ortogonali. Proiezioni ortogonali.
Sia U un sottoinsieme di C™.

Definizione. Un vettore x € C"™ si dice ortogonale a U se ¢ ortogonale a tutti gli elementi di U. L’ortogonale
UL di U & per definizione
Ut :={xeC"|x-u=0, YueU}.

Proposizione. U+ ¢ un sottospazio vettoriale di C™.

Dimostrazione. Siano x, y € U+, A € C e sia u un arbitrario elemento di U. Dalle proprieta del prodotto
hermitiano e dalle ipotesi segue che

(x+y)-u=x-u+y-u=0+0=0, (Ax)-u=Xx-u=X0=0.

In altre parole, x +y € UL e Ax € UL, per ogni A € C, come richiesto.

e Se U ¢ un sottospazio vettoriale di C™ di dimensione complessa k e {uy,...,ux} € una base di U, allora
x-u =0
Ut ={xecC"|
X-Uug = 0

In questo caso, UL & un sottospazio vettoriale di dimensione complessa n — k.

Dimostrazione. Sia x € U+. Segue immediatamente dalla definizione che x-u; = ... = x-u; = 0.
Viceversa, supponiamo che x soddisfi il sistema x -u; = ... = x-u; = 0. Poiché un arbitrario elemento di
U si scrive come u = aquy + ...+ agpug, con a; € C, si ha

X-u=oaX -u+...+apx- -u =0.

In altre parole, x € U+. Questa caratterizzazione esprime U+ come lo spazio delle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo di k equazioni indipendenti. Di conseguenza, U+ ha dimensione complessa n — k.

Esercizio. Verificare che U N U+ = {O}.



e Se U & un sottospazio vettoriale di C”, il sottospazio UL si chiama complemento ortogonale di U. Lo
spazio C™ si decompone infatti come somma diretta di U ¢ U+

cC'=UaU*+ Unu+ ={0}.

In particolare, ogni elemento x € C” si scrive in modo unico come somma di un elemento in U e un elemento
77l
inU

X =Xy + Xy, xy €U, xy. € Ut e vale 1xI? = |xv]? + |xuo|?

Definizione. Per definizione i vettori xy e X1 sono rispettivamente le proiezioni ortogonali di x su U e
1L
su U

xy = 7y (X) Xp1 = 7y (X).

Calcolo della proiezione ortogonale di un vettore su un sottospazio.

Proposizione. Sia U un sottospazio di C" e sia {ui,...,u;} una qualunque base ortogonale di U. Sia
x € C" un vettore. Allora la proiezione ortogonale di x su U é data da

X - X - Uug
xp=my(x) = ——uy +... + ———uy.
u; - uy Uy - Ug
Dimostrazione. Sia {uj,...,ug,ug41,...,u,} una base ortogonale di C™ che completa {uy,...,u;}. In
particolare, {uyy1,...,u,} & una base ortogonale di U+. In questa base,
X - U X - Uy X - Upy1 XUy,
X=—"-1+...+ ug + Ugy1 + ...+ ——uy,.
u; - g - Ug Ugp41 - Ug41 uy, - Uy
Per I'unicita di xy e di x;1, segue che
X - U X - Uy
xp=mpy(x)=——uwy+...+ ——u
up - ug Uy - Ug
e analogamente
X - Upt1 XUy,
XxpL =7pgL(X) = ———————ugpy1 +...+ ——u,
Ui41 - Ug+1 u, - u,

Osservazione. L’applicazione
my:C" — C", x— my(x),

che ad un vettore associa la sua proiezione ortogonale sul sottospazio U, ¢ un’applicazione lineare. Vale
infatti

my(ax + By) = any(x) + Bry(y), Va,Be€C, Vx,y € C".

Inoltre, la proiezione ortogonale di x su U e data dalla somma delle proiezioni di x sui singoli vettori
ortogonali {uy, ..., ux}.

La proiezione ortogonale di un vettore x su un sottospazio U ¢ il punto di U piu vicino ad x.
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Proposizione. Sia U un sottospazio di C™, sia x € C™ e sia xy la proiezione ortogonale di x su U. Allora,
perogniu €U
d(x,xy) < d(x,u).

Dimostrazione. Sia u € U un elemento arbitrario. L’identita
X—u=X-—Xy+Xy—u, con x—xpeUt, xgy—uelU
scompone di x — u come somma di due vettori ortogonali. In particolare implica

[x —ul* = |x - xv | + |xv — uf?

Ix —xul* < [x—ul* & |x—xu]|<[x-u]

come richiesto.

Definizione. La distanza di un vettore x da un sottospazio U & per definizione la distanza fra x e la sua
proiezione ortogonale su U
d(x,U) = d(x,xp).

In particolare, se x € U, allora xy =x e d(x,U) = 0.

4. Applicazioni lineari unitarie.

Sia C" lo spazio delle ennuple complesse col prodotto hermitiano canonico.
Definizione. Un’applicazione lineare F: C" — C" si dice unitaria se

Fx) -Fly)=x-y, per ogni x,y € C".
In altre parole, 'applicazione F' & un’isometria lineare di C™.

Osservazione. Direttamente dalla definizione segue che un’applicazione lineare unitaria conserva la norma
dei vettori
I1E )] = |1l per ogni x € C".

Questo fatto a sua volta implica che un’applicazione lineare unitaria ¢ necessariamente iniettiva, e quindi
suriettiva e biiettiva. Inoltre, sempre dalla definizione, segue che un’applicazione lineare unitaria manda basi
ortonormali in basi ortonormali.

Sia F: C™ — C™ un’applicazione lineare unitaria e sia M la matrice rappresentativa di F' nella base canonica
(in dominio e codominio), cosi che
F(x) = Mx, x e C".

Poiché per ogni x,y € C" vale
Mx-My ='(Mx)My ='x'MMy =x-y

la matrice M soddisfa la condizione *M - M = Id, ossia M~! = *M. Una matrice con questa proprieta si
chiama matrice unitaria. Una matrice unitaria ¢ anche caratterizzata dal fatto che le sue colonne (e le sue
righe) formano una base ortonormale di C™.



Esercizio 4.1. Far vedere che
cosf isinf i1cosf isinf
i1sin@ cosf )’ —sinf cosé
sono matrici unitarie, per ogni 6 € [0, 27].

Esercizio 4.2. Sia M una matrice unitaria n x n, ossia tale che tM M = 1I,,.
(i) Far vedere che M~' e M sono matrici unitarie.

(i1) Far vedere che |det M| = 1.

(iii) Far vedere che se A ¢ un autovalore di M, allora |A\| = 1.

(iv) Far vedere che il prodotto di due matrici unitarie é una matrice unitaria.

Sol. (i) dobbiamo verificare che *(M 1) M -1 = I,,:
MM M-T=(M""YM)"'=M'M="MM = I,;

(nell’'ultimo passaggio abbiamo usato che ‘M ed M sono una inversa dell’altra e dunque commutano).

(ii) 1 = det(I,,) = det(*M M) = det(* M) det(M) = det(M)(det(M) = |det(M)|>.
(iii) Sia A un autovalore di M e sia x # 0 un autovettore: Mx = Ax. Dalle proprieta delle matrici unitarie

segue )
Mx -Mx=x-x=(x)-(0x) = M(x-x) < x-x=[\*(xx).

Poiché x - x # 0, deve essere |A|? = 1, come richiesto.

(iv) Siano M ed N matrici unitarie.

{MN)MN ='N'MMN='N1I, N =1I,.

5. Applicazioni lineari hermitiane.

Sia C™ lo spazio delle ennuple complesse col prodotto hermitiano canonico.
Definizione. Un’applicazione lineare F: C" — C™ si dice hermitiana se
F(x)-y=x-F(y), perognix,yeC"

Sia A la matrice rappresentativa di F' nella base canonica (in dominio e codominio).

Poiché per ogni x,y € C" vale
Ax -y = (Ax)y = 'x' Ay = 'x(Ay) = 'xAyx - Ay (*)
la matrice A soddisfa la condizione YA = A. Una matrice con questa proprieta si chiama matrice hermitiana.
Esempio. Esempi di matrici hermitiane
. 1 1-2; 3
M:( 2 2’), N=|[1+2i 6 2
3 -2 0
Esempio. Una matrice hermitiana a coefficienti reali ¢ una matrice reale simmetrica:

26]\4:M tM:M



Lemma 5.1. Sia F:C" — C" un’applicazione hermitiana. Sia U un sottospazio di C" e sia UL il suo
complemento ortogonale. Se F(U) C U, allora anche F(U+) C U~.

Dim. Sia w un arbitrario elemento di U+. Dobbiamo verificare che F(w) € UL, ossia che F(w) -u = 0 per
ogni u € U. Poiché per ipotesi F(u) € U, dalla (*) segue che

Fw)-u=w-F(u)=0, Yuel.

Dunque F(w) € U+ come richiesto.

Per le matrici hermitiane vale un teorema di diagonalizzazione, di cui il teorema di diagonalizzazione per le
matrici simmetriche reali € un caso particolare. Ad esempio la dimostrazione del fatto che gli autovalori di
una matrice simmetrica reale sono reali si ottiene come caso particolare dell’analogo risultato per le matrici
hermitiane. E curioso che questo metodo sia pilti semplice di una dimostrazione diretta.

Teorema spettrale per matrici hermitiane. Sia A una matrice hermitiana n X n.
(i) Sia A un autovalore di A. Allora A\ = A, cioé \ & reale.
(ii) Autospazi relativi ad autovalori distinti sono ortogonali.
(iii) Sia A un autovalore di A di molteplicita algebrica k e sia V Pautospazio di A. Allora dim V) = k.

Dim. (i) Sia x € V) un autovettore di autovalore A\. Per definizione x ¢ un vettore non nullo, tale che
Ax = Ax. Sfruttando la relazione (*) troviamo

Ax x= (M) y=Ax-x)=x-Ax =x- (\x) = \(x - x),

da cui segue che A(x-x) = A(x-x). Dividendo ambo i termini per x-x # 0, troviamo A = ), come richiesto.

(ii) Siano A e u autovalori distinti di A e siano V) e V,, i rispettivi autospazi. Facciamo vedere che elementi
arbitrari x € Vy e y € V), sono ortogonali fra loro. Dalla (*) si ha

Ax -y = (Ax) -y = A(x-y)=x Ay =x- (uy) = p(x-y), (ue&reale)

da cui segue che (A — p) (x-y) = 0. Poiché X # p, deve valere x-y =0, cioé¢ x Ly come richiesto.

(iii) Siano Ag,...,Ax gli autovalori di A e siano Vy,,...,Vy, gli autospazi corrispondenti. Consideriamo il
seguente sottospazio di C"

U=Vy,@...0Vy, ={XeC"|INeC: AX =AX}.

Sia L4:C" — C", x —» Ax Dapplicazione lineare data dalla moltiplicazione per A. E chiaro dalla definizione
di U che Lo(U) C U. Dal Lemma 5.1 segue che La(Ut) C U™; pertanto la restrizione ad U+ definisce
un’applicazione lineare hermitiana La|U+:U+ — UL. Questa applicazione ha almeno un autovalore, per
cui esistono o € C (per la precisione o € R) e un vettore x € U™ tali che L4(x) = ox. Questo contraddice
la definizione di U, e implica U+ = {0}. In particolare, C* = V), @ ... ® Vj, e ogni autospazio di A ha
dimensione massima, uguale alla molteplicita algebrica dell’autovalore corrispondente.

Direttamente da fatti (i)(ii)(iii) segue che

(iv) Esiste una base ortonormale di C" formata da autovettori di A.
(v) La matrice A é diagonalizzabile mediante una matrice unitaria, ossia esiste una matrice unitaria M tale

che
A 0 ... 0 0
1 10 X ... O O
MTAM = o o0 ... ... 0]’ ®)
0 0 ... ... A
dove A1, ..., A, sono gli autovalori di A.
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Una matrice M che soddisfa la relazione (3) & una qualunque matrice che ha per colonne una base ortonormale
di C" formata da autovettori di A. In altre parole, se

U11 Uin
{ ey }
Uni Unn
¢ una qualunque base ortonormale di C™ formata da autovettori di A (di autovalori Ay, ..., A, rispettiva-
mente), allora la matrice unitaria
V11 oo Uin
M — .
Unt --- Unn
soddisfa la relazione (3).
Esercizio. Sia A una matrice n x n antihermitiana, cio¢ che soddisfa la relazione tA = —A. Verificare che:
(i) Sia A un autovalore di A. Allora A = —\, cio¢ A & immaginario puro.

(ii) Autospazi relativi ad autovalori distinti sono ortogonali.

(iii) Sia A un autovalore di A di molteplicita algebrica k e sia V) 'autospazio di A. Allora dim V) = k.

(iv) Esiste una base ortonormale di C™ formata da autovettori di A.

(v) La matrice A & diagonalizzabile mediante una matrice unitaria.

(suggerimento: ripercorrere la dimostrazione del Lemma 5.1 e del teorema spettrale per matrici hermi-
tiane......).

Concludiamo questa sezione con un teorema di diagonalizzazione per matrici unitarie. Anche per le matrici
unitarie vale un analogo del Lemma 5.1.

Lemma 5.2. Sia F:C™ — C™ un’applicazione lineare unitaria. Sia W C C™ un sottospazio tale che
F(W) =W. Verificare che vale anche F(W+) = W+.

Dim. Sia w € W=. Dobbiamo dimostrare che F(w) € W, ossia che F(w) - u = 0, per ogni u € W. Dalle
proprieta delle applicazionii unitarie abbiamo

F(w)-Fluy=w-u=0, YueW.
Ricordiamo che un’applicazione unitaria ¢ necessariamente biiettiva. In particolare al variare di u € W,

anche F'(u) copre tutti i vettori di W. Dunque il lemma ¢ dimostrato.

Teorema spettrale per matrici unitarie. Sia U una matrice unitaria n X n.
(i) Autospazi relativi ad autovalori distinti sono ortogonali.
(ii) Sia A un autovalore di U di molteplicita algebrica k e sia V) I'autospazio di A. Allora dim V) = k.

Dim. (i) Siano A e p autovalori distinti di U e siano Vj e V), i rispettivi autospazi. Facciamo vedere che
elementi arbitrari x € V) e y € V,, sono ortogonali fra loro. Per le proprieta delle matrici unitarie abbiamo

x y=Ux-Ux=(Mx)-(uy) =Mi(x-y) < (1-Ag)(x-y)=0.

Ricordiamo che gli autovalori di una matrice unitaria hanno modulo uno e che per un numero complesso u
di modulo uno vale p~! = fi. Dunque per A\ # pu, si ha (1 — A\ji) = (u — A) # 0, da cui segue che x -y = 0,
come richiesto.

iii) Siano Aq,...,Ax gli autovalori di U e siano Vj,,..., V), gli autospazi corrispondenti. Consideriamo i
iii) Si A A gli autovalori di U e si Va Vi, gli aut i i denti. Consideri il
seguente sottospazio di C"

W=V, ®.. 0V, ={xcC"|3INeC: Ux=Xx}.
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Sia Ly: C™ — C", x — Ux 'applicazione lineare data dalla moltiplicazione per U. E chiaro dalla definizione
di W che Ly(W) € W. Dal Lemma 5.2 segue che Ly (W) C W+; pertanto la restrizione ad W+ definisce
un’applicazione lineare unitaria Ly|WL: W+ — WL, Questa applicazione ha almeno un autovalore, per
cui esistono o € C e un vettore x € W+ tali che Lyy(x) = ox. Questo contraddice la definizione di W, e
implica W+ = {0}. In particolare, C* =V, @ ... ® V), e ogni autospazio di U ha dimensione massima,
uguale alla molteplicita algebrica dell’autovalore corrispondente.

Come nel caso hermitiano, dai fatti (i) e (ii) segue che
(iii) Esiste una base ortonormale di C™ formata da autovettori di U.
(iv) La matrice U é diagonalizzabile mediante una matrice unitaria.
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