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Capitolo 1
Sistemi lineari
Risolvere e discutere, al variare degli eventuali parametri reali, i seguenti sistemi lineari:

X1+Xo—X3=1
[1] 2X1+2X2+X3:O
X1+ Xo + 2%3 = —1.

I—2X1+X2+X3:l
[2] X1—2X2+X3 =-2
X1+X2—2X3:4.

I 2% —Xp — X3 —4X4 = 9
[3] ¢ 4x1—-3X3—-x4=0
L 8X1 — 2% — 5X3 — 9% = 18.

X-y—-4z+2t=0
—X+y+3z-2t=0
L 3Xx—-3y+z+6t=0.

J 2X—2y+z+4t=0
(4]

I X+y+az=1
[5] < x+2y+bz=3
y+cz=2.

J 2Xx+y—-z=1

X+2y-2z=0

(6] X-y+2z=-1
L X-y+z=k

I ax-y+z=2
[7] R x-ay+z=3-2a?
X—y+az=a+1.
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I X+y+z=a
[8] ¢ x—ay-z=1
2x+y+az=a+ 1l

X+Ay+z=2

X+y+Az=21-1
(9]
AX+y+z=1.

( 2x+az=1
[10] { 3x+ay—-2z=2
ax+2z=1.

I X+y-z=1
2X+3y+kz=3

(11]
L X+ ky+3z=h.

I kx+y+z=1
X+ky+z=1

(12]
L X+y+kz=h.

I X-y+z=5
2X+y+2z=Db

(13]
L -3x-3y+az=1.

! 2x-3y+2z=1
X+y—-2z=2

(14]
L dx-y+az=Dh.

((B-kKx-y-z=a
[15] { 2x— (4—Ky—-2z=b
LSx—3y—(5—k)z=c.

I 2-Kx—-ky+(1-kz=1-2k
(4-2kx-3ky+(1-2kz=1-k

[16]
| (2-Kkx - 2ky + kz = —5k.

I (h+ x—-hy+ (2h+1)z=3+ 2h
(h+1x-hy+2hz=1+3h

[17]
| (=h-1)x-(2h+1)z= -3(h+1).

I (Mm-Dx+y+mz=0
m(1 — m)x+ (1 -m)y—2nfz=2

(18]
L (Mm-1x+2y—2z=m+ 3.
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Capitolo 1 — Sistemi lineari

I (K+Dx+((k+1y+2z=1
X+ky+z=1

[19]
| @ -kx+Kk-1)z=0.

[20] (k+1ly+z=k+3

kx—2(k+1)y+z=4-2k
2kx — 5(k + 1)y + 2z = 8 — 9k.

I kx+2y+2kz=1
kx+(3-Ky+3kz=1

[21]
L kx + (k+ 1)y + 2kz = 2.

Ix1+x2+x3=a
X+ X+ 2% =2
X1 + aX + X3 = 4.

[22]

I X—-y+z-t=2a?
2X+y+5z+4t=a

(23]
L X+2z+t=2.

I 2X1+ o+ X3 =2
X1+ X +axz3 =4
X1+ X2+ X3 =a.

[24]

I X+z2+2t=2
-X-y+z+t=2a?

(25]
L 4X+y+2z2+5t =a.

! 2X-y+3z+t=0
Ax+y—-2z—-t=0
2X+5y+az—- 5t =0.

[26]

—X1+(A—2)X2+X3=O
2% +X3=0
[ —X1 — 2Xo + X3+ AXq = 0.

Ix1+2x2—x3+kx4=0
[27]

I X+y-z=0
X+2A+1l)y—-(A+1)z=22+1
X+Ay—-z=1-1

(28]

I X-y-z=0
[29] { 3x+y+2z=0
L 4x+ Ay = 0.
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J X+2y+z=1
[30]

5x+3y+3z=2
7X+4y+52=3
L X+y—-z=0.

! X+y+hz=2h
[31] { x+y+2z=-1
L 2x—hy+4z= -2,

! hx+y+hz=-1
[32] § 2x—-y+2z=-h-1
3X+3y+ (h+2)z=-h-2.

(X—ay+z=a
[33] { ax—2y+3z=-1
3x—2y+ az=5a.

I 2X+ay=1
[34] § x+y—-z=-2
ax-y+z=2.

I X+y+(h-1z=2h-2
[35] { x+y+2z=-1
2X+ (=h+ 1y + (h-1)%z=-2.

[36] Verificare che per a = —1 il seguente sistema lineare € incompatibile:

I X+2y-z=0
-X+z=1
L X+4y+az=0.

[37] Discutere la  compatibilita del seguente sistema lineare, al variare dei parametri
h,k € R. Determinare esplicitamente le soluzioni (quando & possibile) usando anche (quando & possibile) il
teorema di Cramer:
(-hx+y+z=2
X—-y=-1
l hx -2y -2z=k.

[38] Discutere la  compatibilita del seguente sistema lineare, al variare dei parametri
h,k € R. Determinare esplicitamente le soluzioni (quando € possibile) usando anche (quando & possibile) il
teorema di Cramer:
! X1+2% +X3 =1
X1+(2—h)X2+(2+h)X3=2
X1+ Q2+ 3h)X2 - 2hX3 =k
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Capitolo 1 — Sistemi lineari 5

[39] Discutere la compatibilita del seguente sistema lineare, al variare dei parametri
h,k € R. Determinare esplicitamente le soluzioni (quando & possibile) usando anche (quando & possibile) il
teorema di Cramer:
2X1 — Xo — X3 = 0
I (2—h)X1+(2+h)X2—X3 =1
l 2+ 3h)X1 — 2hxo — X3 = k.

[40] Dato il sistema lineare:
2X1 — X2 — X3 =0
I (2—h)X1+(2+h)X2—X3:O
| @+3hx -2 -x3=k hkeR,

i) determinare tutte le soluzioni nel caso di h = k = 0;
ii) discutere I’esistenza delle soluzioni e determinarle (quando & possibile) al variare di h,k € R.

[41] Dato il sistema lineare:
I X1+ X2+ X3 = k
X1 — kX2 +X3=-1
—X]_+kX2+X3=k, keR,

i) determinare tutte le soluzioni nel caso di k = —1.
ii) Discutere I’esistenza delle soluzioni, al variare di k € R.
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Capitolo 2

Matrici e deter minanti

[1] Dopo aver verificato che la matrice:

A=

1 2 0
-1 2 2
¢ invertibile, calcolare A1,

[2] Dopo aver verificato che la matrice:

& invertibile, calcolare A1,

[3] Data la matrice:

A=

1 2 3
0 1 2|,
-1 4 h

al variare del parametro reale h discutere I’esistenza della matrice A! e calcolarla, quando & possibile, usando
due metodi diversi.

[4] Data la matrice:

|
w

O IJr
=)
[EEN

coor

JSOODN

o

determinare i valori di h per cui A & invertibile, e in questi casi, scrivere AL,

[5] i) Stabilire per quali valori di h € R la matrice:

N RPN
=l
===

wWoN P
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e invertibile.
ii) Posto h = 0, determinare I’inversa di A.

[6] Stabilire per quali valori di h € R la matrice:

0 h 10
0 1 2 1
A=l hi1 0 0 0
0 2 1 3

e invertibile.

Calcolare il determinante delle seguenti matrici, riducendole, eventualmente, a forma triangolare superiore.

0 2 -1 -3
4 1 0 O
[7] A= 2 -1 1 0
1 0 -2 O
1 2 3 4 -1
5 -2 6 0 -1
[8] A=| 2 -3 4 -1 7
0 1 2 3 4
1 -1 0 0 O
(0 0 0 1 2)
1 3 2 -1 0
[99 A=]| 4 3 2 1 5
1 -1 2 1 3
0 2 3 -1 4
1 -2 3 -4
-2 3 -4 1
[0 A=t 57 4 1 2
-4 1 -2 3
k+1 k+2 k+3
[11] A= 1 2 3
1-2k 2-2k 3-2k
X X-1 x-2
[12] A= 1-x 2-x 3-X
4 5 6
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[13] Date le matrici:

1 1 0 X1 2
A=(1 O -1 , X=| % |, B=]| 3|,
0 -1 a?-2 Xo a

determinare le soluzioni del sistema lineare AX = B, al variaredi a in R.

[14] Date le matrici:

2 -3 1 X1 4
A=| 1 a-14 4|, X=| x|, B=| a+2 |,
-1 5 3 Xo 2

determinare le soluzioni del sistema lineare AX = B, al variare di a in R.

[15] Date le matrici:

2 -3 -2 1 X1
A=l4 -6 1 2| x-= f ,

6 -9 -1 -1 s

X4

1 1 0

Bi=| 2|, By=| 2] Bs=|o0

0 3 0

determinare le soluzioni dei sistemi lineari AX = By, AX = By, AX = Bs.

[16] Determinare le soluzioni del seguente sistema lineare, al variare di h in campo reale:

-1 2h 3-2n? X1 2h
X2 1 , heR.
X3 h

1 h 2
1-h?
[17] Al variare dei parametri reali h e k, determinare, quando esiste, una matrice X tale che:
XA =B,

-1 h

dove:

o wWwo
SN

[18] Al variare dei parametri reali h e k, determinare, quando esiste, una matrice X tale che:

XA=B,
dove:

0 1 -1

1 2 3 2 1 0

A:(—l h Zh)' 8=l 3 0 «

0 0 k
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Capitolo 2 — Matrici e determinanti 9

[19] Si considerino le seguenti matrici:

5 1 0 2 1
3 0 1|, B={2 0 h ke R,
4 3 h k

-1

A=

stabilire per quali valori di h,k € R I’equazione matriciale AX = B & compatibile e determinare, quando &
possibile, le soluzioni di tale equazione.

[20] Al variare del parametro A € R, discutere e risolvere, quando & possibile, I’equazione matriciale AX = B,

dove:
[ A

A=| 0
0

_ N

[21] Al variare del parametro A € R, discutere e risolvere, quando & possibile, I’equazione matriciale AX = B,
dove:
A1 A1
A= 1 2|, B= 0 0 |.
-1 A A+2 0

[22] Stabilire per quali valoridi h e k in R le seguenti equazioni matriciali:

AX =B, X'A=B,

3 -1 11 -1
A: 1 2 ’ B: O 1 3 y
2 h 0 k h+k

sono compatibili. Determinare, quando & possibile, le loro soluzioni.

2 -1 3 -1 k
A=|lh 2 |, B=| -2 0 -3
1 0 4 -k 1

determinare, al variare di h,k € R, le soluzioni dell’equazione matriciale AX = B.

dove:

[23] Date le matrici:

[24] Alvariaredi A,u € R, discutere e risolvere, quando possibile, I’equazione matriciale:

AX = B,
dove:
1 2 1 -3 2 1
A={0 3 1 5 |, B= 0 1
1 2 0 -8 u-3 0

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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[25] Date le matrici:
1 -1 2 3 1 -1
A= -1 0 5 6|, B=|5 -3],

3 h -10 k -1

determinare, al variare di h,k € R, le soluzioni dell’equazione AX = B.

[26] Risolvere la seguente equazione matriciale: AX = B, dove:
1 1 0 -1
A=| 2 k|, B=|1 1 |, hkeR.
-1 h 0 k

[27] Risolvere la seguente equazione matriciale: AX = B, dove:

1 1 -1 0
h -1, B=| k 0], hkeR.
0 1

[28] Stabilire per quali valori di h e k in R le seguenti equazioni matriciali:

AX =B, X'A=B,

dove:

sono compatibili. Determinare, quando é possibile, le loro soluzioni.

[29] Risolvere, in campo reale, I’equazione matriciale AX = B, dove:

2 1 -1 2 5 -8 -1
A:(—lo 5)' B:(G 77 9)'
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Capitolo 3

Calcolo vettoriale

Tutti gli esercizi, a meno di esplicita dichiarazione contraria, sono da considerarsi nello spazio vettoriale reale
V3 dei vettori ordinari, riferito ad una base ortonormale positiva 8 = (i,j,k). | simboli: “- 7, “A”indicano,
rispettivamente, il prodotto scalare e il prodotto vettoriale (esterno) tra due vettori.

[1] Dati i vettori:
a=hi-j+3k, b=i-hj+kk, c=-2i+kk, hkeR,

trovare per quali valori di h,k € R esistono dei vettori x € Vs tali che:

aAx+xAb=c
e determinare, quando é possibile, le componenti di x.

[2] Se a e ¢ sono vettori non nulli, ortogonali, calcolare:

aA(aAc),
a-(alAc).

[3] Datii vettori: a = (1,2,0) e b = (0, 1, 1), determinare una base ortogonale positiva di V3 contenente a e un
vettore complanaread a e a b.

[4] i) I vettori: a = (1,2,0) e b = (0,1, 1) possono rappresentare i lati di un rettangolo?
ii) Determinare i vettori v che rappresentano le altezze del parallelogramma individuato da a e da b.

[5] i) I vettori: a =(1,1,0) e b = (2,0,1) possono rappresentare i lati di un rombo?
ii) Determinare le rette vettoriali bisettrici degli angoli individuati da a e da b.

[6] Datii vettori: a = (1,0,-2) e b = (0,1, -1), determinare una base ortogonale positiva contenente a e un
vettore ¢ ortogonale sia ad a siaa b.

11



12 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[7] Datii vettori:
a=(1,3,h, b=(-150, c=(1,-2,-1),

determinare per quali valori di h € R, esiste un vettore x di V3 che verifica tutte le seguenti condizioni:
i) x siacomplanaread a ea c;

ii) x sia perpendicolarea b A c;

iii) il vettore proiezione ortogonale di x su c sia —c.

[8] Datii vettori: u = (2,1,3) e v = (0,2,3), determinare il vettore x simmetrico di u rispettoa v.

[9] Datii vettori: u = (2,1,3) e v = (0,2, 3), determinare i vettori bisettori degli angoli individuatida u e v.

[10] Dati i vettori:
a= (11213)1 b= (_1131 _1)1 C= (01 la 1)1

determinare, se esistono, i vettori x tali che:

2(x-a)b+xAb=c.

[11] Calcolare il valore della seguente espressione:

(a+b-c¢c)-(a-b+c)A(-a+b+c),

dove a, b, ¢ sono vettori qualsiasi dello spazio vettoriale reale V.

[12] Datii vettori: u = (1,1,1) e v = (1,0, 0), scomporre il vettore v nella somma di un vettore parallelo ad u e
di un vettore ortogonale ad u.

[13] Siano u, v vettori di V3, provare che:

luAvIE = u-u)(v-v)-(u-v)

[14] Verificare che i vettori: u = 2(i + j — k) e v = i + k sono ortogonali e determinare le componenti del vettore
w =i - 3j + 2k rispetto alla base B’ = (u,v,uAv).

[15] Datii vettori: u=i-k e v =i+ j, determinare i vettori x di V3, complanaria u e a v, ortogonalia u + v
edinorma 1.

[16] Datiivettorii u=i-2j—-kev=1i+j-k,
i) verificare che u € ortogonalea v;
ii) determinare i vettori x taliche uAx = v.

Universita di Torino



Capitolo 3 — Calcolo vettoriale 13

[17] Datiivettori: u = (1,1,0) e v = (0,1,1), determinare i vettori x di V3 tali che la loro proiezione ortogonale
sul piano individuato da u e v sia il vettore a = 3u + 4v.

[18] Dati i vettori:
u=(1,-1,h, v=(@2,0,h, w=(-210),

determinare per quali valori di h € R esistono uno o piu vettori x € V3 che verificano simultaneamente le seguenti
condizioni:

i) x e perpendicolare ad u;

ii) il vettore proiezione ortogonale di x su v é 2v;

iii) il volume con segno del tetraedro individuato dai vettori x, v, w vale 8.

[19] i) Dati i vettori: a = (1,0,-1) e b = (2,1, 2), si determini il vettore x tale che:
a) I’area del parallelogramma individuato da a e da x sia 6.
b) 8’ = (a, b, x) sia una base ortogonale positiva.

ii) Si determinino le componenti del vettore ¢ = 4i — j + 3k rispetto alla base 8’.

[20] i) Dati i vettori: a = (2,1,1) e b = (0, 1, 1), si determinino tutti i vettori x tali che la proiezione ortogonale
di x sul piano vettoriale generato da a e da b sia il vettore a + b.

ii) Scelto un vettore x particolare, si determinino le componenti del vettore ¢ = 4i — j + 3k rispetto alla base
B = (a,b,x).

[21] Dati i vettori:

x =1i-j+ 2k,
y = A+ Aj -2k,
zZ =1,

i) esistono dei valori di A € R per cui i tre vettori risultino complanari?
ii) Esistono dei valori di A € R per cui il vettore x bisechi I’angolo formato da y e da z?

[22] Dati i sequenti vettori:
a; = (1131 _2)!
a, =(-2,a-6,a+4),
az=(-1l,a-3,a2+a+1),
b=(0,-2,a-1), aeR,

i) determinare i valori del parametro a per cui i vettori aj, a», ag sono linearmente indipendenti.

ii) Posto a = 2, determinare le componenti del vettore b rispetto alla base ay, as, as.

[23] Datii vettori: u; = (1,1,2),uz = (2,-1,3),uz = (3,0, h), dire per quali valori di h i vettori uj, uz, uz sono
linearmente indipendenti.

[24] Dati i vettori: u = (1,3,2),v = (-2,1,1), verificare che V = L(u,v) ha dimensione 2. Trovare per quali
valori di t il vettore w = (t,0,—1) appartiene allo spazio V e, per tali valori, determinare le sue componenti
rispetto ai vettori u e v.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



14 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[25] Siano E; il sottospazio di V5 generato dai vettori: u; =i+j—k e up = 2i — j + k, E1 il sottospazio di Vz
generato dai vettori: vi =i+ 2j —k e vo = —i — j + 2k. Determinare una base e la dimensione di E; N Ej.

[26] Datii vettoria = (0,1,2),b = (3,-1,1),c = (-1,2,2), determinare la proiezione ortogonale di ¢ sul piano
individuatoda a e b.

[27] Datiivettori: vi = (-1,-2 -2k, -2),vyo = (1,-2 + 2k, 16),v3 = (4,-7-k,8), ke R,
i) per quali valori di k i vettori vy, v, vz sono linearmente dipendenti?
ii) Per tali valori provare che 8 = (v1,v2) € una base e trovare le componenti di v3 rispetto a 8.

[28] Dati i vettori:
a=i+2j+k, b=2i-j+k, c=i-j,

i) verificare che (a, b, ¢) € una base di V3.

ii) Costruire una base ortonormale (e1, ez, e3) di V3 tale che e; sia parallelo ad a ed e, sia complanare ad a e
a b. (Si puo usare indifferentemente il calcolo vettoriale elementare o il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt).

[29] Dati i vettori:
u=i-hk, v=hj-k, w=hi+2hj-k, heR,

i) determinare, se esiste, un valore di h per cui i vettori u, v, w siano complanari.

ii) Determinare, se esiste, un valore di h per cui i vettori u e v siano paralleli.

iii) Determinare, se esiste, un valore di h per cui i vettori u, v, w costituiscano una base ortogonale.
iv) Posto h = 2, determinare il vettore proiezione ortogonale di u sul piano generato da v e da w.

[30] Determinare un vettore unitario perpendicolarea u =1 -j ea v = i + k, con componente positiva lungo k.

[31] Dati i vettori:
u=2hi-j+hk, v=hi-j, w=i-hj, heR,

i) determinare, se esiste, un valore di h per cui i vettori u, v, w siano complanari.
ii) Determinare, se esiste, un valore di h per cui i vettori u e v siano paralleli.

[32] Dati i vettori:
a=2i+2j+hk, b=1i-j+2hk, heR,

i) determinare h in modo che lla A bll? = 56.

ii) E possibile determinare h in modo che a sia ortogonale a b? E in modo che a sia parallelo a b? Giustificare
le risposte.

[33] Dati i vettori: u =(1,0,1) e v =(0,1,1),
i) determinare i vettori complanaria u e a v, ortogonali ad u e aventi norma V2 .
ii) Determinare le componenti del vettore i rispetto alla base formatada u,v,u Av.

Universita di Torino



Capitolo 3 — Calcolo vettoriale 15

[34] Datiivettori: u=(1,2,-1), v=(1,0,2),w=(-t,t,t +2), t eR,
i) determinare il valore di t in modo tale che u, v, w siano complanari ed esprimere w come combinazione lineare
diuediv.

ii) Posto t = -1, determinare il vettore w’ perpendicolare a u, a v, avente norma uguale alla norma di w e
formante un angolo ottuso con j.

[35] Utilizzando il prodotto scalare, dimostrare che:
un parallelogramma ha quattro lati uguali se e solo se le diagonali sono perpendicolari.

[36] Utilizzando il prodotto scalare, dimostrare che le diagonali del rombo sono bisettrici degli angoli.

[37] Dati i vettori:
u= (A’a _Ay 1)1 v = (1121 1)1 w = ()Ly _11A)1 A € Ra

i) determinare, se esistono, dei valori di A per cui il volume del tetraedro individuato da u, v, w sia 5.
ii) Determinare, se esistono, dei valori di A per cui u, v, w siano complanari e I’angolo tra v e w sia ottuso.

iii) Posto A = 2, dopo aver verificato che C = (u, v, w) & una base non ortogonale, determinare le componenti di
j rispettoa C.

[38] Dati i vettori:

a=ai-j+3k, b=i-2j+k c=i-j-k, d=i+3j-ak,

stabilire per quali valori di @ € R esistono dei vettori x complanari con a e b e tali che:

xAc=d.

Determinare, quando é possibile, le componenti di x.
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Capitolo 4

Sottospazi vettoriali

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particolare si € indicato con:

- R" lo spazio vettoriale delle n-uple di numeri reali, di dimensione n, riferito alla base canonica (e;1 = (1,0,...,0),
e;=(0,1,0,...,0),...,en=(0,0,...,1));

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici di tipo (m, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

EEERF T = (T

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine n, ad elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- S(R™M lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordine n ad elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 ... 0 o 1 ... 0 o 0 ... 1
o 0 ... 0 1 0 ... 0 0 O 0
0 O 0 0 O 0 1 0 0
0 o 0 ) (0 O 0OYy(0 O 0 1Y)
0 1 0 0 O 0 0 O 0
0 0 1
0 O 0 0 1 0 0 O 1

0 1 0 0 0 0 1 0 0 O 0 O

-1 0 O 0 0 0 O 0 0 0 0 O
-1 0 0 o ...,

0 O 0 1

0 0 O 0 0 0 0 0 O -1 0

- tr(A) indica la traccia della matrice A € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.
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Capitolo 4 — Sottospazi vettoriali 17

[1] In R3 sono dati i vettori uy = (1,1,2), up = (2,-1,3), us = (3,0, h); dire per quali valori di h i vettori
uy, uy, uz sono linearmente indipendenti.

[2] In R* sono dati i vettori u; = (1,-1,0,1), uz = (2,1,1,0), us = (3,0,1,1), us = (0,1, -1,0); trovare una
base del sottospazio di R*, generato dai vettori uy, uy, us, uy.

Verificato che i vettori uj, uy, uy sono linearmente indipendenti, determinare per quali valori di t il vettore v =
(1, —1, 2t — 8,t + 1) S L(ul, uy, 114).

Per i valori di t trovati, determinare le componenti di v rispetto ai vettori ui, uz, ug.

[3] Dati i vettori: u = (1,3,2), v = (-2,1,1) in R3, verificare che V = £L(u,v) ha dimensione 2. Trovare per
quali valori di t, il vettore w = (t,0, —1) appartiene allo spazio V e, per tali valori, determinare le sue componenti
rispetto ai vettori u e v.

[4] Siano ‘W il sottospazio di R® generato dai vettori: u; = (1,1, -1), uy = (2, -1,1), ‘W, il sottospazio di R3
generato dai vettori: v; = (1,2,-1), vo = (-1,-1,2). Trovare ‘W1 N W5, dim(‘W1 N W) ed una sua base.

[5] Nello spazio vettoriale R* si considerino i sottospazi: Wy = L(a, b, c), dove:
a=(2,0,1,0),b=(-1101),c=(0,3,-1,-1); Wy = L(e,f,g),dove e = (-1,1,5,4),
f=(0,3,-2,1),g=(2,7,-16,-5).

i) Verificato che I’insieme 8 = (a, b, c) & una base di ‘W, stabilire per quale valore di h € R il vettore v =
(5,-h, 1, h) appartiene a ‘W1 e, per tale valore, decomporlo rispetto alla base 8.

i) Trovare un sottospazio ‘W5 di R* tale che W3 & ‘W, = R%.

[6] InR*, scrivere le equazioni di due iperpiani vettoriali, diversi, ma entrambi supplementari della retta vettoriale
H=L(2,0,4,3)).

[7] Sono dati, in R%, i sottospazi vettoriali:
H={(xY,zt) e RYx+2y =2t =0},
7( = L((l; 2, 0, 1), (2, 4, —1, 1), (0, 0, 1, 1)' (1, 2, 4, 5)’ (1' _1’ 0, 5)).

i) Determinare la dimensione e una base sia di H sia di K.
ii) Determinare la dimensione e una base sia di H N K sia di H + K.

iii) 1l vettore x = (1, 2, 3,4) appartiene a H + K? In caso affermativo decomporlo nella somma di un vettore di H
e di un vettore di %, in tutti i modi possibili (a meno di un cambiamento di variabile libera).

[8] InR?? si considerino i sottoinsiemi:

delle matrici simmetriche e:
X1 X
T = X1 +X4=0
(e 32 Jrarse=o}

delle matrici a traccia nulla. Si dimostri che S e 7~ sono sottospazi vettoriali di R??; si determinino le loro
dimensioni ed una base per ciascuno di essi.
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[9] Dire se i seguenti sottoinsiemi di R??:

Ry

Il
—N
—
N X
- <

)/2x—y—z=x+3y—2t=0},

_ Xy _ _t_
‘K_{(Z t)/x y+2_t_0}

sono sottospazi vettoriali. In caso affermativo determinarne una base e la dimensione.

[10] Nello spazio vettoriale R* sono dati i sottospazi:

H = {(X1, X2, X3, X4) € RY2X1 — Xp + X3 = Xg + Xo — X4 = 0},
(]( = L((O; Oy 1; 1): (11 1! 0! 0))

i) Calcolare la dimensione e una base di H.
ii) Calcolare la dimensione e una base di H + %. Si tratta di una somma diretta?

[11] i) Verificare che le matrici:
1 2 1 0 0 2 4 1
me (58] (a5 (5 D) e 5)

2 ) rispetto a tale base.

o -

costituiscono una base di R?? e determinare le componenti della matrice A = (

ii) Dati i sottospazi vettoriali di R%?:

.7{2{( X% )/X1+2X2=0},
X3 X4

X1 X
IXg+X4 =% +2%3 =03,
{(Xs X4) 1+ X4 2 3 }

determinare una base e la dimensione di A e di B. Determinare una base e la dimensionedi AN B e di A + B.

®
[

[12] Sono dati in R* i sottospazi vettoriali:

H={(xY,2t) e R¥x—-2z=2y =0},
K=/L(0,2,1,-1,1,-2,1,1),1,2,3,-1),(1,2,7,1)).

i) Determinare la dimensione e una base sia di H sia di K.
ii) Determinare la dimensione e una base di H + K.

[13] In R® i sottospazi:

A = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R X1 + Xo = X3 = 0},
B8=1,(1,2121),0,1,1,1,1),(1,0,-1,0,-1),(2,3,1,3,1)

sono supplementari?
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Capitolo 4 — Sottospazi vettoriali 19

[14] In R* si considerino i vettori:
a: (11 11 1’0)7 b = (01 11 11 1)1 C = (11 1701 O)'

i) Verificare che a, b, ¢ sono linearmente indipendenti.
ii) Determinare un vettore d in modo che a, b, ¢, d siano linearmente indipendenti.
iii) Dire se il sottospazio H = {(X,y,zt) € R¥y = z+1t = 0} & contenuto in K = £L(a, b, c).

[15] In R3 si consideri il sottospazio vettoriale:
W ={xY,2 €R3]x+y+z=x+hy+(2—-hz=-x-h?+Bh-4)z=0).

i) Al variare di h € R, determinare la dimensione e una base di “W.
i) Al variare di h € R, determinare un sottospazio supplementare di ‘W in R3.

[16] In S(R>3) completare I’insieme libero:

le[é 0 3],[_"1 h
( 0

ocoonN
o O o
N o1 O

3 2

fino ad ottenere una base.
[17] Data la matrice:
6 -9
(5 3)
i) provare che i sottoinsiemi:
F={X eR?*’/AX = XA}, G={XeR?IAX = -XA}

sono sottospazi vettoriali e trovare una base per ciascuno di essi.
ii) Determinare una base per i sottospazi vettoriali F NG e ¥+ G.
iii) Data la matrice:
0
c= ( 0

stabilire per quale valore di h la matrice C appartiene al sottospazio vettoriale ¥+ G.
Assegnato ad h tale valore, trovare due matrici C; € ¥ e C, € G in modo tale che C = C; + C,.

= s

-2
_3 ), heR,

[18] In R* si consideri il sottoinsieme:

Wi = {(X1, X2, X3, Xa) € R X1 + 2X3 + X4 = X3 — Xq = O}.

i) Verificare che ‘W & un sottospazio vettoriale di R* e determinarne una base e la dimensione.
Si considerino, inoltre, i sottospazi:

Wy = L(a,b,c), dove a=(1,0,2,0), b=(0,1,-1,1), c=(3,-2,8,-2),
Wi = L(e,f,g), dove e=(0,1,21),f=(2131),g=(@1,-24-2).

ii) Si determinino una base e la dimensione di ‘W5 e di “Ws.
iii) Si determinino una base e la dimensione di Wy N (Wo + WS3).
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[19] Si considerino gli insiemi:

[EEN

! 1 00 l
‘Hzl 0 |,abceR;;

oo
o
=

((a 0 O \
%=1 b c 0| abcdefecR!.
ld e f

H e K sono sottospazi vettoriali di R32 ? In caso affermativo se ne determini una base e la dimensione.

[20] 1 sottospazi:
H=Laa=(@1,2,00),b=(0,1,3,0),c=(2,1,0,0),d = (5,4,0,0)),
K={XY,zt) eR¥2x+3y—-z=x-2z=0}

sono supplementari in R* ?

[21] In R* si considerino i sottospazi vettoriali:
W1 = {(X1, X2, X3, Xa) € R4 Xq + 2% + 3%X3 + X4 = 0},
Wa = {(Xe, X2, X3, %) € RYXg + X2 = X1 + X3 = X1 — X + X3 = O};

provare che Wi @ W, = R4,

[22] In R®, determinare una base e la dimensione dell’intersezione e della somma dei due sottospazi:

Wi = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ 2X1 — Xo — X3 = Xa — 3%5 = 0},
Woy = {(Xq, X2, Xa, X4, X5) € R5/2Xq — Xo + X3 + 4%y + 4X5 = 0.

[23] In R®, determinare una base e la dimensione dell’intersezione e della somma dei due sottospazi:

W1 = {(X1, Xz, X3, X4, X5) € R/ %1 = 3%, + 2X3 — 3X4 — 3X5 = 0},
Wy = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R3/13X; — 26X, + 6X3 — X4 — 9%5 = O}.

[24] In R® si consideri I’insieme:

W1 = {(Xe, X2, X3, Xa, X5) € R/ 2% + X = X3 = O}.

i) Si verifichi che ‘W & un sottospazio vettoriale di R®, se ne determini una base e la dimensione.
ii) Sia ‘W, = L(a,b, c,d), dove:

a= (0131 11 _210)1 b= (010121 11 1)1 Cc= (0161 _101 _105 _6)1 d= (0131 71 113)1

se ne determini una base e la dimensione.
iii) Si provi che ‘W1 & W, = RS,
iv) Si determini un sottospazio ‘W3 di R® tale che dim(‘Wy N W3) =1 e dimWs = 3.
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Capitolo 4 — Sottospazi vettoriali 21

[25] In R?? si considerino le matrici:
1 2 0 3 1 -1 3 2
e R e S L PR o V|

Si verifichi che I’insieme B = (Aq, Az, As, As) & una base di R?? e si esprima la matrice A = ( _21 _21 ) nella
base 8.

[26] i) Date le seguenti matrici dello spazio vettoriale A(R33):

0 1 2 0 0 2
A: —l O 0 ’ B = O O 1
-2 00 -2 -1 0

si completi I’insieme {A, B} in modo da ottenere una base 8’ di AR3?).
ii) Si determinino le componenti della matrice:

0o 1 2
C=|-1 0 3
-2 -3 0

[27] Siano U e <V due sottospazi vettoriali di dimensione 2 di R3.
i) Provare che U NV + {o}.
ii) Determinare tutte le possibili dimensioni di ¢ N V e costruire un esempio in ciascuno dei casi.

rispetto alla base 8’.

[28] i) Verificare che B’ = (( _12 ‘12 )( i é )( _41 :é )) & una base di S(R22).

ii) Trovare le componenti della matrice A = ( -1 ) rispetto alla base 8’.

-11 -7

[29] i) Si verifichi che:

( 0 X1 X2 X3

5= J -x;1 O Xa X5
X2 X4 O

L X3 X5 X O

\
/x1+x2+x3=2x2+x4:x5—x6=oL,

& un sottospazio vettoriale di A(MR**), se ne calcoli una base e la dimensione.
ii) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospazi di A(R**):

0 1 2 3 0 0 1 2V,0 1 -12y(0 2 -1 1
cooll-to2-3|fo o0 o0 1|l10 23|l200 -2
=Ll 22 0 10110 o 7|l1 =2 0 1|10 0 -12]
33 -1 0 )2 -1 70)l2 3 -10)l-1212 o0
0 0 2 -1\(0 0 1 -2
0o 0 0 1 00 0 0
D=Ll 2 0 0 0 ll-10 0 1
1 -10 0 2 0 -1 0
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iii) E” vero che 8@ C = AR**) ?

iv) Si determini una base e la dimensione di D N (B + C).

V) Si determini un sottospazio vettoriale & supplementare a D.
vi) Si decomponga la matrice:

0 -1 -1 -1
1 0 2 1
A= 1 -2 0 1
1 -1 -1 0

nella somma di una matrice di & e di una matrice di D.
vii) A & invertibile? Se si, si determini A2,

0 2
i) determinare una base per il sottospazio ‘W c R%? generato da A, A, A+ A,

ii) Dimostrare che il sottoinsieme:
a b
'L(—{(O 2b),a,be[R}

& un sottospazio di R%? e determinarne una base.
iii) Determinare una base per i sottospazi W+ U e WNU.

[30] Data la matrice A = ( 0 1 )

[31] i) In S(R>3) si consideri I’insieme:

!{ X1 Xo X3\ 1
A= Xo X4 Xs5 |/ X +2X%—Xg=2Xg—Xo =X3+3Xx5=0
X3 X5 Xe

e si verifichi che A & un sottospazio vettoriale, se ne calcoli una base e la dimensione.
ii) Si determini un sottospazio vettoriale 8 supplementare a A.
iii) Si decomponga la matrice:

N = O
W

a1 N
~—_——

nella somma di una matrice di A e di una matrice di 8.
iv) A & invertibile? Se si, si determini A2,
v) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospazi di S(R>3):

1 2 1 0 21 -1 0 1 1 2 2
c=/Lf{l2 -1 3,02 13|,/ 0 0 1}|[2 -3 4 ,
1 3 0 1 3 2 1 10 2 4 -2
0 1 -1 1 -1 0 -2 01
D=Ll 1 0 1 (-1 0 11 0 0 1.
-1 1 0 0o 1 2 1 10

vi) E vero che A & C = S(R33) ?
vii) Si determini una base e la dimensione di D N (A + C).
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[32] Dato U = {( g 2 ) abe [R}, sottospazio vettoriale di R??,

i) si determini un altro sottospazio <V tale che U & V = R??2.

ii) Data la matrice A = ( 2 ) si scomponga A nella somma di una matrice A; € U e di unamatrice A, € V.

-3 0

[33] In R* si consideri il sottospazio vettoriale:
W =/£(1,3,0,-1),(2,5,1,2),(1,2,1,0)).

i) Si verifichi che W & un iperpiano vettoriale di R* e se ne determini la sua equazione.
ii) Si determinino due sottospazi vettoriali di R*, diversi, entrambi supplementari di “W.

[34] In R® si considerino i sottospazi:

U=1x,0(@1,3,-2,2,3),(1,4,-3,4,2),(2,3,-1,-2,9)),
V=/,(1,3,0,2,1),(1,5,-6,6,3),(2,5,3,2,1)),

determinare una base U + <V e una base di U N V.

[35] Si provi che i seguenti sottospazi di R*:

U=2/»L01,2-1,3),(2,4,1,-2),(3,6,3,-7))
V=/L((1,2,-4,11),(2,4,-5,14))

sono uguali.

[36] i) Determinare I’insieme C di tutte le matrici di R33 che commutano (rispetto al prodotto) con la matrice:

010
A= 0 0 1.
0 0O

i) Verificare che C € un sottospazio vettoriale di R3, determinarne una base e la sua dimensione.
iii) Determinare due sottospazi diversi, entrambi supplementari di C in R33.

[37] Sono dati i seguenti sottospazi vettoriali di R:

(Wl = L((la _la 01 11 l)! (11 _21 _21 11 2)1 (01 11 21 01 _1)1 (_11 31 41 _11 _3));
Wa = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ X1 = Xa + 2X5 = X2 + X3 = 0},

i) provare che R® = W, @ W,.
ii) Decomporre il vettore a = (0, 2,0, 0, 0) nella somma di un vettore a; € Wy e di un vettore a, € Wo.

[38] Si considerino i sottospazi vettoriali di R*:

W, =2L(1,-1,0,2),(0,2,1,3),(2,0,1,7),(3,-5-1, 3)),
Wy = {(Xe, X2, X3, Xa) € R X1 + Xo — 2X3 = 3X3 — X4 = 0}.

i) Trovare una base per ciascuno dei sottospazi Wy, W, W1 N Wy, W1 + Ws.

ii) Verificare che il vettore a = (0,-2,-1, 3) appartiene a ‘W + ‘W, determinando esplicitamente due vettori
aje Wieaye Wstalichea=a; +a.
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[39] Si considerino i seguenti sottospazi vettoriali di R%2:

wlz{xeRZ'Z/AX=XA, dove A:(cl) _31 )}

W, = {X € R¥?/tr(X) = 0}.

i) Determinare una base per i sottospazi Wy, Wo, W1 N W, e Wi+ W,
ii) Trovare un sottospazio vettoriale ‘W che sia supplementare a “Ws.

[40] Si determinino almeno due sottospazi vettoriali diversi ma entrambi supplementari di:

W = {(X1, X2, X3) € R3/3X1 — X3 = X2 + bxg = 0}.

[41] In S(R®*3) completare I’insieme libero:

1 20)(1 0 0)(0 1 -1
I=I[200),[0—1 O),[l 0 o]l
WooofJ{o o 1)(-10 0)

fino ad ottenere una base.

[42] Dati i sottospazi vettoriali di R®:

(Wl = L((la 01 _21 O! l)! (01 11 01 _11 0)1 (01 11 _11 _la 3)1 (_11 01 11 01 2))1
Wa = (X1, %2, X3, X4, X5) € R%/Xq +3Xg = X6 = X — 2X3 + X4 + X6 = 0},

i) determinare una base per ciascuno dei sottospazi vettoriali ‘W1, Wo, W1 N Wy, W1 + Ws;

ii) stabilire per quali valori di h € R il vettore (1,2, h, -2, 1) appartiene a ‘W.

[43] In R® sono dati i seguenti sottoinsiemi:
Wl = "E((Zi 11 1! 01 2)1 (_11 11 O! 0! 2)1 (O! 21 01 11 1))!

Wo = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ Xy — Xo — X3 — X4 = X — X5 = Xg = 0}

i) Provare che ‘W, & un sottospazio vettoriale di R°.
ii) Determinare la dimensione e una base per ‘Wi e ‘W, rispettivamente.
iii) Trovare W1+ W, e Wi N W,.

[44] Completare il seguente insieme:
I 1 -11
-1 2 0
Il 1 0o o

in modo da ottenere una base di S(R33).

o O o
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[45] Discutere, al variare di h € R, le soluzioni della seguente equazione vettoriale di R*:
Xi1a1 + Xoap + Xzaz = b,

dove:
a; = (21 _11 O! 4)1 az = (_31 21 41 h)'l az = (51 _31 h1 _1)1 b= (141 _81 h1 _1)

[46] In R3 sono dati i vettori: a; = (1,1,0), a» = (0,1,-1), b = (2,3, -1). Considerata I’equazione vettoriale:

Xiai1 + Xpap + Xzaz = b,

determinare, se possibile, un vettore az = (X, Y, 2 nei seguenti casi:

i) I’equazione vettoriale non ammette soluzioni;

ii) I’equazione vettoriale ammette una sola soluzione;

iii) I’equazione vettoriale ammette infinite soluzioni.

In ii) e iii) (se possibile) determinare le soluzioni dell’equazione vettoriale considerata.

[47] Dati i seguenti vettori di R*:

a; = (11 _11 1! 1)1 az = (11 11 _1! 1)1 az = (_11 11 1! 1)1 b= (812101 10)1

si risolva, se € possibile, I’equazione vettoriale:

a;Xi + axXe + azxXs = b.

[48] Dati i seguenti vettori di R*:

a; =(1,0,1,1), a,=(-1,1,0,3), az=(-1,1,1,4), b=(2,0,2,3),

si risolva, se & possibile, I’equazione vettoriale:

a;Xi + axXe + azxs = b.

[49] Determinare, al variare dei parametri reali h e k le soluzioni dell’equazione vettoriale:

ax+by+cz=d,

dove:
a=(h-k-h-2k), b=(1,2,h-k), c=(-2,-4k-4), d=(@1,2,4-h).
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[50] In R* sia dato il sottospazio vettoriale:

H={xY,zt) e RY2x+y—z=x+3t =0},

determinare la dimensione e una base di un sottospazio vettoriale % di R* tale che H @ K = R*.

[51] Dati i seguenti sottospazi vettoriali di R*:
W =L£(0,1,0,-1),(1,-2,2,1),(1,0,2,-1)),

Z =1{(X1, %2, X3, Xa) € R¥ X — Xo — X3 = 2%z + X3 = 0},

i) trovare una base per W, Z, W+Ze WNZ,
ii) stabilire per quale valore di h € R il vettore (1,h,h+ 1, —h) appartienea ‘W + Z.

iii) per il valore di h ricavato nel punto precedente, decomporre il vettore u cosi ottenuto nella somma di un vettore
di ‘W ediun vettoredi Z.

[52] In R* si consideri il sottoinsieme:

Wi = {(X1, X2, X3, Xa) € R*/ 2Xg + Xp + X4 = Xg — X4 = O}.
i) Verificare che ‘W & un sottospazio vettoriale di R* e determinarne una base e la dimensione.
Si considerino, inoltre, i sottospazi:

Wa = {(Xe, X2, X3, X4) € R*/ X1 + Xp — X3 + 2X4 = X1 = 0},

e W3 = L(a,b,c), dove:

a=(,-1,2,3, b=(-1,-2,0,1), c=(1,-7,6,11).

ii) Trovare una base e la dimensione di ‘W, e di ‘W3.
iii) Individuare una base e la dimensione di ‘W, + W3 e di W1 N (W2 + Ws).

[53] Si determinino le equazioni di due sottospazi vettoriali diversi ma entrambi supplementari di:

W = {(X1,X%2,X3) € R3/X1 + 3X3 =4Xyo + X3 = O}
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Capitolo 5

Spazi vettoriali euclidel

In tutti gli esercizi di questo capitolo, salvo esplicita dichiarazione, si sono adottate notazioni standard, in partico-
lare si & indicato con:

- R" lo spazio vettoriale euclideo delle n-uple di numeri reali, di dimensione n, dotato del prodotto scalare
standard, che rende ortonormale la base canonica (e; = (1,0,...,0),e,=(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1)).

- V3 lo spazio vettoriale euclideo reale, di dimensione 3, dei vettori ordinari, riferito alla base ortonormale positiva
B =(,j,k). In quest’ambito: “A”indica il prodotto vettoriale o esterno e *-”il prodotto scalare.

[1] Nello spazio vettoriale euclideo ordinario Vs, & dato il piano vettoriale:
V=L@a=i+ja=i-j+k)

i) Si determini il complemento ortogonale V+ di V.

ii) Si scrivano tutti i vettori v di V3 tali che il volume del tetraedro generato da aj, ap, v sia 2. L’insieme dei
vettori v cosi individuato € un sottospazio vettoriale di V3?

iii) Dato il vettore a = i + j — k si calcolino le proiezioni ortogonali di a su V e su V*.

[2] Nello spazio vettoriale euclideo R# si verifichi che i due vettori:

a] = (11 _21113)1 az = (2111 _31 1)
sono ortogonali. Si completi I’insieme {a1, a5} fino ad ottenere una base ortogonale di R*.

[3] Dato:

W = {x e R*?/ AX = XA, doveAz( (l) _31 )}
sottospazio vettoriale di R%2, determinare il suo complemento ortogonale (rispetto al prodotto scalare X - Y =
tr(tXY), X,Y € R?2?).

[4] Nello spazio vettoriale euclideo R® sono dati i vettori:

V1 = (3,0,4), Vo = (l, 2,0), V3 = (2, —2,4), Vg = (4, 2,4)
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esia W= L(v1,v2,V3,Vva).

i) Trovare una base ortonormale 8 di “W.

if) Completare 8 fino ad ottenere una base ortonormale O di R3.

iii) Determinare la matrice del cambiamento di base dalla base canonica C di R? alla base D e viceversa.

[5] Dato il sottospazio H = £((1,-1,3, 1)) dello spazio vettoriale euclideo R*, trovare una base ortonormale per
il sottospazio H*.

[6] Sia:
1 -2 4 1

A<| 1 0 6 s =R
2 -5 7 5

Indicati con R(A) e C(A) gli spazi vettoriali generati dalle righe e dalle colonne di A, rispettivamente, si deter-
minino:

i) base e dimensione di R(A) N C(A) e di R(A) + C(A);

i) il complemento ortogonale di C(A) in R#, rispetto al prodotto scalare standard di R*.

[7] Dati i seguenti sottospazi di R*:
U={XY,zt)eRY2x—y+t =z—1t =0},
V={XY,zt) e R¥Xx+y=y—z=x+1t =0},

i) verificare che la somma di U e di <V é diretta;
ii) trovare una base ortonormale di U*.

[8] Dato il sottospazio:
W ={xY,2 €R3}x-2y+z=2x-y—2z=0}

determinare una base ortonormale di ‘W & W-+.

[9] i) In R®, i sottospazi:
A = (X1, X2, X3, X4, X5) € R/ X1 + %2 = X3 = 0},
B = -E((la 21 11 21 1)1 (01 11 la 11 1)1 (11 01 _11 01 _1)1 (21 31 11 31 1))1

sono supplementari?

if) Determinare le equazioni del complemento ortogonale di A rispetto al prodotto scalare standard di R® e una
sua base ortonormale.

[10] Data la base:
B=(a=(10,1),b=(0,1,1),c=(2,1,2)

di R3, determinare una base ortonormale, a partire da 8, utilizzando il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt.
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[11] In V3 é dato il vettore v = i + j — k. Determinare una base ortonormale del piano vettoriale ortogonalea v.

[12] Nello spazio euclideo R* sono dati i vettori:

V1= (1101 1! _1)1 V2 = (11 _110!0)! V3 = (0101 1! 1)'

i) Verificare che vy, v, vz formano una base 8 di ‘W = L(v1,v2,v3).
ii) Trovare una base ortonormale di ‘W a partire dalla base 8.

[13] Determinare una matrice ortogonale in modo tale che la sua prima riga sia data da:

[O,Q,_ﬁ],

2 2

[14] Determinare una base ortonormale per il complemento ortogonale F+ del sottospazio:

F={xY,zt)eR*/x-y=z-t=y+2z=0)}.
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Capitolo 6

Applicazioni lineari

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particolare si € indicato con:

- R" lo spazio vettoriale delle n-uple di numeri reali, di dimensione n, riferito alla base canonica (e; = (1,0,...,0),
e;=(0,1,0,...,0),...,en=(0,0,...,1));

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici di tipo (m, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

ERERIIEETI =Ry

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine n, ad elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- S(R™) lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordine n ad elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 ... O o 1 ... 0 0 o0 ... 1

o 0 ... 0 1 0 ... 0 o o0 ... O

0 O 0 0 O 0 1 0 0

0 o 0 0 O 0 0 O 0

0 1 0 0 O 0 0 O 0
0 0 1

0 O 0 0 1 0 0 O 1

0 1 0 ... O 0 0 1 0 0 O 0 O

-1 0 0 ... O 0 0 O 0 0 O 0 O
-1 0 o |,....] .. ...

0 O 0 1

0o 0 o ... 0 0 0 0 0 O -1 0

- V3 lo spazio vettoriale reale, di dimensione 3, dei vettori ordinari, riferito alla base ortonormale positiva 8 =
(1,j, k). In quest’ambito: “A”indica il prodotto vettoriale o esterno e “-”il prodotto scalare.
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- 'A indica la trasposta della matrice A € R™",

- tr(A) indica la traccia della matrice A € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.

[1] In R3 si consideri I’endomorfismo f dato da:

f(e1) = 2e1 — ey,
f(ex) = e1 + ez,
f(e3) = —e; + ey —e3.

Trovare una base di ker f.
[2] E data I’applicazione lineare f : R* — R2, la cui matrice, rispetto alle basi canoniche, &:
1011
A=|12 1 1 3
110 2
Trovare una base di ker f e una base di imf.

[3] Sia f I’endomorfismo di R, la cui matrice, rispetto alla base canonica, &:

21 0 -1
01 0 1
A= 10 -1 O
21 0 O

Calcolare dimker f e dimimf.

[4] In V3, si consideri un vettore u = (ug, Uz, Ug) # (0,0,0). Determinare il nucleo e I’'immagine degli omomor-
fismi:

f1:V3 — R, fi(x)=u-x,

fo:Va— Vs f(x)=uAx.

[5] Sia f I’applicazione lineare di R® che, rispetto alla base canonica, & associata alla matrice:

trovato il valore di h per cui f non é suriettiva:

i) determinare imf;

i) determinare per quali valori di k € R il vettore (1,k? — k,k) € imf;
iii) trovare un vettore di R® privo di controimmagini;

iv) determinare ker f;

v) verificare che ker f Nimf = {o};

vi) esistono dei vettori x € R® tali che f(x) = (3,2,-2)?

vii) Trovare i vettori v € R® tali che f(v) = f(u), dove u = (1,2, -1).
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[6] InR3 si consideri I’endomorfismo f dato da:

f(e1) — f(e2) — f(e3) = o,
2f(e1) - f(ez) = 3e1 + 262 — es3,
—f(el) + f(e2) = 361 — ez + 263.

i) f e iniettivo? f & suriettivo?
ii) Trovare ker f e imf.
iii) Determinaret e R taleche u = (t + 1,2t,-1) € imf.

iv) Per il valore di t ottenuto, calcolare le componenti del vettore u rispetto alla base di imf.

v) Trovare un vettore x & imf.
vi) ker f e imf sono in somma diretta?
vii) Determinare le controimmagini del vettore y = (3,4, -1).

[7] In R3 si consideri I’endomorfismo f dato da:
f(2e1 + e3) = 361 + 6e2 - 363,

e +ep—2eze3e; —ey — 2e3 € ker f.

i) Trovare la matrice di f rispetto alla base 8.
ii) Trovare ker f, imf e le rispettive basi.
iii) Verificare che ker f Nimf = {o}.

[8] E dato I’endomorfismo f di R3 la cui matrice, rispetto alla base canonica di R3, &:

A=
8 4 a+3

4 2 2
4 a’+1 a+l1l |, aeR.

i) Per quali valori di a f & iniettivo?

ii) Per i restanti valori di a determinare ker f e la sua dimensione.

iii) Posto a = —1, trovare le controimmagini del vettore (1,-2,0).

Posto a = 1:

iv) dire se esiste una base di R® che contenga una base di ker f .

V) ker f e imf sono in somma diretta?

vi) Esiste g € End(R®) tale che kerg = imf e img = ker f?

vii) Per quali valori di h,k,|1 € R il vettore (h, k,|) ammette controimmagini?

[9] Data la matrice:

1 x 2
A=| 2 vy -3 |, XxvyzteR,
-1 z t

associata ad un endomorfismo f di R2, & possibile completare A sapendo che:

f(ej_ + es + e3) = 2(61 + 82),
ker f + {o}?
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[10] In R* sono dati i vettori vi = (1,2,0,1), vo =(1,0,1,0), v3 = (-1,0,0,-2).
i) Verificare che vy, v, vz sono linearmente indipendenti.
ii) Dire se esiste un endomorfismo f di R* tale che:

f(v1) = vi,

f(Vz) = 2V1 + Vo,

f(vs) = —va +vs,

f(V]_ +vo + V3) = (2, 2, 1, 1),
f(V]_ + 3V2 + V3) = (2, 6, 0, 1)

[11] In R* sono dati i vettori: u; = (1,-2,0,4), up = (-1,1,1,0), uz = (0,0,1,2).
i) Verificare che uj, uz, uz sono linearmente indipendenti e trovare una base che li contiene.
ii) Dire se esiste un’applicazione lineare f non nulla di R* in R* tale che:

f(uy) = o, f(up) = o, f(uz) = o.

A=

N O
== o
Ul N

[12] Sono assegnati I’endomorfismo f di R® individuato dalla matrice:
ed i vettoriu = (1,-2,k), v=(1,0,2), w = (0,1,0).

i) Provare che per nessun valore di ke R u € ker f.

if) Determinare per quali valori di K i vettori u, v, w formano una base C di R3.

iii) Posto k = 1, determinare le componenti dei vettori della base B rispetto alla base C.

iv) Posto k = 0 e considerati i sottospazi vettoriali: U = L(u,v,w) e V = L(f(e1), f(ez),e3), trovare
un’isomorfismo g: U — V.
V) Scrivere la matrice associata a g rispetto alla base 8.

[13] Sia f I’endomorfismo di R® definito da:

f(X,Y,2 = (2X+ 2y, X+ z, X+ 3y — 22).

i) Dire se f & suriettivo. In caso negativo, determinare un vettore privo di controimmagine.
ii) Dire se f & iniettivo. In caso negativo, determinare due vettori che abbiano la stessa immagine.
iii) Sia & = L(a,b),dove a = (1,0,1), b = (0,1,1). Dire se il vettore w = (4,3, —-2) appartiene a f(&E).

[14] Sia f : R* — R3 I’applicazione lineare la cui matrice, rispetto alle basi canoniche, é:

3
1 2 2
>0
A=t -t o o | teR
11 1 -1
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i) Calcolare ker f e imf al variaredi t € R.

ii) Posto t = 0, esiste k € R tale che il vettore (k + 3,k, 1,2k) € ker f?
iii) Determinare una base di R* contenente una base di ker f .

iv) Determinare le controimmagini del vettore (1,0, -1).

[15] In R* sono dati i vettori a = (1,0,1,2), b =(2,3,2,1), ¢ =(1,3,1,-1), d = (1,-3,1,5).
i) Trovare una base per il sottospazio vettoriale ¥ = L(a, b, c,d).
i) Scrivere la matrice dell’endomorfismo f di R* tale che:

f(e1) = a, f(ep) = b, f(e3) = ¢, f(a) = 2a.

[16] In R3, rispetto alla base canonica 8, sono dati i vettori vi = (1,2,0), vo = (1,0,1), v3 = (-1,0,-2).
i) Verificare che tali vettori sono linearmente indipendenti e formano una base C di R3.
i) Scrivere la matrice, rispetto alla base C, dell’endomorfismo f di R? tale che:

f(v1) =vi+ vy,

f(v2) =2vy — vy,

f(Vg) = —-V2 + V3.

iii) Scrivere la matrice di f rispetto alla base 8.

[17] Sia f I’applicazione lineare da R® in R?? cosi definita:

y—-z 2z
f(x,y,2 = .
wva-( 37 %)
i) Trovare una base di imf.
ii) Dire se f & iniettiva.
i) Trovare i vettori v di R® tali che f(v) = 3f(1,2,1).

[ERN

iv) Dire se la matrice ( 2 ) ammette controimmagine.

3 4

[18] In R*, rispetto alla base canonica 8, si consideri il sottospazio V = L(u, v, w), dove:

u=(2,011,v=(0,13,1),w=(0,10,1).

i) Provare che C = (u, v, w) é unabase di V.

i) Trovare una base di R* contenente C.

Sia f I’applicazione lineare di <V in R* tale che:
f(u) = u + 2w,
f(v) = e + 2e, + Tez + ey,
f(w) = —v.

iii) Scrivere MC5(f).
iv) L’applicazione lineare f & iniettiva?
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[19] Sia f : R® — R22 I’applicazione lineare cosi definita:

f(a,b,c):( a a+b)

a+b+c 0

i) Scrivere la matrice associata ad f rispetto alle basi canoniche di R3 e di R?2.
ii) Determinare imf.

[20] Si consideri I’applicazione lineare f : R> — R3 cosi definita:

f(X1, X2, X3, X4, X5) = (X1 + X3, 2X1 + X2 — X4 + X5, 3X2 — X3 + X4 + 2X5).

i) Trovare ker f e dire se f @ suriettiva.

ii) Dato V = L(u,v,w),doveu = (1,-1,0,0,0), v =(0,1,0,1,1), w = (0,0, 3,0, 0), determinare la dimensione
dell’immagine di V.

iii) Verificare che, Va e R® e Vs,t e R, il vettore b = a + 5(—-1,-3,1,0,5) + t(0, -3,0, 1, 4) & controimmagine di
f(a).

[21] i) Dire se la funzione che ad ogni matrice di R32 associa il suo determinante & un’applicazione lineare di
R33inR.

i) Dire se la funzione di R32 in R che ad ogni matrice associa la sua traccia & un’applicazione lineare. In caso
positivo, stabilire se & suriettiva e determinare il suo nucleo.

[22] Si consideri I’endomorfismo f di R?? associato alla matrice:

i) Determinare una base per ker f e una base per imf, al variare di h in R.
ii) Posto h = —1, determinare una base di autovettori per ciascun autospazio e stabilire se f & semplice.
iii) Posto h = —1, trovare una base per f~1(@), dove G & il sottospazio vettoriale definito da:

_ X1 X2 oy — _ _ _
g_{( Yo X4)/4x1+x2 X3 = 3Xo — 3X3 4x4_0}.

[23] Data la funzione:
f:R*? — R??

cosi definita:
f Xt X2 | [ X+ 17X + 10X3 + 9%y Xo
X3 Xa | 11Xo + 8X3 + 6X4 —13X%, — 83— 6%4 |’

i) si verifichi che f & un’applicazione lineare e si determini la matrice A associata ad f.
ii) Si determini una base di ker f e una base di imf.
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iii) Si determinino f(H), dove:

_) X =
?{—{( X X4)/4x1+2x3 x4_0},

) X = Y =
‘K—{( X X4)/x1+x4_x3_0}.

iv) Si calcolino gli autovalori di f e una base per ciascun autospazio.

v) f &semplice? Se la risposta € affermativa, si scriva una matrice diagonale A’ a cui f € associata e si determini
la matrice del cambiamento di base B tale che A’ = B"1AB.

e f~1(K), dove:

[24] Sia V il sottoinsieme di R?? formato dalle matrici aventi traccia nulla.
i) Verificare che <V & un sottospazio vettoriale di R?? e che 8 = (Ag, Az, A), dove:

0 1 0 0 1 0
A1=(0 0), A2=(1 0), A3=(o —1)’

e una base di V.
ii) Trovare, rispetto alla base 8, la matrice dell’endomorfismo f di V tale che:

-h-1 1
f(A1+A2):( 2+h h+1 )

f(2A2+A3)=((3) é),

3-h -2
f(Aj_—A2+A3):(h 3 )

iii) Stabilire per quali valoridi he R f &, rispettivamente:
a) un isomorfismo,
b) diagonalizzabile.

[25] i) Si provi che esiste un unico endomorfismo f di S(R??) tale che:
(1o (1 -2
o1) \-2 3 )
(2 0\ (2 -1
0 -1) \-1 o0 )

ii) Determinare, per ogni valore di h € R, una base per gli autospazi di f e stabilire per quali valoridihe R f &
diagonalizzabile.

iii) Posto h = 0, trovare una base per il sottospazio vettoriale f~%(G), dove:

—
—
= O
ol el

g:{( X1 X2 )eS([RZ'Z)/X1+X2—X3=2X2+X3=0}'
X2 X3

Universita di Torino



Capitolo 6 — Applicazioni lineari 37

[26] i) Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito ad una base 8 = (v, vy, v3); si determini la
matrice associata all’applicazione lineare f : V — V tale che:

ker f = £((0,1,-1)),
f3,1,-1)=(9,0,0), f(1,1,1)=(3,2,4).

ii) f & semplice?

[27] Si considerino le matrici associate, rispetto alla base canonica, alle applicazioni lineari f : R® — RS2 tali

che:
ker f = {(X1,X2, X3) € R3/X1 + X2 + X3 = 0},

f(H) € H, dove H = {(X1, X2, X3) € R3/x3 = 0}.

Determinare quali tra queste matrici sono diagonalizzabili, quindi individuare una base di autovettori di R3.

[28] In V3 é data la funzione f : V3 — V3 cosi definita:

fx)=iAx+2jAx-kAx.

i) Provare che f € lineare.
ii) Determinare una base per ker f e una base per imf.
iii) f e semplice?

[29] In V3 é data la funzione f : V3 — V3 cosi definita:

fx)=0+)Ax+2(G-x)i-(k-x)j.

i) Provare che f & lineare.
ii) Determinare una base per ker f e una base per imf.
iii) f & semplice?

[30] Si considerino gli spazi vettoriali R?, R3, R* riferiti alle rispettive basi canoniche 8, 8’, 8”. Date le
applicazioni lineari:

1 -1 2

1 -2 3)

3 43 0 )

f:R®—R? A=M%3(1) =(

. R4 2 — M3B8".8 |~
g:R* —R? B=M (g)_(_5 9 4 1

determinare, se esiste, un’applicazione lineare h : R* — R3 taleche foh=g.

[31] Si considerino gli spazi vettoriali R?, R3, R* riferiti alle rispettive basi canoniche 8, 8’, 8”. Date le
applicazioni lineari:

1 0
f : R2 — RS, A:Mﬁf"(f)z[—l 2 |,
0 1

1 2 -1 0
g:R* —-R% B=M&%F@=|-1 -8 11 0 |,
0 -3 5 0

determinare, se esiste, un’applicazione lineare h : R* — R? taleche f oh=g.
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[32] Si consideri la funzione:

f :R?? 5> R??, f(A) = % A+ ), AeR??

i) Verificare che f & un’applicazione lineare.
ii) Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base canonica di R?2.
iii) Determinare una base per ker f e una base per imf.

iv) f &semplice? In caso affermativo, determinare una base di R?? di autovettori e la matrice a cui f & associata,
rispetto a tale base.

[33] Verificare che le seguenti matrici:

2 14 -7
A=|0 -2 2
0 6 5

1 00
A=(0 20
0 0 2

sono associate allo stesso endomorfismo f : R® — R3. Se A @ riferita alla base canonica di R3, determinare la
base a cui é riferita la matrice A’.

[34] Si consideri I’applicazione lineare f : R* — R* tale che:
a) I’autospazio relativo all’autovalore 1 é:

7.{ = {(Xll X21X31 X4)/X1 = X2 - X3 - 2X4 = 0}

b) L’autospazio relativo all’autovalore —1 é:

IC = {(X1, X2, X3, Xa)/ Xg — 2%2 = X2 + X3 = Xa = 0}.

¢) Il nucleo & dato da:
Ker f = {(X1, X2, X3, X4)/ X2 = X3 = X4 = O}.

i)) Determinare la matrice A associata ad f, rispetto alla base canonica di R*.

i) f & semplice? In caso affermativo, scrivere una matrice diagonale A’ simile ad A e la matrice B tale che
A =B lAB.

[35] In V3 sono datiivettoria =i+2j,b=j+k,c=i+j+k.
i) Determinare la matrice associata (rispetto alla base 8 = (i, j, k)) all’applicazione lineare f : V3 — V3 tale che:

f@)=iAa+jAb, f(b)=2>a-b)b, f(c)=o.

ii) Determinare una base e la dimensione di ker f e di imf.

iii) Determinare una base e la dimensione di f(#) dove H = LG +j,i—j) edi f1(K), dove K = L{ - k).
iv) f & semplice?

v) Si scelga un autovalore di f e si determini un sottospazio supplementare dell’autospazio ad esso relativo.
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[36] Si consideri I’applicazione lineare f : R>? — R?22 cosi definita:

f20_2h—2f12_h—2h
-1 1) {(-12 -2 ) °\o -2 )" \4 1 )
0 -1 0 h+6 1 2 h -2h+2
(330 )2 )5 ) nen
i) Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base canonica di R?2.
ii) Al variare di h € R, determinare una base e la dimensione di ker f e una base e la dimensione di imf.

iii) Per quali valori di h esiste f=1? Determinare, in questi casi, la matrice associata ad f~2.
iv) Per quali valori di h f é semplice?

[37] Determinare, se esiste, un’opportuna applicazione lineare g tale che:

geo f =h,

dove f : R* — R3 & cosi definita:
Ix’l =X+ X+ X3+ Xg
Xo = Xp—Xg+3%X
Lx% =2X + 2% — X3 — X4
e h:R* — R? & definita da:
X1 =X+ 2% — 3%3
Xo =X+ X+ Xz — 2X4.

[38] i) Determinare un’applicazione lineare f : R® — R* tale che:
imf = L((ly 21 01 _4)1 (21 01 _11 _3))

if) Determinare un’applicazione lineare f : R® —s R* tale che:

ker f = £((1,0,1)).
iii) Determinare tutte le applicazioni lineari f : R* — R? iniettive.

[39] Si consideri la matrice:

i) Determinare il suo polinomio caratteristico.
i) Calcolare gli autovalori dell’endomorfismo f : R® — R® associato a C.
iii) La matrice C & diagonalizzabile? Se si, si determini una matrice P tale che P~CP sia una matrice diagonale.
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[40] Sia:
T = {( )8' §2 ) S [R2'2, X1, X2, X3 € [R}
3

il sottospazio vettoriale di R%? delle matrici triangolari superiori. Si consideri I’endomorfismo f : 77— 7~ tale

che:
(-8 -10
-\ 0 -10)

i) f e ben definito?
ii) Scrivere la matrice A associata ad f rispetto alla base canonicadi 7.
iii) Determinare una base e la dimensione di ker f e di imf.

iv) Dato H = {( )(()1 iz ) € TIX1+ 3% = O}, determinare una base e la dimensione di f(H) e di f~1(H).
3

v) f é semplice?

vi) In caso affermativo si scriva una matrice A’ diagonale simile ad A e la base di 7~ a cui A’ é riferita.

[41] Sia f : R® — R3 I’endomorfismo associato alla matrice:

1 2 1
A=|0 1 3 |.
2 55
Si determinino una base e la dimensione di () e di f~1(H), dove H = £((1,0,1),(-1,0,1)).

[42] Scrivere tutte le applicazioni lineari f : R® — R3 tali che:
I) ker f = L((lv _11 0)1 (01 11 1))1
ii) imf = £((0,0, 1)).

[43] Sia f : V3 — V3 la funzione cosi definita:

fx)=aAx+(b-a)(bAx), xe&V;

dovea=i-j+k, b=i+k.

i) Verificare che f & un’applicazione lineare.

ii) Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base 8 = (i, j,k).

iii) Determinare una base per ker f e una base per imf.

iv) Determinare f(‘W), dove ‘W = {x € Va/x-a =0} e f~1(U), dove:
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U={xecVi/x\b =o0}.

v) Verificare che C = (i+j,1—j +k, 2k) € una base di V3 e scrivere la matrice A’ associata ad f rispetto alla base
C.

vi) f e semplice?

[44] In uno spazio vettoriale V di dimensione 2, rispetto alla base 8 = (v, v2), si considerino gli endomorfismi
f e g individuati dalle matrici:

_wmBsey [ 1 2 _wmBB | 3 1
A=M (f)_(l o), B=M (g)_(_l 1).

i) Si determinino le componenti del vettore (f o g)(v1 + v2).
ii) Si scrivano le componenti dei vettori x di V tali che:

fx) = g(x)

e dei vettori y di V tali che:
(feg)(y) = (g° Hy).

[45] Sia data I’applicazione lineare f : R3 — R? cosi definita:

f(lelZ) = (X+Y12y_zlzx_4y+32)1 (X!y!Z)E[Rg'
Determinare un’applicazione lineare g : R® — R3 tale che imf = img e ker f N kerg = {o}.

[46] Sia f : R® — R3 I’applicazione lineare associata alla matrice:

1 0 0
A=| -14 8 2
42 -21 -5

i) Si provi che f & semplice, si determini una base di autovettori di R® e la matrice associata ad f rispetto a tale
base.

ii) Si determini almeno un sottospazio ‘W di R3, di dimensione 2, tale che f(‘W) c W.

[47] In R??2 si consideri la funzione:

f:R*>?> —>R?** | f(A =" AecR?*?

i) Verificare che f & un’applicazione lineare.
ii) Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base canonica di R?2.
iii) f & invertibile? In caso positivo, determinare una matrice associata a f=2.

iv) f & semplice? In caso positivo, scrivere una matrice diagonale simile ad f e determinare una base rispetto alla
quale tale matrice € data.
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[48] Si consideri I’endomorfismo:

f : R?2 — R??, Ai— A-2", AecR??

i) Trovare una base per i sottospazi f(‘W) e f=(W), dove W = {AeR??/tr(A) = 0}.

ii) Stabilire se f & semplice. In caso affermativo, trovare una base di R%>? formata da autovettori e scrivere la
matrice di f rispetto a tale base.

[49] Si consideri I’applicazione lineare f : R* — S(R??) tale che:

f(en =(§ §) f(e) =(‘11 é)

f(es) =(é 2) f(es) =(i t) keR.

Trovare, per ogni k € R, una base per ker f e imf.

[50] Sia f I’endomorfismo di R di matrice:

A=

1 0 2
-1 2 2 |.
1 -1 -1

i) Stabilire se f & semplice.
ii) Trovare, se esiste, il valore di h € R in modo tale che il vettore u = (2, h, 1) sia un autovettore di f.

[51] i) Verificare che esiste un’unica applicazione lineare f : R* — S(R??) tale che:

f(1,0,—1,0)=(_2l :;) f(O,l,O,l):(g ;)

f(0,0,0,l):(_ll j) f(l,0,0,—l):(é g)

ii) Trovare una base per ker f ed imf (precisare le basi scelte per scrivere la matrice di f).
iii) Determinare una base per il sottospazio vettoriale f~(‘W), dove:

WZ{( i ya )ERZ’Z/y1+2y3:y2+y3:O}.
Y2 Y3

[52] i) In V3, fissato il vettore u = i — j + k, verificare che la funzione:

f:Vz—V; xi— f(X)=(u-x)u-3x,

é un endomorfismo di V3.

ii) Trovare una base per ker f e imf.

iii) Stabilire se f & semplice e, in caso affermativo, trovare una base di V3 formata da autovettori. Scrivere la
matrice di f rispetto a tale base, precisando la relativa matrice di passaggio.

Universita di Torino



Capitolo 6 — Applicazioni lineari 43

[53] Si consideri I’endomorfismo:

f :R*>? — R??, Xi— f(X)=AX - XA,

dove:

i) Determinare, per ogni h € R, una base di ker f.

ii) Stabilire per quali valoridi he R f & semplice.

iii) Posto h = 3, trovare una base di R%? formata da autovettori di f.

iv) Posto h = 0, determinare una base per il sottospazio vettoriale imf N ‘W, dove:

W = XL X E[R2'2/2X1+X3=2X2_3X3+2X4:0 :
X3 X4

[54] Sia f : R®> — R3 un’applicazione lineare la cui matrice é:

1 0 -1 2 3
A= 2 -1 0 1 2 |[.

-3 1 1 -3 -5

i) Determinare una base per ker f e imf.
i) Stabilire per quali valori di h e R il vettore (=2, h, h?) appartiene a imf .
iii) Rappresentare mediante equazioni il sottospazio vettoriale f(W), dove:

W = (X1, %2, X3, X, X5) € R®/X1 — X3 = 2X1 — X + X4 — X5 = 0.

[55] In V3 si considerinoi vettori a = (1,-1,0) e b = (0,1,1). Sia f : V3 — V3 la funzione cosi definita:

x-alAb

f(x)zx_(lla/\bllz

)a/\b, X € Va.

i) Provare che f & un’applicazione lineare e precisare il suo significato geometrico.
ii) Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base 8 = (i, j,k).

iii) Dopo aver verificato che 8’ = (a,b,a A b) & una base di V3, scrivere la matrice associata ad f rispetto alla
base B'.

iv) Determinare ker f e imf. Stabilire se f & semplice e, in caso affermativo, trovare una base di V3 formata da
autovettori di f. (Questo punto non richiede calcoli se le risposte vengono adeguatamente giustificate).

[56] Si consideri I’endomorfismo f di S(R??) tale che:
(1 0Y_(10) (0 1)_(02
0O 0J V0 h) 1 0) |2 1)
(1 0Y_(1+h O
0 1) 0 1+h )’

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



44 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

i) Stabilire per quali valori di he R, f & semplice.
ii) Posto h = 1, trovare una base per il sottospazio vettoriale f(‘W), dove:

w:{( E E)ES(RZ'Z)/a—b+c=O}.

[57] Si consideri il seguente endomorfismo di R%2:

f:R?%2 — R?2, Xi1— BIXB, dove B :( rl] _01 )
i) Trovare per quali valoridi he R f & un isomorfismo.
ii) Stabilire per quali valoridi he R f & semplice.
iii) Posto h = 1, trovare una base di R?? formata da autovettori di f.

[58] Sia f I’endomorfismo di R3 che verifica le seguenti condizioni:
a) ker f = {(x1, %2, X3) € R¥/ X + X3 = X2 + X3 = 0};
b) f(1,0,1) = (1,2, -3);
¢) (1,-1,0) e un autovettore di f relativo all’autovalore —1.
i) Trovare la matrice di f rispetto alla base canonica di R®.
ii) Stabilire se f & semplice e, in caso positivo, trovare una base di R® formata da autovettori.

[59] Si consideri il seguente endomorfismo di R22:

f:R** — R?*?, X +— XB, dWeB:( —hl —26 )

i) Determinare ker f e imf, per ogni valore di h € R.
ii) Scelto I’'unico valore di h per cui f non e un isomorfismo, stabilire se f & semplice.
iii) Trovare una base per f(‘W), dove:

W = {X e R¥?/ X = =X},

(usare il valore di h determinato nel punto ii).

[60] Si considerino le seguenti matrici ad elementi reali:

2 00 1 0 0
A= 0 1 0f, B=] 1 2 0
-1 0 1 -1 -1 1

i) Stabilire se tali matrici sono diagonalizzabili. In ciascun caso affermativo, determinare una matrice diagonale
simile alla data, precisando la relativa matrice di passaggio.

i) Dire se A e B sono matrici associate ad uno stesso endomorfismo f : R® — RS3, rispetto a basi diverse
(giustificare la risposta).
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[61] i) Provare che esiste un’unico endomorfismo f : R® — RS2 tale che:

f(zllao) = (h!ZlO)l f(llo! _1) = (Olli_h)l f(llo! 1) = (Oylah)
ii) Stabilire per quali valori di h € R I’endomorfismo f & semplice.

[62] Negli spazi vettoriali R® e R* si considerino, rispettivamente, i vettori:

1,3,2), ux=(-1,1,1), uz=(1,0,2),
1,0,1,0), v2=(-1,1,0,2), v3=(1,2,10), v4=(20,1,2).

u;
Vi

i) Verificare, giustificando la risposta, che le condizioni:

flu) =vi—vs fw)=vo+vs fFfluz)=va—-vy

permettono di definire un’unica applicazione lineare f : R® — R4,
ii) Determinare ker f e imf e stabilire se f & un monomorfismo o un epimorfismo.
iii) Trovare una base per imf N W, dove:

W = {(X1, X2, X3, Xa) € R X1 + Xz — 2Xg = X4 = O}.

[63] Dato I’endomorfismo:
f :R?? — R??

tale che f(A) = A, A e R?%2:
i) scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base canonica di R?;
ii) determinare ker f e imf;

iii) determinare f(S) e f(A), dove S ¢ il sottospazio vettoriale delle matrici simmetriche e A € il sottospazio
vettoriale delle matrici antisimmetriche;

iv) determinare gli autospazi di f;
v) f & semplice? (Giustificare la risposta).

[64] Si consideri la funzione f : R® — RS2 tale che:

£(0,1,2) = (8,2 + 2k, 16)
£(2,0,-1) = (-1,-2 — k, -2)
f(1,3,-1) = (4, -7 — k, 8).

i) Al variare del parametro k in campo reale, verificare che le relazioni precedenti definiscono un’applicazione
lineare.

ii) Per ogni valore di k € R, calcolare la dimensione e una base di ker f e di imf.

iii) Posto k = —3, verificare che f & semplice, scrivere una matrice diagonale ad essa associata e una base di R3
rispetto alla quale questa matrice € data.
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[65] In R?? si considerino i sottoinsiemi:

S = {( % ) € RZ'Z/XZ = Xg}
X3 X4

X1 X2 22
T = eR“Ix1+%4 =0
delle matrici a traccia nulla.

i) Si dimostri che S e 7~ sono sottospazi vettoriali di R?2, si determinino le loro dimensioni e una base per
ciascuno.

ii) Data I’applicazione lineare:

delle matrici simmetriche, e:

f:S—T
cosi definita:

£ X1 X2 ) —2Xo — 2X3  2X1 + 4% + 2X3
X2 X3 - —2X1 — 2%o 2Xo + 2X3

calcolare la dimensioni e una base sia di ker f siadi imf.

iii) Determinare f(H), dove:
H= {( X% )ES/X1+X2+X3=O}

X2 X3
e f~1(K), dove:
7(:{( 2 _Xil )ET/X’1+3X’3=O}.

iv) Detta A la matrice associata a f rispetto ad una base di S e ad una base di 7, si stabilisca se A é diagonalizz-
abile e, in caso affermativo, si determini una matrice diagonale A’ simile ad A.

[66] Considerata I’applicazione lineare:
f:R®— R*

tale che:
f (X1, X2, X3) = (X1 + X2, 2X1 + X2 + X3, X1 + X3, X2 — X3),

si determini f~1(#), dove # & il sottospazio vettoriale di R* dato da:

H = {(Y1,¥2, Y3, ¥a) € R¥y1 +y» = 0}.

[67] Nello spazio vettoriale R, rispetto alla base canonica, sono dati i vettori u = (1,0,-1,1), v = (0,0,2,-1)
ew=(204,-1).

i) Provare che L(u,v) = L(v,w).

ii) Stabilire se esiste un endomorfismo di R* tale che u e v sono autovettori di autovalore 2 e w & autovettore di
autovalore 3. Giustificare la risposta.

iii) Si consideri I’applicazione lineare f : R* — R* tale che:

f(X1, X2, X3, X4) = (X1 + X)u + (2X3 — Xa) V.
Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base canonica di R* e determinare la dimensione del nucleo di f.
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[68] Sia f : R® — R* I’applicazione lineare di equazioni:

X1=X1+ X2+ X3
’

X2 = X2+ X3
X,,?,=2X1+X2+X3
X21=X1+2X2+2X3.

i) Determinare la dimensione e una base sia di ker f siadi imf.
ii) Determinare la dimensione e una base di f(H), dove:

H = {(Xj_,Xz,Xg) S R3/X1 + 2X2 = O}

iii) Determinare la dimensione e una base di f~%(%), dove:

K = {(X1, X2, X3, Xa) € R*/xy + 2% = 0J.

[69] Sia f : R® — R I’applicazione lineare cosi definita:

f(X,¥,2 = (=X + Y+ 62 -Yy,22).

i) f & invertibile? In caso affermativo determinare le equazioni di f1.

i) Calcolare dimensioni e basi dei sottospazi vettoriali f(7) e f~(#), dove:
H={(xy,2 € R¥x+y=0}.

iii) f e semplice? Giustificare accuratamente la risposta.

[70] Sia f : R? — R3 I’omomorfismo cosi definito:

f(x,y) = (ax+y,x+ay,x—Yy), aeR.

i) Scrivere la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche di R? e di R3.

ii) Per quali valori di a, f & un monomorfismo?
iii) Posto a = —1, determinare ker f e imf.

[71] Sia f I’endomorfismo di R® associato, rispetto alla base canonica di R3, alla matrice:

3 2 1
A=| -3 -2 h+1 |, heR.
6 4 2

i) Determinare ker f e imf, al variaredi he R.
ii) Trovare il valore di h per il quale la matrice A ha un autovalore uguale a 3.

47

iii) Posto h = -2, provare che h é diagonalizzabile, trovare una matrice diagonale D e il cambiamento di base che

la realizza.
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[72] Data I’applicazione lineare f : R® — R? definita, relativamente alla base canonica di R3, dalla matrice:
0 h h

A= 1 h>~h 1 , heR,
h-1 0 h-1

i) trovare il valore di h per cui ker f abbia dimensione 2 e determinarne una base;
ii) posto h = 1, determinare autovalori e autovettori di f;
iii) f e semplice?

[73] Sia f : R® — R2 I’endomorfismo di equazioni:

i) Determinare una base e la dimensione sia di ker f sia di imf.
i) Determinare una base e la dimensione di (%) e di f~2(#), dove:

H= {(X11X21X3) e R3/2X1 —Xo = O}

iii) Dire se f & semplice, giustificando la risposta e, in caso affermativo, individuare una base di autovettori di R3.

[74] Sia f : R® — R3 la funzione cosi definita:
fex—e3) =ex—e3

flet—ex+e3z)=o
f(—e]_ - ez) = e + eo.

i) Analizzando le relazioni precedenti dire, giustificando le risposte, se f cosi definita sia un’applicazione lineare
e, in caso positivo, se f sia diagonalizzabile.

i) Determinare la matrice associata ad f rispetto alla base canonica 8 di R3.
iii) Calcolare basi e dimensioni di ker f e di imf.
iv) Determinare analiticamente gli autovalori e gli autovettori di f.

[75] Dato I’endomorfismo f : R* — R* definito da:

f(x,y,z1t) =(0,0,x,Y),

i) determinare una base di ker f e una base di imf.
i) Calcolare f(H) e f~1(H), dove:

H={(xYy,zt) e RYx+y—-z—t =0}

iii) Determinare autovalori e autospazi di f. f & semplice?
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[76] Considerata I’applicazione lineare f : R* — R? individuata dalla matrice:

0 1 1 h
1 -1 0 -1 heR,

1 0 1 0O

A=

i) trovare una base di ker f ed una base di imf, al variare di h € R.
ii) Posto h = 1, trovare f(H) ed f~1(%), dove:

H=/,(1,1,-1,0),(0,1,0,-1),(1,2,-1,0)),
K= -E((la 01 _1))

iii) Posto h = 1, trovare autovalori e autospazi della matrice B = AA e scrivere una matrice P che diagonalizzi
ortogonalmente B.

[77] Sia f : R* — R3 un’applicazione lineare la cui matrice é:

2 0 1 -3
1 -1 0 1 |, heR

-3 1 -1 2h

A=

i) trovare una base per ker f e una base per imf al variare di h € R.

Posto h = 1:

ii) stabilire per quali valori di k € R, il vettore (k? — 2,k — 2, 2k) appartiene a imf;
iii) determinare f(H) e f~1(%), dove:

H = {(X1, X2, X3, Xa) € R*/ X1 — Xp = X3 + X4 = 0},

K = {(Xq, X2, X3) € R3/ 2X1 + Xo — 2%3 = O}.

iv) Dire se I’endomorfismo di matrice 'AA & semplice.

[78] Si consideri I’applicazione lineare f : R3 — R3 cosi definita:

I XL =X + X + X3
/7

X2 = X1 + X2
)(/3=hX1+X2+X3, heR.

i) Al variare di h € R, determinare una base e la dimensione sia per ker f sia per imf.
ii) Posto h = 1, calcolare f~1(H), dove H = £((1,2,-1+ a)),con ac R.
iii) Posto h = 1, calcolare autovalori e autospazi di f. f é semplice?

[79] Dato il vettore a = 2i — j + k, si consideri la funzione f : V3 — V3 cosi definita: f(x) =2x A a,
i) verificare che f & un’applicazione lineare;

ii) scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base 8B;

iii) determinare una base di ker f e una base di imf;

iv) determinare una base sia di f(‘W) siadi f~1(‘W), dove ‘W & il sottospazio vettoriale di V5 costituito da tutti i
vettori ortogonali ad a;
v) determinare gli autovalori di f e una base per ciascun autospazio. f & semplice?
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[80] Si consideri I’applicazione lineare f : R3 — R3 cosi definita:

I X1 =X + X + X3
X,2=2X1+X2
l )(/3=hX1+X3, hElR,

i) al variare di h in R, determinare una base e la dimensione sia per ker f sia per imf;
ii) posto h = —1, determinare f(7H) ed f~1(%), dove:
7_{ = L((lv 2! _2)1 (11 01 _1));

iii) trovare per quali valori di h, f & diagonalizzabile;
iv) posto h = 2, calcolare autovalori ed autospazi di f. f & diagonalizzabile?

[81] In R%,R3,R* si considerino le applicazioni lineari:

f:R* — R?, g:[R2—>[R3,

associate, rispettivamente, alle matrici:

1
A=M(f)=(§ - 2 _21), B=M@=| 0
-2

N
| ——

i) Determinare la dimensione e una base sia per ker(ge f) sia per im(ge f).

i) Sia H I’iperpiano vettoriale di R* di equazione x4 = 0. Determinare la dimensione e una base del sottospazio
G =HNker(go f).
iii) Calcolare (go f)(H) e (go f)~1(%) dove K & I’iperpiano di R3 di equazione y, = 0.

[82] In R3 determinare la base duale di ciascuna delle seguenti basi:
i) V1= (11 _11 3)1 Vo = (01 11 1)1 V3= (01 31 _1);

II) V1 = (l, —2, 3),V2 = (l, -1, 1),V3 = (2, —2, 7),

[83] In R3 si considerino le basi:

B =(1,1,1),(0,2,3),(1,0,3)), B»=(4,3,1),(0,1,2),(1,0,1)).

i) Determinare la matrice P del cambiamento di base da 8; a B5.
ii) Calcolare le basi duali 81 e 8B5.
ii) Determinare la matrice Q del cambiamento di base da 81 a 55.

[84] In (R?)* si consideri la forma lineare f(x,y) = 3x —y. Sia F : R® — R? I’applicazione lineare associata
alla matrice:
1 10
A_( 011 )
determinare la funzione F(f).
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[85] In R* si considerino i sottospazi vettoriali:
H = {(X1, X2, X3, Xa) € R¥/ X1 + 2%p + 3x3 = 0},
K=La=(1,120),b=(0012),c=(3,35-2),d=(22-1,-10).

i) Determinare HN K e H + K.
ii) Scrivere le equazioni di una forma lineare f : R* — R tale che ker f = H.

[86] Sia B = (v1, V2, v3) una base dello spazio vettoriale reale Vs e sia 8* = (fy, f,, f3) la base di Vs, duale di
B. Date le forme lineari su Vs:
f=2f1+f2, g=f1—f3,

i) trovare una base per ker f N kerg;
ii) determinare i valori dei numeri A e x in modo tale che (Af + ug)(vi + vo) = 3.

[87] Sia B = (v1, v, v3) una base dello spazio vettoriale Vs (su R) e sia 8* = (fy, f,, f3) la base di Vs, duale di
B.

i) Calcolare le componenti, rispetto a 8*, della forma lineare f su V; tale che:
f(Vj_ +vy) =1, f(V2 +v3) = 2, f(Vj_ +v3) = 0.

ii) Trovare una base di ker f.

[88] In (R®)* si considerino le basi:

B; =1((1,1,1),(0,-2,3),(1,0,3)), 5=1(-2,2,1),(0,1,2),(1,0,1)).

i) Determinare la matrice del cambiamento di base da 81 a B5.
ii) Calcolare le basi B, e B, di R® delle quali 81 e B> sono duali, rispettivamente.
iii) Determinare la matrice del cambiamento di base da 8; a 8.
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Diagonalizzazione di matrici

Trovare gli autovalori e gli autovettori delle seguenti matrici:

(2 1 1)
5] A=| 1 -2 3
3 4 -1

1 -1 0 0
1 2 -1 0

[7] A‘[ 0 -1 1 o]
0 0 0 1
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1.0 0 0
01 -10
BlA=10o 1 1 o
00 0 1
3 -1 .0 0
-1 3 00
BIA=l o o 4 1
0 0 1 4
1000
0000
[0 A=¢ 1 1 o
000 1
1 -4 3 0
4 1 00
[ A=l 5 5 1 ¢
0 0 0 1
(2 00 0)
0110
20 A= 11 0l
000 2
00 0 0
01 -10
(B8 A=y 21 1 o
00 0 0
100 2
010 2
14 A=y o 1 2
2 2 2 3
2 -1 0 0
1 -2 0 0
[ A= o o 2
0 0 -1 -2

[16] Data la matrice:

i) determinare per quali valori del parametro a la matrice A ammette I’autovalore A = 1.

ii) Posto a = 0, esistono 3 autovettori di A linearmente indipendenti?
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[17] Si considerino le seguenti matrici:

i) Determinare (se esiste) una matrice P tale che P~AP = B.
ii) Esiste una matrice ortogonale Q tale che Q~*AQ = B?

[18] Data la seguente matrice:

(0 h h )
A= 1 h-h 1 , heR,
h-1 0 h-1

i) trovare il valore di h per cui A abbia rango minore di 3.
Posto h = 1 nella matrice A:

ii) determinare autovalori ed autovettori di A;

iii) A e diagonalizzabile?

[19] Data la matrice:

[ 1 2 -4 ]
A=| 2 -2 -2 |,
-4 -2 1
trovare:

i) gli autovalori e gli autospazi di A;

ii) una base ortonormale di V3 costituita da autovettori di A;

iii) una matrice ortogonale P tale che P~XAP sia una matrice diagonale.

[20] Sia data la matrice:

3 2 1
A=| -3 -2 h+1 |, heR,

6 4 2

i) trovare il valore di h per il quale la matrice A ha un autovalore eguale a 3.

ii) Posto h = -2, provare che A ¢ diagonalizzabile, trovare una matrice diagonale D ed il cambiamento di base

che la realizzi.

[21] Dire se la matrice:

1 -2 4 1
2 39 -1

A=l1 0 6 -5 |
2 .5 7 5

ammette I’autovalore A = 0.
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[22] Al variare di a € R, discutere e risolvere il sistema lineare omogeneo AX = 0, dove:

1 -1 a+2 X1
A=|2a+1 -1 0 | X=|x
0 0 a X3

Posto a = —1, scrivere la matrice B = 'A + A e trovare gli autovalori di B.

[23] E assegnata la matrice:

0 a -1 0
a 0 1 0

A= 11 -1 0 ,aeR.
0 0 0 a

i) Dire per quali valori del parametro a, la matrice ha rango massimo.
ii) Posto a = 0, trovare autovalori ed autovettori di A.

[24] Data la matrice:

(2 1 a)
A=|l1 1 -1, aeR,
a -1 2

i) trovare i valori di a periqualiil rangodi A e 2.
ii) Posto a = 0, trovare autovalori ed autovettori di A.

[25] Data la matrice:

(0 2 a)
A=]12 1 1|, aeR,
a1l 1

i) trovare i valori di a periqualiilrangodi A ¢ 2.
ii) Posto a = 2, trovare autovalori ed autovettori di A.
[26] Sono date le seguenti matrici:

1 0 1 X 0

A=] 1 h 2 , X=ly ]|, B=|1], heR.
-1 h 1-m z h

i) Discutere, al variare del parametro h, le soluzioni dell’equazione AX = B.

Posto h = 0 nella matrice A:

i) scrivere la matrice C = A'A e ridurla a forma diagonale;

iii) dire se i vettori rappresentati dalle righe della matrice A costituiscono una base ortonormale dello spazio V3.

[27] E data la matrice:

0 -1 k
A=l -1 h -1, hkeR.
k -1 0
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i) Determinare per quali valori di h,k € R A ¢ invertibile.

Posto h=0,k=1,

ii) verificato che A & diagonalizzabile, determinare una matrice diagonale D e una matrice invertibile P tale che
D = P'AP.

iii) Dire perché la matrice A é ortogonalmente diagonalizzabile e trovare una matrice ortogonale che la diagonal-
izzi.

[28] Sia A € R™" una matrice invertibile.
i) Stabilire la relazione che intercorre tra gli autovalori di A e gli autovalori di A™*.

ii) Supponendo che A sia diagonalizzabile, vale a dire che esistano una matrice invertibile P e una matrice diago-
nale D tali che P~AP = D, verificare che A~* & diagonalizzabile e determinare una matrice P’ e una matrice D’
tali che (P) 1A 1P’ = D’.

[29] Sia A e R™". Si consideri A2 = AA,
i) Stabilire la relazione che intercorre tra gli autovalori di A e gli autovalori di A2,

ii) Supponendo che A sia diagonalizzabile, vale a dire che esistano una matrice invertibile P e una matrice diago-
nale D tali che P~*AP = D, verificare che A? & diagonalizzabile e determinare una matrice P’ e una matrice D’
tali che (P)1A%P’ = D',

[30] Data la matrice:

[eNel e
OO o
N = OO
= N OO

determinarne autovalori e autospazi e dire se € diagonalizzabile.

[31] Data la matrice:

1 11
A=l -1 0 1|,
2 10

i) determinarne gli autovalori.

ii) A diagonalizzabile? In caso affermativo, determinare una matrice B in R tale che B~ AB sia una matrice
diagonale.

[32] i) Per quali valori del parametro h il sistema:

I Xx—hy+z=1
X+hy—-z=0
L X-y+z=2, heR,

ammette infinite soluzioni?

Detta A la matrice dei coefficienti del sistema:
i) trovare per quali valori di h esiste A™*;

iii) posto h = 1, dire se A é diagonalizzabile.
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[33] Sia A< R"™", dimostrare, oppure dare un controesempio alle seguenti implicazioni:
i) A diagonalizzabile = A invertibile;
ii) A invertibile = A diagonalizzabile.

[34] Sia:
1 -3 5

A=| 3 2 1|

5 -4 0

determinare la matrice B = A+ 'A. Verificare che B & diagonalizzabile e scrivere una matrice B’ diagonale, simile
a B.

[35] Sia:
(1 0 -1 0)
0 -1 1 0
A= 0 0 1 1| k e R.
0 0 k O

i) Per quali valori di k A & invertibile?
ii) Per quali valori di k A é diagonalizzabile?

[36] Si consideri la matrice simmetrica:

>
I

2 -2 -1
-2 5 2 |
-1 2 2

i) Decidere se A & invertibile e, in caso affermativo, determinare A2,

ii) Calcolare gli autovalori e gli autospazi di A.

iii) Determinare una matrice P (non ortogonale) tale che P~AP = D, dove D & una matrice diagonale.
iv) Determinare una matrice ortogonale Q tale che Q"1AQ = D.

[37] Determinare, al variare del parametro reale h, i casi in cui la seguente matrice A € R®2 ¢ diagonalizzabile:

1 01
A= 0 1 h|.

-2 21

[38] Verificare che la matrice:

4 0 2 2
0 -1 -1 1
A=l 2 1 0 o0
2 1 0 O

é diagonalizzabile e determinare una matrice A’ diagonale, simile ad A.
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[39] Verificare che la matrice:

1 2 -1 0
2 3 -2 0
A=l 21 2 1 0
0 0 0 0

e diagonalizzabile e determinare una matrice A’ diagonale, simile ad A.

[40] Verificare che la matrice:

-2 -10 O
A=| 2 7 0
-3 -6 1

¢ diagonalizzabile e determinare una matrice B € R3? tale che B~1AB sia diagonale.

[41] Verificare che la matrice:

-10 -14 O
A=| 6 9 0
-9 -18 -1

& diagonalizzabile e determinare una matrice B € R>? tale che B1AB sia diagonale.

[42] Determinare per quali valori del parametro reale k la matrice:

1 0 0 0
A k2 -1 1 0 0
T KO- 2KS 4+ 3K3 0 1 0
5k +5 K+k K-k 1
é:
i) invertibile,

ii) diagonalizzabile.
[43] i) Data la matrice:

0 1 1 h
A=]1 -1 0 -1 |, heR,

determinare il rango di A, al variare di h € R.

i) Posto h = 1, trovare autovalori e autospazi della matrice B = A%A e scrivere una matrice P che diagonalizzi
ortogonalmente B.

[44] Data la matrice

104 0
0 10 -1
A=l'1 02 o | heR
0 h o 1

stabilire per quali valori di h € R la matrice A &, rispettivamente:
i) invertibile,
ii) diagonalizzabile.
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[45] Sia A una matrice quadrata qualsiasi.
i) Provare che A e la matrice trasposta 'A hanno gli stessi autovalori.
i) Trovare gli autospazi da A e A, dove:

-3 0

-4 0 3
3 2

-3 0

W o wnN

e stabilire se coincidono oppure no (ricordare il punto i).

[46] Stabilire per quali valori di h € R la matrice:

>
Il
—_——
|
o™
|
D Gy W
N I
| —

e diagonalizzabile.

[47] Si consideri la matrice:

>

I
—_——
oo
O O

0
a |.
b

Determinare per quali valori di a,b € R A & diagonalizzabile, e, in questi casi, determinare una matrice diagonale
A’ simile ad A e una matrice B tale che A’ = B™AB.

[48] Si considerino le matrici:

i) Dire se A e B sono matrici simili, giustificando la risposta.
i) Determinare (se esiste) una matrice invertibile P tale che P~AP = B.

[49] Stabilire per quali valori di h € R la matrice:

A=

> O B
= N O

= O =
|

e diagonalizzabile.

[50] Stabilire per quali valori di h € R la matrice:

2 0 0
2-h -1+h -1

-2+h 0 h

A=

e diagonalizzabile.
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[51] Sia A € R** una matrice simmetrica di rango 2 e sia V = £((1,2,0,1),(0,1,1,0)) I’autospazio relativo
all’autovalore 2 di A.

i) Determinare una base di autovettori di A.
ii) Scrivere una matrice D simile ad A.

[52] Sia A € R** una matrice simmetrica con due autovalori distinti: 1; = 1, A, = 3 e sia U = £((0,1,0,1)) un
autospazio.

i) Determinare una base ortonormale di autovettori di A.

ii) Scrivere una matrice diagonale simile ad A.

[53] E data la matrice:

0 2h 2h
A= 2 2 0 |, hkeR.
2 k 2

Posto k = 0:
i) trovare per quale valore di h la matrice A ha autovalore 2.

ii) Scelto h = 1 e verificato che A ¢ diagonalizzabile, determinare una sua forma diagonale e la relativa matrice P
del cambiamento di base.

iii) Perché P puo0 essere ortogonale?
iv) Posto invece h = 0, stabilire per quali valori di k la matrice A ¢ diagonalizzabile.

[54] Sia data la matrice:

0 2 2a
A= 2 2 0 |, aeR.
2 0 2

i) Posto a = —1, trovare autovalori e autospazi di A. A é diagonalizzabile?
Posto a = 0:

ii) verificato che la matrice A ha rango massimo, determinare una base ortonormale 8 dei vettori riga di A ed una
base ortonormale C dei vettori colonna di A.

iii) Scrivere la matrice del cambiamento di base tra B e C e dire di che tipo di matrice si tratta.

[55] i) Data la matrice:

1 -3 1 2
|h 0O 0O 44
A= 1 -1 0 0 e R*™, heR,
0 0 0 h

determinare i valori di h per cui A & invertibile, e in questi casi, calcolare A™2.
ii) Posto h = 0, trovare gli autovalori e gli autovettori di A.
iii) Stabilire, in questo caso, se A é diagonalizzabile, giustificando accuratamente la risposta.

[56] Per ciascuna delle seguenti coppie di matrici verificare che sono simultaneamente diagonalizzabili e deter-
minare le loro forme diagonali. Trovare, inoltre, una base comune di autovettori.

2 00 1 00
)A=] 0 2 0|, B=| -2 3 0 |;
-1 0 3 -2 0 3
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iii) A=

iv) A=

V) A=

3 -2 -2
0 2 0], B=
0 -1 1
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-2 1 1
0o 0 0 |

0o -1 -1

-66 190 68 -30 96 32
-4 13 4 |, B=| -2 8 2 |;

-53 148 55 —25 75 27

1.0 2 0 2 0 8 0

24 1 48 6 s_| -12 3 24 3|
o0 2 o "7l o o0 2 of

8 0 -16 -1 ~16 0 32 2

16 -16 4 16 9 12 -3 -12
0 0 0 0 .| 3 8 1 3
48 48 -12 48 |° °T| 12 -12 4 12
0 0 0 0 9 -12 3 12
1 0 2 0) (1 0 0 0)

2 -1 -2 2 g_| -1 0 -11

0 0o -10|" °| oo 10

0 0 0 1 0 0 0 1

3 3 0 6 4 -4

2 2 0|, B=| -4 -2 4

1 1 0 2 2 0
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Capitolo 8

Coniche nel piano

Tutti gli esercizi di questo capitolo sono assegnati nel piano ordinario, rispetto ad un riferimento cartesiano R =
O, x,y).

Ridurre a forma canonica le seguenti coniche, studiarle e scrivere esplicitamente il cambiamento di riferimento
usato:

[1] 2x>—y? —4x+2y-3=0.

[2] 3x*+y? —6x+1=0.

[38] ¥®+y*+1=0.

[4] 2x2—2xy+2y*+2x—-1=0.
[5] ¥ +y?>—2x+4y-2=0.

[6] x> -y?=0.

[7] X°+4xy—2y?> —2x+4y+1=0.
[8] ¥ +y?=0.

[9] x> +3y?—4x+6y+1=0.

[10] X2+ 2xy+x—-y=0.

[11] y*-xy+1=0.
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[12] X2 —3xy + Y2 —4V2(x—y) + 6 = 0.
[13] ¥ +y?>-1=0.
[14] 40 +y?) -3x+4=0.
[15] X%+ 6xy — 7y?> —2x— 6y — 19 = 0.
[16] 3x% + 4xy +3y? +2x—2y -3 = 0.
[17] 3x% +4xy +3y? = 2x+2y -3 = 0.
[18] 3x? +2xy + 3y? + 6x+2y+1 =0.
[19] x® - 2xy +y? —2x—2y =0.
[20] X2 —2xy—y>+2y+1=0.

[21] X2 -2xy -2y’ +1=0.
[22] %2 —xy - %y2—2x+ 6y +6=0.

[23] 7% +8xy+Yy?+9x—-1=0.

[24] X%+ 4y?> —4x—-8y+ 7 =0.

[25] 4x% +y>-8x—4y+7=0.

[26] X% —4xy+4y?> +5y—9=0.

[27] 7x% +8xy+Yy? +9x+6y—1=0.
[28] 2x% +4xy—-y? +6y—-8=0.

[29] 3x? + 2xy + 3y? + 10x— 2y + 9 = 0.

[30] X2 —xy+4y?>-1=0.
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[31] 2x% —3xy —2y? —5x+ 10y -5 = 0.
[32] 2x?> —5xy -3y + 7y -2 =0.

[33] 3x%+2xy +3y? —4x+4y+2=0.

[34] 2x% + 4xy +5y? —4x -2y +2 = 0.

[35] 5X% +4xy +2y? —2x—4y+2 = 0.

[36] (2x+ 3y)x+ 4x+ 6y = 0.

[37] x2—4y? - 4x+8y-1=0.

[38] 2x? —2xy+ 7x—y+3 =0.

[39] X% —4xy+Yy?+2x=0.

[40] 2x2 + 8y? — 8xy — 8v/5x + Y5y — 5 = 0.

[41] Data la famiglia di curve:

ya: (@ -1DX?+2axy+2x+2xy-1=0, aeR,

i) determinare per quali valori del parametro a vy, & degenere.

ii) Posto a = 1, verificare che y; & un’iperbole. Determinare la sua forma canonica e scrivere le equazioni del
cambiamento di riferimento usato.

[42] Per quali valoridi h e R la conica:

(h=1)x2 + (h+ 1)y? — 2V3xy + 2x —

x/ﬁ(g—Z)yzo

€ una parabola non degenere del piano?
Determinare, rispetto ad un opportuno riferimento cartesiano, la forma canonica di tale parabola.
Scrivere, inoltre, esplicitamente il cambiamento di riferimento usato.

[43] Data la matrice:
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i) determinare, se esiste, una matrice ortogonale P (con determinante positivo) in modo tale che P~*AP sia una
matrice diagonale.

ii) Considerata la conica:
22 +4xy—y?*-1=0

classificarla, ridurla a forma canonica e scrivere le equazioni del cambiamento di riferimento usato.

[44] Data la conica:
5X? + 24xy — By? — 6x— 4y +2 =0,

i) riconoscere che si tratta di un’iperbole e scrivere esplicitamente le equazioni del cambiamento di riferimento che
permettono di rappresentarla in forma canonica.

ii) Determinarne (nel riferimento R = (0, X,Y)) le coordinate del centro, le equazioni degli assi e degli asintoti.

[45] Determinare vertice, asse e forma canonica della parabola y di equazione:

4% —4xy +y?> -y =0.

[46] Ridurre a forma canonica I’equazione della conica:

5X? + 4xy + 2y> —6x+1 =0

e scrivere le equazioni dei suoi assi.

[47] Ridurre a forma canonica I’equazione della conica:

7x% - 8xy+Yy? —6x+6y+1=0,

e determinarne le equazioni degli assi.

[48] Si consideri il fascio di coniche:

OG-y —2x+2y+ 1) +t0¢ +y* —2x—-2y) =0, t € R.

i) Per quali valori di t si ottengono coniche degeneri?
ii) Verificare che tutte le coniche non degeneri del fascio hanno lo stesso centro.
iii) Ridurre a forma canonica la conica del fascio passante per il punto P = (0,1).

[49] Data la famiglia di coniche:
3x% +2axy + 3y? +2x—2y-3=0, aeR,

i) si studi il tipo di conica, al variare di a.

ii) Si trovi I’equazione in forma canonica della conica corrispondente al valore a = 1 del parametro ed il relativo
cambiamento di riferimento.
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[50] Data la famiglia di coniche:
Co:t+txy—y?-y—-t=0,teR,

i) classificare le coniche di Ct, al variare di t € R.
ii) Scrivere in forma canonica le equazioni delle parabole (non degeneri) appartenenti a Cs .
iii) Posto t = —4, scrivere in forma canonica la conica appartenente a C; cosi ottenuta.

[51] Data la famiglia di coniche:

Ci:X— Ay - AV +Xx+21=0, 1 eR,

i) classificare le coniche di C,, al variare di A € R.
ii) Scrivere in forma canonica le equazioni delle parabole appartenentia C, .
iii) Posto A = —4, scrivere in forma canonica la conica appartenente a C, cosi ottenuta.

[52] Sono date le coniche di equazione:

X +2hxy+y? +2x+h=0, heR,

i) riconoscere il tipo di conica al variare del parametro h.
ii) Trovare per quali valori di h la conica ha il centro sulla retta di equazione x = 1.

[53] Data la conica:
X2 — Xy + %y2—2x+6y+6:0,

i) verificare che non é riducibile;
ii) verificare che & una parabola;

. . 9 6 , .
iii) sapendo che il verticeé V = (3 = E)’ trovare I’asse e la tangente nel vertice;

iv) verificare che ¢ la parabola di fuoco F = (1, -2) e direttrice d : X+ 2y -1 =0.

[54] Classificare e scrivere in forma canonica la conica:

X2 —2y? +4x -4y -2 =0,
determinare centro, assi ed eventuali asintoti.

[55] Data la conica:
3% —2xy + 3y? + 2x+ 2y = 0,

i) € reale?

ii) E riducibile?

iii) Ha centro?

iv) Di che conica si tratta?

V) Ricavarne I’equazione canonica.
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[56] Data la conica:
2xy—Xx—-y+1=0,

i) verificare che non é riducibile;

ii) verificare che & un’iperbole equilatera;

iii) trovarne il centro;

iv) determinarne gli asintoti;

v) verificare che la conica passa per P = (0, 1) e trovarne la tangente in P.

[57] Studiare la conica di equazione:
4xy —3y* -8 =0,

ridurla a forma canonica e determinare le equazioni degli assi e degli asintoti.

[58] Riconoscere che, nel piano, I’equazione:

X2 —2Xy+y? +10x+2y+7=0

rappresenta una parabola di cui si chiedono le coordinate del vertice e I’equazione dell’asse.

[59] Riconoscere che, nel piano, I’equazione:

X2 —2xy+ Ty? + 34x+ 2y +31=0

rappresenta un’ellisse di cui si chiedono le coordinate dei vertici.

[60] Classificare, al variare del parametro h € R, la conica:

X2 + 2hxy + 4y? + 8x — 6y = 0.

Posto h = 0, ridurre la conica cosi ottenuta a forma canonica e determinare il cambiamento di riferimento usato
per tale riduzione.

[61] Data la famiglia di coniche:

C:8C+2hxy+2y°-2x-4y+1=0, heR.

i) stabilire per quali valori di h C & una parabola.
ii) Scelto uno di tali valori, scrivere I’equazione di C in forma canonica.
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Capitolo 9

Geometria analitica nello spazio

Tutti gli esercizi di questo capitolo sono assegnati nello spazio ordinario, rispetto ad un riferimento cartesiano
R=(0,%xY,2 =R=(0,1,jk).

[1] Datelerette: r : x—y=2Xx—z+5=0,S:X-y-6=Xx-2y+z-6=0et:3x-2z+2=3y+z-4=0,
i) scrivere le equazioni della retta | incidente r ed s e parallelaat.

ii) Trovare I’equazione della sfera £ passante per i punti A = (1,1,2) e B = (2,1, 1) e tangente alla retta t nel
punto C = (0,1, 1).

. . . . . / 14 .
iii) Determinare le equazioni delle circonferenze contenute nella sfera X, aventi raggio r = 3 e tangenti alla

retta t.

[2] Determinare le equazioni della circonferenza tangente nell’origine alla retta:

Ix:Zt
r:q y=3t

z=-t, teR

e passante per il punto A = (1,0,1).

[3] Datii piani:

m:X+y+z-h=0, m:Xx+ky=0, n3:Xx+y-z-1=0, hkeR,

i) studiare, al variare di h e k in campo reale, la loro posizione reciproca.

ii) Posto h = 1, k = -1, si consideri la retta r = 3 N m». Determinare le equazioni della retta s, simmetrica di r
rispetto al piano x3, e scrivere I’equazione del piano che contiene r ed s.

iii) Trovare I’equazione della sfera passante per il punto A = (3,1, 1) e tangente al piano 73 nel punto B = (1,1,1).

[4] Datii punti: C = (% _71 g),Pz (=1,0,0),Q = (0,1,3),R=(0,0,1) ed il piano x : x—y = 0,
. o . N7
i) determinare I’equazione della sfera £, di centro C e raggio -

ii) Trovare I’equazione del piano « passante per i punti P, Q e R.
iii) Determinare I’equazione della sfera X, avente il centro sul piano x, e contenente la circonferenza y intersezione
della sfera 24 con il piano «.
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[5] Datiil punto A=(3,-3,1) e le rette:

[ 2X-y+3z+5=0 ) x+2y-1=0
X—-y+2z+1=0, "l 3y-z-2=0,

i) determinare I’equazione del piano n passante per A, paralleloar ea s.
ii) Scrivere I’equazione della sfera tangente a  in A e avente il centro sul piano xy.

[6] Date lerette: r : x—2 =y—5 =0 ed s: passante per I’origine, parallela al piano: 3x+2y+z+5=0¢
complanare con la retta di equazioni: x—y+z =y -3 = 0, verificare che r e s sono sghembe e determinare la
loro minima distanza.

[7] Determinare le equazioni della circonferenza passante per i punti A = (1,-2,1), B=(0,2,4),C = (2,-1,3).
[8] Datiil piano 7 : kx—y+hz—1 =0 e laretta

. { x-hz-2=0
"1 3x+y=0, hkeR,
i) stabilire per quali valoridi he k e R:
a) la retta ed il piano sono incidenti;
b) la retta & parallela al piano;
c) la retta e contenuta nel piano;
d) la retta ed il piano sono perpendicolari.
ii) Si ponga h = k = 1 e si considerino i punti A = (2,1,0) e B = (0,2, 2). Si verifichi che le rette s, passante per
A e perpendicolare a 7, e t, passante per B e parallelaa r, sono sghembe.

[9] Determinare tutte le circonferenze del piano y = 0 tangenti all’asse z nel punto P = (0,0, 1).

[10] Dati il piano 7 : 2x+y =0 eipunti A= (0,0,2),B = (1,-2,0) di &, determinare il luogo dei punti C di «
tali che I’area del triangolo ABC sia 6.

[11] Dati i punti: A = (1,2,0),B = (0,0,4),C = (-1,-2,2), determinare le equazioni della circonferenza
circoscritta al triangolo ABC.

[12] Dati il punto A= (9,0,0) e il vettore u = 2i — k,

i) si trovi I’equazione del piano 7 passante per A e ortogonale ad u.

ii) Si determini I’equazione della sfera X tangente al piano 7 nel punto P = (7,1, —4) e avente il centro sul piano
a:X-y+z=0.

iii) Si trovino, infine, le equazioni della retta tangente a £ in P e parallela al piano coordinato yz.

[23] i) Si determini il piano 7 contenente la retta:

Ix=t
r-qy=2t-1
z=-t+1, teR
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e passante per I’origine.

if) Dopo aver verificato che I’intersezione della sfera = : x2 + y? + 2 — 2x + 2z— 2 = 0 con il piano 7 & una
circonferenzareale vy, si trovi I’equazione della sfera X’ contenente y e avente il centro sul piano « : x+2y—1 = 0.

[14] Date le rette:

((x=at+1
bx-y+2=0
r:!y=2t+2 S:{3X—)Z/:l—0
| z=3t+3, teR, e

al variare dei parametri a e b in campo reale, si studi la posizione reciprocadi r ed s.

[15] i) Determinare I’equazione del piano passante per il punto A = (2,-3,0), paralleloallarettar : x=y=-ze
perpendicolare al piano 7 : Xx+y+z=2.

ii) Tra tutte le sfere tangenti al piano 7 nel punto B = (1,-1,2), determinare quella tangente alla sfera = :
X2 +y? + 2 = 16.

[16] Nello spazio vettoriale reale Vs, rispetto ad una base ortonormale positiva 8 = (i, j, k), sono dati i vettori:

u=(1,2,3),v=(-10,-2), w=(3,1,0).

i) Determinare, se esiste, un vettore x di V; tale che: x sia ortogonale a u, x sia complanare a u e a v, la
proiezione ortogonale di x su w sia —2w.

ii) Determinare le equazioni delle rette a e b tali che: a passa per il punto A = (0,1, -1) ed é parallela al vettore
u, b passa per il punto B = (-3,0, 2), & complanare ad a ed & ortogonale a v.

iii) Calcolare la distanza dell’origine dalla retta a.
iv) Scrivere I’equazione della sfera avente centro in B e tangente alla retta a.

[17] Data la circonferenza y del piano z+ 1 = 0, di centro Q = (2,3,-1) e raggio p = /3, determinare le
equazioni delle sfere passanti per y e tangenti allarettat : x=y—-3 =0.

[18] Scrivere le equazioni della retta s, perpendicolare al piano 7 : 2x+ 2y —z+ 1 = 0 e incidente le rette
a:x-3=y-3z=0eb:x=-2t,y=-2,z=t.

[19] i) Determinare le equazioni della retta r, passante per I’origine, incidente la retta

Ix=t
s:{ y=-3t

| z=2-t, teR

e ortogonale al vettore n = (0,1, 2).
ii) Scrivere I’equazione della sfera X avente il centro sulla retta r e passante per i punti A = (1,0,0) e B=(0,0,1).

iii) Determinare I’equazione del luogo dei centri delle circonferenze appartenenti a = e aventi raggio 7
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[20] Date le rette:
JXZZH Ix=3+u
r.-q y=-1-t e s:3 y=2+u

lz=4+3t, teR lz=4+u, ueR,

i) verificare che sono sghembe e determinare le equazioni della loro perpendicolare comune.

ii) Scrivere le equazioni della circonferenza tangente ad r nel punto P = (2,-1,4) e passante per il punto A =
(0,0,1).

[21] Data la sfera:
T X +yP+Z -24x+3y+4z+4=0,

i) determinare le equazioni della retta a parallela al piano xy e tangente a £ nel punto A = (0, 0, —2), e le equazioni
della retta b parallela al piano xz e tangente a X nel punto B = (24,-3,-2).

ii) Verificare che le rette a e b sono sghembe e determinare la loro minima distanza.

[22] Datiil punto P = (1,2,-1) e le rette:

2-x y-1 z=0
=Ty sl b'{ w—y-2=0,

i) determinare le equazioni della retta ¢ passante per P, perpendicolare alla retta b e incidente la retta a.

ii) Scrivere I’equazione della sfera X, passante per il punto P, che interseca il piano xy secondo la circonferenza
y X% +y? — 2(X+Yy) — 2 = 0 (scritta in tale piano).

[23] Determinare le equazioni dei piani @ e B passanti per laretta r : 2x+ 1 = y— 4 = z e aventi distanza (in
valore assoluto) 2+/2 dal punto P = (1, -1, -1).

[24] Date le rette:

[ X—-y+z=0 ] x+y-1=0
"l y+3z=0, | y+3z-2=0,

i) verificare che r e s sono sghembe e determinare la loro minima distanza.

ii) Determinare le equazioni delle sfere aventi il centro sulla retta s e tangenti al piano: z = 0. Tali sfere
appartengono ad un fascio?

[25] i) Scrivere le equazioni delle rette appartenenti al piano a : x—y + 3 = 0, parallele al piano 8: x—z+1 =0
e aventi distanza d = v/14 dal punto A = (1,-1,0).

ii) Determinare centro e raggio della circonferenza intersezione del piano @ con la sfera di centro I’origine e raggio
p=4.

[26] Fratutte le sfere passanti per la circonferenza:
 XR+y?+72-9=0
|l 2X+4y+4z-9=0,

determinare quelle tangenti al piano x = 3.
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[27] Fratutte le sfere passanti per la circonferenza:
f ®+y?+2-9=0
Y\ 2x+4y+4z-9=0,

determinare quelle aventi raggio p = 3v/3.

[28] Determinare la lunghezza della proiezione ortogonale del segmento AB, con A = (0,0,1) e B = (1,2, 3),
sulla retta:

{ X-y+z=0
re
X+y-z=0.

[29] Determinare le equazioni della retta tangente nell’origine O = (0, 0, 0) alla circonferenza:

 X+y?+Z2+x+y=0
V'l R+y2+2-y+2z=0,

[30] Determinare le coordinate del punto simmetrico dell’origine O = (0, 0, 0) rispetto alla retta:

fJ x+y+z=0
"1 x+y-1=0.

[31] Fra tutte le sfere tangenti al piano 7 : X+ y+ z = 2 nel punto P = (1, -1, 2), determinare quelle secanti il
piano xy secondo una circonferenza di raggio V2.

[32] Datiil piano 7 : x+y+2z=0eil punto P = (0,0, 1), determinare le equazioni delle rette di =, parallele al
piano coordinato xy e aventi distanza d = V2 (in valore assoluto) da P.

[33] Determinare le equazioni delle sfere tangenti ai piani coordinati yz e xz e passanti per i punti A = (1,3,2) e
B=(31,-2).

[34] Data la circonferenza:
f ®+y?+Z2-9=0
| 2x+5y+6z2=0,

i) verificare che il punto A = (3,0, —1) del piano x : 2x + 5y + 62 = 0 & esterno alla circonferenza y.
ii) Determinare le equazioni delle rette del piano 7 uscenti da A e tangenti alla circonferenza y.

[35] Determinare le equazioni delle sfere tangenti al piano @ : Xx—y+2z—1 = 0 nel punto P = (1,0, 0) e tangenti
all’asse z.
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[36] Determinare, al variare dei parametri reali h e k, la posizione reciproca delle rette:

a: X+hy+z=0 b- X-y+hz-1=0
"l 2x-y+3z+k=0, "l 2X-y+z+k=0.

[37] Determinare I’equazione della sfera passante per il punto A = (1,1,-1) e per la circonferenza di centro
3 . 1 .
C= (2, 5,2) e raggio p = 5 del piano 7: x+2y+z—-7=0.

[38] Determinare le coordinate del punto P’ simmetrico del punto P = (1, -2, 4) rispetto al piano = di equazione
X+y-2z-3=0.

[39] Determinare le equazioni delle sfere tangenti al piano @ : 2x+y — 2z— 6 = 0 nel punto P(2, 2, 0) e tangenti
allarettar: x+z+2=y-2=0.

[40] Determinare, al variare dei parametri reali h e k, la posizione reciproca dei 3 piani:

m: X+hy+z=0, mp: x-y+hz-1=0, n3: 2X+hy+z+k=0.

[41] Datiil punto P = (1,2,-1) e le rette:

2-x y-1 ) z=0
2 T citE s {3x—y—2=0,

determinare:

i) I’equazione della sfera X passante per il punto H = (0,0,2+/33) che interseca il piano xy secondo la circon-
ferenza:
vy X +y?—24(x+y)-132 =0,

(scritta nel piano xy);
ii) le equazioni della retta t passante per P, perpendicolare alla retta s e incidente la retta r;
iii) I’area del triangolo MNP dove M e N sono i punti di intersezione della retta r con la sfera X.

[42] Datiipunti: PL=(2,0,0), P, =(3,2,-1), Ps =(-2,1,1), P, =(0,0,2),

i) detta H la proiezione ortogonale di Py su PsP; e detta K la proiezione ortogonale di P; su P,P,, determinare le
equazioni delle rette PiH e PsK e studiarne la loro posizione reciproca.

ii) Scrivere le equazioni della circonferenza circoscritta al triangolo Py P,Ps.

[43] Date le rette:
) X+y+2z-1=0 o ) x=2y+z+1=0
S 2X+2y+z+1=0 "1 2x-4y+1=0,

i) verificare che s; e s, sono sghembe.

ii) Scrivere le equazioni della retta n perpendicolare comunea s; ea s;.

iii) Determinare le coordinate dei punti di intersezione PL =5 Nne P, =5 Nn.
iv) Determinare I’equazione della sfera tangente a s; e a 5, nei punti P, e P».
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[44] Determinare le equazioni della retta tangente in P = (0, 0, 1) alla sfera di equazione:

XR+yY +Z-2x+y-2=0

e che interseca la retta:

I x—1_y
S: 2

lz—2=0.

. 1 . . I
[45] Assegnati il punto A = (5 ,—1, —2) sul piano 7 : 2x—y + z= 0 e laretta s di equazioni:
x-1=0
3y-z+1=0,

determinare:

. — . 3

i) le equazioni delle rette di r, che passano per A e che formano con s un angolo ¢ tale che cos¢ = 3 V2,
ii) ’equazione della sfera di centro A e tangente alla retta s.

[46] Dati la sfera:
S+ Y+ -2x—4y-22=0,

e il piano:
n:X+y-z=0,

determinare:
i) le coordinate del centro ed il raggio della circonferenza y intersezione di X con 7;
ii) le equazioni della retta tangente a y nell’origine O = (0,0,0).

[47] Dati il piano:
e la retta:

determinare:

i) le equazioni della retta r’ simmetrica di r rispetto ad «;

ii) ’equazione del piano individuatoda r eda r’;

iii) le equazioni delle bisettrici degli angoli formatidar eda r’;

iv) le equazioni delle sfere aventi il centro sulla retta r, tangenti al piano « e passanti per il punto A = (2,0,-2).
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[48] Dati la retta:

. X-y+z=0
Tl 2X+y+z-1=0,

il puntoA:(l,Z,—%)e h= g

i) i punti di r che hanno distanza h da A;
ii) ’equazione della sfera tangente in A al piano passante per A e per r e avente il centro sul piano: y = 0.

, determinare:

[49] i) Discutere, al variare dei parametri h e k in R, la posizione reciproca dei tre piani:

M X=2y+hz=1,
Mo 2X—4y—kz=2,
n3: (h=Kx+ (k=4)y-(h+2kz=4-h,

ii) Posto h =1, k =2, i piani 71 e 72 si incontrano in una retta. Scrivere le equazioni delle sfere tangentia 7; e a
7o (contemporaneamente) e passanti per il punto P = (2,0, 0).

[50] Determinare le equazioni delle rette parallele al piano xy e tangenti alla circonferenza:

f ®+y?+Z2-2x+3y=0
X+2y+z+2=0.

[51] Dati il piano: 7: X+ hy+4z+k=0, (h,k e R) e laretta:

[ 2X-y+z-1=0
| 5x-z+2=0,

i) studiare la loro posizione reciproca al variare dei parametri h,k € R.
ii) Trovare le equazioni della circonferenza y di centro C = (2,0, 3) che stacca su r una corda di lunghezza 2+/3.
iii) Scrivere le equazioni delle rette tangenti a y parallele al vettore a = 2i — j + k.

[52] Scrivere le equazioni delle rette passanti per il punto M = (0,0, 1), parallele al piano 7: X+ z= 0 e tangenti
alla superficie sferica di centro C = (0,4,2) eraggio r = 2.

[53] Date le rette:

. X+az+1=0 J x+y-a=0
ax+y-7=0, 1l y-1=0,

i) studiare la loro posizione reciproca stabilendo per quali valori di a € R le rette sono: sghembe, incidenti,
parallele, coincidenti.

ii) Posto a = —2, trovare il piano che contiene le due rette.

iii) Posto a = 1, trovare I’equazione della sfera tangente ad entrambe le rette ed avente diametro di lunghezza pari
alla distanza tra r ed s.
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[54] Datiil piano :2x—3y+hz+1 =0 e le rette:

[(x=-1+t
[ X-y-z+k=0 s:!y=4—t
X+z-1=0, lz_ teR

i) stabilire per quali valori di h,k € R:
a) laretta r e il piano 7 sono incidenti;
b) la retta r e il piano 7 sono paralleli;
c) laretta r & contenuta nel piano .
ii) Posto h = -2 e k = -3, trovare le equazioni della retta perpendicolare a 7 ed incidente sia r sia s.

iii) Posto h = 0, determinare il centro e il raggio della circonferenza y = £ N x, dove X & la sfera di centro
C =(3,-2,-2) tangente al piano n’ : x+y+z-8=0.

[55] Date le rette:

J x+y-2=0 J Xx-y-2z=0
X+z-4=0, | 4x-2y-z-4=0,
i) determinare I’equazione del piano contenente p e perpendicolare a g.
ii) Determinare la retta passante per P, = (1,0,-1), perpendicolare a p ed incidente laretta s : x—y+ 2z =
3x+y-7=0.
iii) Scrivere le equazioni delle sfere di raggio v/2, aventi centro su p e tangenti al piano 7 : x— z+2 = 0.

[56] Date le rette:

o 2X+2y+2z=0 S 2X+y+5=0
"l y+z-2=0, 2x-z+10=0,

i) verificare che le rette r ed s sono parallele e trovare I’equazione del piano che le contiene.
ii) Calcolare la distanza tra le rette r ed s.

iii) Determinare le equazioni delle sfere aventi centro su r e tangenti sia al piano
m:2X—2y+2z-1=0siaallaretta s.

[57] Dati i piani:

m:X—-hy+z-1=0, m:2X+y+(1-hz+1-h=0, n3:(h-1x+3y-2z=0,

i) determinare, per ogni h € R, la loro posizione reciproca.

ii) Posto h = 0, si considerino la retta r = 71 N7, ed il punto A = r N 3. Scrivere le equazioni della retta passante
per A, perpendicolare ad r e parallela al piano 3.

iii) Trovare I’equazione della sfera tangente in A al piano 73 ed avente centro sullaretta s : x+2y-5 = y+z-8 = 0.

[58] Dati i punti Py =(-1,0,0), PL =(0,0,3)elarettas: x=y =z,
i) trovare le equazioni della retta r passante per Py, perpendicolare ed incidente la retta s.
ii) Scrivere le equazioni delle sfere tangenti all’asse x nel punto Py, passanti per il punto P; e tangenti alla retta s.
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[59] Datiil pianom:x+2y—2z+1=0¢larettar:2x+y+z=2x-y-3z=0,
i) scrivere I’equazione del piano contenente r e perpendicolare a .

ii) Determinare i punti della retta S: X+ y = X — 2= 0 che hanno distanza d = 5 dallarettar.

iii) Sia y la circonferenza intersezione del piano 7 con la sfera X : x? + y? + 22 — 2x— 2y + h = 0. Trovare il valore
di h € R in modo tale che il raggio di y sia 1.

[60] Dati il punto A= (-1,0,1) e i piani:

a:Xx-z-3=0, B:y-z-1=0,

i) scrivere le equazioni delle rette contenute nel piano a, parallele al piano 8 ed aventi distanza +/13 dal punto A.

ii) Sia y la circonferenza intersezione del piano 8 con la sfera di centro A e raggio V6. Stabilire se il punto
B = (2,1,0) del piano 8 & interno o esterno a y.
iii) Trovare le rette tangenti a o parallele al piano «.

[61] Datiipunti A=(3,-2,0), B=(-3,1,-3) e laretta:

i, 2y-z+1=0
"l x=-3y+z-3=0,

i) dopo aver verificato che le rette AB ed r sono incidenti, trovare il punto comune ed il piano che le contiene
entrambe.

ii) Scrivere I’equazione della sfera X passante per A e B ed avente centro sulla retta r.
iii) Determinare I’equazione del piano tangente a X nel punto A.

iv) Trovare I’equazione della circonferenza y contenuta nella sfera X e tale che A, B siano estremi di un diametro
divy.

[62] Date lasfera £ :x%+y?+ 2> —2x+y=0 e laretta:
J 2Xx+z-5=0
p: y+z=0,

i) trovare le equazioni dei piani tangenti a £ che contengono la retta p.
ii) Determinare I’equazione della sfera X’ tangente a X nell’origine ed avente centro sul piano  : x—2y—z+2 = 0.

iii) Trovare le circonferenze contenute nella sfera X, che stanno su piani perpendicolaria p ed hannoraggio r = 7
[63] Dati i piani:

i X+ky+z-k=0, m:kx+y+z-1=0, nm3:x+y+kz—k®=0,

i) determinare, per ogni k € R, la posizione reciproca dei tre piani.

ii) Posto k = 0, trovare le equazioni della retta passante per il punto A = (1,1, 2), parallela a 71 e complanare con
larettar = 7, N 73.

iii) Posto k = —1, si consideri la circonferenza y di centro B = (0,0, —1) e raggio v/2 contenuta nel piano 7.
Trovare I’equazione della sfera contenente la circonferenza y e tangente alla retta t = 71 N 5.
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[64] Si consideri la retta:
podX- 2z-4=0
"l y-3z-1=0,

i) determinare il piano « passante per r e parallelo all’asse z. Calcolare la distanza tra = e I’asse z.
ii) Trovare il centro e il raggio della circonferenza y di equazioni:

X+yY+22+2x-2y-1=0
x-y=0

e scrivere le equazioni della retta tangente a y nel punto P = (0,0,1).

[65] Determinare le equazioni della retta tangente alla sfera:

X+ +Z2-6y+5=0
nel punto A = (0, 1, 0) e ortogonale alla retta:

{ X+y+2z+2=0
r:
X-y+z=0.

[66] Determinare I’equazione del cilindro che contiene la parabola y: x = z—y? = 0 e che ha le generatrici
parallele allarettar: z=x—-y=0.

[67] Determinare I’equazione della superficie generata dalla rotazione intorno allaretta a: x =y = z— 1 della
curvay:z=xy—-x-y=0.

[68] Dato I’iperboloide:

X2y
I Z + 3 - 22 = 1,
i) ricavare le equazioni delle rette r ed s, dell’iperboloide, che passano per il punto P = (2,3,1) € 1.

ii) Scrivere I’equazione del piano contenente r ed s.
iii) Determinare i punti della retta r che hanno distanza dal punto P uguale alla loro distanza dal piano xy.

[69] i) Si descriva la quadrica:

ii) Si verifichi che la retta:
- 3X-2y+6=0
| 3X+2y+12z=0

appartiene a P.
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[70] Data la superficie:
S: X —2xy+4yz+2x2+y> +Z +1=0,

i) stabilire se S & simmetrica rispetto all’origine.

ii) Indicata con vy la curva intersezione di S con il piano z = 1, riconoscere che y & una conica e ridurla a forma
canonica, determinando esplicitamente le equazioni del cambiamento di riferimento necessarie per tale riduzione.

[71] Date le rette:

X+y+1=0 X+y+2z-5=0 Ix=u+1
"\ 2x-y-z=0 "\ x-y+1=0 tiey=-2u
y ' ' z=u+1, ueR,

i) determinare le equazioni della retta parallela ad r e complanare sia con s sia con t.

ii) Dopo aver verificato che s e t sono sghembe, trovare la retta perpendicolare ed incidente entrambe.
iii) Determinare le equazioni della circonferenza di centro C = (1, 2, —1) tangente alla retta t.

iv) Trovare I’equazione della superficie generata dalla rotazione della retta t intorno alla retta s.

[72] i) Scrivere I’equazione del cono T di vertice V = (0,2, 1) le cui generatrici formano un angolo di % con
I’asse z.
ii) Scrivere le equazioni delle generatrici del cono I appartenenti al piano: x—y + 2 = 0.

[73] Scrivere I’equazione del cilindro circoscritto alla sfera di centro C = (1,1,0) e raggio r = 2, avente le
generatrici parallele alla retta:
j X=t
m:q y=-t

| z=2t+1, teR.

[74] Determinare la superficie generata dalla rotazione dell’asse z intorno alla retta r: x = y = z e verificare che
si tratta di un cono con vertice nell’origine.

[75] Determinare I’equazione del cono di vertice V = (0,0, 2) e di direttrice la circonferenza y passante per i
punti A=(1,-1,0),B=(0,1,1) e C=(2,0,2).

[76] Dati il piano 7: x—z=0eil punto P=(2,0,1),
i) determinare il luogo y dei punti di & aventi distanza d = 3 da P.
ii) Scrivere I’equazione del cilindro con direttrice y e generatrici parallele all’asse z.

[77] Determinare la superficie di rotazione che ha come asse laretta r: X =y + z= 0 e che contiene la retta:

s x=2z-1
"l y=3z+5.
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[78] Determinare I’equazione del cono di vertice O = (0, 0, 0) e che contiene la circonferenza del piano n: z = 4,
di centro C = (2,0,4), raggio r = 2.

[79] Data la circonferenza:
[ VY+Z2-4y+3=0
"1 x=0,

determinare I’equazione della superficie S generata dalla rotazione completa di y intorno all’asse z.

[80] Si consideri la superficie:

Ix=1+uv
S:3 y=uv+u

L z=U?+1V, uveR.

i) Stabilire se S & una rigata.
ii) Decidere se esistono rette appartenenti ad S parallele al piano: y — 2x = 0.

iii) Posto v = 1, scrivere la proiezione ortogonale della curva y di S, cosi ottenuta, sul piano: z = 0. Provare che
v € una conica e ridurla a forma canonica.

[81] Provare che la superficie:
j X=u+u+v
S:{ y=cosu+u+w?
l z=Uu\v+1), uveR

€ unarigata. Determinare, inoltre, il vettore direzionale della generica retta di S.

[82] Date le rette:

X=1+t
I 1 ) X+y-2z=0
r: ly_l t S'{2x—3y+z=0
z=1, teR,

eil punto Py = (1,2,3),
i) scrivere le equazioni della retta r’, passante per Py, perpendicolare alla retta r e complanare con la retta s.
ii) Determinare la mutua posizione di r e s.
iii) Dopo aver verificato che:
X+ + 2 -2x+4y-4z=0

Y { X+y?+722-9=0
€ una circonferenza di cui si richiedono il centro e il raggio, determinare le equazioni della sua proiezione sul piano
coordinato xy parallelamente alla direzione di s.

[83] Dati il punto C = (1,0,-2) e laretta:

Ix=t+4
r-yy=t
| z=-3, teR,

i) scrivere le equazioni della circonferenza di centro C e tangente ad r.
ii) Trovare i punti A e B di r tali che il triangolo ABC sia rettangolo in A e abbia area 3.

iii) Scrivere I’equazione della superficie generata dalla rotazione della retta r intorno alla retta s di equazioni
x = 0,z= -3. Dire di che superficie si tratta.
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[84] Dati il piano @ : x—z-2=0c¢lasferaX:x? +y?+ 2 -2x=0,
i) scrivere le equazioni della retta tangente a X in P = (1,0, 1) e parallela al piano «.

ii) Determinare I’equazione cartesiana del cilindro avente per direttrice la circonferenza £ N a e le generatrici
parallele allarettar : 2x =y =2 - 2z.

[85] Dati la retta:
. x-y=0
Tl y+z=1,

il vettore v = (-1,0, 1) e la superficie S di equazione x> + y? + 22 — 2xz— 2x+ 2z =0,

i) scrivere I’equazione del piano 7 parallelo ad r, al vettore v e passante per I’origine.

ii) Verificare che S & un cilindro con generatrici perpendicolari al piano 7.

iii) Sia C = S N «, verificato che O € C, scrivere I’equazione della retta tangente a C in O.

[86] Data la circonferenza:

[ XR+y?+Z2-2y-62+1=0
X+y-z-1=0,

i) determinare le coordinate del centro ed il raggio di .

ii) Scrivere le equazioni della retta tangente a y nel punto A = (2,0,1).

iii) Scrivere I’equazione del cilindro di direttrice y e generatrici ortogonali al piano che la contiene.

[87] Datalasfera X :x?+y?+ 2 —4x—-2y+4z-16=0,
i) trovare i piani paralleli al piano « : x— 2y — 2z + 12 = 0 che tagliano X secondo una circonferenza di raggio 4.
ii) Scrivere I’equazione cartesiana del cilindro circoscritto a £ ed avente le generatrici ortogonali ad «.

[88] Dati la circonferenza y di equazioni:

X=22+(y-1?+2=5
z=0

ed il vettore v = 3i — 6j,

i) utilizzando il calcolo vettoriale, calcolare I’area del triangolo individuato dai vettori v e j.

ii) Verificare che la retta per I’origine e parallela a v & tangente alla circonferenza y.

iii) Determinare le sfere passanti per y, aventi centro sul piano 7: z= 0 e raggio —

N3

[89] Data la circonferenza:

X=-1°+(y-12%+2Z-12%=3
y-1=0,

i) determinare le coordinate del centro ed il raggio di y.
ii) Scrivere le equazioni del cono S di vertice V = (0,0, 1) che proietta y.
iii) Verificato che la curva y’, intersezione di S con il piano: z = 0 ha equazione: x? — 2xy — 2y + 1 = 0, studiare

J

Y-
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[90] Date le rette:

. 2X-y+z-4=0 ) Xx+Ay-1=0
|l y+z-2=0, X+z+u—-1=0,

i) al variare dei parametri A, u in campo reale, discuterne la loro posizione reciproca.
Posto A = u =0,
ii) dopo avere verificato che r ed s risultano sghembe, determinare le equazioni della loro perpendicolare comune.

iii) Scrivere I’equazione della superficie generata dalla rotazione di r intorno ad s, decidere di quale superficie si
tratta e scrivere la sua equazione in forma canonica.

[91] Siconsiderinolasfera X :x?+y?+22—2x-2z-2=0¢ivettoriu=2i—j,v=i-j+3k,
i) determinare centro e raggio di X, scrivere le componenti del raggio vettore per P = (1,2,1).

ii) Determinare i piani paralleli ai vettori u e v che tagliano X lungo circonferenze di raggio 1.

iii) Scrivere I’equazione cartesiana del cono circoscritto a X con vertice V = (0, 3,0).

Jx:O
Y Y= 1%

lz:t, teR,

[92] Data la curva:

i) scrivere I’equazione cartesiana del cono I con vertice V = (1, -1, —1) che proietta y.

ii) Verificato che T' ha equazione: (y+1)(z+ 1) = (1-x)?; sia " la curva sezione di I" con il piano xy, si determini
la superficie S generata dalla rotazione di y’ attorno allaretta r : x = 1,z= 0. Che tipo di superficie & S?

[93] Si considerino la retta:

[ X+y-z=1
"l x=2y=0,

il vettore v =(k +j) Aielacurva:

Ix:t
yigy=t?

| z=t2+t, teR;

i) scrivere I’equazione della retta incidente r e I’asse z e parallelaa v.
ii) Scrivere I’equazione cartesiana del cilindro con direttrice y e generatrici parallele a v.

[94] Si considerino le rette:

i, 3X+2y+2z-1=0 S X-y+1=0 t-l(—y_z—z
X+2y=0 | x+y+z=0 "3~ 2 ~ 7
i) Determinare le equazioni della retta incidente r ed s e parallelaa t.

ii) Scrivere I’equazione della superficie ottenuta ruotando la retta r intorno alla retta s e precisare di quale superficie
si tratti.
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[95] Datilasfera X : x? +y? + 2 — 4x+ 6y = 0 ed il vettore v = 2i — j + 3k,

i) determinare le equazioni della retta tangente a £ in O = (0,0, 0) ed ortogonale a v.

ii) Verificare che X interseca il piano y = O; trovare il centro ed il raggio della circonferenza intersezione.
iii) Scrivere I’equazione del cilindro circoscritto a £ ed avente le generatrici parallele a v.

[96] Datiipunti: A=(1,0,0), B=(0,1,2), C=(-1,-2,0), D =(3,0,2),
i) verificare che A, B,C, D non sono complanari.

ii) Determinare il piano 7 contenente A, B e C.

iii) Scrivere I’equazione della sfera X di centro D e tangente a .

iv) Scrivere I’equazione del cono di vertice A e circoscrittoa X.

[97] Datiipunti A=(0,-1,1), B=(4,1,-3) e laretta:
L fy-2=0
1 x+z-2=0,

i) determinare un punto P di r tale che il triangolo A, B, P abbia area 3.
ii) Scrivere le equazioni della circonferenza avente centro nel punto medio del segmento AB e tangente la retta r.

[98] Datiipunti A=(1,2,-1)e B=(2,-1,1),

i) determinare il punto P dell’asse x equidistante da A e da B.

ii) Verificare che i punti A, B e P non sono allineati e calcolare I’area del triangolo APB.
iii) Scrivere le equazioni della circonferenza passante per A, B e di centro P.

iv) Scrivere I’equazione del cilindro circoscritto alla sfera di centro il punto medio del segmento AB, passante per
A ed avente le generatrici parallele all’asse x.

[99] i) Scrivere le equazioni della retta r passante per il punto A = (1, -1, 3) e parallela al vettore di componenti
(-1,1,0);

ii) determinare le equazioni dei piani passanti per r e aventi distanza (in valore assoluto) pari a 2 dal punto
B(1,1,1);

iii) scrivere le equazioni della circonferenza di centro B e tangente alla retta r;

iv) determinare I’equazione del cono di vertice I’origine, circoscritto alla sfera di centro C(—4, -3, 2) e raggio 2.

[100] Si determinino le equazioni della circonferenza y di diametro OB, con O = (0,0,0) e B = (0,0,1),
appartenenti al piano di distanza 1 (in valore assoluto) dal punto D = (1,-1,1).

[101] Si determinino le equazioni della circonferenza y di centro C = (1,0, 1) che taglia la retta:
. Xx-z=0
|l 2x-y+1=0
secondo una corda di lunghezza 2.

[102] Date le rette:

{x—y+l=0 {x+3y=0
r: e s:
X+y+z=0 X+y=0,
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i) verificare che r e s sono sghembe.

ii) Scrivere le equazioni della retta incidente r e s e parallela al vettore v = (i—k) A j.

iii) Scrivere I’equazione cartesiana della superficie S generata dalla rotazione di r attorno ad s. Riconoscere S.
iv) Verificare che il punto P = (0, —v/5, 3) € S. Determinare centro e raggio del parallelo passante per P.

[103] Sono date le rette:

r_x—l_ 9 s 4x+3z-19=0
Ty TYEITA S Y yi1-0
ed il punto P = (1,2,0);
i) trovare la retta passante per P ed incidente sia r sia s;
ii) determinare le equazioni della circonferenza tangente in Q = (1,0, 2) alla retta r e passante per il punto P.

[104] Date le sfere:

TR+ +Z2=6 e Z:(Xx—=12+(y-22+(z+27>%=3,

i) verificare che X1 N X, € una circonferenza .

ii) Determinare il raggio, il centro di -y e I’equazione del piano che la contiene.

iii) Trovare le sfere contenenti y e tangenti al piano z= 0.

iv) Scrivere I’equazione del cono di vertice V = (3,0, —3), circoscritto alla sfera Z;.

[105] Assegnati i punti A=(-1,0,-1),B=(0,1,-1),C=(1,3,0),D=(0,7,5),

i) verificare che sono complanari;

ii) scrivere le equazioni delle rette AC e BD e verificare che si intersecano;

iii) determinare la sfera passante per A,B e C ed avente il centrosullarettar : x=y = 0.

[106] Datiipunti A=(0,1,3),B=(1,1,0),C= (4,-5,1),

i) trovare il piano passante per i tre punti;

ii) verificare che il triangolo ABC & rettangolo in B;

iii) trovare le equazioni della retta BC;

iv) determinare la distanza di A dalla retta BC;

V) scrivere I’equazione della sfera X di centro A e raggio la distanza di B da C;
vi) calcolare se I’origine & interna o esterna a tale sfera.

[107] Data la sfera:
XY+ —2x—4y—4=0,

verificare se:

i) il punto P = (1,1,1) é interno alla sferg;

ii) se il piano: x+ 2y + 2z+ 1 = 0 interseca la sfera;

iii) se laretta: x—2y—2 =y—z+ 2 = 0 interseca la sfera;

iv) se la sfera di centro C = (-1, -1, 2) e raggio 1 ha punti in comune con X.
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[108] Data la sfera:
T+ Yy + 2 -2x—-2y—-22=0,

i) scrivere le equazioni della retta tangente a X nell’origine e parallela al piano 7 : x—-y+z-2 = 0.

ii) Verificare che I’intersezione tra la sfera X e il piano x & una circonferenza di cui si chiedono le coordinate del
centro e la lunghezza del raggio.

iii) Scrivere I’equazione del cono circoscritto a £ con vertice nel punto B = (0,0, 1).

[109] i) Scrivere le equazioni della retta t passante per il punto P = (1,2, 0) e incidente le rette :

. x-z-1=0 s X+y+z-1=0
‘1 y=0, "l 2x-3y-z+3=0.

ii) Studiare la posizione reciprocadi r e s.

[110] i) Dati il punto P = (1,-1,2),il piano 7 : x+y+z—2=0elarettar : x—y=2z=0,
i) verificare che il punto P appartiene a 7.

ii) Scrivere le equazioni della retta s giacente sul piano x, passante per P e incidente la retta r.
iii) Calcolare la distanza del punto P dalla retta r.

[111] i) Dati il punto P= (2,-2,2)eipiani @ : X+y+z-2=0eB:2x+3y-2z=0,

i) verificare che il punto P appartiene al piano «.

ii) Scrivere le equazioni della retta s giacente sul piano «, passante per P e parallela al piano 3.
iii) Calcolare la distanza tra r e il piano 3.

[112] Date le rette:
[ X+y-z=0 S 2x—z=1
"1l 2x-y=0, "1 x-y=0
i) Studiare la posizione reciproca di r ed s.
ii) Scrivere I’equazione della superficie generata dalla rotazione di s attorno ad r e dire di che superficie si tratta.

[113] Determinare I’area e il perimetro del triangolo di vertici A= (0,1,2),B=(1,1,1) e C=(2,1,2).

[114] Dati il piano @ : x—y+z—-3 =0 e laretta:

. X+y-z=0
"1 x+ky+z=0,

i) studiare, al variare di k € R, la posizione reciprocadi ¢ e di r.
Posto k = —1:
ii) Scrivere le equazioni della retta s simmetrica di r rispetto ad «.

iii) Determinare I’equazione della sfera X tangente ad r in O = (0,0,0) ed avente centro nel punto proiezione
ortogonale di O sul piano a.

iv) Verificato che T ha equazione: (x — 1)® + (y + 1)® + (z - 1)? = 3, scrivere I’equazione del cilindro rotondo
circoscritto a X, con generatrici parallele a r.
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[115] Date le rette:

1
21

Ix=t
r-3 y=-2 a:{BZ/
z teR,

i) verificare che sono sghembe.
ii) Determinare I’equazione del piano passante per r e per I’origine del sistema di riferimento.
iii) Scrivere I’equazione della sfera di centro I’origine che interseca a in un segmento di lunghezza 2.

iv) Scrivere I’equazione della superficie generata dalla rotazione di r attorno all’asse a. Calcolare la lunghezza del
raggio del parallelo situato sul piano: x = -2.

[116] Dati il punto A= (1,3,-1) e laretta:

Ix:Zt
r:q y=

| z=-t+1, teR,

determinare:
i) ladistanzadi Adar;
ii) il punto del piano per A e per r che ha distanza minima dall’origine;

iii) Determinare I’equazione cartesiana del cono avente vertice nell’origine e circoscritto alla sfera di centro A e
raggio 1.

[117] Dato il punto P = (1,2, 1), determinare:

i) il simmetrico di P rispetto al punto Q = (0,-1,2);

ii) il simmetrico di P rispetto al piano 7 : x+y—2z=0;

iii) la distanza di P da x;

iv) le equazioni della circonferenza appartenente al piano: x = z, con centro in P e raggio 1;
v) il piano passante per P, Q e per I’origine.

[118] Datiipunti: A=(1,1,5),B=(2,2,1),C=(1,-2,2) e D =(-2,1,2),

i) verificare che A, B,C e D sono i vertici di un tetraedro e calcolarne il volume.
ii) Scrivere le equazioni della circonferenza vy circoscritta al triangolo ABC.

iii) Determinare I’equazione del cono di vertice D e direttrice 7.

[119] Date le rette:

J x=2=0 s X-3y+5=0
|l y+z=0, 1 y+z-4=0,

i) determinare la loro posizione reciproca.

ii) Scrivere I’equazione della superficie generata dalla rotazione completa di r intorno a s e dire di quale superficie
si tratta.

iii) Determinare I’equazione del piano passante per r e parallelo a s.
iv) Determinare la posizione reciproca tra la sfera:

S+ Y+ —24X+3y+4z+4=0

elarettar.
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[120] Scrivere I’equazione cartesiana del cono che proietta la curva:

S X4y +Z2-2y+2+2=0
x-2y=0

dal punto V = (1,0,-1).

[121] Data la matrice simmetrica:

A=
-2 -2 5

5 2 -2
2 5 =2

i) Determinare una matrice ortogonale Q tale che 'QAQ = D con D matrice diagonale.
ii) Studiare la quadrica di equazione:

5 2 -2 0 \(x
2 5 -2 0 y|_

(xyz1) 5 5 5 ol z]|°
o 0o o -1Jl1

[122] Scrivere I’equazione dell’ellissoide avente centro nel punto C = (1, 2, 3), assi paralleli agli assi coordinati e
semiassi di lunghezza 2, 3,7, rispettivamente, rispetto agli assi X, y, z.

[123] Scrivere I’equazione del cono T di vertice V = (2,1, 1) circoscritto alla sfera:

X+ + 72 -22=0.

[124] Scrivere I’equazione cartesiana del cilindro che proietta la curva:

o ®+y?+Z2-2x-3y+1=0
Xx-z-1=0

secondo la direzione della retta:
pLdoxs y-z-1=0
Tl 2X+y-z+2=0.

[125] Al variare di k € R si descriva la quadrica:

X +y? +kZ - 2x=0.

[126] Dati i punti: A=(1,0,-1),B=(2,1,0),C=(1,-2,-1)elarettas: 3x—-1=2y+ 1=z,
i) determinare la posizione reciproca delle rette AB ed s.
ii) Calcolare il centro ed il raggio della circonferenza passante per A,B e C.

iii) Trovare I’equazione della supeficie generata dalla rotazione della retta AB intorno alla retta s e dire di quale
superficie si tratta.

iv) Trovare il luogo dei punti P = (x,y, 2) tali che il triangolo ABP abbia area /3.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



88 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[127] Date le sfere:
TiiX+ Yy + 2 -2x-99 =0,
To X +y? +Z2—4x+1=0,

determinare la loro posizione reciproca.

[128] Data la retta:

] x+2y+kz=0

"l 2X-5y+z=1,
i) determinare, se esiste, un valore di k € R per cui r passa per il punto A = (0,0, 1);
ii) determinare, se esiste, un valore di k € R per cui r € incidente la retta:

] 2x-5y+z=0
"l x-3z2=0;

iii) determinare, se esiste, un valore di k € R per cui r é parallela al piano 7 : —x + 2y = 0;

iv) determinare, se esiste, un valore di k € R per cui r e I’asse z sono sghembe.

[129] i) Determinare centro e raggio della circonferenza ottenuta dall’intersezione della sfera: £ : x* + y? + 22 —
2X+2y+4z—4=0conilpiano7:x—-2y+z+1=0.
ii) Determinare I’equazione del cono di vertice V = (0, 0, 2) circoscritto alla sfera X.

[130] Dati la sfera:
X+ +Z —4x+8y+62z+2=0

eilpianor:z-1=0,

i) verificare che £ N 7 € una circonferenza y di cui si chiedono il centro e il raggio.
ii) Determinare le equazioni dei piani tangenti a = e parallelia .

iii) Scrivere I’equazione del cono di vertice I’origine e direttrice la circonferenza y.

[131] Si consideriil piano 7 : x+y+z=0.

i) Trovare le equazioni delle superfici sferiche tangenti a 7 nell’origine O(0, 0, 0) ed aventi raggio /3.

ii) Verificato che tali sfere hanno equazioni: x? + y? + 22 + 2(x + y + 2) = 0, determinare i piani tangenti alle sfere,
paralleli a = e non passanti per I’origine.

iii) Scrivere I’equazione del cono di vertice V(0, 1, 1) e circoscritto ad una delle due sfere, verificando che si tratta
di un cono reale.

[132] Descrivere la quadrica rigata di equazione:

X +4y?P -7 -1=0,

determinare le equazioni delle due schiere di rette ad essa appartenenti e calcolarne i parametri direttori.
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[133] Sono date le rette:

X+y-z+1=0 IX=I_4
r:{SX—y —Z+l_—0 s:g y=2t+1
y =5 | z=3t-3, teR

eilpiano 7 : x+y+2z+40=0.

i) Determinare la posizione reciproca delle rette r e s e, nel caso in cui cib abbia senso, trovarne la distanza.
i) Data la sfera X : x? + y? + 22 — 2x — 4z = 0, scrivere le equazioni dei piani tangenti a < e paralleli a 7.
iii) Dire se 7 N X & una circonferenza e, in caso affermativo, determinarne il centro e il raggio.

iv) Scrivere I’equazione del cilindro che proietta la circonferenza del piano y = 0 di centro C(2,0, 1) e raggio 2,
secondo la direzione della retta r.

[134] Dati i punti: P =(0,0,1),Q=(1,-1,1),R=(-1,2,1):

i) scrivere le equazioni della retta t passante per I’origine e per il punto P;

ii) determinare I’equazione della sfera X passante per Q, per R e tangente nell’origine alla retta t;

iii) verificato che T ha equazione: x? + y? + 22 — 12x — 9y = 0, trovare il centro e il raggio della circonferenza
intersezione di X con il piano z = %;

iv) scrivere I’equazione della superficie ottenuta dalla rotazione completa della retta, passante per Q e per R,
intorno all’asse x e dire di quale superficie si tratta.

[135] Descrivere la superficie di equazione:

[136] Date le rette:
r-x—4=z=0,
S:2X+Yy+2z2+3=2x-2y+z=0,

determinare:

i) I’equazione del piano passante per il punto A = (0,-2,3) e paralleloar ea s;
ii) le equazioni della retta t incidente e perpendicolaresiaar siaa s;

iii) I’equazione del cono di vertice V = (4,0, 0) circoscritto alla sfera di centro C = (1, 1, 1) e raggio 3.
[137] Descrivere le sequenti superficie:

HNX+Z=y;

2) X +(y-12°=2;

N z=4-x2 -y

4) z=sinx;

5) 2= VX + y7;

6) X% +y* = 2y;

7)z=-1+x+Vy?
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(1]

A= {{1, 1, -1}, {2, 2, 1}, {1, 1, 2}}; X={X1, X2, x3}; B={1, O, -1};
Solve[A. X == B, X]

Solve : :1” svars’ : E%uati ons may not give solutions for all solve variabl es.
Hxl -3 - X2, X3 > 75}}

1 2

x1=—A+§, X2=1, Xz3=-=-, AeR.

(2]

A={{-2, 1, 1}, {1, -2, 1}, {1, 1, -2}};
X = {X1, x2, x3}; B={1, -2, 4};

Reduce[A. X == B, X]
Fal se

Il sistema & incompatibile.

(3]

A= {{2, -1, -1, -4}, {4, 0, -3, -1}, {8, -2, -5, -9}};
X = {x1, x2, X3, x4}; B={9, 0, 18};

Solve[A. X == B, X]

Solve ::’” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
3x3 x4 X3 7x4
{{x1—>—+—,x2—>—9+—— }}

2 4 2 2
3 1 1 7
X1=1/11+Z)t2,X2=—9+§/11—§/12,X3=)t1, X4 =212, A, A2 eR.

(4]

A ={{2 -2, 1, 4}, {1, -1, -4, 2}, {-1, 1, 3, -2}, {3, -3, 1, 6}};

Nul ISpace[A]
{{-2,0,0,1}, {1,1,0,0}}

X= A1 — 2Ay, y=A1, z=0, t=A, A ,A2€eR.
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(5]

A={{1, 1, a}, {1, 2, b}, {0, 1, c}}; X={X, ¥, z}; B={1, 3, 2};

Reduce[A. X == B, X]

a==b-c&&x==-1-bz+2cz&y==2-cz||
X == -1&8y == 288z ==0&8&a -b +c £ 0

Sea+b-c: x=-1,y=2,2=0;
sea=b-c: x=-1+(@2c-bQA,y=2-cA z=2, AeR.

(6]

A= {{2, 1, -1}, {1, 2, -2}, {3, -1, 2}, {1, -1, 1}};
X={XYVY, z}; B={1, 0, -1, k};

Reduce[A. X == B, X]

2 11 10
k::l&&x==§&&y==—?&&z==—?
Se k # 1: non esistono soluzioni;
sek=1: x—2 __ U zZ= 10

B L A N

(7]

A= {{a, -1, 1}, {1, -a, 1}, {1, -1, a}};
X={X, Y, z}; B={2, 3-a"2, a+1};
Reduce[A. X == B, X]

a==1&8X ==2+y-7||a==-2&X == -1+28&8y == -7 |
X ==1&8y == a&&z ==2&&-1+a +0&82 +a + 0

Seaé{-2,1}): x=1y=a z=2;
sea=-2: x=-1+t,y=-t,z=t, teR;
sea=1: X=2+A-u, y=XA z=pu, AueR.

(8]

A= {{1,1, 1}, {1, -a, -1}, {2, 1, a}}; X={X, Yy, z}; B={a, 1, a+1};

Reduce[A. X == B, X]

a==088X ==1+28 8y ==-1-227||a==18&8X == 188y == -7 |
X == a&&y == 1&8&z == -1&&-1+a + 0&&a + 0

Seaé{0,1}: x=ay=1, z=-1;
sea=0: x=1+t,y=-1-2t,z=t, teR;
sea=1: x=1,y=-t,z=t, teR.

(9]

A= {{1, 1, a}, {1, a, 1}, {a, 1, 1}}; X={X, V¥, 2z}; B={2a-1, a, 1};

Reduce[A. X == B, X]

a==18&x==1-y-2z]||
X == — 2 &8y == a &&z::2(1+a>&&71+a¢0&&2+a¢0
2+a 2+a 2+a

2 A2+
iv2 VT2 T a2

Sedé(l,-2): x=

se A = —2: non esistono soluzioni;
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sed=1: x=-h-k+1,y=h,z=k hkeR.

(1]

93

A={{2, 0, a}, {3, a, -2}, {&, 0, 2}}; X={X, Y, z}; B={1, 2, 1};

Reduce[A. X == B, X]

1
a==288X === (1-22)&y === (1+102) ||
1 z 3+2a i
X == &&y == &8z == && -2 +a +0&8&a + 0&&2 +a + 0
2+a a(2+a) 2+a
1 2a+3 1

Seaéf{-2,02): x= 2+a’ Y " a2+a’ ‘T 2+a’

se a=0,a=-2: il sistema ¢ incompatibile;

sea—2'x—1 t —}+§t z=t, teR
SoXspThyEg gk esh teR

[11]

A ={{1, 1, -1}, {2, 3, k}, {1, k, 3}}; X={X, Yy, z}; B={1, 3, h};

Reduce[A. X == B, X]
== -3&8k == -3&8x == 088y ==1+27]| |

h - 288K = 288X -~ 5288y == 1 - 47| |
6 3h 2K h k
X:l’g_gﬁki*ﬁﬁk_w’s_hk_ka*s_k_k2&&
-6+ -k + -h+
y == &&z = && -2 +k +0&&3 +k # 0

-6 +k + k2 T 6+k+k2

Se k € {-3,2}, Yh € R: esiste una sola soluzione;

se k = -3, h = -3: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se k= -3, h # —3: non esistono soluzioni;

se k=2, h=2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

se k=2, h# 2: non esistono soluzioni.

(12]

A ={{k 1, 1}, {1, k, 1}, {1, 1, k}}; X={X, Yy, z}; B={1, 1, h};

Reduce[A. X == B, X]
h==1&8k == 1&8x ==1-y -2z |
-h +k

h==-288k == -28&x == -1 +2&8y == -1 +2| [X == ——5&&

-2 +k +k2
-h +k -2+h+hk
T 2+k+k2 - —2+k+k2&&71+k#0&&2+ki0

<

Se k & {1,-2}, Yh € R esiste una sola soluzione;

se k= -2, h=-2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se k= -2, h # —2: non esistono soluzioni;

se k=1, h = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;
se k=1, h# 1: non esistono soluzioni.
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[13]

A= ({1, -1, 1}, {2, 1, 2}, {-3, -3, a}}; X={X, ¥, z}; B= (5, b, 1};

Reduce[A. X == B, X]

a::%&&b::Z&&x::% (7-32)8&% ::7§||

27 +5a-3b+a 1 2 (-2+b)
=== FE e ! ==

X ERERTY &&y 3( 0+b)&&z 3.2 &&3 +a +0

Se a# -3, Yb € R: esiste una sola soluzione;
se a= -3, b = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se a= -3, b £ 2: non esistono soluzioni.

(14]

A={{2, -3, 2}, {1, 1, -2}, {4, -1, a}}; X={X, ¥, z}; B={1, 2, b};

Reduce[A. X == B, X]

::—2&&b::5&&x::%(7+4z)&&y::§ 1+22) ]|
__-6+7a+4b 3(-8+a+2b) __-5+b
X2 B 2va) YT T B (2ea) T g g 2rar0

Se a# -2, Yb € R: esiste una sola soluzione;
se a= —2, b =5: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se a= -2, b # 5: non esistono soluzioni.

[15]

A= {{3-k, -1, -1}, {2, -4+Kk, -2}, {3, -3, -5+Kk}};
X={X, Y, 2}; B={a b, c};

Reduce[A. X == B, X] 1
3a==c&8&3b==2c&8K ==28&8x === (c+3y+32) ||

3
::-a-c&&k:=s&&x::i(_3a+c_62>&&
18
1 _7a-b-c- ak
y == 8(3a 5¢+122z)||x = 1% Osk
6b+2c+bk 3a b +ck
Y == e Tk ke % == o5 ok Sk 81k #08&-2:k+0

Se k & {2,8}, Ya,b,c € R: esiste una sola soluzione;

se k=2, b =2ae c = 3a: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;

se k=2, b+ 2a, 0 ¢ # 3a: non esistono soluzioni;
se k=8, a+ b+ c = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se k=8, a+ b+ c+ 0: non esistono soluzioni.

(16]

A={{2-k, -k, 1-k}, {4-2k, -3k, 1-2k}, {2-k, -2k, k}};
X={X, Y, z}; B={1-2k, 1-k, -5k};

Reduce[A. X == B, X]

x == 3L y -- 88z -- -38&-2 + k + 088K + 0

Se k € {0, 2}: esiste una sola soluzione;
sek=0:x=0,y=t,z=1, teR;
se k = 2: non esistono soluzioni.
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(17]

A = {{h+1, -h, 2h+1}, {h+1, -h, 2h}, {-h-1, 0, -=2h-1}};
X={X, ¥, 2}; B={3+2h, 1+3h, -3h-3};

Reduce[A. X == B, X]
h ==088x == 1&8z ==2| |

2
:152: &8y == 188z == 2 - h&&h + 08&&1 + h # 0
N

X =

Se h & {-1,0}: esiste una sola soluzione;
se h = —1: non esistono soluzioni;
seh=0:x=1,y=t,z=2, teR.

(18]

A={{m-1,1, m}, {m(@-m), 1-m -2m~2}, {m-1, 2, -2}};
X={X, Y, 2}; B={0, 2, m+3};

Reduce[A. X == B, X]
m== -18&X == 1&8Yy == 2 +z | |[m== 1&8&y == 1&&z == -1| |
1 1 1

-4-m
2—3m+‘r1ﬁ? ;:17 "27m&8ixzz =
oo S CM T ggs o — = &8 2+m#08& 1 +m# 08&L + m+ 0
-2+m -2+m

Se mé& {-1,1,2}: esiste una sola soluzione;
se m= -1, m= 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se m= 2: non esistono soluzioni.

(19]

A={{k+1, k+1, 2}, {1, k, 1}, {1-Kk, O, k-1}};
X={X, Y, z}; B={1, 1, 0};

Reduce[A. )1( == B, X]

1+k
- 7—2+kiik2&&y:: -2 +k +k?
Zzz—m&&—1+k#0&&2+k¢0

Se k &€ {-2,1}: esiste una sola soluzione;
se k= -2, k= 1: non esistono soluzioni.

[20]

A = {{k, -2(k+1), 1}, {0, k+1, 1}, {2k, -5(k+1), 2}};
X={X, ¥, z}; B={4-2k, k+3, 8-9K};

Reducie[b)li:: B, X]5k
- y == 882 == 3 - 4 K&K # 08&1 + k # 0
k 1+k

Se k & {-1, 0}: esiste una sola soluzione;
se k = =1, k = 0: non esistono soluzioni.

[21]

A= {{k, 2, 2k}, {k, 3-k, 3k}, {k, k+1, 2k}};
X={X VY, z}; B={1, 1, 2};
Reduce[A. X == B, X]

1 1

2
X ==t e BRY == 887 == @& -1k 4 088K 40

Se k € {0, 1}: esiste una sola soluzione;
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se k=0, k= 1: non esistono soluzioni.

[22]

A ={{1, 1, 1}, {a, 1, 2}, {1, a, 1}}; X=({X, Y, 2}; B={a, 2, 4};

Reduce[A. X == B, X]

a==288y == 2&8&z == -X| |
12 4-

X == B8y -- — 2 gg7 -~3.28& - 2+2+08& 1+a+0
-1+a -1+a

Se a £ {1, 2}: esiste una sola soluzione;
se a = 1: non esistono soluzioni;
se a = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(23]

A={{1, -1, 1, -1}, {2, 1,5, 4}, {1, 0, 2, 1}};
X={X, Y,z t}; B={a"2, a, 2};
Reduce[A. X == B, X]

== 388X ==2-t -22&8y == -7-2t -z |
a==-288X==2-t -2288y ==-2-2t -z

Se a ¢ {—3, 2}: non esistono soluzioni;
se a e {—3,2}: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

[24]

A={{2, a, 1}, {1, 1, a}, {1, 1, 1}}; X={x1, x2, x3}; B= {2, 4, a};

Reduce[A. X == B, X]
a==288x1 == -x2&8x3 == 2|
-2a 4-a

X1 == 3 + a&8X2 == -1 &8X3 ==
-1+a -1+a

&& -2 +a+0&&-1+a+0

Se a £ {1, 2}: esiste una sola soluzione;
se a = 1: non esistono soluzioni;
se a = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

[25]

A={{1,0, 1, 2}, {-1, -1, 1, 1}, {4, 1, 2, 5}};
X={X Y, z t}; B={2, a2, a};
Reduce[A. X == B, X]

a==-3&x ==2-2t -z&8y ==-11+3t +22z]| |
a==-288X ==2-2t -z&y == -6 +3t +2z

Se a ¢ {—3, 2}: non esistono soluzioni;
se a € {3, 2}: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

[26]

A={{2 -1, 3, 1}, {4 1, -2, -1}, {2, 5, a, -5}};
X={X, Y, z t}; B={0, 0, 0};
Reduce[A. X == B, X] 1

== -138&8&x == - —&&y ==3 (3t +82z) ||

X == 0&&y ==t & &z == 0&&13 +a + 0

| N

Se a #+ —13: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
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se a = —13: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

(27]

A={{1, 2 -1, a}, {-1, a-2, 1, 0}, {O, 2, 1, 0}, {-1, -2, 1, a}};

Solve[Det[A] == 0]
{{a-=0}, {a=0}}

Nul ISpace[A/ . a - 0]
{{0, 0, 0, 1}, {4, -1, 2, 0}}

Se a # 0: esiste solo la soluzione nulla;
se a = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

(28]

A ={{1, 1, -1}, {1, 2a+1, -a-1}, {1, a, -1}};
X={X, y, 2}; B={0, 2a+1, a-1};

Reduce[A. X == B, X]
a--188% —- -3+y&&z - -3+ 2y |
“1-23 gy - 1082 —=-_8&-1-a+088a+0

X ==

Se A & {0, 1}: esiste una sola soluzione;
se A = 0: non esistono soluzioni;
se A = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

[29]

A={{1, -1, -1}, {3, 1, 2}, {4, a, 0}};
Solve[Det[A] == 0]
4
{{a~-51}
Nul ISpacSe[Al .a- -4/ 5]

(-3 5 1)

[30]

A= {{3, 2, 1}, {5, 3, 3}, {7, 4, 5}, {1, 1, -1}};
X={X V¥, z}; B={1, 2, 3, 0};

Solve[A. X == B, X]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{x->1-3z,y->-1+4z}}

x=-3t+1l, y=4t-1,z=t, teR.
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[31]

A= {{1, 1, h}, {1, 1, 2}, {2, -h, 4}}; X={X, y, z}; B={2h, -1, -2};

Reduce[A. X == B, X]

h::—Z&&X::E(—szy)&&zzzéH
5h 2 l+24h
x::—72+h&&y::0&&z:: —2+h&&72+h¢0&&2+h¢0
5h -1-2h
Sehé{-2,2):x=o— y=02= ———;

5 3
h = —2: = —— — = = — R
se X > t,y=t, z 7 teR;
se h = 2: il sistema & incompatibile.

[32]

A= {{h, 1, h}, {2, -1, 2}, {83, 3, h+2}};
X={X,y, z}; B={-1, -h-1, -h-2};
Reduce[A. X == B, X]
::—2&&x::% (1-22)8&8y ==
=0]|

188x == -1 - z&&y ==
3&8&Yy == -1 +h&8&z == -4&&-1+h # 0&&2 + h + 0

(-1+22z) ||

W

h=
X =

Sehé&{-2,1}:x=3,y=-1+h, z=-4;

1-3t
seh=-2:x=t,y=-t, z= — teR;

seh=1:x=-1-1,y=0,z=21, AeR.

[33]

A={{1, -a, 1}, {a, -2, 3}, {3, -2, a}}; B={a, -1, 5a}; X={X, Y, z2};

Reduce[A. X == B, X] Ao
o o - o (1+9a)
a==18&8Xx ==3+2&8y ==2 (1 +2) | |X == T2.a.a’
15 20a 5a?
aF = F
12-13a+a3 12-13a+ad 12—1C‘§a+a3
62 64 a 2a

y==-1

2==5- 15 13a.a% ' 12 13a.a® 12 13a.a
-3+a+0&&-1+a+0&84 +ra+0

Se a & {—4, 1, 3}: esiste una sola soluzione;

se a = —4: non esistono soluzioni;
sea=1:x=3+t,y=2(1+1),z=t, teR;
se a = 3: non esistono soluzioni.

(34]

A={{2, a, 0}, {1, 1, -1}, {a, -1, 1}}; B={1, -2, 2}; X={X, Y, Z};

Reduce[A. X == B, X]

a---188X -- ;y -1 543y
x::O&&y::%&&z::1+ 8 g8a #0881 +a + 0
1 1+2a
Seaé¢{-1,0}: x=0,y=—,z= ;
a a
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1+t 1
sea=-1:x= %,y:t,z: §(5+3t), teR;

se a = 0: il sistema & incompatibile.

[35]

A={{1, 1, h-1}, {1, 1, 2}, {2, -h+1, (h-1)"2}};
B={2h-2, -1, -2}; X={X, Y, Z};

Reduce[A. X==lB, X1 3
h::—l&&x::i (—5—2y)&&z::z||

. 2 (-1-h+h?) L __ =l+2
X == "8y == -1+2h&&z == - TT8&-3+h #0881 +h 0
. 2-1-h+h») _ -1+2h,
SemELIx= Ty Y ST hes y

1 3
eh=-1:x= -(-5-2t),y=t,z= -, teR;
S X 2( )Y z ) IS
se h = 3: il sistema & incompatibile.

[36]

A ={{1, 2, -1}, {-1, 0, 1}, {1, 4, -1}}: X={X, ¥y, 2}; B={0, 1, 0};

Reduce[A. X == B, X]
Fal se

(37]

A = {{-h, 1, 1}, {1, -1, 0}, (h, -2, -2}}; X={X, V, z}; B= {2, -1, K};

Reduce[A. X == B, X]

h == 088K == -4&8y == 1 + X&&Z == 1 - X | |
4k A h-k 4-3h+k-hk
X == h y == = == h &&h#o

Se h# 0, ¥k € R: esiste una sola soluzione;
se h =0,k # —4: non esistono soluzioni;
se h =0,k = —4: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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(38]

A ={{1, 2, 1}, {1, 2-h, 2+h}, {1, 2+3h, -2h}};
X = {x1, x2, x3}; B={1, 2, k};
Reduce[A. X == B, X]

== 288K == -288&x1 == -2 (-1 +2x2)88&x3 == -1+2x2] |
2h+h%2-2k-3hk

h == 088k == 088X 1 == —2 x28&8x3 == 1| |x1 == &&
h+k+hk 2+ k 2h+h?
2o MR NN eex3 o= &&h + 0882 +h + 0
X h(2+h) 2. hN whE

Se h & {-2,0}, Yk € R esiste una sola soluzione;

se h =k = —2: esitono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se h= -2, k+ —2: non esistono soluzioni;

se h =k = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

se h=0, k # 0: non esistono soluzioni.

[39]

A={{2, -1, -1}, {2-h, 2+h, -1}, {2+3h, -2h, -1}};
X = {x1, x2, x3}; B=1{0, 1, k};
Reduce[A. X == B, X]

== -10&88&8K == -38&X2 ==

| =

(-1+10x1)8&8x3 == = (1 +4x1) ||

~
~N| =

1 1 1
h == 088k == Z&&x2 == 283 == 7 (-1+6x1) |

Xl__—l+2h+3k+hk 5 +k
o h (10 + h) "~ 10+h
-2+h+6k+hk

X3==W&&h¢0&&10+h¢0

Se h & {-10,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;
se h = -10, k = —3: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
se h=-10, k # —3: non esistono soluzioni;

seh=0, k= 3 : esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
1 . -

seh=0, k# 3 > non esistono soluzioni.

[40]

A = ({2, -1, -1}, {2-h, 2+h, -1}, {2 +3h, -2h, -1}};
X = {x1, x2, x3}; B = {0, 0, K};

Reduce[A. X == B, X]

—— 1088k -- 0&&x2 == 10X  gax3 - 4%1\ \
h == 088K == 088X2 == 0&&X3 == 2 X1 |
__ (B+h)k Kk __(6+h)k
X1 == 1o U7 88X2 == 15 88X == o5 &&h # 08&10 < # 0

Se h & {-10,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;
se h=-10, k = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

se h = -10, k # 0: non esistono soluzioni;
se h =0, k= 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

se h=0, k # 0: non esistono soluzioni.
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[41]

A= {{1, 1, 1}, {1, -k, 1}, {-1, k, 1}}; X ={x1, x2, x3}; B={k, -1, k};
Reduce[A. X == B, X]
k == -1&8x1 == -x28&8X3 == -1 |

X1 == % (-1 +Kk)&8x2 == 1883 ==

N| =

(-1+k)&81 +k +0

Sek+-1:x = %(—1+k), Xo =1, X3 = %(—1+k);

sek=-1:X%=-t, X =t, x3=-1, teR.
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Soluzioni - M atrici e deter minanti

(1]

A= {{1, 2, 0}, {-1, 2, 2}, {1, -1, -1}};

Det[A]
2
MatrixForm[Inverse[A]]
0 1 2
% _fl _1
2 3 2

1
_ a_| 2 -2
detA =2, Al= 2 2

(2]

A= {{1, 3, -1}, {2, 1, -1}, {2, -1, 0}};

Det[A]

-3

MatrixForm[Inverse[A]]

1 1 2

i3 1

i 3 3

3 3 3
1 1 2
3 3 3

detA=-3 Al-| 2 _2 1
3 3 3
4 175
3 3 3
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(3]

A= {{1, 2, 3}, {0, 1, 2}, {-1, 4, h}};

Solve[Det[A] == 0]

{{h->9}}

MatrixForm[Inverse[A]]
-8+h 12-2h 1
-9 5 h —§++hh -9 5 h
—%_Jr h _—9 é h —91+ h
-9+h -9+h -9+h

Esiste A~1 per ogni h+ 9;

-8+h 12-2h 1

-9+h -9+h -9+h
AL = -2 3+h -2
-9+h -9+h -9+h
1 -6 1
-9+h -9+h -9+h
[4]

A= {{1, -8, 1, 2}, {h, O, O, 0}, {1, -1, O, O}, {O, O, O, h}};

Solve[Det[A] == 0]
{{h-0}, {(h->0}}

MatrixForm[Inverse[A]]

0 % 0 0
0 b 1 0
2
o o o =
Esiste A~% per ogni h + 0;
1
0 h 0 0
1
0 h -1 0
A=
2 -2
12 -3 -
1
0 0 O n
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(5]

A= {{1, 2,1, 1}, {2, 1, O, O}, {O, 1, 1, h}, {3, 2, 1, 1}};

Solve[Det[A] == 0]

{{h>1}}
MatrixForm[Inverse[A/ . h- 0]1]
1 5 o 1
2 2
1 1 0 -1
=ik =il 1 1
1 1
2 1 3

1 1

-5 0 0 3

1 1 0o -1
i) Al =

-1 -1 1 1

1 1

2 13
[6]

A= {{0, h, 1, 0}, {O, 1, 2, 1}, {h+1, O, O, O}, {O, 2, 1, 3}};

Solve[Det[A] == 0]

(=1 (n 2]}

A & invertibile per h & {—1, %}

[7]
A={{0, 2, -1, -3}, {4, 1, 0, 0}, {2, -1, 1, 0}, {1, O, -2, 0}};
Det[A]
39

detA = 39.

(8]

A={{1, 2, 3, 4, -1}, {5, -2, 6, 0, -1},
{2, -8, 4, -1, 7}, {0, 1, 2, 3, 4}, {1, -1, 0, O, 0}};

Det[A]
93

detA = 93.
(9

A={{0, 0, O, 1, 2}, {1, 3, 2, -1, 0},
{4, 3, 2, 1, 5}, {1, -1, 2, 1, 3}, {O, 2, 3, -1, 4}};

Det[A]
99

detA=99.

Universita di Torino



Capitolo 11 — Soluzioni - Matrici e determinanti

(1]

105

A= {{1, -2, 3, -4}, {-2, 3, -4, 1}, {3, -4, 1, -2}, {-4, 1, -2, 3}};

Det[A]
160
det A = 160.
(11]

A= {{k+1, k+2, k+3}, {1, 2, 3}, {1-2k, 2-2K, 3-2K}};

Det[A]

0
detA=0.
(12]

A= {{X, Xx-1, Xx-2}, {1-X%X, 2-X%X, 3-X}, {4, 5, 6}};

Det[A]

0
detA=0.
(13]

A={{1, 1, 0}, {1, 0, -1}, {0, -1, a~2-2}};
X = {x1, x2, x3}; B={2, 3, a};

Reduce[A. X == B, X]

a == 188x1 == 3 + X3&8X2 == -1 - X3 |

x1-= 238 ceno - 2 qexa-— 1 gg 1.a+0881:a+0

1l+a l+a l1+a

Se a £ {-1, 1}: esiste una sola soluzione;
se a = —1: non esistono soluzioni;
se a = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(14]

A={{2, -3, 1}, {1, a~2-14, 4}, {-1, 5, 3}};
X ={x1, x2, x3}; B={4, a+2, 2};

Reduce[A. X == B, X]

a==4&&x1==% (5+7x2)&&x3==% (8-7x2) ||
2 (27+5a) 1 __25+8a
X1 == T aia s a) &&X2 == 74+a&&X3" T diar (4+a)&&74+a¢0&&4+a¢0

Se a + +4: esiste una sola soluzione;
se a= —4: non esistono soluzioni;
se a = 4: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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[15]

A={{2, -3, -2, 1}, {4, -6, 1, -2}, {6, -9, -1, -1}};

X = {x1, x2, x3, x4}; Bl = {1, 2, 0};B2 = {1, 2, 3}; B3 = {0, 0, 0};
Reduce[A. X == B1, X]

Fal se

Reduce[A. X == B2, X]

1 4x4
X1 == 75 (5+15x2 + 3x4) 8&x3 - Axa

Reduce[A. X == B3, X]

3
x1 == 10 (5 X2 + x4)&8X3 ==

AX = B; é incompatibile, AX = B, ammette infinite soluzioni (non nulle) che dipendono da due incognite libere:

4 x4
5

3
3 S 1
2 10 2
1 0 0
X = A1+ 4 A2+ y Al,/\ze[R.
0 — 0
5
0 1 0

AX = Bz ammette infinite soluzioni (compresa la soluzione nulla) che dipendono da due incognite libere:

3 3
2 10
1 0
X = ll+ 12, /\1,K2€[R.
0 4
5
0 1

[16]

Reduce[{{-1, 2h, 3-2h"2}, {1, h, 2}, {-1, h, 1-h"2}}. {x1, X2, X3} ==
{2h, 1, h}, {x1, X2, x3}1
h == 1&&x1 == -x388&x2 == 1 - X3 |

1 2+h 1
X1 == T 88X2 = T @AXS —x =88 - 1 +h 0880 4 081+ # 0
1 2+h 1
Sehé¢{-1,0,1}: X{= ——, Xp= ———, Xg = ——— |
{ Pxa= e e hL+h' 2~ Z1-h

seh=1:x1=-t, % =1-1t, x3=t, t eR.
se h=-1e h=0 il sistema & incompatibile.

(17]

a={{1, 2}, {0, 1}, {3, 5}, {0, h}}; b={{3, 1}, {-1, 2}, {k, O}};
X = {{X1, X2, X3, x4}, {xX5, X6, x7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};

Reduce[Transpose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]

k ==3x11 + x9&8&x1 == -3 (-1 +x3) &&x10 == -5x11 - hx12 - 2 x9&&
X2 == -5 + X3 - h x4&8x5 == -1 - 3X7&8&X6 == 4 + X7 - h x8
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3-3a -5+a-hd a d
X=] -1-3b 4+b-he b e
k-3¢ -2k+c-hf ¢ f

, ab,cdef hkeR.

(18]

a={{1, 2, 3}, {-1, h, 2h}};

b={{0, 1, -1}, {-2, 1, 0}, {-3, O, k}, {0, O, k}};

X = {{X1, X2}, {X3, x4}, {x5, x6}};
Reduce[Transpose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]
Fal se

L’equazione matriciale & incompatibile, per ogni h,k € R.

[19]

a={{5 1, 0}, {3, 0, 1}, {4, -1, 3}};
b={{2, 1}, {2, 0}, {h, K}}; X = {{X1, X2}, {X3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[a. x == b]
h==488k == -1&&x3 ==2 - 5x1&8&x4 ==1 - 5 X2&8&%5 == 2 - 3 Xx1&8&X6 == -3 X2

Se h+ 4 0 k+ —1: non esistono soluzioni;

se h=4 e k= -1: I’equazione matriciale ha infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:

a b
X=| 2-5a 1-5b
2-3a -3b

, a,beR.

[20]

a={{l, 1, -1}, {0, 2, 1}, {O, 1, 1}};
b={{l, 1}, {0, 1}, {1 +2, 0}}; X = {{x1, X2}, {X3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[a. X == b]

2 (3+1 +12) -2+
“"W&&XZWW&‘;(Z . .
-2 - +
X8 == o 84 == o P EAXS == o 8AXE ==

1 . L.
Sede {0, 5}: non esistono soluzioni;

2024+ 21+3) 2-2
X1-20) Al-20
se/\dz{o,}}:alloraX= A+2 A
2 1-21 1-21
-2(A+2) 1
1-22 1-22
[21]

a= {{I1 1}1 {1! 2}! {_1! I}},‘
b={{l, 1}, {0, 0}, {1 +2, 0}}; X = {{X1, X2}, {X3, X4}};

Reduce[a. X == b]

== -28&8Xx1 == g&&xZ == —%&&x3 == —g&&x4 = 1

5

Se A # —2: non esistono soluzioni;
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(4 2
5 5
sed=-2: X=
2 1
5 5
[22]

a={{3, -1}, {1, 2}, {2, h}}; b= {{1, 1, -1}, {0, 1, 3}, {0, k, h+K}};
X = {{X1, X2, X3}, {x4, X5, x6}};

Reduce[a. x == b]

h == 4&8k == 2&8x1 == g&&XZ == g&&
1 1 ! ! 10
X3 == ?&&X4 == —?&&XS == ?&&XG ==

Se h+ 4 o k £ 2: I’equazione matriciale AX = B & incompatibile;

v 12 3 1
seh_4ek_2.x_7(_1 5 10).

L’equazione X’A = B & priva di significato.

[23]

a={{2, -1}, {h, 2}, {1, 0}}; b= {{3, -1, k}, {-2, O, -3}, {4, -k, 1}};
X = {{X1, X2, X3}, {x4, X5, x6}};
Reduce[a. x == b]

== 388k == 2&&x1 == 4&&

X2 == -2&8&X3 == 1&&x4 == 5&8&X5 == -3&8&x6 ==

Se h+ -3 0 k # 2: I’equazione matriciale & incompatibile;

v (4 -2 1
seh:—3ek=2.X_(5 _3 0).

[24]

a={{1, 2, 1, -3}, {0, 3, 1, 5}, {1, I, O, -8}};
b={{2, 1}, {0, 1}, {(m-3, 0}};
X = {{X1, X2}, {X3, x4}, {X5, X6}, {X7, x8}};

Reduce[a. X == b]

| == -18&&m==588x1 == 2 + X3 + 8 X7&&
X2 == X4 + 8 X8&&X5 == -3 X3 -5X7&8x6 ==1 -3 x4 -5x8]| |
mM==5+X3 +| X3&8&X1 == 2 + X3 + 8 X7&&X2 == 8 Xx8&&
X4 == 0&8x5 == -3 X3 -5x7&8x6 ==1 -5x8&&1 +| #0

Se A # —1: I’equazione matriciale ammette infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:
Xs=(a,b), a,beR;

se A = -1, u # 5: non esistono soluzioni;

se A = =1, u = 5: esistono infinite soluzioni che dipendono da due vettori liberi:

X4 =(a,b), X3 =(c,d), ab,c,deR.
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[25]

a={{1, -1, 2, 3}, {-1, O, 5, 6}, {3, h, -1, 0}};
b= {{11 _1}1 {5! _3}! {k! _1})1'
X = {{X1, X2}, {X3, x4}, {X5, X6}, {X7, x8}};

Reduce[a. X == b]

1 1

—— _342x3+hx38x1 == = (-3 +2x3+x5) 2::7(17 +x6)&&
) . 3 1 3 !5, 2+n

x4==—m&&x7==§(6+x3—7x5)&&x8==§(—4—m—7x6)

Se h = —-2: non esistono soluzioni; se h # —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:
X4 =(a,b), a,beR.

[26]

A= {{11 1}1 {2! k}! {_1! h}},‘
B={{0, -1}, {1, 1}, {0, k}}; X= {{x1, x2}, {X3, x4}};

Reduce[A. X == B]
== -188K == 18&8&X1 == 1&8X2 == 2&8&x3 == -1&&x4 == -3

1
-1

Seh=-1lek=1: X= ( _23 ); in tutti gli altri casi non esistono soluzioni.

(27]

A= ({1, 1}, {h, -1}, {1+Kk, 3}};
B={{-1, 0}, {k, 0}, {0, 1}}; X= {{x1, x2}, {X3, x4}};

Reduce[A. X == B, {x1, X2, x3, X4}]
h==-18&8k == 1&&x1 == -3&8x2 == -1&8&x3 == 2&8&x4 ==1

3 ); in tutti gli altri casi non esistono soluzioni.

Seh=—1ek=1:X=( 5 1

(28]

A={{1, O, -1}, {2, 1, 3}, {-4, h, K}};:
B={{1, -3}, {1, 0}, {3h, -6}}; X = {{X1, X2}, {x3, x4}, {x5, X6}};

Reduce[A. X == B, {X1, X2, X3, x4, X5, x6}]

Xl::4+h5 k_ &&X2::'3(42++ir1 g
X3::1%+55h+k&&x4::—56(1f+k)&&x5::—4(1+h)&&
64(i35+|?1>—k 4+5h-k 4+5h-k
x6 == — 2" ¢83.h+08&-4-5h+k+0]]
3&1><+15h_§+k&&x2 388x3 == 20 "X gexa -- 688
T 8: 11+ k T T 114k -
X5 == - 88X6 == 08811 +k # 08&-4 -5h+k #0

X’A = B non ha senso.

AX = B ammette una soluzione se —4 —5h + k # 0, allora:

h-k _3(—2+3h—k)
4 +5h -k 4 +5h-k
X = 16 + 15h + k _6(11+k)
4 +5h -k 4 +5h-k
41+ h) 6(3+h)

" 4+5h-kK 4+5h—kK
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In tutti gli altri casi I’equazione & incompatibile.

5&1—6 5/\2+7 5/\3—7 5&4—9
[29] X =| -9A1—-14 -92,-9 -923-22 -9A4-19 |, A1,A2,A3,4 €R.
A Az A3 Aq
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Soluzioni - Calcolo vettoriale

<<Graphics*“Shapes*;

ConeRadius=0.1;

Arrow3D[
{x1_,y1 ,z1 3%,
{x2_,y2_,z2_},
nome_String]:=

Block[
{dx,dy,dz,rho,rhoxy,g,91,92,93, 1, theta,psi},
CompoundExpression[
dx =x2-x1;
dy =y2-yl;
dz =z2-z1;

rho = Sqrt[dx 2+dy 2+dz"2];
rhoxy = Sqgrt[dx~2+dy~2];
(* Calcoliamo ora gli angoli di Eulero *)
theta = If[rho==0,0,ArcCos[dz/rho]];
psi = If[rhoxy==0,
o,
1f[dx>=0,
ArcCos[dy/rhoxy],
2Pi-ArcCos[dy/rhoxy]1];
g =Graphics3D[Cone[ConeRadius,ConeRadius,10]];
gl = TranslateShape[g,{0,0,rho-ConeRadius}];
g2=RotateShape[gl,0, theta,psi];
g3 = TranslateShape[g2,{x1,yl,z1}];
1 = Graphics3D[{Thickness[0.005],
Text[StyleForm[nome,
FontSize->24,
FontWeight->"Bold"],
{x2,y2,z2}],
Line[{{x1,y1,z1},{x2,y2,z2}}1}1;
{1.93}11:
Arrow3D[{x1_,y1 ,zl1 },{x2_,y2 ,z2 }]:=Arrow3D[{x1,y1,z1},{x2,y2,z2},""];
Arrow3D[{x2_,y2_,z2_},nome_String]:=Arrow3D[{0,0,0},{x2,y2,z2},nome];
Arrow3D[{x2_,y2_,z2_ }]:=Arrow3D[{0,0,0},{x2,y2,z2},"""];

Programma scritto dal prof. Stefano Berardi per la rappresentazionne grafica dei vettori nello spazio.
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(1]

a={h, -1, 3}; b=(1, -h, k}; c={-2,0, k}; X={X, Y, 2};

Reduce[Cross[a, X] + Cross[X, b] ==c, X]

h::l&&k::O&&x::O&&y::%H
> kz 1 2
“3k+k ==2—2h&&x:=7&&y==§k(_l+h+z & -1+h+0
h-1 h-1
Sek=h-1: Xz(T)L,l+ T)L,/\), AeER;

se k # h—1: non esistono soluzioni.

[2] aA(aAc)=-lal’c; a-(alAc)=o.

(3]

a={1, 2, 0}; b={0, 1, 1};

ab = Cross|[a, b]
{2, =4, iy
c =Cross[a, Cross[a, bl]

{2, -1, -5}

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, b1,
Arrow3D[ab, a”b], Arrow3D[c, a~ (a"b) 1]

bL

- G aphi cs3D
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B = (a,aAb,aA(aAb), peresempio.

(4]

113

a={1, 2, 0}; b={0, 1, 1};

a. b
2

<< LinearAlgebra“Orthogonalization®

vl = b -Projection[b, a]

2 1
{351
V2 = a-Projection[a, b]
i, i, =iy

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, bl, Arrow3D[v1, v1], Arrow3D[Vv2, v2]]

4]

- G aphi cs3D

i) No;

[S21)N]
H+
all =
H+
BN
~——

i) vp = (£1,+1,F71), vy= (:

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



114 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

(5]
a={1,1,0}; b={2, 0, 1};
a.a-b.b
-3

2 1 1
\z " % B

7w v

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

bl = Normalize[a] + Normalize[b]

b2 = Normal ilze[a] - Normalize[b]

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, b]l, Arrow3D[b1l, bl],
Arrow3D[b2, b2], ViewPoint- > {0. 499, -2.226, 0.084}]

- G aphi cs3D

i) No;
V2 A5 V2 B

(6]

a={1, 0, -2}; b= {0, 1, -1};

c =CrossIa, b]
(2,1, 13

Cross|[a, c]
{2, -5, 1}

B=(a,c=(2,11),aAc).
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(7]

115

a={1, 3, h};b={-1,5, 0}; c={1, -2, -1}; X={X, Y, Z};

Reduce[{Cross[a, c]. X==0, Cross[b, c].X==0, X.c/c.c==-1}, X]
h--_Saex ==% (—18+5y)&&2::% (30 ~11y) ||
X == -1&8y == 288z == 1&&8 +3h # 0

8 . .
Se h+ - 3 esiste una sola soluzione;

seh=- 3 esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(8]

u={2, 1, 3};v=1{0, 2, 3};
<< LinearAlgebra“Orthogonalization®

X = 2Prcijection[u, V] -u
27

3
{-2 5 &
Show[Arrow3D[u, u], Arrow3D[V, v], Arrow3D[X, X]1]

- G aphi cs3D

_( , 31 27)
*=\™ 13 13)
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(9]

u={2, 1, 3}; v={0, 2, 3};
<< LinearAlgebra“Orthogonalization*
Normalize[u] + Normalize[v]
{ 2z 4 & i}
7' /13 /14’ /13 /14

Normalize[u] - Normalize[V]

{f 2 1 3 3}
7' V13 Y1a' Vi3 via

b_(\/ﬂ 13V14 + 2813 39v14 + 42/13)
"L 7 182 ' 182 J
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(10]

117

a={1, 2, 3}; b={-1, 3, -1}; c={0, 1, 1}; x= {xX1, X2, x3};

Solve[2 (x.a) b+ Cross[x, b] == ¢, X]

Xlei, XZ%—A, X3 -0
11 11

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, b], Arrow3D[c, c],
Arrow3D[ {5/ 11, -2/ 11, 0}, x], ViewPoint- > {0. 09, -2.28, -0.02}]

- G aphi cs3D

5 2
X—(ﬁ,—ﬁ,o).

[11]] (@a+b-c)-(a—b+c)A(-a+b+c)=—-4a-bAc.
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[12]

Show[Arrow3D[ {1, 1, 1}, ul, Arrow3D[ {1, O, 0}, v],
Arrow3D[{1/ 3, 1/ 3, 1/ 3}1, Arrow3D[{2/ 3, -1/ 3, -1/ 3}11

- G aphi cs3D
_1 +(E 1 1)
vV=3" 3 T3 3)

[13] Usare le definizioni e le identita trigonometriche.

(14]

u= {2, 2, -2}; v=1{1, 0, 1};

m={u, v, Cross[u, v]}
{{2, 2, -2}, {1, 0, 1}, {2, -4, -2}}

LinearSolve[Transpose[m], {1, -3, 2}]

{,E%i}

3’2" 12

- g +§ +i( AV)
VvV = 311 2V 1211 V).
[15]

u={1, 0, -1}; v={1, 1, 0}; x = {x1, X2, x3};

Solve[{Det[{u, V, X}] ==0, X. (U+V) ==0, X. X == 1}, X]
{{x1-0, X2 5 -, X3—>—i}, {x150,x2- 2L ox3s i}}

V2 V2 V2 V2
x:[O,i%,ig}
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[16]

119

u={1, -2, -1}; v={1, 1, -1}; x = {x1, x2, x3};
u. v

0

Solve[{Cross[u, X] ==V}, X]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{X1->-1-x3,x2->1+2x3}}

Show[Arrow3D[u, u], Arrow3D[v, v], Arrow3D[{-1, 1, 0}, X],
Arrow3D[{-2, 3, 1}, x], Arrow3D[{O, -1, -1}, X1,
Arrow3D[{-3, 5, 2}, x], ViewPoint-> {1. 88, 0.09, -0.02}]

- G aphi cs3D

x=(-1-1,1+21,1), AeR.
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(17]

Show[Arrow3D[ {1, 1, O}, ul, Arrow3D[{O, 1, 1}, v],
Arrow3D[ {3, 7, 4}, a]l, Arrow3D[ {4, 6, 5}, X],
Arrow3D[{2, 8, 3}, X], Arrow3D[{6, 4, 7}, X]11]

- G aphi cs3D

x=B+AL,7-1,4+1), AeR.

(18]

u={1, -1, h}; v={2,0, h}; w={-2, 1, 0}; X = {X1, X2, x3};

Reduce[{X. u==0, X. V/ V.V ==2, Det[{X, V, w}] == 48}, X]
== -288x1 == 8 + x3&8&X2 == 8 - x3| |

_ _ 2 3 _ 2 3
Xl==4( 2+7h-2h“ +h?) 2::_2(4+10h 2 hc +h°)

6 (8 3hnn2 ~2+h
x3==-¥&&-2+h¢o&&2+h¢o&&4+h2¢o

-2+h

Se h # =2 esiste un solo vettore x,

se h = 2 non esistono vettori x,
se h = -2 esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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[19]

121

a={1,0, -1}; b=(2, 1, 2}; X={X, Y, 2};

Solve[{Cross[a, X].Cross[a, X] == 36, Cross[a, b] == X}, X]
{{y->-4,x-1,2-51}}

LinearSolve[Transpose[{a, b, {1, -4, 1}}1, {4, -1, 3}]
{l 13 11}

2’ 9’ 18

i) x = (1,-4,1). ii)c:(l 13 11).

2'9'18

[20]

a={2,1,1}; b={0, 1, 1}; x= {2, 0, 4};

LinearSolve[Transpose[{a, b, x}1, {4, -1, 3}1]
{1, -2, 1}

i)x=a+b+AaAb), A eR.
ii)c=a-2b+x,sex=(20,4).

[21]

x={1, -1, 201}; y={1, 1, -2}; z= {1, O, 0};

Solve[Det[{X, ¥, z}] ==0, 1]
{{l--13, {1 -1}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

Solve[Cross[Normalize[y] + Normalize[z], X] == {0, O, O}, 1]
{}

Solve[Cross[Normalize[y] - Normalize[z], Xx] == {0, O, O}, 1]
{}

i) A==1. ii) No.

[22]

al={1, 3, -2};a2={-2, a-6, a+4};
a3={-1,a-3, a2+a+1};b={0, -2, a-1};

Solve[Det[{al, a2, a3}] ==0, a]
{{a->-1}, {a=>0}, {a~>1}}

LinearSolve[Transpose[{al, a2, a3}/ . a-» 2], b/. a-» 2]
{-3, -2, 1}

I) aé {-1,0,1}; II) b = —3a; — 2a, + as.

(23]

ul=(1, 1, 2};u2= {2, -1, 3}; u3= {3, 0, h};

Solve[Det[{ul, u2, u3}] ==0]
{{h->5}}

h+5.
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[24]

u={1, 3, 2};v={-2 1, 1};w={t, 0, -1};
RowReducia[{u, V}1] 5
{{t.o. -7} {o. 2. 7}}

Solve[Det[{u, v, w}] == 0]
{{t =7}}

Solve[ (W .t-7) ==au+byv, {a, b}]
{{a->1,b->-3}}

t=7;w=u-3v.

[25] dim(E; NE1) =1, E; NEL = £(2i +3j - 3k).

[26]

a={0, 1, 2};b=(3, -1, 1}; c= {-1, 2, 2};

p=(7:- éc. 1C3ross[a, b1)/ (Cross[a, b]. Cross[a, b]) Cross|[a, b]

{’6’ 3’ 6}

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, b], Arrow3D[c, c],
Arrow3DI[p, pl, ViewPoint-> {1. 63, 0.09, 3.59}]

- G aphi cs3D

Universita di Torino




Capitolo 12 — Soluzioni - Calcolo vettoriale

(27]

123

vl={-1, -2-2Kk, -2};Vv2={1, -2+2k, -2}; v3={4, -7-Kk, 8};

Solve[v3 ==avl + bv2]
Ha»%, b -0, k%—g}}

i) k:—g. ii) va = —4v1.

(28]

a={1, 2, 1}; b={2, -1, 1}; c= {1, -1, 0};

Det[{a, b, c}]
2

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

g= GramSchmidt[{a b, c}1
{{ &=
\/‘

ARV ENITERR

Show[Arrow3D[a, a]l, Arrow3D[b, b], Arrow3D[c, c],
Arrow3D[g[[1]11], Arrow3D[g[[2]1]1], Arrow3D[g[[3]111]

-
%/

\\‘ N

\\I}

Wy

@
Qo

- G aphi cs3D

ii) Per esempio: e; = (? ? ?]

V210
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[29]

u={1, 0, -h}; v=1{0, h, -1}; w= {h, 2h, -1};

Solve[Det[{u, v, w}] == 0]
{{h-0}, {h>-i}, {h>1i}}

Solve[Cross[u, V] == {0, 0, 0}]
{}

Solve[{u.v==0, uuw==0, v.w==0}]
{}

(L:JL- gu. Cgoss[v, w])/ (Cross[v, w]. Cross[v, w])Cross[v, w])/.h-2

{6’6”5}

i) h=0. ii)No. iii) No. iv)(%,g—}).

[30]

u={1, -1, 0}; v={1, 0, 1}; X={X, Y, 2};

Solve[{X.u==0, X.v==0, X. X==1}, X]

{{ye—i Z%l X%—i} {yei Ze—l X%i}}
V3 VE YERN V3’ 37 B

1

—(-i-j+k).

V3

[31]

u={2h, -1, h}; v={h, -1, 0}; w= {1, -h, 0};

Solve[Det[{u, v, w}] == 0]
{{th- -1}, {h->0}, {h>1}}

Solve[Cross[u, V] == 0]
{{h>0}, (h->01}}

)h=0,h==1. ii))h=0.

[32]

a={2, 2 h}; b={1, -1, 2h};
Solve[Cross[a, b]. Cross[a, b] == 56]
(fho2 2} fho2 [2])

Solve[a. b == 0]
{{h-0}, {(h->0}}

Solve[Cross[a, b] == 0]
{}

. /5
i)h==2 7

ii) Si per h = 0, no perché le loro proiezioni ortogonali sul piano vettoriale individuato da i e da j sono ortogonali.
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[33]

u=1{1, 0, 1}; v={0, 1, 1}; X={X, Y, Z};

Solve[{X.Cross[u, V] ==0, X.u==0, X. X==2}, X]

2 1 1 2 1 1
{{ye—ﬁ,X%ﬁ,Z%—\E}, {yeﬁ,Xe—ﬁ,Z%ﬁ}}

LinearSolve[Transpose[{u, v, Cross[u, V]1}1, {1, 0, 0}]

G5y

.3 (2 1 1
I)i?(l,—Z,—l). ||)(§,—§,—§).
[34]

u={1, 2, -1}; v={1,0, 2}; w={-t, t, €+2}; W = {X, Y, Z};
Solve[Det[{u, v, w}] == 0]

{fr--g}l

Solve[w==au+bv]
{{ae—g, be%, t —>—g }

Solve[{t==-1, Ww.u==0,

Hyaf3 ;—g,x»4 23_9'2972&}'
3

=
<
1]
]
o
=
E\
]
]
=
=
o)
=

i) w’ 43 3V3 243

[35] Se lIixlI? = llyll?, dalla definizione di norma e dalle proprieta del prodotto scalare, segue:
(x+y)-(x—1y)=0. Il viceversa si ottiene in modo analogo.

[36] Siassume che lIxII? = llyll?. Dalla formula del prodotto scalare, segue:
COS(x,X +y) =CoS(y,X +y) € CoS(X,X —y) = COS(Y,X —¥).
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(37]

u={I, -1, 1};v={1, 2, 1};w= (I, -1, 1};

Solve[Det[{u, v, w}] == 30]
({13 [1-vam)]. 1+ 5 (2o v2m9] )

A =Solve[Det[{u, v, w}] == 0]

(-2} 0]

v.w/ .A[[1]1]
-3

v.w/ .A[[2]]
0

1=2;

Det[{u, v, w}]

5
LinearSolve[Transpose[{u, v, w}], {0, 1, 0}]
b5 )
5" 5
i) A = 11\/249_
4
ii)yA=—=.
iii) j 2 !
= _-V-—- -W.
I8V 75
[38]

a={t, -1, 3}; b={1, -2, 1};c= {1, -1, -1};
d={1, 3, -t}; x={x1, x2, x3};

Reduce[ {Det[{X, a, b}] == 0, Cross[X, c] ==d}, X]
t == 28&8x1 == 18&&%2 == 1883 ==

a=2,x=(1,1,2).
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Soluzioni - Sottospazi vettoriall

Base[L.] :=
IFf[Not[MatrixQ[L]],
Print[
L’argomentonon é una listadi vettori di uguale dimensione],
base = {}:
{l, dim} = Dimensions[L];
zeros = Table[O, {dim}];
Print[Vett. Base];
Do[ {nuovabase = Append[base, L[[1]]],
If[Last[RowReduce[nuovabase]] # zeros,
base = nuovabase],
Print[i, , base] }, (i, 1}];
Print[Risultato]; base]

Questo programma, scritto dal prof. Stefano Berardi, permette, dato un insieme di vettori dello stesso spazio
vettoriale, di estrarne una base, usando il metodo degli scarti successivi.

(1]

m={{1, 1, 2}, {2, -1, 3}, {3, 0, h}};

Solve[Det[m] == 0, h]
{{h->5}}

h+5.
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(2]

ul={1, -1, 0, 1};u2=¢2, 1, 1, 0}; u3= (3, 0, 1, 1}; ud = {0, 1, -1, 0} ;

L = {ul, u2, u3, ud};

B = Base[L]

Vett. Base

1 ({1, -1, 0, 1}}

2 {{1, -1,0, 1}, {2,1,1, 0}}

3 {{1, -1,0, 1}, {2,1,1,0}}

4 ({1, -1,0, 13, {2,1,1, 03, {0,1, -1, 0}}
Ri sul tato

{{1, -1, 0, 1}, {2, 1, 1, 0}, {0, 1, -1, 0}}

Solve[Det[A = {ul, u2, u4, {1, -1, 2t-8, t+1}}] ==0]

{{t >2}}
Vv=A[[4]1/.t>2
(1, -1, -4, 3}

LinearSolve[Transpose[{ul, u2, u4}], v]
{3, -1, 3}

(u11u21u4)1 t= 21 (31_113)

(3]

u={1, 3, 2};v={-2,1, 1};w={t, 0, -1};

ROWRedUCf[{LI, V}1] 5
{{ro -7} {o. 1. 7}

Solve[w==au+byv, {t, a, b}]
{{t »7,a-1,b--3}}

t=7, (1,-3).

(4]

ul=(1, 1, -1};u2={2, -1, 1};vl= {1, 2, -1}; v2 = {-1, -1, 2};

Reduce[xul + yu2 == zv1l+ wVv2, {X, Y, Z, W}]

8w w
X == —?&&y == §&&Z == -W
-wv1+wv2

{-2w, -3w, 3w}
dim(WiNWy) =1, Wi N W, =L(2,3,-3)).

Universita di Torino



Capitolo 13 — Soluzioni - Sottospazi vettoriali

129

(5]
a={2,0,1,0};b={-1,1,0, 1};c={0, 3, -1, -1};e= {1, 1, 5, 4};
f={0, 3, -2, 1};9={2, 7, -16, -5};v = {5, -h, 1, h};
L={a, b, c};
B = Base[L]
Vet t . Base

1 {{2,0,1, 0}}
2 {{2,0,1,0}, {-1,1,0, 1}}
3 {{2,0,1, 0}, {-1, 1,0, 13, {0, 3, -1, -1}}

Ri sul tato

{{2,0,1, 0}, {-1,1,0,1}, {O,3, -1, -1}}
Solve[Det[{a, b, ¢, v}] == 0]

{{h->-2}}

h=-2

Solve[v==xa+yb+ zc, {X, Y, z2}]
-2

{{x=>2,y>-1,2->1}}

i) h=-2,(2,-1,1). ii)Peresempio: ‘W3 = £((0,1,5,0),(0,0,2,0)).

[6] Peresempio: x+2y—z+t=0,y+z-t=0.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica




130 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

(7]

Solve[{x +2y ==0, 2t == 0}, {X, VY, z, t}]
Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{Xx->-2y,t >0}}

L=
{{1, 2, 0, 1}, {2, 4, -1, 1}, {0, O, 1, 1}, {1, 2, 4, 5}, {1, -1, O, 5}};

B = Base[L]

Vett. Base

1 ({1, 2,0, 1}

2 {{1,2,0,1}, (2,4, -1, 1}}

3 ({1, 2,0, 13, (2,4, -1, 1}}

4 {{1,2,0, 1}, {2,4, -1,1}}

5 ({1, 2,0, 13, {2, 4, -1, 1}, {1, -1, 0, 5}}
Ri sul tato

{{1, 2,0, 1}, {2, 4, -1, 1}, {1, -1, 0, 5}}
A={LI[I[111, L[I2]], LLI51], {-2, 1, O, 0}, {0, O, 1, O}};

RowReduce[A]
{{1, o, o, 03, {0, 1, O, O}, {O, 0, 1, O}, {O,0,0, 1}, {O,0,0,0}}

B =XA[[1]1]1+ YAIL[2]1]1 + zA[[31]; F= tA[[4]]1 + WA[[5]];

Solve[B==F, {X, VY, z, t, w}]

Solve ::”” svars’ : Equat5i ons mag not give solutions for all solve variables.
w w

{{Xeszl—GW,y%—W,Z%—%,ta%}}
Fl . %

3w 3
{-= 3% o}

Solve[{l, 2, 3, 4}y ==B+F, {X, Yy, z, £t}1[[1]]

1 5w 3w
{Xa% (182-51w), y > -3+w 2> >, t %%}

Simplify[B/ . %]
{1+%V, 272—;", 3w, 4}
Simg!Nifg[V!I:/.%%]
SO

i)dimH =2, H=L((-2,1,0,0),(0,0,2,0)), dim¥K = 3,
K=1L(1,2,01),2,4,-1,1),(1,-1,0,9)).

i) H+K=R* dimHNK) =1, HNK = L(-6,3,26,0)).

13 26 13726

ans-ss-af(3 D)2 (3 1)
reard( S8 )2 8)

i) (1,2,3,4):(1+ 3 oo i|<,3—|<,4)+( 3 i ik,k,o), KeR.
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[9] K non é un sottospazio vettoriale. dimH = 2;
10 ] [ 0 1 ]]

11, 3 1.
2 5 -1 5

A:={{1, 2, 0, 3}, {-1, 1, 3, 0}, {O, O, 1, 1}, {1, 1, O, O}}

H=L

[10]

Det[A]
-9

i)dimH =2, H=L(1,2,0,3),(-1,1,3,0).

i) dim(H + %) = 4, Ho K.
(11]

m={{1, 2, -1, 0}, {1, O, 2, -1}, {O, 2, -2, 1}, {4, 1, -2, 3}};

Det[m]
-13

LinearSolve[Transpose[m], {1, O, O, 1}]
{ 10 7 8 4 }

© 13’ 13’ 13’ 13
Solve[{X1+2%x2 ==0, X1 +Xx4 ==0, X2 + 2x3 == 0}, {X1, X2, X3, x4}]
Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{xl - -X4, X2 > % X3 > —XT}}

. 10 7 8 4
|) A= _EA1+ 1—3A2+ 1—3A3+ 1—3A4

pama-sa-d( 3)(2 32 2)
seseaf( 3 2)(17)
smare-aavs- (2 32018 (7 2))

clim(ﬂmz;)=1,ymz;=5((‘11 o ))

[12] i) dimH = 2, H = £((2,0,1,0),(0,0,0,1));
dimK =3, K= /L(0,2,1,-1),(1,-2,1,1),(1,2,7,1)).

i) dim(H + %K) = 4, H+ K = £(2,0,1,0),(0,0,0,1),(0,2,1,-1),(1,-2,1, 1)).
[13] Si.

[14] ii) d = (0,0,0,1) per esempio. iii) H K.
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[15]

Reduce[{x+Yy+Z==0, X+ hy + (2-h) z==0,
-X-h"2y + (8h-4) z == 0}, {X, Y, 2}]
= 188X == -y -z | |h == 28&x == -228&8y == 7| |

h =
X == 0&8y == 08&z == 0&& -2 +h + 0&&-1+h # 0

Se hé& (1,2} W ={0};

seh=1: W= .(-1,1,0),(-1,0,1);

seh=2,W=/,((-2,1,1)).

ii)Se h & {1,2}): R3;se h=1: £((1,0,0)) per esempio; se h=2 £((0,1,2),(0,0,1)) per esempio.

1 0 3 0 -1 2 0 0 O 0 01 0 0O 0 0O
[16] 8= 0O 0 2|,/ -1 1 O(ffO S5 2 |,/]O0O O OY|,fO0 O 1|0 0O

320 2 0 0 0 2 -6 1 00 010 0 01
(17]

A= {{6, -9}, {4, -6}}; X={{xX1, X2}, {X3, x4}};
Solve[A. X == X. A, {X1, X2, X3, x4}1]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

{{xl—>3x3+x4, X2 - _ﬁ}}

Solve[A. X == -X. A, {X1, X2, x3, x4}1]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
9x3
{15 x4, x25 +3x4}}

Solve[{A. X==X. A, A. X == -X. A}, {X1, X2, X3, x4}1]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

Hxlafx4, X2 - % X3e—%}}

Al = {12, -9, 4, 0};A2={1, 0, O, 1}; A3 = {0, 9, 4, 0};
A4={-1,3,0 1};c={0, h-2, 0, h-3};
d=Solve[c==XAl +YA2 +zA3 +WA4, {X, Y, z, w, h}1[[1]]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

Simpl3ify[(x/.d[[1]])A1+ (yl.d[[2]])A2]
fw 2 1w, 2 (Lew, 2w

Simplify[(z/.d[[3]1]1)A3+ (W .d[[4]])A4]

[
{—W, 3 (12+W>, 7% (-1 +w), w}

vr=el(% 56 2)) o2 3) (7 1)
rng-z((§ 7))

ree-e(2 ) (5017 3)
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w —§(—1+W) -w §(1+W)
ii)h=-50C=| , 2 ,Co = 2 , WeR.
§(—1+W) 2-w —§(—1+W) w

(18]

Solve[{X1l +2x3 +Xx4 == 0, X3 -x4 == 0}, {X1, X2, X3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{X1 - -3x4, X3 >x4}}

a={1,0,2 0}; b={0, 1, -1, 1};c = {3, -2, 8, -2};

L={a, b, c}

B = Base[L]

{{1, 0, 2, 0}, {0, 1, -1, 1}, {3, -2,8, -2}}
Vett. Base

1 {{1,0,2,0}}

2 {{1,0,2,0}, (0,1, -1, 1}}

3 ({1,0, 2,03, (0,1, -1, 1}}

Ri sul tato

{{1, 0, 2, 0}, {0, 1, -1, 1}}

e={0,1,2 1}; f=(2 1, 3, 1};9= {1, -2, 4, -2};
L1={e T, g};

Bl = Base[L1]

Vett. Base

1 {{0,1, 2 1}}

2 {{0,1,2 13, {2,1, 3,1}}

3 {{0,1, 2, 13, {2,171, 3,13, {1, -2, 4, -2}}

Ri sultato
{{0, 1, 2, 13, {2, 1, 3, 1}, {1, -2, 4, -2}}

L2 = {a, b, e, T, 0}

B2 = Base[L2]
{{1, 0, 2, 0}, {O, 1, -1, 1}, {O, 1, 2,1}, {2,171, 3,1}, {1, -2, 4, -2}}

Vet t. Base

1 {{1,0, 2, 0}}

2 {{1,0,2, 0}, (0,1, -1, 1}}

3 {{i,0, 2,0}, {O,1, -1, 13, {0, 1, 2, 1}}
4 {{1,0, 2,0}, {O,1, -1, 13, {0, 1, 2, 1}}
5 ({1, 0, 2,0}, {0, 1, -1, 1}, {0, 1, 2, 1}}

Ri sul tato
{{1, 0, 2, 0}, {0, 1, -1, 1}, {0, 1, 2, 1}}

A=x {0,1,0, 0}+y{-3,0,1, 1} ;B=ze+tfF+wg;
Solve[A==B, {X, VY, z, t, w}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x->15w, y >15w, z 40w, t - -23w}}

Al %
{{-45w, 15w, 15w, 15w} }
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i) W1 =2£L(0,1,0,0),(-3,0,1,1)), dim W, = 2.
i) W» = £((1,0,2,0),(0,1,-1,1)), dim W, = 2;
Wi =£(0,1,2,1),(2,1,3,1),(1,-2,4,-2)), dim W3 = 3.

III) WZ + Wg = Wg, Wl N (Wz + Wg) = L((—B, 1,1, 1)), dlm((Wj_ N (Wz + Wg)) =1;

[19] H non & un sottospazio vettoriale;

[20] No.

[21] W1 ={(-2t3 — 3ty —t3,13,12,11), t1,t2,t3 € R} € W, ={(0,0,0,1), A € R} da cui segue la tesi.

[22] dim(WiN W) =2, WiNW,=L((1,2,0,0,0),(0,8,-8,3,1)),

dim(‘Wy + W,) =5.

[23] dim(WiNWy) =2, WiNW,=L(0,0,3,20),(0,0,3,0,2),

dim(‘Wy + W,) =5.

[24] i) dim Wi =3, Wi=£(1,-2,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1));
i) dim W, =2, W, = La,b).
iv) Ws = £((1,-2,0,0,0),(1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0)).

[25]

m={{1, 2, -1, 0}, {O, 3, -1, -2}, {1, -1, O, 1}, {8, 2, -1, 1}};
a={2, -1, -1, 2};

LinearSolve[Transpose[m], a]
{2, 0, 3, -1}

2 -1
(_1 5 )=2A1+3A3—A4.
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[26]

a={1, 2 0}; b={0, 2,1};d={0, 1, 0}; c= {1, 2, 3};

LinearSolve[Transpose[{a, b, d}1, c]

{1, 3, -6}
0 01
s =[(AB| 0 0 0|
100
0 01
i)C=A+3B-6/ 0 0 0 [
1.0 0

[27] i) Poiché dim U + dimV = 4 > 3 = dimR?, dalla relazione di Grassmann segue che dim(Z/ N V) = 1.
ii) Si possono avere solo i seguenti casi:

1. dim(UNV)=1sedim(U + V) =3, per esempio: U = £((1,0,0),(0,1,0)),

V= £((0,1,0),(0,0,1)), quindi U +V = £((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

2. dim(UNV)=2se dimU+ V) =2 =dimU = dimV, per esempio:

U=v=1~,L((1,0,0),(0,1,0).

(28]

al={(1, -2, 1}; a2={2, 1, 3}; a3 = {4, -1, -5}; a= {4, -11, -7};

Det[{al, a2, a3}]
-52

LinearSolve[Transpose[{al, a2, a3}], a]
{4, -2, 1}

ii) A=(4,-2,1) rispetto alla base 8’.
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[29]

Solve[{X1l+Xx2+x3==0, 2x2 + X4 == 0, X5 - x6 == 0},
{X1, x2, X3, x4, x5, x6}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{xl—>—x3+ﬁ x2e—ﬁ x5—>x6}}
2’ 2’

c={{1 2 3, -2, -3, 1}, {0, 1, 2, O, 1, 7},
{1, -1, 2 2,3, 1}, {2, -1, 1,0, -2, -12}};
B = Base|[c]

Vett. Base
1 {{1,2, 3, -2, -3,1}}
2 {{1,2,3,-2,-3,1},{0,1,2,0,1, 7}}
3 ({1, 2,3, -2, -3,1}, {0,1,2,0,1, 7}, {1, -1, 2,2, 3,1}}
4 ({1, 2,3, -2, -3,1}, {0,1,2,0,1, 7}, {1, -1, 2, 2, 3,1}}
Ri sul tato
{1, 2,3, -2, -3,1}, {0,1,2,0,1, 7}, {1, -1,2,2, 3, 1}}
A=x{0, 2, -1, 0, 1, 0} +y{O, 1, -2, 0, O, 1};
B=z{1, 0, 0, O, O, O} +t{0, O, 1, O, O, O}+

w{0, 0, 0, 1, O, 0} +u{0, O, O, O, O, 1};
Solve[{-1, -1, -1, 2,1, 1} ==A+B, {X, ¥, Z, t, w, u}1[[1]]
{x-1,y->-3,z->-1,t >-6, w->2, u->4}

A%
{0, -1, 5,0, 1, -3}

B/ . %%
{-1, 0, -6, 2, 0, 4}

a={{0, -1, -1, -1}, {1, O, 2, 1}, {1, -2, O, 1}, {1, -1, -1, 0}};

Det[a]
4
MatrixForm[Inverse[a]]
o L I
RO S
£ o1 202
2 21 1 2
15 5 0
0 -1 1 0 0 -1 01)(0 0 0 0
. 1 0 -2 0 1 0 00||lo o o0 1 o
N8=LIl 21 2 o0 ollo o oollo o o 1]ldmB=3
o 0 0 o)Jl-1 0o oo0o)lo -1 -1 o0
01 2 3 0 0 1 2 0 1 -1 2
) 1 0 -2 -3 0 0 0 1||-1 0 2 3
Me=Lll 5 2 0 11-1 0 o 7|1 =2 0o 1]
33 -1 0 2 -1 -7 0|l -2 -3 -1 0
dimC = 3.
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0O 0 2 -1 0O 0 1 =2
0 0 0 1 0 0 0 O .
D=Ll 5 0 0 o0 ||-10 0 1 [|d4mD=2
1 -1 0 O 2 0 -1 0
iii) 8+ C = AR**), non si tratta di somma diretta.
iv) D=DN(B+0).
0 100 0 0 0 1 0 0 0O 00 0 O
VE=L -1 0 0O 0 00O 0 0 10 00 0 O
B o o0oo0O0O}|l OOOO0|'TO -2 00]'JO O 0 1
0 0 0 O -1 0 0 O 0 0 0 O 0 0 -1 0
0 -1 -1 -1 0 -1 0 -6 0 0 -1 5
vi) 10 2 1| (1 0 2 0 0 0 0 1
1 20 1|7lo =290 4|71 0o o -3
1 -1 -1 0 -6 0 -4 O -5 -1 3 0

vii) detA =4, Al=

1 1 1

2 2 9 3
1 1

-1 - Z 0
2 2

[30] i) W=LAW. ii)U= L((

R CHIE

o -
o o
~~—
—
o o
N -
SN—
SN—

= O

J(3 2 ) wnv=o((G 2)

N -

(31]

a={{0, 1, 2}, {1, 3, 1}, {2, 1, 5}};

Det[a]

-13
MatrixForm[Inverse[a]]
14 3 5
BB 13

B 3 B

13 13 13

-2 0 0 1 20
0 101,02 0O
0 0O 0 01
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100 0 01 0 0O
i)B8=L]| 0 0 0f,]O0O 0O O0]|,[0 0 O
0 00O 100 0 01
11 11
ii)f1 3 1= 1 3 1 |+ 0 0 O
2 15 1 9
— 1 = e
3 > 5 0 >
435
13 13 13
iv) Al = 3 4 2
13 13 13
5 2 1
13 13 13
1 2 1 0 21 -1 0 1
vwec=Lll2 -1 3,2 13| 0 0 1|dmC=3.
1 3 0 1 3 2 1 10
0 1 -1 1 -1 0 -2 01
D=Ll 1 0 1 |,J]-1 0 1] 0 0 1 ]|;dmD=3
-1 1 0 0o 1 2 1 10

vi)Si, Vi) D=DNASC).

o 31
(5 4)

[33] ii) Per esempio: £((1,0,0,0)), £((0,1,0,0)).

o o
= O
~—
~———

N

ii)Alz(é

[34] U+V=L(1,3-2,23),0,1,-1,2,-1),(0,0,1,0,-1)); UNV = L((1,4,-3,4,2)).

[35] U=V =L(1,2,-1,3),(0,0,3,-8)).

(36]

X = {{X1, X2, X3}, {x4, x5, X6}, {X7, X8, x9}};
A= {{0, 1, 0}, {O, O, 1}, {O, O, O}};

Reduce[A. X == X. A, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, X7, X8, x9}]
X1 == X588X2 == X6&&X4 == 0&&X7 == 0&8&X8 == 0&8&X9 == x5

X1 X2 X3
I) 0 X1 X |, X1, %2, X3 € R..

0 0 X1
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)

0 00 0 0O 0 0O 0
L[ 0 0 0 |,
1 00 0 0O 010 0 00 0 0O 0 0 1

o
[N )

1 00)(0 1
i){lo 1 0,0
001){oo

iii) Per esempio:

—
—_——
o oo
o O o
[l

[EN
o
o
o
o
o
o
o
o o
o o
— O
o o
o o
o o
o o

~

o o
o o
o o
= O
o o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
= O
o -
o o
o o
o o
= O
o o

(37]

139

L={{1 -1, 0O, 1, 1}, {1, -2, -2, 1, 2},
{0, 1, 2, O, -1}, {-1, 3, 4, -1, -3}};

B = Base[L]

Vet t. Base
1 {{1, -1,
2 {{1, -1,
3 {{1, -1,
4 ({1, -1,

1}}

, 1y, {1, -2, -2, 1, 2}}
13, {1, -2, -2, 1, 2}}
, LY, {1, -2, -2, 1,21}

e N
i

Ri sul tato
{{1, -1, 0, 1, 1}, {1, -2, -2, 1, 2}}
Solve[{X1l-x4 +2x5==0, X2 +%x3 == 0}, {x1, x2, X3, x4, x5}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

{{X1 > x4 -2x5, x2 > -x3}}

RowReduce[{a= {1, -1, O, 1, 1}, b= (1, -2, -2, 1, 2},
c={1,0,01,0},d={-20,0,0, 1}, e= {0, -1, 1, O, 0}}1

{{1, o0, 0, O, 0}, {O, 1, O, O, O},
{0, 0, 1, 0, O}, {0, 0,0,1, 0}, {O,0,0,0, 1}}

A=xa+yb; B=zc+ td+we;

Solve[{0, 2, 0, 0, 0} ==A+B, {X, Yy, z, t, w}]
{{x->2,y->-1,z2->-1,t -0, w> -2}}

Al . %
{{1,0, 2,1, 0}}

B/ . %%
{{-1, 2, -2, -1, 0}}

i) W1 = £((1,-1,0,1,1),(1,-2,-2,1,2)),
W, = £((1,0,0,1,0),(-2,0,0,0,1),(0,~1,1,0,0)), da cui ‘W1 & W, = RS:
i) (0,2,0,0,0) = (1,0,2,1,0) + (=1,2, -2, -1, 0).

[38] i) W1=L(1,-1,0,2),(0,2,1,3), Wo=.L(2,0,1,3),(-1,1,0,0)),
Wi+ Wse=.L(1,-1,0,2),(0,2,1,3),(0,0,0,1)), WiNW,y=L(0,2,1,3)).
II) a] = 3(1, —1,0,2), az = (—3, 1, —1, —3)
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[39]

A= {{1, 3}, {0, -1}}; X = {{X1, X2}, {X3, X4}};
SOIVe[AX:: X. Al

Solve ::”’ svarg”é Equations nay not give solutions for all solve variables.
X
{{xa-0,x1- +xal}}

{2,3,0,0};c={1,0,0, -1};
{0, 0, 1, O};

a={1,0,0, 1};b=
d=1{0, 1, 0, 0};e=
B=xa +yb; F=zc + td+ we;

Solve[B==F, {X, VY, z, t, w}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

{{Xa—%, yeg, Ze%, W%O}}

(Wlm(W2=£(( L 3 )),(W1+(W2=[R2'2.

al={(1,0, -2, 0, 1};a2={0, 1, 0, -1, 0};
a3=1{0,0, -1, 0, 3}; x={1, 2, h, -2, 1};

Solve[x == x1lal + x2a2 +x3a3, h]
{{h->-2}}

i) W1 =£L(1,0,-2,0,1),(0,1,0,-1,0),(0,0,-1,0, 3)),

W, = £((1,0,0,-2,1),(0,1,0,0,0),(0,0,1,-1,1));

Wi1NWa=L(-2,-1,3,1)), W1 + W =R5.

i) h=-2.

[43] i) ‘W, & un sottospazio vettoriale di R® perché i suoi elementi sono soluzioni di un sistema lineare omogeneo;
si puo direttamente dimostrare che ‘W, ¢ chiuso rispetto alla somma e al prodotto per numeri reali.

i) dim Wy =3, (2,1,1,0,2),(-1,1,0,0,2),(0,2,0,1, 1)) & una base di W;.

dimW, =2, W, =,((1,1,0,0,1),(0,-1,1,0,0)).
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i) dim(Wy + Wo) =4, Wi+ Wy =/£(1,1,0,0,1),(0,2,0,0,3),(0,0,2,0,3),(0,0,0, 1, -2));

dim(WiNWy) =1, WiNW,=.,(2,1,1,0,2)).

(1 0O 0 0O 0 00
[44] Per esempio: ! 0 00,0 1 O0{(0 01 L
0 0O 0 0O 010

[45]

141

al={2, -1, 0, 4};a2={-3, 2, 4, h};
a3 = {5, -3, h, -1}; b= {14, -8, h, -1};
Reduce[xlal +x2a2 + x3a3 ==b, {x1, x2, x3}]
== -28&8X1 == 1&8&%2 == 1&&X3 == 3| |
11

25 7
h ==148&x1 == ?&&XZ == —5&&x3 =9

Se h & {—2, 14}: non esistono soluzioni; se h = —2 0 h = 14: esiste una sola soluzione.

[46]

al={1, 1, 0};a2=(0, 1, -1};a3={X, Yy, z}; b= {2, 3, -1};

Reduce[xlal + X2 a2 +x3 a3 == b, {x1, X2, x3}]

X==y +2&8X1 ==2 -X3y -x32&x2==1+%x32] |
X1 == 2&8&x2 == 1&8x3 == 0&&X -y -z + 0

i) VX, Y,z € R: I’equazione vettoriale ha sempre soluzioni;
il) VX, ¥,z € R/X # y + z: esiste una sola soluzione;
iii) VX, y,z e R/x = y + z: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

[47]

m={{1, -1, 1, 1}, {1, 1, -1, 1}, {-1, 1, 1, 1}};

Solve[Transpose[m]. {x1, x2, x3} == {8, 2, 0, 10}, {x1, x2, x3}]
{{X1 >4, x2-5, x3->1}}

X1 =4, =5, x3=1.

(48]

m={{1, 0, 1, 1}, {-1, 1, O, 3}, {-1, 1, 1, 4}};

Solve[Transpose[m]. {X, X2, x3} == {2, 0, 2, 3}, {x1, x2, x3}1]
{1

L’equazione & incompatibile.

[49]

a={h, -k, <h-2k}; b= {1, 2, h-k};
C={-2 -4 k-4}; d= {1, 2, 4-h};

Reduce[ax +by + cz==d, {X, VY, Z}]

h —- 188k -- 2882 ::% (-Lex+y) ||
2h::_k&&y::% (-4 -kx) ::%(—8—3kx)&&2+k¢0\\

== 4 +2h&Ex == 088z ::% (-1+y)& -1+h£0] |
X == 088y == 1887 == -1&& -4 +2h -k + 0882 h + K # 0
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Se h=1, k= -2: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;

se h=- 3 k, k # —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

se k=2h-4, h + 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

se h+ 1, k + —2: esiste una sola soluzione.

[50] H = L((-3,-6,0,1),(0,1,1,0)), per esempio: K = £((0,0,1,0),(0,0,0,1)).
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(51]

L={a={0,1,0, -1}, b={1, -2, 2, 1}, c={1, 0, 2, -1}};
Base[L]

Vet t. Base

1 {{0,1,0, -1}}

2 {{0,1,0, -1}, {1, -2, 2, 1}}
3 {{0,1,0, -1}, {1, -2,2, 1}}

Ri sul t at o

{{0, 1,0, -1}, {1, -2, 2, 1}}

Solve[{x1l-x2-x3==0, 2x2 + X3 == 0}, {x1, X2, x3, x4}1

Solve : :’ésvar s’ :3Equati ons may not give solutions for all solve variables.
X X

{{Xl - - X2 > —?}}

d={1, -1, 2, 0};e={0, 0, 0, 1};

L1={a, b, d, e};

Base[L1]

Vet t. Base

1 {{0,1,0, -1}

2 {{0,1,0, -1}, (1, -2,2, 1}}

3 {{0,1,0, -1}, {1, -2,2,1}}

4 ({0,1,0, -1}, {1, -2, 2,1}, {0,0,0, 1}}

Ri sultato

{{0, 1,0, -1}, {1, -2, 2,1}, {0,0,0, 1}}
A=xa+yb; B=zd+we;

Solve[A==B, {X, Y, z, W}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x->2z,y->2z, w>0}}

Al %
{{z, -z, 2z, 0}}

F:SOIVe[{l, h, h+1, —h} == A + B]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{h-1, w-1, x->3-2,y->1-2}}

Simplify[A/ . F]

{{1-2,1+2,2-22z, -2}}

Simplify[B/.F]

{{z, -z, 2z, 1}}

i) W= /,(0,1,0,-1),(1,-2,2,1)); Z = £((1,-1,2,0),(0,0,0,1));

W+ 2Z=2.L(0,1,0,-1),(1,-2,2,1),(0,0,0,1)), WN Z = L((1,-1,2,0))

i)h=1; i) 1,1,2,-1)=1-21+22-22-2)+(z2-22z1), ze R.
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(52]

Solve[{2x1 + X2 + x4 == 0, X1 - x4 == 0}]

Solve ::”’ gvar s’ s Ezquati ons nmay not give solutions for all solve variables.
X X

{{Xl g X4 - —?}}

Solve[{X1 + X2 -Xx3 +2%x4 == 0, X1 ==0}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

{{X1->0, x2->%x3-2x4}}

L={a={1, -1, 2, 3}, b={-1, -2, 0, 1}, c= {1, -7, 6, 11}};

B = Base[L]

Vett. Base

1 {{1, -1, 2, 3}}

2 ({1, -1, 2,3}, {-1, -2,0, 1}}
3 {{1, -1, 2, 3}, {-1, -2, 0, 1}}

Ri sultato
{{1, -1, 2, 3}, {-1, -2, 0, 1}}

x={0,1,1, 0};y={0, -2, 0, 1};

RowReduce[{x, Y, a, b}]
{{1, o, O, O3}, {O, 1, O, O}, {O,0, 1, O}, {0,0,0, 1}}

i) ‘W & un sottospazio vettoriale di R* perché formato dalle soluzioni di un sistema lineare omogeneo in 4
incognite. dim W, =2, Wi = £((1,-3,0,1),(0,0,1,0)).

i) W2 = £((0,1,1,0),(0,-2,0,1)); W5 = L(a,b).

iii) W, ® Ws = R?, quindi Wi N (Wr & Wa) = Wi

[53] W = L((-12,-1,4));se W & W’ = R3, allora per esempio:

W' = {(X1, %2, X3) € R¥/x; = 0} oppure ‘W’ = {(x1, X2, X3) € R¥/x3 = 0}.
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Soluzioni - Spazi vettoriali euclidel

(1]

al={1, 1, 0};a2= {1, -1, 1};

NullSpace[{al, a2}]
{{_11 11 2}}

V={X Y, Z};

Solve[Det[{al, a2, v}] == 12, V]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x>12+y+22z}}

) V= Lag=i-j-2Kk).

i) v = (12 + X2 + 2X3)i + Xoj + X3k, Xo, X3 € V3; I’insieme di tali vettori non costituisce un sottospazio vettoriale
di Vs.

1
iii) a = %(2i+4j—k)+ Si-i-2k.

(2]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

al={1, -2, 1, 3}; a2= {2, 1, -3, 1};

al. a2
0

GramSchmidt[{al, a2, {0, O, 1, 0}, {0, O, O, 1}}, Normalized -» False]
1 1 1 1 1 1
w213 21-30.{535350{-535035}}

111 11 1
(alla2|(§l§|§IO)I(_§I§|OI§))‘
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(3]

A= {{1, 3}, {0, -1}}; X= {{x1, x2}, {X3, xX4}};
SOIVe[AX:: X. Al

Solve ::”’ svarg”é Equations nay not give solutions for all solve variables.
X
{{xa-0,x1- +xal}}

a=Tr[Transpose[X]. {{2, 3}, {0, 0}}1:

b =Tr[Transpose[X]];
Solve[{a==0, b==0}]

Solve ::”’ svar s”2: quuati ons may not give solutions for all solve variables.
X
Hxl - -X4, X2 > T}}

weel(53) (5 2)) wee((T 32 0))

(4]

m={{3, 0, 4}, {1, 2, 0}, {2, -2, 4}, {4, 2, 4}};

b = RowReduce [m]

{{1, 0, g} {o, 1, -g} {0, 0, 0}, {0, O, 0}}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

GramSchmidt[{b[[1]], b[[2]1}]
6

3 4 8
{50 ) levm o5 5yl
A = GramSchmidt[{%[[1]1], %[[2]], {O, O, 1}}1
1208 e =5 =) iy 2 L
54/29" /29 5+/29 V29 /29" +/29

MatrixForm[Transpose[A]]

8

5 5 \ézg /29

0o > 2
/29 V29

4 6 3

5 529 29

A. Transpose[A]
{{1, 0, 03}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

v5=(508) (ovm v wvm)

")C:((gog)(sjﬁ %_552_9)(_&9 «/22_9 «/3;_9))

s 8 4
5 5v29 29
iii) A 0 > 2 ¢ la matrice del cambiamento di base da C a D
iii) A= — — i i i bas ;
V29 V29
4 6 3
5 5vy29 /29
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A = A1 & la matrice del cambiamento di base da D a C.

I EERA TR AEREREY.

l\)

[6] i) Lasomma R(A) + C(A) é diretta, quindi la loro intersezione & {o};
i) CA* = £((3,-2,1,0),(-4,1,0,1)).

(7]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization®

GramSchmidt[{{2, -1, O, 1}, {2, -1, 1, 0} }]

e 513 e

LR Y Y E_i
3" V6 Ve |'|V33 V66 V66 ||
(8]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization®

iyu-=2L

GramSchmidt[{{1, 1, 1}, {-1, 1, 0}, {-1, O, 1}}]
1 1 1 1 1 1
Hﬁ' ek ﬁ}' {*—2 N o}, {*%' NG

l\)

b)) [

[9] i) S

l\)
l\)

i) AL = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R¥ Xy — %o = X4 = X5 = 0} = ((— — ) (0,0,1,0, O)).

[10]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

GramSchmidt[{{1, O, 1}, {0, 1, 1}, {2, 1, 2}}]

(TR NEE IR )

(1 l) 1 2 1
_101_ [ ' =
2 2 6 V3 V6
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[11]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

GramSchmidt[{{-1, 1, 0}, {1, O, 1}}]

-

[12]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*
m={{%, 0, 1, -1}, {1, -1, 0, 0}, {0, O, 1, 1}};

RowReduce[m]
{{1, o, 0, -23, {0, 1,0, -2}, {0,0, 1, 1}}

Grar:rL\Schmidlt[m] 1
R T i1
2 3 1 1 1 1
w7 @z 5l
i (i i_i) 2 3 11 (OOLL)
VBV3 VB VB NSV VI V2 V2
[13]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

MatrixForm[
GramSchmidt[{{0, Sqrt[2]/ 2, -Sqrt[2]/ 2}, {1, O, O}, {O, O, 1}}11
1 1
0o - -
V2 A2
1 0 0
o L 1
V2 W2
0 V2 W2
2 2

Peresempio: A=| 1 0 0

S
S

(14]

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

GramSchmidt[{{-1, 1, O, O}, {1, O, 1, O}, {-1, 0, 0, 1}}]

1 1 2
{{- \f ( 0. of, {T’ﬁ’ 3’ Jt
1 1 3
{37 25 75 2))
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7ol o) o 3o ban a2

N
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Soluzioni - Applicazioni lineari

(1]

A={{2, -1, 1}, {1, 0, 1}, {-1, 1, -1}};

Nul ISpace[Transpose[A]]
{}

ker f = {o}.

(2]

A={{1,0, 1, 1}, {2, 1, 1, 3}, {1, 1, O, 2}};

Nul ISpace[A]
{{-1, -1, 0,1}, {-1, 1,1, 0}}

RowReduce [Transpose[A] ]
{{1, 0, -1}, {0, 1, 13, {0, O, O}, {0, O, 0}}

ker f = £((-1,-1,0,1),(-1,1,1,0)), imf = £((1,2,1),(0,1,1)).

(3]

A={{2, 1,0, -1}, {O, 1, O, 1}, {1, O, -1, O}, {2, 1, O, 0}};

Det[A]
-2

dimker f =0, dimimf = 4.

[4 M(fy=(u u us);

ker f; = {x e V3/ x 1L u}; imf; =R;

0 —U3 Uz
M(fa)=f us 0 —up |;
—U Uz 0

ker f, = {x € V3/ x/[u}, imf ={x e V3/ x L u}.
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(5]

151

A={{2, 1, -1}, {1, 2, 1}, {-1, 1, h}};
Solve%Deto[A] == 0, h]

1F
{1

n={{1, K2-k, k}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}};

Solve[Det[n] == 0]

{{x-1-+2}, {k>1++2}}

Det[{{1, O, 0}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}}]
3

h=2;

Nul ISpace[A]
{{l! 71! l}}

Det[{{1, -1, 1}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}}]
9

LinearSolve[A, {3, 2, -2}1

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equation encountered which has no sol ution.
Li nearSolve[{{2, 1, -1}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}}, {3, 2, -2}]

Solvel[ (A). {X, ¥, z} == (A). {1, 2, -1}, {X, Y, z}]

{{x->2+2,y->1-2}}

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

) h=2,imf = £(L,2,1),(~1,1,2));

i) k=1++/2; iii) (1,0,0) per esempio;
iv) ker f = £((1,-1,1));

1
2
1

V) =9; vino; vij)v=2+t,1-t,t),teR.

N
NP

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



152 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

(6]

a=LinearSolve[{{1, -1, -1}, {2, -1, 0}, {-1, 1, 0}},
{{0, 0, 0}, {3, 2, -1}, {3, -1, 2}}1]
{{6,1, 1}, {9, 0, 3}, {-3, 1, -2}}

MatrixForm[A = Transpose[a]]

6 9 -3

1 0 1

1 3 -2
Det[A]

0

Nul ISpace[A]
{{_11 11 1}}

Solve[{t+1, 2t, -1} ==X{6, 1, 1} +y{3, O, 1}, {t, X, y}]

{{te%,x»%,ya—gj}}

Det[{{1, O, 0}, {6, 1, 1}, {3, 0, 1}}]
1

Det[{{1, -1, 1}, {6, 1, 1}, {3, 0, 1}}1
1
LinearSolvel[A, {3, 4, -1}1

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equation encountered which has no sol ution.
Li near Sol ve[{{6, 9, 3}, {1, 0, -1}, {1, 3, 2}}, {3, 4, -1}]

6 9 -3
)A=M(f)=] 1 0 1 |, detA=0,quindi f non é ne iniettiva ne suriettiva.
1 3 -2

i) ker f = £((-1,1,1)), imf = £((6,1,1),(3,0,1)). iii)t= g

iv) u= (g-%) V) (1,0, 0) per esempio.

vi) Si.  vii) Non esistono.

(7]

A = LinearSolve[{{2, O, 1}, {1, 1, -2}, {3, -1, -2}},
{{3, 6, -3}, {0, O, 0}, {0, O, 0}}1
{{1, 2, -13, {1, 2, -1}, {1, 2, -1}}

MatrixForm[Transpose[A]]

1 1 1
2 2 2
-1 -1 -
Det[{{1, 1, -2}, {3, -1, -2}, {1, 2, -1}}1]
-8
1 1 1
yMH=| 2 2 2
-1 -1 -1

ii) ker f = £((1,1,-2),(3,-1,-2)), imf = £((1,2,-1)).
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1 2 -1
i) 1 1 -2 |=-8.
3 -1 -2

(8]

153

A={{4, 2,2}, {4, a2+1, a+1}, {8 4, a2+3}};

Solve[Det[A] == 0]
{{a-> -1}, {a>-1}, {a>1}, {a>1}}

NullSpace[A/.a- -1]
{{711 2! 0}}

NullSpace[A/. a-» 1]
{{-1, 0, 2}, {-1, 2, 0}}

{3

Det[{{-1, O, 2}, {-1, 2, O}, {1, 1, 2}}]
-10

B:={{-1, -1, 1}, {0, 2, -1}, {2, O, -1}}

Nul ISpace[B]
{{1, 1, 2}}

Reduce[ (A/.a-1). {X,

2h==1&82k ==1 &8x ==

):/L.
3 (I -4y -42z)

Solve[{A/.a-» -1}. {X, Yy, 2z} == {1, -2, 0}, {X, V¥, Z}]

Z} S= {h! k! I}! {X! Y, Z]’]

i)a++l.

i) Se a=-1: ker f = £((-1,2,0)), imf = £((1,1,2),(1,0, 2));

sea=1: kerf =2.L((-1,0,2),(-1,2,0), imf = £((1,1,2)).

iii) Non esistono. iv) Si (teorema del completamento della base).  v) Si.

-1 -1 1
vi) Per esempio: M(g)=| 0 2 -1
2 0 -1
N N 1,1
vii) Se | = 2h = 2k, allora f-L(h,k,I) = {(gl - St-

(9]

1t’ t,t
2 ) )

), I,t,t'e[R}.

{{x->-1,y->3,z2->1-t}}

Solve[Det[{{1, -1, 2}, {2, 3, -3}, {-1, 1-t, t}}]
{{t >5}}

== o]

Solve[{1, 2, -1} + {X, ¥, 2} + {2, -3, t} == {2, 2, 0}, {X, VY, Z, t}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

1 -1 2
A=| 2 3 -3
-1 -4 5
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[10]

vli={1,2 0, 1};v2={1, 0, 1, 0}; v3={-1, O, O, 2};

RowReduce[ {Vv1, v2, v3}]
3
{{1, 0,0, -2}, {o, 1, 0, E}’ (0, 0, 1, 2}}

LinearSolve[{vl, v2, v3, v1 +Vv2 +V3, vl +Vv2 +V3},
{vi, 2vl+v2, -v2+V3, {2, 2, 1, 1}, {2, 6,0, 1}}]

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equati on encountered which has no sol ution.
Li near Sol ve |
({1, 2,0, 1}, {1, 0, 1, O}, {-1, 0,0, 2}, {1, 2, 1, 3}, {1, 2, 1, 3}},
{{1, 2,0, 1}, {3,4 1,2}, {-2,0, -1, 2}, {2,2,1, 1}, {2,6,0, 1}}]
i) No.
[11]

ul={1, -2,0,4}; u2=(-1,1, 1, 0};u3={0, O, 1, 2};
RowReduce[ {ul, u2, u3}]
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, -2}, {0, 0, 1, 2}}

0 24y 201 A
II) M(f) = 0 2/\2 —2A2 )tz y Al,lz,)tg eR.
0 223 =213 A3

[12]

A={{1, O, 2}, {0, 1, 1}, {2, 1, 5}};

Nul ISpace[A]
{ {72! 71! l} }

u={1, -2, k}; v={1, 0, 2}; w= {0, 1, 0};

Solve[Det[{u, v, w}] == 0]
{{k=>2}}

k=1;
p = Transpose[{u, v, w}];

MatrixForm[Inverse[p]]

2 0o -1

-1 0 1

4 1 -2
k=0;

m = LinearSolve[ {u, v, w}, {{1, O, 2}, {0, 1, 1}, {0, O, 1}}]
1 1 3
{1043, 10,013, { 1

2' 2 2
MatrixForm[Transpose[m] ]
1
1 0 -=
12
0 O 53
4 1 )

i) ker f = £((-2,-1,1)) da cui segue la tesi. ii) k 2.
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iii)eg=2u—v+4w, e =w, e3= —u+v —-2w,
1 00

iv) Per esempio: M¢B(f)=| 0 1 0 |.
2 1 1

1
1 0 —2
2

v) MBB(f)y=| 0 0

(13]

A={{2, 2, 0}, {1, O, 1}, {1, 3, -2}};

Nul ISpace[A]
{{_11 11 1}}
LinearSolve[A, {0, O, 1}]
LinearSolve ::”” nosol ” : Li near equati on encountered which has no sol ution.
Li near Sol ve[{{2, 2, 0}, {1, O, 1}, {1, 3, -2}}, {0, 0, 1}]
Det[{A. {1, O, 1}, A. {0, 1, 1}, {4, 3, -2}}1]
4
{}
i), ii) f non & ne iniettiva ne suriettiva: ker f = £((-1,1,1)), imf = £((2,0,3),(0,1,-2)),

per esempio ez non ha controimmagine, f(-1,1,1)=o0¢e f(-2,2,2) = o.
iii) No.

(14]

A= {{1, 2, 3/ 2, 0}, {t, -t, O, O}, {1, 1, 1, -1}};

Reduce[A. {X, Y, z, W} == {0, O, O}, {X, ¥, Z, W}]

t ==0&&w==% (-2y -2)&8& ==% (-4y -32z) | |w==08&8X ==y&&z == -2y

Solve[a{-2, 1, -1, 0} +b{-3, 0, 2, -2} == {k+ 3, k, 1, 2k}]
{}

Reduce[A. {X, ¥, z, w} == {1, 0, -1}, {X, Y, Z, W}]
1
(2-4y-3z) ||

t ==08&8W== = (4-2y -2)8&8X == =
5 2 2
Wy== 5&&X ==Yy&&z == -3 (-1+3y)

i)Set=0: kerf = £((-2,1,0,-1),(-3,0,2,-1)), imf = £((1,0,1),(2,0,1));
set=0: kerf =2£((1,1,-2,0)), imf =R3,
ii) No; iii)set=0:((-2,1,0,-1),(-3,0,2,-1),(0,0,1,0),(0,0,0,1));

set+0:(1,1,-2,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)).
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. 3 1
iv) Set=0: f‘l((l,O,—l)) = (1 -2t — Etz,tl,tz,z—tl— Etz), 1, to eR;

set=+0: f1((1,0,-1) = (t,t, g - 2t, g) teR.

[15]

a={1,0,1,2};b=¢(23,2 1};c=(1, 3,1, -1};d= {1, -3, 1, 5};
RowReduce[ {a, b, c, d}]
{{4, 0, 1, 2}, {0, 1, 0, -1}, {0, 0, O, O}, {0, 0,0, 0}}

Transpose[LinearSolve[
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, O, 0}, {0, O, 1, 0}, a}, {a, b, c, 2a}11

{{1, 2, 1, 0}, {o, 3, 3, 7%} (1, 2, 1, 0}, {2, 1, -1, §}}

2

i) F = L(a,b).

(1.2 1 0\

0 3 23
i) MBS =1, 02

3

21 -1 3

[16]

vl=(1, 2, 0};v2={1,0, 1};v3={-1, 0, -2};
RowReduce[ {Vv1, v2, v3}]
{{1, 0, 03}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

Transpose[{v1, v2, v3}]. {{1, 2, 0}, {1, -1, -1}, {O, O, 1}}.
Inverse[Transpose[{vl, v2, v3}1]
{{0, 1, 13, {8, -3, -4}, {-5, 3, 4}}

}
1 2 0
i) MCC(fy=1 1 -1 -1
0 0 1
(0 1 1)
i) MB8(f)y=| 8 -3 -4 |
-5 3 4
[17]

A= {{0, 3, 1}, {0, O, 2}, {1, -1, 0}, {O, 1, 0}};

Nul ISpace[A]
{}

Solvel[A. {X, Yy, z} ==3A. {1, 2, 1}, {X, Y, Z}]
{{x->3,y->6,z-3}}

Solvel[A. {X, Y, z} == {1, 2, 3, 4}, {X, Y, 2}]
{}

vm=c((2 815 43 1))
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i) Si; i) v = (3,6,3). iv) No.

(18]

157

u={2,0,1,1};v={0,1, 3, 1};w={0, 1, 0, 1};
RowReduce[ {u, v, w}]
1
{{t 0.0, 3} 10,1,0, 13, (0, 0,1, 03}
u+ 2w
(2,2, 1, 3)
NullSpace[{{2, 1, 0}, {2, 2, -1}, {1, 7, -3}, {3, 3, -1}}1
{}

ii) Per esempio: (u,v,w,(0,0,0,1)).

21 0
2 2 -1 .
CB(f) — 3
iii) M*(f) = 1 7 -3 iv) Si.
3 3 -1
1 00
. 110
[19] i) M(f) = 111
0 0O

i) imf =£(( i é

[20]

J(2s)(50)

A={{1,0 1,0, 03, {2, 1,0, -1, 1}, {O, 3, -1, 1, 2}};

Nul ISpace[A]
{{-1, -3, 1, 0, 53}, {4, -3, -4, 5, 0}}

RowReduce[ {A. {1, -1, 0, 0, 0}, A. {0, 1, 0, 1, 1}, A. {0, O, 3, 0, 0}}1]
({1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

b = {x1, x2, x3, x4, x5} +s{-1, -3, 1, 0, 5} + t {0, -3, 0, 1, 4};

Simplify[A. b==A. {x1, x2, X3, x4, x5}]
Tr ue

i) ker f = £((-1,-3,1,0,5), (4,-3,-4,5,0)), imf =R3. ii) f(V) =R3.

[21] i) No. i) Si, € suriettiva, quindi il nucleo ha dimensione 8 ed € costituito da tutte le matrici aventi traccia

nulla.
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[22]

A={{1, O, h, 0}, {O, 1, O, h}, {3, 0, h-2, 0}, {0, 3, 0, h-2}};

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0, 0}, {x1, x2, X3, x4}]
—= _188X1 == X388X2 == X4 | |
X1 == 0&&X2 == 0&&x3 == 0&&x4 == 0&&1 +h # 0

B=A/. h->-1;

Eigensystem[B]
{{-2, -2, 0, 0}, {{O, 1, 0O, 3}, {1,0, 3,0}, {O,1,0,1}, {1,0, 1, 0}}}

Solve[{4x1l + X2 -x3 ==0, 3x2 -3x3 -4x4 == 0}, {x1, x2, x3, x4}1

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.

{{Xle—%, X2 > X3 + 4;4}}

Reduce[B . {x1, x2, x3, x4} == {-1t/ 3, 4t/ 3+2z, z, t}, {Xx1, X2, X3, x4}]
x1 == % (-t +3X3)&EX2 == = (t +3x4)8&8z == -t

IRy

3

—h

i)Se h# —1: ker f = {0}, imf =R??,

enesnt=(18)(3 Eme=((3 2)(3 1)

i) 2 =-2, My, =2, Vy, =imf, 2, =0, m, =2, V), = ker f, f & semplice.

i) f-l(g)=£((i 8)(8 i)’(_ol é))

(23]

A= {{1, 17, 10, 9}, {O, 1, O, O}, {O, 11, 8, 6}, {O, -13, -8, -6}};

Nul ISpace[A]
{{-6,0, -3, 4}}

A. {1, 0, 0, 4}
(37, 0, 24, 24}

A. {0, 0, 1, 2}
(28, 0, 20, 20}

Reduce[A. {x1, X2, X3, x4} == {-t1, t2, 0, tl}, {x1, x2, X3, x4}]

212 == -t 188x1 ::% (5t1-12x4)8&8X2 == _%&&x3 == 11_6 (11t1 - 12 x4)

Eigensystem[A]

{{0, 1, 1, 23},
{{-6, 0, -3, 4}, {0, -1, -1, 3}, {1,0,0, O}, {-1,0, -1, 1}}}

1 17 10 9
. 0o 1 0 0
DA=l0o 11 8 6

0 -13 -8 -6

ii)kerle(( - 2)),imf=£(((l) 8)(11 —13)’(180 % ))

i) f(“H)=£(( SZ _24)(11 _13)(2 —05 ))
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oo=(( 22 5).( % 2))

iV))L]_:O; )L2=l,m)(2:2; )L3=2.

159

(0 0 0 0\ (-6 0 1 -1\
\ . , 0100 0 -1 0 O
v) f ésemplice, A’ = 001 0l B= 3 .10 -1
0 00 2 4 3 0 1
[24]
LinearSolve[{{1, 1, 0}, {0, 2, 1}, {1, -1, 1}},
{{1, 2+h, -h -1}, {1, 3, 0}, {-2, h-3, 3-h}}1]
({0, h, -h}, {1, 2, -1}, {-1, -1, 2}}
MatrixForm[c = Transpose[%] ]
0 1 -1
h 2 -1
-h -1 2
Solve[Det[c] == 0]
{{h>0}}
b = Eigenvalues|c]
{1, % (3—\/9+8h), % (3+\/9+8h)}
Flatten[Table[b[[i]] ==b[[J11, {i, 3}, {J, 3}11:
Map[Solve, %]
Solve ::”  ifun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone sol utions may not be
f ound
Solve ::” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone sol utions may not be
f ound
[toy th>-11 0, tth- -1,
9 9
ton {{h--31 o {{h--3) oy
Eigensystem[c/ . h- -1]
({1, 1, 23, {{-1,0, 1}, {1, 1, 0}, {-1, -1, 1}}}
Eigengsy%tem[c/ .h- -9/8] 4
s, - 5}, {10, 1, 13, {‘g' -1, 1}, (0, 0, 03 }}
0 1 -1 9

i) ME5(f)=| h 2 -1 | heR; iija)h#0; b)h>-2.

-h -1 2
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[25]

a={{1, 0, 1}, {0, 1, 1}, {2, 0, -1}};
b={{1, -2, 3}, {h, 0, 2-h}, {2, -1, 0}};

LinearSolve[a, b]
{{1, -1, 13, {h, 1, -h}, {0, -1, 2}}

MatrixForm[m = Transpose[%] ]

1 h 0

-1 1 -1

1 -h 2
Eigensystem[m]

{{1,1,2L {p&,o,l},{o,o,oh {71?rf 71ih’1}}}

Eigensystem[m/ . h- -1]
({1, 1, 23, {{-1,0, 1}, {0, O, O}, {-1, 1, 0}}}

Eigensystem[m/ . h - 0]
({1, 1, 23, {{-1,0, 13, {O, 1, O}, {O, -1, 1}}}

Reduce[ (m/ . h-0) . {x1, x2, x3} == {-3t, t, -2t}, {x1, x2, x3}]

t t
X1 == -318&X2 == - &&X3 == o
1 h O
)M(f)=| -1 1 -1 |,heR.
1 -h 2

ii) Se h=0: f & semplice, se h+ 0: f non & semplice.

i) 14(6) =1;(( ° 3 ))

[26]

ml={{0, 1, -1}, {3, 1, -1}, {1, 1, 1}};
m2 = {{0, 0, 0}, {9, 0, 0}, {3, 2, 4}};

LinearSolve[ml, m2]
({3, 0,0}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2}}

MatrixForm[a = Transpose[%] ]
3 0 O
0 1 1
0o 2 2

Eigensystem[a]
({0, 3, 33, {{0, -1, 13, {0, 1, 2}, {1, 0, 0}}}

(3 \
Mﬂfg(f)zt 0 J ii) Si.
0

N~ O
N = O

(27]

m={{a, a, a}, {b, b, b}, {0, 0, 0}};

Eigensystem[m]
{t0,0,a+b), {1-1, 0,1}, (-1, 1, 0}, {% 1, 0}}}
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A=M(f) = , abeR;

T o
ST O
ST O

161

A ¢ diagonalizzabile se a+ b # 0, oppure se a = b = 0. Nel primo caso una base di autovettori & data da:

((-1,0,1),(-1,1,0),(a,b,0)).

(28]

i={1,0 0}; j=1{0,1, 0}; k={0, 0, 1}; x= {x1, x2, x3};

Cross[1i, X] +Cross[2], X] - Cross[k, x]
{x2+2x3, -x1-x3, -2x1 +x2}

m={{0, 1, 2}, {-1, O, -1}, {-2, 1, 0}};
Nul ISpace[m]

{{711 72! l}}

Eigensystem[m]
{{o. -i 8, i 6},
{{71,172, 13, {%1 (11+2%), %j(ZpVE), 1},
{_gj(]nzx/g), gi(—21‘1+\@), 1}}}

i) La linearita segue dalle proprieta del prodotto vettoriale.

0 1 2
i)M(Hy=| -1 0 -1 |;
21 0

ker f = £(-i-2j+k), imf = £(j+2k,i+k). iii) No.

[29]

i=(1,0 0}; J={0,1, 0}; k={0, O, 1}; x={x1, X2, x3}; s

Cross[(1+]J), X]+2(J.-%x) 1-(k-X)]j
{2x2 +x3, -2x3, -x1+x2}

m={{0, 2, 1}, {0, O, -2}, {-1, 1, O}};

Nul ISpace[m]

{1
Ei gensilstem [m]
{{1, -5 i (-1i+v15), %j (J'HVE)}, {{_3, -2, 1},
{7—31'1—\/1_5 _ 4 i l} {73]'1—\/1_5 41 l}}}
—J'L+\/E’ —]'L+\/E’ ' ]i+\/ﬁ’]’l+\/ﬁ’

i) La linearita segue dalle proprieta del prodotto scalare e vettoriale.

0 2 1
i)M(fH)=| 0 0 -2 |
-1 1 0

ker f = {o}, Imf =V3. iii) No.
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[30]

a={{1, -1, 2}, {1, -2, 3}}; b= {{-3, -4, 3, 0}, {-5, -9, 4, -1}};
X = {{X1, X2, x3, x4}, {X5, X6, X7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};
Reduce[a. x == b]

X1 == -1 -X9&8&x10 == -5 + X6&8&x11 == 1 + Xx7&8x12 == -1 + X8&&
X2 == 6 - X6&8&x3 == 1 - X7&8x4 == 2 - X8B&E&X5 == 2 + x9

—/1]_—1 —/\2+1 —/\3+2 —/\4+1
MB"’B' = Al +2 /\2 +5 /\3 -1 /\4 +1 , Aj_lz,)kg,)m eR.
A1 A2 A3 As

[31]

a={{1, 0}1 {-1, 2}! {O! 1}
b={{1, 2, -1, 0}, {-1, -8, 11, 0}, {O, -3, 5, 0}};

LinearSolve[a, b]
({1, 2, -1, 0}, {0, -3,5,0}}

1 2 -10
B".8 —
M (h)‘(o 3 5 o)'

(32]

X = {{X1, X2}, {X3, x4}};

1/ 2 {x + Transpose[X] }

H{xl, x2;x3}, {x22x3, x4}}}

a={{1, 0, 0, 0}, {0, /2, 1/2, 0}, {0, 1/ 2, 1/ 2, 0}, {0, O, O, 1}};

Nul ISpace[a]
{{0, -1, 1, 0}}

Eigensystem[a]
{{o0, 1, 1, 13, ({0, -2, 1, 0}, {O,0,0, 12}, {O,12,12,0}, {1,0,0,0}}}

i) La linearita segue dalle proprieta della matrice trasposta.

1 0 0 O
1 1
) 0 > 3 0
i) M(f) =
1 1
0 > 3 0
0 0 0 1

=3 3)) me((3 2 (2 2)(22))

iv) A=

O OO
O OoOr o
o OO
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[33]

163

a={{2, 14, -7}, {0, -2, 2}, {0, -6, 5}};

Eigensystem[a]
({1, 2, 23, {{-7, 2, 3}, {0, 1, 2}, {1, 0, 0}}}
-7 0 1
AN=PIAP, P=| 2 1 0
3 20
[34]

a’ ={{1, 0, 0, 0}, {0, 1, O, 0}, {O, O, -1, O}, {0, O, O, 0}};
b={{0, O, 2, 1}, {2, 1, 1, 0}, {O, 1, -1, 0}, {1, 0, O, O}};

MatrixForm[b. a’. Inverse[b]]
0o -1 1 2

o O 1 2
0 1 0 -2
O O o0 1
0 -1 1 2
. 00 1 2
DA=10 1 0 -2
00 0 1
10 0 0 00 2 1
o1 0 o0 |21 1 0 I
A=l o o _1 ol'B=|g 1 1 ol A=BAB™
00 0 0 10 0 0
[35]

a={1,2,0};b={0, 1, 1};c=(1, 1, 1};i={1, 0, 0}; j ={O, 1, 0};

LinearSolve[{a, b, c}, {Cross[i, a] +Cross[]j, b], 2a. bb, {0, 0, 0}}]
1 1
{0, -4, -4, {5 2.3}, {-3. 2.1}}

Nul ISpace[A = Transpose [%] ]
{{1, 1, 1}

A {1, 1, 0}
&2 )
A {1, -1, 0}

1
et
Reduce[A. {x1, x2, x3} == {I, 0, -1}, {x1, X2, x3}]
| == 0&8Xx1 == X3&&X2 == X3

Eigensystem[A]
{{71, 0, 43, {{% 0, 1}, (1, 1, 13}, {0, 1, 1}}}

1 1

0 3 3

DMH = 4 2 2
-4 3 1
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i) imf=£(—4j—4k,%i+2j+3k),kerf=£(i+j+k).
1, 1, . .

iii) f(?{)=L(§1—23—k,—§1—63—7k), 1K) = Kker f.
iv) Si; V) A1 =0, ker f & £(j, k) = V.

(36]

ml={{2, 0, -1, 1}, {1, 2, 0, -1}, {O, -1, 3, 1}, {1, 2, 1, -2}};
m2 = {{2h, -2, -1, -1},
(h, —=2h, 4, 1}, {0, h+86, 1, -1}, {h, -2h+2, 5, 2}};

MatrixForm[M = Transpose[LinearSolve[ml, m2]1]]
h 0 0 O
0 -h 2 0
0 2 1 0
0 0 0 -1

Reduce[M. {X, y, z, t} == {0, O, O, 0}, {X, Yy, z, t}]

== 488t == 088X == 0887 == -2y | |h == 08&t == 0&8Y == 0882 == 0 |
t == 0&8x == 0&RY == 088z == 0&84 + h # 0

Solve[Det[M] == 0]
{{h>-4}, (h->0}}

MatrixForm[Simplify[Inverse[M]]]

% 0 0 0
1 2
0 “4+h  4:h 0
0 2 h 0
4 +h 4 +h
0 0 0 -1

b = Eigenvalues[M]

1 1
_ _ _h_- 2 = _ 2
{ 1, h,z(l h \/17+2h+h),2(1 h+\/17+2h+h)}
Flatten[Table[b[[i]1] ==b[[J11, {i., 4}, {J, 4}11;

Map[Solve, %]

({{1}, {{h>-133}, {{h>-13}}, {}, {({h>-1}}, {{}}, {{h>-1}},
{{h>2}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {({}}, {{h>-1-41i}, (h>-1+41i}},
{(}, {th>2}}, {{h>-1-41i}, (h>-1+41}}, {{}}}

Eigensystem[M/ . h- -1]

Tr=al, =il =il 87,

({0, 0, 0, 13, (O, -1, 1, O}, {1,0,0, 0}, {0,1,1,0}}}

Eigensystem[M/ . h - 2]

{{-3, -1, 2, 23}, {{0, -2, 1, O}, {0,0,0, 1}, (0,1, 2,0}, {1,0,0,0}}}

h 0 0 0
. 0 -h 2 0
IMh=| g 5 1 o | her
00 0 -1

ii)Se h+0,h+ —4: ker f = {o}, imf = R??;

enrmi-el( 23 ) meef
eneawn=cf( o3 2)(3 (2 3)

= O
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1
— 0 0 0
h
1 2
O ~7+h a+n
iii) Se h#0,h # —4: esiste -1, M(f™1) = + + ,heR.
2 h
0O — — 0
4+h 4+h
0 0 0 -1
iv) f &semplice per ogni h € R.
[37]
a={{1, 1, 1, 13}, {0, 1, -1, 3}, {2, 2, -1, -1}};
b={{1, 2, -3, 0}, {1, 1, 1, -2}};
LinearSolve[Transpose[a], Transpose[b]]
LinearSolve ::”” nosol ”/ : Li near equati on encount ered which has no sol ution

Li nearSol ve[{{1, O, 2}, {1, 1, 2}, {1, -1, -1}, {1, 3, -1}},
{{1, 13}, {2, 1}, {-3, 1}, {0, -2}}]

Non esiste g.
1 2 0 1 1 -1
. 2 0 0 " 1 0 -1
[38] i) M(f) = 0 -1 0 i) M(f) = 20 2
-4 -3 0 1 0 -1

iii) Non ne esistono.

[39]

c={{4, 1, -1}, {2, 5, -2}, {1, 1, 2}};

CharacteristicPolynomial [c, X]
45 -39x + 11 x? - x3

Eigensystem[c]
{{3, 3, 5}, {{1,0, 1}, {-1,1, 0}, {1, 2,1}}}

0
i) P) = —A3 + 1102 — 391 + 45. i) Ay = 3,my, = 2; A, =5,my, = 1.

}

|
[N

(
iii)Si, P =L

=l
N e
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[40]

ml={{1, 2, -1}, {0, 1, -1}, {1, 2, 0}};
m2 = {{-8, -10, -10}, {-6, -8, -10}, {-5, -7, -6}};

a = Transpose[LinearSolve[ml, m2]]
{{1, -3, 3}, {3, -5, 3}, {6, -6, 4}}

MatrixForm[a]
1 -3 3
3 -5 3
6 -6 4

Nul ISpace[a]

{}
a. {-3, 1, 0}

{-6, -14, -24)
Inverse[a]. {-3, 1, 0}
{0, -2, -3}
Inverse[a]. {0, O, 1}
{% e 1}

8' 8 4
Eigensystem[a]

({-2, -2, 4}, {{-1, 0, 1}, {1, 1, 0}, {1, 1, 2}}}

6 -6 4

iv) f(w>=£((g 172)'(3 Z))’f-%ﬂ)%((g g)(g é))

v) Si (la molteplicita degli autovalori coincide con la dimensione degli autospazi);

1 -3 3
ii)A=| 3 -5 3 [ iii) kerf ={o}, imf =7".

-2 0 0
, 1 1)Y(-10 11

o o0 4 00 0o 1)10 2
[41]

a={{1, 2, 1}, {0, 1, 3}, {2, 5, 5}};

a. {1, 0, 1}
(2,3, 7)

a. {-1, 0, 1}
{0, 3, 3}

Reduce[a. {X, ¥, z} == {1 -m, O, 1 +m}, {X, Yy, Z}]
| ==3mM&&X ==2m+52&8y == -3z

f((]-{) = -E((Za 31 7)1 (01 1! l))v f_l(q—l) = -E((Sa _3! 1)1 (1! 01 O))

00 0
[42] M(fy=| 0 0 0 |, AeR,A#0.
LA A
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[43]

167

x={x1, x2, x3};a={1, -1, 1}; b= {1, 0, 1};

Simplify[Cross[a, x] +b. aCross[b, x]1]
{-3x2-x3, 3 (x1-x3), x1+3x2}

a={{0, -3, -1}, {3, 0, -3}, {1, 3, 0}};

Nul ISpace[a]
{{31 _11 3}}

a. {-1, 0, 1}
(-1, -6, -1}

a. {1, 1, 0}
(-3, 3, 4)

Reduce[a. x == I b, X] 3
| —- 088X1 == X38E&X2 —= 7%

p={{1, 1, 0}, {1, -1, O}, {O, 1, 2}};

MatrixForm[Inverse[p]. a. pl]

0 1 -4

-3 1 2

7 3

- -= -1

2 2
Eigensystem[a]

{{o, -iv19, i3},
{{3,1—1, 33, {% (-9;‘141_9), _13—0]1 (]'Hw_g), 1},
(35 (53 953). &5 (-3 v48], 1}

i) La linearita di f segue dalle proprieta del prodotto vettoriale.

0 -3 -1
i)A=M35(f)y=1 3 0 -3
1 3 0

iii) ker f = £(3i —j +3k), imf = £3j +k, —i + k).

iv) f(W) = LG +6j +k,—3i +3j + 4k), F-L(U) = ker f.

11 0 o 1 -4
WP=|1 -1 0|, A=pPlAP= —73 13 2 vi) No.
0 1 2 2

2 2
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[44]

a={{1, 2}1 {1, O}},‘ b= {{3, 1}, {-1, 1}};

(a.b). {1, 1}

{4, 4}

Solvel[a. {X, Y} ==b. {X, ¥}, {X, Y}]

Solve ::”” svar s’” : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
y

{3}

Solve[ (a. b). {X, y} == (b. a). {X, ¥}, {X, Y}]

Solve ::”” svar s’’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{X->-y}}

i) (feQ)(vi+vy)=4vi+4vy. i) x=(@Q,20), LeR, y=(,-1), teR.

1 1 0
[45] M(f)=| 0 2 -1 |, kerf =2L((-1,1,2)), imf = £L((1,0,2),(1,2,-4)),
2 -4 3
1 1 0
per esempio: M(@ =| 0 2 0 |, kerg= £((0,0,1)), img = imf.
2 -4 0

[46]

a={{1, 0, 0}, {-14, 8, 2}, {42, -21, -5}};

Eigensystem[a]
({1, 1, 23, {{1, 0, 7}, {1, 2, 0}, {0, -1, 3}}}

100
HDMEE(fH)=]1 0 1 0| B =(107),(1,20),(0,1,-3)).
0 0 2

i) W=V =2L((1,0,7),(1,2,0).

(47]

a={{1 0, O, 0}, {O, O, 1, O}, {O, 1, O, O}, {O, O, O, 1}};

Inverse[a]

{{1, o, o, 03, {0, O, 1, O}, {O, 1, O, O}, {0,0,0, 1}}
Nul ISpace[a]

{}

Eigensystem[a]
{{-1, 1, 1, 13, ({0, -1, 1, O}, (O, 0, O, 1}, {0, 1, 1, O}, {1, 0,0, 0}}}

i) La linearita di f segue dalle proprieta della matrice trasposta.

i) M(f) = iii) M(f~1) = M(f).

O OO
o PFr OO
[eNeN e
O OO
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1 00 O
. . . , |0 1 0 O
iv) f ésemplice; B’ = 001 0
0 00 -1
8= 1 0 01 00 0 1
“\o oJ))\tr0/)'\o 1)\ -1 0]))

(48]

a={{x1, X2}, {X3, x4}};

MatrixForm[a - 2Transpose[a]]
-x1 X2 -2x3
-2 X2 +Xx3 -x4

A= {{-1, 0, 0, 0}, {0, 1, -2, 0}, {0, -2, 1, 0}, {0, O, O, -1}};
A (1,0, 0, -1}
(-1, 0, 0, 1}

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {11, t2, t3, -tl}, {x1, x2, x3, x4}1]
1
X1 == 1188X2 == 3 (-12-213)8&X3 == = (-2t2-13)&&x4 ==t 1

w| =

Eigensystem[A]

{{-1, -1, -1, 3},
{{0, 0, O, 13, {0, 1, 1, O}, {1, 0, 0, O}, {0, -1, 1, 0}}}

1 0 0 0
0 1 -2 0

MO=l o 5 1 o |
0 0 0 -1

) f(W) =W, LYW =w.

-1 0 0 O
i o . 0 -1 0 0|, ... .
ii) f & semplice, D = 0 0 -1 0 e riferita alla base:
0O 0 0 3
s 00 01 10 0 -1
- o 1)'\1 o/)'t0O OJ'\1 O ’

[49]

m={{1, -1, 1, 1}, {2, 1, O, 1}, {3, 0, 1, k}};

Reduce[m. {x1, X2, X3, x4} == {0, 0, 0}, {x1, X2, X3, x4}1]

k == 2&8x2 == -2x1 - Xx4&8x3 == -3x1 -2 x4 | |
X2 == -2 X1&8x3 == -3 x1&&x4 == 0&& -2 +k £ 0

-1

1 11
M=l 2 1 0 1| keR:
3 0 1k

se k# 2: imf = S(R??), ker f = £((-1,2,3,0));

se k=2:imf =£(( _11 é )( (1) 2 )) ker f = £((-2,1,0,3),(1,0,1,-2)).
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[50]

a={{1, 0, 2}, {-1, 2, 2}, {1, -1, -1}};

Eigensystem[a]
{{-1, 1, 23}, {{-1, -1, 1}, {1, 1, O}, {2, -1, 1}}}

) Si. i) h=—1.

(51]

a={{1, 0, -1, 0}, {O, 1, O, 1}, {0, O, O, 1}, {1, O, O, -1}};
b={{2, -1, -3}, {0, 2, 2}, {1, -1, -2}, {1, 3, 2}};

m = Transpose[LinearSolve[a, b]]

{{2, -1, 0, 13, {2, 3, 3, -1}, {0, 4, 3, -2}}

Nul ISpace[m]

{{-1, 2,0, 4}, {-3, -6, 8, 0}}

Solve[m. {x1, X2, X3, x4} == {-2t, -t, t}, {X1, X2, X3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

o B LT A

i) Esiste una sola f perchg i vettori: (1,0,-1,0),(0,1,0,1),(0,0,0,1),(1,0,0,-1) costituiscono una base di R*.

2 -1 0 1
MBE(fy=| 2 3 3 -1 [, dove B ¢&labase canonicadi R* e 8 & la base canonica di S(R>?).
0 4 3 -2

ii) ker f = £((3,6,-8,0),(1,-2,0,-4)), imf =L(( 2 i )( _11 :; ))

iii) (W) =ker f @ £((-7,2,0,0)).
(52]

X = {x1, X2, x3}; u= {1, -1, 1};

(u. X) u -3x
{-2X1-x2 +%x3, -Xx1-2x2-x3, x1-x2-2x3}

m={{-2, -1, 1}, {-1, -2, -1}, {1, -1, -2}};

Nul ISpace[m]
{{11 _11 1}}

Eigensystem[m]
{{-3, -3, 0}, {{-1, 0, 13}, {1, 1, 0}, {1, -1, 1}}}

i) La linearita di f segue dalle proprieta del prodotto scalare.
(-2 -1 1)
MEB(fy=| -1 -2 -1 |;
1 -1 -2

i) ker f = LG —j+k), imf = £2i +j - k,i+2j +k).

-3 0 O -1 1 1
i)pb=| 0 -3 0|, P=| 0 1 -1
0 0 O 1 0 1
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(53]

171

a={{1, h}, {1, -1}}; x={{xX1, X2}, {X3, x4}};
b=a.x-x.a
{{-x2+hx3, -hx1+2x2+hx4}, {x1-2x3-x4, x2-hx3}}

Reduce[b == {{0, 0}, {0, 0}}, {x1, x2, x3, x4}1
X1 == 2x3 + x4&8x2 == h x3

m={{0, -1, h, 0}, {-h, 2, O, h}, {1, O, -2, -1}, {O, 1, -h, 0}};

c = Eigenvalues[m]

{o, 0, -2+/1+h, 2\/1+h}
Flatten[Table[c[[i]1] ==c[[J11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map[Solve, %]

({3} {03 {{h>-1}}, {({h>-133, ({3}, ({30,
{{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{}},
{{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{}}}

Eigensystem[m/ . h - -1]
({0, 0, 0, 0}, {{1,0,0, 1y, {2, -1,1, 0}, {0,0,0,0}, {0O,0,0,0}}}
Eigensystem[m/ . h » 3]

{{-4,0,0, 4},
{{-1, -1, 1,13, {1, 0,0, 1}, {2,3,1, 0}, {-3,9, -1, 3}}}

0 -1 h 0

: ~-h 2 0 h

ymh=| 7 5 , | heR
0 1 -h 0

s (73 (e DTS R)

-1

iv) imf nw:z(( 5

=N
N~
—

(54]

A={{1,0, -1, 2, 3}, {2, -1,0, 1, 2}, {-3, 1, 1, -3, -5}};

Nul ISpace[A]
{{-3, -4,0,0, 1}, {-2,-3,0,1,0}, {1, 2,1,0,0}}

m={{0, -1, 1}, {-1, O, 1}, {-2, h, h™2}};

Solve[Det[m] == 0]
{{h>-2}, {h->1}}

i) ker f = £((-3,-4,0,0,1),(-2,-3,0,1,0),(1,2,1,0,0)), imf = £((0,-1,1),(-1,0,1)).

II) h=-2,h=1. III) f((W) = {(X1,%X2,X3) € [RS/X1+X2 + X3 = 0}.
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(55]

a={1, -1, 0}; b={0, 1, 1}; X={X, Y, 2};

Simplify[X- ((X.Cross[a, b])/ (Cross[a, b].Cross[a, b]l))Cross[a, b]]

1
{5 (2X -y +2), 3 (-X+2y +2), 3 (x+y+22)}

m={{2/3, -1/ 3, 1/ 3}, {-1/3, 2/ 3, 1/ 3}, {1/ 3, 1/ 3, 2/ 3}};

Nul ISpace[m]
{ {711 71! l} }

Eigensystem[m]
{{0, 1, 13, {{-1, -1, 13, {1, 0, 1}, {-1,1,0}}}

i) f associa ad ogni vettore x € V3 la sua proiezione ortogonale sul piano vettoriale individuato da a e da b.

2 11
3 3 3
100
i) MB5(f) = _% % % iy MZ% =| 0 1 0
00 0
1 1 2
3 3 3

iv) kerf = LA+j—-k), imf = £L2i-j+k,i—-2j-k).
f & semplice, B8 = (-1 —j + k,i + k,—i + j). | risultati conseguiti nel punto iv) si possono ottenere tenendo

conto del significato geometrico di f; infatti gli autospazi di f sono, rispettivamente, generati dai vettori paralleli
e ortogonaliaa A b.

(56]

B = LinearSolve[{{1, O, 0}, {O, 1, 0}, {1, O, 1}},
{{1, O, h}, {0, 2, 1}, {1+h, 0, 1+h}}];

A = Transpose[B]
{{1, 0, hy}, {0, 2, 0}, {h, 1, 1}}

b = Eigenvalues[A]
{(2,1-h, 1+h}

Flatten[Table[b[[i]] ==b[[J1], {i, 3}, {J, 3}11;

Map[Solve, %]

{{{}}, {{h>-1}}, {{h>1}}, {{h>-1}},
{{}}, {{th=>0}}, {{h>1}}, {{h>0}}, {{}}}

Eigensystem[A/ . h - -1]

{{0, 2, 23}, {{1,0, 1}, {-1,0,1}, {0O,0,0}}}
Eigensystem[A/ . h- 1]

{{0, 2, 23}, {{-1,0,1}, {1,0,1}, {O,0,0}}}
Eigensystem[A/ . h - 0]

{{1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {2, 0,0}, {0, 1, 1}}}
(A/.h-1). {1, 0, -1}

{0, 0, 0}

(Al .h-1). {0, 1, 1}
1, 2, 2}

Universita di Torino




Capitolo 15 — Soluzioni - Applicazioni lineari
1 0 h
)M(f)y=l 0 2 0 [, heR;
h 11

f & semplice per h & {-1,1}; ii) (‘W) =-5(( ; ; ))

(57]

173

X = {{X1, X2}, {x3, x4}};B={{1, 0}, {h, -1}};

Simplify[lInverse[B]. X. B]
{({x1L+hx2, -x2}, {h?x2-x3+h (x1 -x4), -hx2 +x4}}

A:={{1, h, 0, 0}, {O, -1, O, O}, {h, h™2, -1, -h}, {0, -h, O, 1}}

Solve[Det[A] == 0]
{}

Eigensystem[A]
{{71, 1,1, 13,

{{71, % 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, 1}, {% 0, 1, 0}}}

Eigensystem[A/ . h - 0]
{{-1, -1, 1, 13, {{O, O, 1, O}, {O, 1, O, O}, {0, 0,0, 1}, {1,0,0,0}}}

1 h 0 O

. 0 -1 0 O

i) M(f) = h M -1 -nh ,heR;
0 -h 0 1

f & un isomorfismo per ogni valore di h € R.

ii) f & semplice per ogni valore di h € R.

wo=((3 229822 e)

(58]

a={{-1, -1, 1}, {1, O, 1}, {1, -1, O}};
b={{0, O, 0}, {1, 2, -3}, {-1, 1, 0}};

LinearSolve[a, b]
{{0, 1, -13, {1, 0, -1}, {1, 1, -2}}

MatrixForm[A = Transpose[%] ]

0 1 1
1 0 1
-1 -1 -2
Eigensystem[A]

{{-1, -1, 0}, {{-1, 0, 1}, {-1, 1, O}, {-1, -1, 1}}}

(0 1 1)
)A=] 1 0 1 |
-1 -1 -2
ii) f ésemplice, 8 =((1,1,-1),(-1,1,0),(-1,0,1)).
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(59]

X = {{x1, x2}, {x3, x4}}; B={{-1, 2}, {h, -6}};

X. B
{{-Xx1+hx2, 2x1-6x2}, {-Xx3+hx4, 2x3-6x4}}

A= {{-1, h, O, 0}, {2, -6, O, 0}, {O, O, -1, h}, {0, O, 2, -6}};

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0, 0}]
h == 3&8&x1 == 3 x2&8&x3 == 3 x4 | |
X1 == 0&&x2 == 0&&X3 == 0&&x4 == 0&& -3 +h £ 0
(A/.h-3). {0, 1, -1, 0}
{3, -6, 1, -2}

Eigensystem[A/ . h - 3]

{{-7, -7, 0, 0},
{{0, 0, -1, 23, {-1, 2,0, 0}, {0, 0, 3,1}, {3,1,0,0}}}

-1 h 0 O
. 2 -6 0 O
DM =1 g o 1 p |hek
0 0 2 -6

se h# 3: f &unisomorfismo,

S R IHH e CHIE

iiy h=3: f &semplice. iii) f(’W):L(( f :g ))

(60]

A={{2, 0, 0}, {O, 1, O}, {-1, 0, 1}};
B={{1, 0, 0}, {1, 2, 0}, {-1, -1, 1}};

Eigensystem[A]
{{1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {0, 1, 0}, {-1,0, 1}}}
Eigensystem[B]
{{1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {-1, 1, O}, (O, -1, 1}}}

2 00 1 00
)A=C!AC,A=|0 1 0]|,C=[ 0 1 0

0 0 1 -1 0 1

2 00 0 1 0

B=D'BD,B=(010|(D=|1 -10

0 01 -1 0 1

ii) A e B sono associate allo stesso endomorfismo perché A’ = B, quindi

B = (CDH~ACD™Y).
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[61]
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a={{2, 1, 0}, {1, O, -1}, {1, 0O, 1}};
b={{h, 2, 0}, {0, 1, -h}, {0, 1, h}};

LinearSolve[a, b]
{{0, 1, 03}, {h, O, 0}, {0, O, h}}

MatrixForm[A = Transpose[%] ]

0 h o0

1 0 O

0 0 h
Eigensystem[A]

{-+h, vh, 0} {{-vh 1,0} {¥h 1,0}, (0,0 1}}}

i) Esiste una sola f perché i vettori (2,1,0),(1,0,-1), (1,0, 1) costituiscono una base di R3.

(
i) M(f):l

\
J, heR;fésemplicese h> 0.

O O
o O
> O O

[62]

ul={1, 3, 2}; u2=¢-1, 1, 13;u3=¢1, 0, 23;vl= (1, 0, 1, 0};
v2=1(-1,1,0, 2}; v3={1, 2, 1, 0};v4 = {2, 0, 1, 2};

LinearSoIve7[{u18, u2, u3j}, {1/1-v3, V2 + V4, \{2 —4v4}]
{{-v-1-g-3h{t-1goh{-11-5 3}

MatrixForm[A = Transpose[%] ]

-1 1 -1
-1 -1 1
11
g 3 7
3 9 3

Nul ISpace[A]
{}

i) (u1,up, u3) & unabase di R3.

-1 1 -1
-1 -1 1
i) M(f) = 7 1 1 |; f &un monomorfismo.
9 3 9
8 4
3 9 3

i) imf N W = £(@3,-5,-1,0)).

[63] i) M(f) = ;i) ker f = {o}, imf = R??;

O O o
O OO
OO r o
= O O o

i) f(S) =8, f(A)=A; v)S,A; V)siperche¢ S A =R?*2.
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(64]

a={{0, 1, 2}, {2, 0, -1}, {1, 3, -1}};
b={{8, -2+2k, 16}, {-1, -2-k, -2}, {4, -7-Kk, 8}};

LinearSolve[a, b]
{1, -1, 2}, {2, -2, 4}, {3, k, 6}}

MatrixForm[A = Transpose[%] ]

1 2 3
-1 -2 k
2 4 6

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {0, 0, 0}]
X1 == -2x2&8x3 == 0| |k == -3&8x1 == -2 x2 - 3 x3&8&x3 # 0

Eigensystem[A/ . k » -3]
{{0, 0, 53}, {{-3,0, 1}, {-2,1, 0}, {1, -1, 2}}}

i) f & lineare (Vk € R) perché ((0,1,2),(2,0,-1),(1,3,-1)) & una base di R3.

(1 2 3)
i)A=M(f)=| -1 -2 k |, heR;
2 4 6

se k+ —=3: kerf = £((-2,1,0)), imf = £((1,-1,2),(3,k, 6));

se k=-3: kerf = £((-2,1,0),(-3,0,1)), imf = £((1,-1,2)).

0 0O
i)A=[0 0 0| 8=(-210),(-3,01),(-1,1,-2)).
0 0 5

(65]

A= {{0, -2, -2}, {2, 4, 2}, {-2, -2, 0}};

Nul ISpace[A]

{{l! 71! l}}

A {-1, 0, 1}

{-2,0, 2}

A {-1, 1, 0}

{-2,2, 0}

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {-3tl, t2, tl}, {x1, x2, x3}]
t2==2t1&8x1 =:% (-t1-2x2)&8x3 == % (3t1-2x2)
Eigensystem[A]

{{0, 2, 23}, {{1, -1, 13}, {-1,0, 1}, {-1, 1, 0}}}

S FHIRAIHH ==
(8 S B2 2mar

0 -2 -2
i)A=MEE ()= 2 4 2 |
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=

iii) f(H) = £

()3 9)
roo=<(( L 7T 5)

MAf:[ J

oonN
o N O
o O o

177

[66]
A={{1, 1,0}, {2 1, 1}, {1, 0, 1}, {0, 1, -1}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {t1, -t1, t2, t3}, {x1, x2, x3}]
12==-2t18&t 3 ==3t1&8x1 ==-2t1-x3&8X2 ==3t1 +x3

11 0
2 1 1
M(f) = 10 1 I
01 -1

f_l(q-{) = L((_zl 31 0)1 (_1! 11 1))

(67]

u={1,0, -1, 1};v={0,0, 2, -1};w= {2, 0, 4, -1};

RowReduce[ {v, w, u}]
1

{{r. 00 %} {0.0,2, -5} (0,0, 0, 03}

RowReduce[ {u, v, w}]

{{r 00 %} {0,0,1, f%} (0,0,0,0)}

A={{1, 1, 0, 0}, {O, O, O, O}, {-1, -1, 4, -2}, {1, 1, -2, 1}};

Nul ISpace[A]
{{0, 0,1, 2}, {-1,1, 0, 0}}

Due Lv,w), w e L(u,v).

ii) No perché w € L(u,v) C V)2 quindi w deve essere autovettore di autovalore 2.

1 1 0 0
ipmin=| © % 5 O | dimkert =2,
11 2 1
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[68]

A={{1, 1, 1}, {0, 1, 1}, {2, 1, 1}, {1, 2, 2}};

Nul ISpace[A]
{{0! 71! l}}

A {-2, 1, 0}
(-1, 1, -3, 0}

Reduce[A. {yl, y2, y3} == {-2X2, X2, X3, x4}, {y1, y2, y3}1]
X3 == -5 X2&&X4 == -X2&&Yy1 == -3 X2&8&y2 == X2 -y3

1
i) M(f) =

RN O
N P
N R R

ker f = £((0,-1,1)), imf = £((1,0,2,1),(1,1,1,2)).
i) f(H) = £((1,1,1,2),(-1,1,-3,0)).
i) 1K) = £((0,-1,1),(-3,1,0)).

(69]

A= {{-1, 1, 6}, {O, -1, 0}, {O, O, 2}};

MatrixForm[B = Inverse[A]]
=il =il 3
0 -1

0 0

0
1
2
A. {-1, 1, 0}
(2, -1, 0}

B. (-1, 1, 0}
{0, -1, 0}

Eigensystem[A]
{{-1, -1, 23, {{1, 0, 0}, {0, 0,0}, {2,0, 1}}}

X=-X -y +37

i) Equazioni di f1: J y=-y

z==Z.

i) f(H) = £((—2,1,0),(6,0,2)), F-L(H) = L((O, 1,0), (3,0, %))

iii) f non e semplice.
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[70]

A={{a 1}, {1, a}, {1, -1}};

Reduce[A. {x1, x2} == {0, 0, 0}, {x1, x2}]
a==-1&8x1 == x2| | X1 == 0&8&x2 == 0&&1 +a + 0

NulISpace[A/.a - -1]

{{1, 1}}
a 1

hM(H)=| 1 a |, aeR. iija#-1.
1 -1

i) ker f = £((1,1)), imf = £((-1,1,1)).

(71]

A= {{3, 2, 1}, {-8, -2, h+1}, {6, 4, 2}};

Reduce[A. {x1, X2, x3} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3}1
== -288x1 == % (-2x2 -x3) | |x1 == —2?%2&&6 ==0&82 +h £ 0
Eigenvalues[A]

{o, % (3—\/41+16h), % (3+\/41+16h)}

Solve[%[[3]] == 3]
{{h>-2}}

Eigensystem[A/ . h - -2]
{{0, 0, 3}, {{-1, 0, 3}, {-2, 3, 0}, {1, -1, 2}}}

i)Se h=-2: ker f = £((-1,0,3),(-2,3,0)), imf = £((1,-1,2)),

se h+-2: kerf = £((2,-3,0)), imf = £((1,-1,2),(1,h+1,2)). ii) h=-2.

0 0O -1 -2 -1
i)pb=|{ 0 0 0|, P=] 0O 3 1
0 0 3 3 0 -2

[72]

A= ({0, h, h}, {1, h™2-h, 1}, th-1, 0, h-1}};

Reduce[A. {x1, X2, x3} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3}]

h == 088x1 == —x3| |h == 088x1 == X2&8&x3 == -X2| |
h == 188x1 == X2&8X3 == X2 |
X1 == 0&&x2 == 0&&x3 == 08&& - 1 + h # 0&&h + 0

Eigensystem[A/ . h- 1]
{{-1, 0, 1}, {{-1, 1, 0}, {-1, -1, 1}, {1, 1, 0}}}

i) h=0, ker f = £((-1,0,1),(0,1,0)).

i) 21 = -1, Vi, = £((-1,1,0)), 22 =0, Vi, = L((-1,-1,1)), A3 =1, Vi, = £((1,1,0)).

iii) f e semplice.
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[73]

A= ({0, -1, -1}, {-1, O, 1}, {1, -1, -2}};

Nul ISpace[A]

{{l! 71! l}}
A. {1, 2, 0}
{-2, -1, -1}

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {a, 2a, b}, {x1, x2, x3}]
== -a&&x1 == -2a + x3&8&x2 == -a - x3

Eigensystem[A]
{{-1, -1, 03}, {{1,0, 13, {12, 1, O}, {1, -1, 1}}}
0 -1 -1
DM(HH =l -1 0 1 |
1 -1 -2

ker f = £((1,-1,1)), imf = £((0,-1,1),(1,0,1)).
i) f(H) = £(2,1,1),(-1,1,-2)); fTXH) = L((1,-1,1),(2,1,0)).

iii) f ésemplice, 8 =((1,-1,1),(1,0,1),(1,1,0)).

[74]

a={{0, 1, -1}, {1, -1, 1}, {-1, -1, 0}};
b={{0, 1, -1}, {0, O, 0}, {1, 1, 0}};

LinearSolve[a, b]
{{0, 1, -1y, {-1, -2, 1}, {-1, -3, 2}}

MatrixForm[A = Transpose[%] ]

0 -1 -1
1 -2 -3
-1 1 2

Nul ISpace[A]
{{l! 71! l}}

Eigensystem[A]
{{-1, 0, 13, {{2, 1, 0}, {12, -1, 1}, {0, -1, 1}}}

i) f & un’applicazione lineare perché & definita mediante I’immagine dei vettori di una base di R3, inoltre, dalla
definizione, & chiaro che ammette tre autovalori distinti: (-1, 0, 1), quindi & semplice.

0 -1 -1
i) MﬁB(f):[ 1 -2 -3 ]

-1 1 2

i) ker f = £((1,-1,1)), imf = £((0,1,-1),(-1,-2,1)).

[75] i) ker f =imf = £((0,0,1,0),(0,0,0,1)).
i) f(H) =imf, f2(H) ={(xYy,zt) e R¥x+y=0}.

iii) A =0, m =4, V, =ker f, f noné semplice.
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[76]

181

A= {{0! 11 1! h}! {1! _1! 0! _1}! (1! 0! 1: 0}},’)(: {Xl, X2, X3, X4};

Reduce[A. X == {0, 0, 0}, X]

h == 188x1 == -X38&8X2 == -X3 - X4 |
X1 == -X38&8X2 == -Xx3&8x4 == 0&&-1+h 0

h=1;

A {1, 1, -1, 0}
{0, 0, 0}

A. {0, 1, 0, -1}
{0, 0, 0}

A {1, 2, -1, O}
(1, -1, 0}

Reduce[A. X == {I, 0, -1}, X]
| == 0&&x1 == -X3&&x2 == -x3 - x4

B = A. Transpose[A] ;

MatrixForm[B]
3 -2 1
=2 3 1
1 1 2

Q = Eigensystem[B]
{{0, 3, 53}, {{-1, -1, 13, {1, 1, 2}, {-1,1,0}}}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*
P = GramSchmidt[Q[[2]1]]

1 1 1 1 1 2 1 1
(G RC O R}

MatrixForm[Transpose[P]]

1
V3 VB V2
1 2 0

V3 3

i)Se h+1: kerf = £((1,1,-1,0)), imf = R3;
se h=1: ker f = £((-1,-1,1,0),(0,-1,0,1)), imf = £((-1,1,0),(0,1,1)).
i) f(H) = £((1,-1,0)), T~XK) = ker f.

iii) A1 = 0,Vy, = L((-1,-1,1)), 22 =3, V), = L((1,1,2)), A3 =5,Vy, = L((-1,1,0));

Sl Sle

A
o= Ssle &le
© Sie §I|l—‘
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(77]

A={{2, 0,1, -3}, {1, -1, O, 1}, {-3, 1, -1, 2h}}; X = {x1, X2, X3, x4};

Reduce[A. X == {0, 0, 0}, X]

h == 1&8x2 == x1 + x4&8&x3 == -2x1 + 3 x4 |
X2 == X1&8x3 == -2 x1&8x4 == 0&&-1+h # 0

h=1;

Solve[{k™2-2, k-2, 2k} == x{2, 1, -3} +y{0, -1, 1}1

{{ye%,x»—%, kel}, {yel3,x—>7,k—>—4}}

Solve[{Xx1l-x2 ==0, X3 +x4 == 0}, X]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{X1->x2, x3 > -x4}}

A. {1, 1, 0, 0}
(2,0, -2}

A. {0, 0, -1, 1}
(-4, 1, 3}

Reduce[A. X == x{1, -2, 0} +y{0, 2, 1}, X]
X ==3Yy&8&X2 == X1 +X4 +4y&Ex3 == -2x1 +3x4 +3y

i)Se h=1: kerf =£((1,1,-2,0),(0,1,3,1)), imf = £((2,1,-3),(0,-1,1));

se h+1: ker f = £((1,1,-2,0)), imf = R®.

ifk=-4ek=1.

iii) f(H) = £((2,0,-2),(4,-1,-3)) e f 1K) = £((1,1,-2,0),(0,4,3,0),(0,1,3,1)).

iv) Si perché la matrice 'AA & simmetrica.

(78]

A= {{1, 1, 1}, {1, 1, 0}, {h, 1, 1}}; X = {x1, X2, x3};

Reduce[A. X == {0, 0, 0}, X]
h==188x2 == -x1&8x3 == 0| | X1 == 0&8X2 == 0&&x3 == 0&& -1 +h # 0

h=1;

Reduce[A. X == {1, 2, -1 +a}, X]
a==2&8X1 == 2 - X2&8&x3 == -1

Eigensystem[A]
{{o. 5 (3-v5). 3 (3+8)}.

{rr a0 fu 20 0} 1 228 )]

i)Se h#1: ker f = {o}, imf =R3;
se h=1: ker f = £((1,-1,0)), imf = £((1,1,1),(1,0,1)).
ii) Se a + 2: non esiste f~1(H);

sea=2: fY(H) ={2-21,1-1), A eR}.
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i) A1 =0, Ay = %(3-\/5), Az = %(3+\/§); Vy, = ker f, iy, = L[(l, - _13_+\/\/§§ : 1)] WV, = L[[l, -

[79]

183

-1-+/5
3+45

a={2, -1, 1}; X = {x1, x2, x3};

Cross[2X, a]
{2Xx2 +2x3, -2x1 +4x3, -2x1-4x2}

A= {{0, 2, 2}, {-2, 0, 4}, {-2, -4, 0}};
Nul ISpace[A]

{{2! 71! l}}

A {1, 2, 0}

{4, -2, -10}

A. {0, 1, 1}

{4, 4, -4}

Reduce[A. X == 1{1, 2, 0} +m{0, 1, 1}, X]
x1 ::% (=21 —m+4x3)8&8&x2 ::% (I —2x3)

Eigensystem[A]
{{o. -21 6, 21 ve},

{{2, -1, 13, {% (72“1%), %]1 (71+2\E), 1},
(& (-2-138), L1 (1+248). 1]}

1
5 5

1])

i) La linearita di f segue dalle proprieta del prodotto vettoriale.

0 2 2
i)A=M38(fH)y=[ -2 0 4|
-2 -4 0

iii) ker f = £((2,-1,1)), imf = £((0,1,1),(1,0,-2)).
- _ o _ “an, fiewn < (L 1.
iv) f(W) = L((4,-2,-10),(4,4,-4)), {7 (W)= {( a 2b+22, 2a Z, z), a,bze [R}.

v) 11 =0, V), = ker f, f non & semplice.
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(8]

A= {{1, 1, 1}, {2, 1, 0}, {h, O, 1}};: X = {x1, X2, x3};

Reduce[A. X == {0, 0, 0}, X]
== -188X2 == -2 xX18&8X3 == x1| |X1 == 0&&X2 == 0&&x3 == 0&&1 +h + 0

Eigenvalues[A]

{1, 1-~2+h, 1+\/2+h}
h=-2;

Eigensystem[A]

{{1, 1, 13, {{0, -1, 13}, {0, O, O}, {0, O, O}}}
h=-1;

A {1, 2, -2}
(1, 4, -3}

A. {1, 0, -1}
(0, 2, -2}

Reduce[A. X == {t +Ww, 2t, -2t -w}, X]
1
2W==-18&82 ==2 (t -x1)&8&3 == > (-3t +2x1)

h=2;

Eigensystem[A]
{{-1, 1, 33, {{-1, 1, 1}, {0, -1, 1}, {1, 1, 1}}}

i) h# -1, ker f = {0}, imf =R3;

h=-1, ker f = £((1,-2,1)), imf = £((1,2,-1),(1,0,1));

i) f(H) = £((1,4,-3),(0,2,-2)); FHH) = L((1,-2,1),(-3,2,0));

iii) h> -2;

iv) 21 =-1, A, =1, 23 =3; Vy, = L((-1,1,1)), Vo, = L((0,1,-1)), V), = L((1,1,1)).

f & diagonalizzabile.
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(81]

A={{2, -1, 0, -1}, {0, 3, -1, 2}};B = {{1, 2}, {0, 1}, {-2, 1}};

MatrixForm[B. A]
2 5 -2 3
0 3 -1 2
-4 5 -1 4

P = Nul ISpace[B. A]
{{1, -4, 0, 6}, {1, 2,6, 0}}

RowReduce[Transpose[B. Al]
{{1, 0, -23, {0, 1, 53, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

Solve[x{1, O, O, 0} +y{0O, 1, O, 0} +z{0, O, 1, 0} ==tP[[1]] +WP[[2]],

{X,y, z, £, w}]
Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{X->w,y->2w,z-6w,t >0}}

Reduce[B. A. {x1, x2, x3, x4} == {tl, 0, t2}, {x1, X2, x3, x4}]
1 1
2t1 == -t2&&x1 == 12 (-3t2+2x3+2x4)8&8X2 == 3 (X3 -2x4)

|) ker(g o f) = L((l, _4, O, 6), (1, 2, 6, 0)), |m(g ° f) = -E((la 01 _2)! (0, 1! 5))1
i) G = L((1,2,6,0));
iii) (go f)(H) = im(ge f),(ge F)"X(K) = L((1,-4,0,6),(1,2,6,0),(1,0,0,0)).

(82]

A= {{1, -1, 3}, {O, 1, 1}, {O, 3, -1}};

P = Inverse[A]

(620 (0.3 2} (0.2 2))

MatrixForm[Transpose[P]]

10 0
2 & 2
4 2
1 1
4 2

B={{1, -2, 3}, {1, -1, 1}, {2, -2, 7}};
Q= Inv%rs?_[B] 12 5 1
{-v55h{-rssh{o-5sl

MatrixForm[Transpose[Q] ]
-1 -1

gl Fo o @

: 1 3 1 1
i) f1 =% fo=-2x+ Zy+ ZZ, fa=x+ Zy_ ZZ_

i) f x-y, f 8x+ ly sz 1x+ 2y+1z
1=—X—Y, I2=— =Y— =4 13= ¢ - = £
5 5 5 5 5 5
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[83]
A={{1, O, 1}, {1, 2, 0}, {1, 3, 3}};
B={{4, 0, 1}, {3, 1, 0}, {1, 2, 1}};
P=3L1ine:ilr82lve[A,sB]4 5 3
W= b l=2 2 =hi-% ==
MatrixForm[P]
[
5 4 %
LS
7 7 7
(T L S
&% 5 5 5 (=5 2 /)
Y 1I :ei t(_)a[TransplosesgB]] 4 4
s-3slegsstiz3sl
Q:2 2 {S Ive[X Y] 5 o
{53553 35{3533h
In\é ? il‘ranslpose[Pll] ST
{s3stlsgashisssh
MatrixForm[Q]
z L L
18 9%
2 30
9 3 9
31 1 4
7 1 7
)P = 2 4 2
7 7 7
3 1 3
77 7

. (6 3 3 2 1 1 3 2
i) B1 = (—x+ Y- SZ-SX+ Y+ Sz oX-— 7y+ 7z);

B*—(Ex+g—}z—1x+l+1 5—§+fz)
2=gXtgY g% 3% 3¥ 329X g¥* g
2 1 1
9 3 9
1 5 4
iQ=P1t=| = T _Z
)Q 9 3 9
2 2 17
9 3 9
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(84]

187

A={{1, 1, 0}, {O, 1, 1}};

Transpose[A]. {3, -1}
{3, 2, -1}

'F(f)=3x+2y-z

[85] i) H = £((-2,1,0,0),(-3,0,1,0),(0,0,0,1)), K = L((a,b),
H+K=R* HNK = L(1,1,-1,-6)).

i) f = AXy +2A% + 3Ax3, L € R, A = 0.

[86] i) ker f Nkerg = L((1,-2,1);
i) u=3-3A.

(87]

LinearSolve[ {{1, 1, 0}, {O, 1, 1}, {1, O, 1}}, {1, 2, 0}]
{_1,§,£}
2'2' 2
NulISpace[ {%}]
{{1, 0, 1}, {3, 1, 0}}

(13 1)
0{-33 2
i) ker f = £((1,0,1),(3,1,0)).

(88]

A={{1, 0, 1}, {1, -2, 0}, {1, 3, 3}};
B={{-2, 0, 1}, {2, 1, 0}, {1, 2, 1}};

MatrixForm[Inverse[A]. B]

-20 -7 4
-11 -4 2
18 7 -3
Inverse[A]

{{6, -3, -2}, {3, -2, -1}, {-5, 3, 2}}

Inverse[B]
{{1, 2, -1}, {-2, -3, 2}, {3, 4, -2}}

MatrixForm[Transpose[lnverse[B]. Al]

2 3 5
7 12 14
2 4 -3

i) Sia B8* la base canonica di (R%)*, la matrice del cambiamento di base da 8* a 81 &:

1 0 1
A=|l1 -2 0 |.
1 3 3
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La matrice del cambiamento di base da 8* a B> é:

-2
B=| 2
1

Pertanto la matrice del cambiamento di base da 81 a B85 &:

-20 -7 4
AB=| -11 -4 2 |.

18 7 -3

N~ O

— o
| ——

ii) B1=((6,-3,-2),(3,-2,-1),(-5,3,2)), B2 = ((1,2,-1),(-2,-3,2),(3,4,-2)).

iii) La matrice richiesta &: Y(B~1A).
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Soluzioni - Diagonalizzazione di matrici

(1]

A={{2, 1, 0}, {1, 2, 1}, {O, 1, 2}};

Eigensystem[A]

{{2, 2.2, 2+ﬁ}, {{-1, 0, 13, {1, 2, 1}, {1, V2, 1}}}

A=2,20=2-v2,23=2+2.
V/\l = -E((_lv 0! 1))1 V/\z = L((la _\/Ev 1))1 V}L3 = L((lv \/Ev 1))
(2]

A= {{2, 1, -1}, {1, 1, 1}, {-1, 1, 5}};
FullSimplify[Eigensystem[A]]
{{o,4-v2, 4.2},

{{2, -3, 13}, {4+3ﬁ, 3+2+2, 1}, {4-3\6, 3-24/2, 1}}}

=0, =4-+2, 23=4++/2.

Vi, = L(2,-3,1), Vi, = L((4 +3V2,3+2V2,1)),
Vi, = L((4 - 3v2,3 - 2v/2,1)).

(3]

A={{2, 0, 2}, {O, 1, O}, {2, O, -1}};

Eigensystem[A]
{{-2, 1, 3}, {{-1, 0, 2}, {0, 1, 0O}, {2,0, 1}}}

AM=-2,2=1,23=3.
V/U = L((—l, 0! 2))1 V/\z = -E((O! 11 0))! V)Ls = L((Z, 0! 1))
(4]

A= {{1, -2, -1}, {-2, 0, 2}, {-1, 2, 1}};

Eigensystem[A]
{{-2, 0, 4}, {{-1, -2, 1}, {1, 0, 1}, {-1,1, 1}}}

A =-2,2,=0, 23 =4.

189
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V/\l = -E((_lv _21 1))1 V/\z = "E((ll 01 1))! V/\3 = -E((_lv 1! 1))

(5]

A= {{2, 1, 1}, {1, -2, 3}, {3, 4, -1}};

Eigensystem[A]
{{-5,0, 4}, {{0, -1, 13, {-1, 1,1}, {9,7, 11}}}

A1 =-5 22=0, A3 =4.

V/\l = -E((Oa _1! 1))1 V/\z = -E((_lv 1! 1))1 V/\3 = L((ga 71 11))

(6]

A= {{0, -2, -2}, {2, 4, 2}, {-2, -2, 0}};

Eigensystem[A]
({0, 2, 23}, {{1, -1, 1}, {-1,0, 1}, {-1, 1,0}}}

A1 =0, A2 = 2 (doppio).

V/\l = L((la _1! 1))1 V/\z = -E((_lv 0! 1)! (_11 11 O))

(7]

A= {{1, -1, O, 0}, {-1, 2, -1, O}, {O, -1, 1, O}, {0, O, O, 1}};

Eigensystem[A]
{{0,1, 1, 33, {{2, 1,1, 0}, {0,0,0,12}, {-1,0, 1,03, {2, -2,1,0}}}

A1 =0, A2 =1 (doppio), A3 = 3.

W\, = £((1,1,1,0)), Vi, = £L((0,0,0,1),(-1,0,1,0)), Vo, = £((1,-2,1,0)).

(8]

A= {{1, 0, 0, 0}, {O, 1, -1, 0}, {O, -1, 1, O}, {0, O, O, 1}};

Eigensystem[A]
{{o, 1, 1, 23, {{O0, 1, 1, O}, {0, 0,0, 1}, {2,0,0, 0}, {O, -1,1,0}}}

A1 =0, A2 =1 (doppio), A3 = 2.

Wy, = £((0,1,1,0)), Vi, = £L((0,0,0,1),(1,0,0,0)), Vo, = L((0,-1,1,0)).

(9]

A={{3, -1, 0, 0}, {-1, 3, O, O}, {O, O, 4, 1}, {0, O, 1, 4}};

Eigensystem[A]
{{2, 3, 4, 5}, {{1, 1, 0,0}, {O,0, -2, 12}, {-1,1,0,0}, (0,0, 1, 1}}}

AM=2,2=3 23=4, A4 =5.
V/U = L((l, 11 0! O))1 V)Lz = L((O, 0! _1! 1))1

V/\3 = -E((_lv 1! 01 O))! V/\4 = "E((Ol 01 1! 1))

Universita di Torino



Capitolo 16 — Soluzioni - Diagonalizzazione di matrici

[10]

191

A={{1, 0, O, 0}, {O, O, O, O}, {O, 1, 1, O}, {O, O, O, 1}};

Eigensystem[A]
({0, 1, 1, 13, {{O, -1, 1, O}, {0, 0,0, 1}, {0,0, 1, 0}, {1,0,0,0}}}

A1 =0, A2 =1 (triplo).
Vy, = £((0,-1,1,0)), Vi, = £((0,0,0,1),(0,0,1,0),(1,0,0,0)).

(11]

A={{1, -4, 3, 0}, {-4, 1,0, 0}, {3, 0, 1, 0}, {0, O, O, 1}};

Eigensystem[A]
{{-4, 1,1, 6},
{{-5, -4, 3,0}, {0, 0,0, 1}, {0, 3, 4, 0}, {5 -4,3,0}}}

A1 = -4, A, =1 (doppio), A3 = 6.
V/\l = L((_Sv _41 31 O))! V/\z = L((Oa 01 0! 1)1 (O! 31 41 0))1 V/\3 = L((Sa _4! 31 O))

[12]

A={{2, 0, 0, 0}, {O, 1, 1, O}, {O, 1, 1, O}, {O, O, O, 2}};

Eigensystem[A]
({0, 2, 2, 23}, {{O0, -1, 1, O}, {0,0,0, 1}, {0,1,1, 0}, {1,0,0,0}}}

A1 =0, A2 = 2 (triplo).
Vy, = £((0,-1,1,0)), Vi, = £((0,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0)).

[13]

A= {{0, 0, 0, 0}, {O, 1, -1, 0}, {O, -1, 1, O}, {O, O, O, 0}};
Eigensystem[A]
{{0, 0, 0, 23}, {{0, 0,0, 1}, (O, 1,1, 0}, {1,0,0, 0}, {O, -1, 1, 0}}}

A1 = 0 (triplo), A2 =2.
Vy, = £((0,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0)), Va, = £((0,-1,1,0)).

[14]

A={{1, 0, 0, 2}, {0, 1, O, 2}, {O, O, 1, 2}, {2, 2, 2, 3}};
RootReduce [Eigensystem[A] ]

{1, 2-v13, 2+ v13}, {1-1, 0,1, 03, (-1, 1, 0, 0},
(3 [-2-v53). & (-2-vE3), £ (-2-v13). 1)

{g (-1+v18), 2 (-1++13), ¢ (-1+13), 1}}}

A1 = 1 (doppio), A2 =2—+/13, A3 =2 ++/13.

W\, = £((-1,0,1,0),(-1,1,0,0)),

Vi, = £((1 + V13,1 + V13,1 +V13,-6)),
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Vi, = £((1 - V13,1 - 13,1 - V13, -6)).

[15]

A= {{2, -1, O, 0}, {-1, -2, 0, 0}, {0, O, 2, -1}, {0, O, -1, -2}};
Eigensystem[A]
({45, 45, 5. 46}, [{0.0, -2 1.

{72+v€, 1, 0, o}, {o, 0, -2 - /5, 1}, {—Z—VE, 1, 0, o}}}

A1 = —v/5 (doppio), A2 = V/5 (doppio).
V/\l = L((Oa 01 -2+ \/gv 1)1 (_2 + \/gv 11 01 0))1

Vi, = £((0,0,-2-/5,1),(-2 - v/5,1,0,0)).

[16]

A= {{a, 2, a-1}, {-3, 5 -2}, {-4, 4, -1}};

Solve[ {CharacteristicPolynomial [A, X]/. X-» 1} ==0][[1]]
{a->0}

Eigensystem[A/ . %]
({1, 1, 23, {{0, 1, 23}, {0, 0, O}, {1, 1, 0}}}

i)a=0. ii)No.
[17]
A= {{1, 0, 0}, {1, -1, 0}, {2, 3, 2}};
Eigensystem[A]
{{-1, 1, 2}, {{0, -1, 1}, {-2, -1, 7}, {0, 0, 1}}}
(0 -2 0)
)P=| -1 -1 0 [ ii)No.
1 7 1
(18]

A= {{0, h, h}, {1, h"2-h, 1}, {h-1, 0, h-1}};

Solve[Det[A] == 0]
{{h-0}, {h-0}, {h>1}, (h->1}}

Eigensystem[A/ . h- 1]
{{-1, 0,1}, {{-1,1,03, {-1, -1,13, {1,1,0}}}

hhe{0,1). i)Adi=-1, A2=0, Ag=1.

V/\l = L((_lv 1! O))v V/\z = L((_lv _11 1))1 V/\3 = L((la 11 0)) I“) Si
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[19]

A= {{1, 2, -4}, {2, -2, -2}, {-4, -2, 1}};

m = Eigensystem[A]
{{-3, -3, 6}, {{1,0, 13, {-1, 2, 0}, {-2, -1, 2}}}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

GramSchmidt[m[[2]1]1]

W[
wlnN

J)

1 1 1 242 1 2
Uz ogtl-sg = 5515

i) A = -3 (doppio), A, = 6.

V/\l = L((la 01 1)1 (_1! 21 O))! V/\z = L((_Zv _11 2))

o[ e ) 639)

1 1t 2

V2 3v2 3

2+/2 1
ii)P=| o cYe -
3 3

11 =2

V2 32 3

[20]

A={{3, 2, 1}, {-3, -2, h+1}, {6, 4, 2}};

Solve[ {CharacteristicPolynomial [A, X]/.X - 3} ==0][[1]]
{h- -2}

Eigensystem[A/ . %]
{{0, 0, 33}, {{-1, 0, 33}, {-2, 3,0}, {1, -1, 2}}}

i) h=-2. i) A1 = 0 (doppio), A, = 3.

V/\l = L((_lv 0! 3)1 (_21 31 O))! V}Lz = L((lv _11 2))

0 0O
D=| 0 0 0|
0 0 3

B=((-1,0,3),(-2,3,0),(1,-1,2)).

[21]

A= {{1, -2, 4, 1}, {2, -3, 9, -1}, {1, O, 6, -5}, {2, -5, 7, 5}};

Det[A]
0

Si.
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[22]

A={{1, -1, a+2}, {2a+1, -1, 0}, {0, O, a}};
X = {X1, x2, x3}; B={0, 0, 0};

Reduce[A. X == B, X]
a == 08&8X2 == x1&8x3 == 0| | X1 == 0&&X2 == 0&&x3 == 0&&a + 0

c=Al.a-» -1;

MatrixForm[b = Transpose[c] +C]
2 -2 1
-2 -2 0
1 0 -2

Eigenvalues[b]
{-3, -2, 3}

a # 0: una soluzione (la soluzione nulla);
a = 0: infinite soluzioni dipendenti da un’incognita libera.

2 -2 1
B=tA+A= -2 =2 0 ,/\12—3,/\22—2, /\323.
1 0 =2

(23]

A= {{0, a, -1, 0}, {a&, O, 1, O}, {-1, 1, -1, O}, {0, 0, O, a}};

Solve[Det[A] == 0]
{{a->0}, {a->0}, {a>2}}

Eigensystem[A/ . %[[1]]]
{{-2,0,0, 13, {{1, -1, 2, 0}, {O,0,0, 13}, {1,1,0,0}, {-1,12,1,0}}}

i)aé& {0,2}. i) Ay =-2, A2 =0 (doppio), A, =1.

V/\l = -E((la _1: 21 O))! V/\z = -E((Oa 01 Oa 1)1 (11 11 01 0))1 V}L3 = L((_la 11 11 O))
[24]

A={{2, 1, a}, {1, 1, -1}, {a, -1, 2}};

Solve[Det[A] == 0]
{{a>-2}, {a>0}}

Eigensystem[A/ . a- 0]
{{0, 2, 3}, {{-1, 2,1}, {1,0, 1}, {-1, -1, 1}}}

i)aE{—Z,O}. II) A1 =0, A, =2, A3=3.

V/U = .E((_l, 2! 1))1 V/\z = L((l, 01 1))! V)Ls = L((_la _1! 1))
[29]

A={{0, 2, a}, {2, 1, 1}, {a, 1, 1}};

Solve[Det[A] == 0]
{{a>2}, {a>2}}

Eigensystem[A/ . a- 2]
{{-2,0, 4}, {{-2,1,1}, {O, -1, 1}, (1,1, 1}}}

i)a=2; ii))L1:—2, A2:O, A3:4.
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V/\l = -E((_zv 1! 1))1 V/\z = -E((Oa _la 1))1 V/\3 = -E((la 11 l))

[26]

A={{1, O, 1}, {1, h, 2}, {-1, h, 1-h"2}}; X={X, Yy, z}; B={0, 1, h};

Reduce[A. X == B, X]

h==1&88X == -z& 8y ==1-2| |
1 2+h 1
X::l+h&&y::h(l+h) ::ﬂ&&—l+h¢0&&h¢0&&l+h$0

m=A/.h-0;

MatrixForm[c = m. Transpose[m] ]
2 3 0
3 5 1
0o 1 2

Eigensystem[c]
{{0, 2, 7}, {{3, -2, 1}, {-1, 0, 3}, {3,5,1}}}

i) Se h &€ {-1,0, 1}: esiste una sola soluzione;
se h € {-1,0}: non esistono soluzioni;
se h = 1: esistono infinite soluzioni dipendenti da un’incognita libera.

2 30 000
ij)c=[3 5 1|, D=0 2 0| iiino.
01 2 007

(27]

A= {{0, -1, Kk}, {-1, h, -1}, {k, -1, 0}};

Solve[ Det[A] == 0]

Solve ::”” svars’’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es

(-2} vo01)

a=A/.{h-0, k-1};

b = Eigensystem[a]
{{-1, -1, 2}, {{-1, 0, 1}, {1, 1, 0}, {1, -1, 1}}}

MatrixForm[Transpose[b[[2]1]]

-1 1 1
0 1 -1
1 O 1

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

MatrixForm[Transpose [GramSchmidt[b[[2]]1]1]
1

T
V2 A6 /3
0 2 1
3
11 f
Z 6 R
. 2
k#0eh# .
1 0 0 11 1
i)D=| 0 -1 0, P=| 0 1 -1
0 0 2 1 0 1

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



196 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

(111

V2 & V3

iii) A & simmetrica, Q = 0 Q 1
R

V2 V6 3

[28] i) Se A1,A2, ..., Ak sono gli autovalori di A con molteplicita my, my, ..., my, rispettivamente, allora
ALh A5 L At sono gli autovalori di A1, con le stesse molteplicitd my, my, ..., m.

ii)D’=D1,P =P.

[29] i) Se A1,42,..., Ak sono gli autovalori di A con molteplicita mg, my, ..., M, rispettivamente, allora
ﬁ,/\i . Aﬁ sono gli autovalori di A?, con le stesse molteplicita mg, my, ..., m.

i) D’ = D% P =P.

[30]

A= {{0, 1, 0, 0}, {1, O, O, O}, {O, O, 1, 2}, {0, O, 2, 1}};

Eigensystem[A]

{{-1, -1, 1, 3},
{{0, 0, -1, 1}, {-1,1,0,0}, {1,1,0,0}, {0,0,1, 1}}}

i) A = -1 (doppio), A2 =1, A3 = 3.
V/\l = L((Oa 01 _11 1)1 (_11 11 010))! V)(z = ‘L((lv 11 01 0))1 V/\3 = -E((Oa 01 1! 1))

(31]

A={{1, 1, 1}, {-1, O, 1}, {2, 1, 0}};

Eigensystem[A]
{{-1, 0, 2}, {{O, -1, 1}, {1, -2, 1}, {1, 0, 1}}}

Ar=-1,2,=0, A3 =2.

0 1 1
ii) A ésimmetrica, B=| -1 -2 0
1 1 1

(32]

A= {{1, -h, 1}, {1, h, -1}, {3, -1, 1}}; X={X, ¥, z}; B={1, O, 2};

Reduce[A. X == B, X]

h::l&&x::%&&z::% (L+2y)||x ==

Eigensystem[A/ . h- 1]
{{0, 0, 33}, {{0, 1, 13}, {0, 0, 0}, {3, -1, 5}}}

&&y::O&&z::%&&—l+h#0

N| =

i) h=1,ii) h+ 1;iii) A non é diagonalizzabile.

[33] i) Falso, per esempio: O = ( 8 g ) e diagonalizzabile ma non invertibile;
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i ) é invertibile ma non diagonalizzabile.

o -

ii) falso, per esempio: A = (

(34]

197

A={{1, -3, 5}, {3, 2, 1}, {-5, -4, 0}};

MatrixForm[B = A + Transpose [A] ]

2 0 0

0o 4 -3

0o -3 0
Eigensystem[B]

{{2, 2 - /13, 2+VT3},

(.0.00, 0.3 [-20483], 1], 0.} 23], 1}})

2 0 0 2 0 0
B=l0 4 -3|,B=[0 2++13 0 .

0 -3 0 0 0 2-+/13
[35]

A= {{1, O, -1, 0}, {O, -1, 1, O}, {O, O, 1, 1}, {O, O, k, 0}};

Solve[Det[A] == 0]
{{k->0}}

b = Eigenvalues[A]

{71, 1, % (17\/1+4k), % (1+\/1+4k)}
Flatten[Table[b[[i]] ==b[[J11, {i, 4}, {4, 4}11:

Map[Solve, %]

Solve ::” ifun”: Inverse functions are bei ng used by Sol ve,
f ound
Solve ::” ifun”: Inverse functions are bei ng used by Sol ve,
f ound

{{{}}, {3 (tk=>23), {3, (3, {3} {3 ({k=>0}}, {{k->2}},

0o (ko2 00 tkson, ks -7}t

Eigensystem[A/ . k- 2]
{{-1, -1, 1, 23, {{O, 1, O, O}, {O, 0, O, O}, {2, 0,0, 0}, {-3,1, 3, 3}}}

Eigensystem[A/ . k- 0]

{{-1, 0, 1, 13},
{{0, 1, 0, O}, {-1, -1, -1, 1}, {1,0, 0, 0O}, {0,0,0,0}}}

Eigensystem[A/ . k- -1/ 4]

(25 14}
{0, 1, 0, 0}, { -4, -
{ {

{}

,_2,1},{0,0,0,0},{1,0,0,0}}}

w|

so sone sol utions may not be

so sone sol utions may not be

iy k#0. i) k> —%,kio,ki 2.
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[36]

A= ({2, -2, -1}, {-2, 5, 2}, {-1, 2, 2}};
Det[A]
7

MatrixForm[Inverse[A]]
i 5%
{2 ¢
7 7 7

b = Eigensystem[A]

{{1, 1, 7}, {{1,0, 1}, {2, 1, 0}, {-1, 2, 1}}}

MatrixForm[Transpose([b[[2]1]]

1 2 -1
0o 1 2
1 O 1

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

MatrixForm[Transpose [GramSchmidt[b[[2]]11]1]

4 4L 4

V2 43 /6
o L |2 ]

3

P

Z B %

i) detA =7

6 2 1

7 7 7

-1 _ 2 3 2

AC=l 7 7 7

1.2 8

7 7 7

ii) A1 = 1 di molteplicita 2, A, = 7 di molteplicita 1.

V/\l = L((la 01 1)1 (21 1! O)), V/\z = -E((_lv 2! 1))

12 1
ipP=[0 1 2
10 1
B
V2 V3 Ve
Q=| 0 & &
i _1 4
V2 V3 Ve
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(37]

199

A= {{1, O, 1}, {0, 1, h}, {-2, 2, 1}};

b = Eigenvalues[A]

{1, 1-vV2+V-1+h, l+\/§\/—l+h}
Flatten[Table[b[[§]1]1 ==b[[J1], {1, 3}, {J, 3}11;:

Map[Solve, %]

{{{}}, {th>1}}, {{h>1}}, {({h>1}},
{{}}, {({h->11}}, {{h->1}}, {{h>1}}, {{}}}

Eigensystem[A/ . h- 1]
({1, 1, 13, {{1, 1, 0}, {0, O, O}, {0, 0, 0}}}

h>1.

(38]

A={{4, 0, 2, 2}, {O, -1, -1, 1}, {-2, -1, O, 0}, {2, 1, O, 0}};

Eigensystem[A]

{{-2,0,1, 4}
{{o0, -2, -1, 13, {-1, 2, 0, 2}, {O, 1, -1, 1}, {9, 2, -5, 5}}}

(2 00 0)
o oo
A=lo 01 0

0 00 4
[39]

A= {{1, 2, -1, 0}, {2, 3, -2, 0}, {-1, -2, 1, O}, {O, O, O, 0}};

RootReduce [Eigensystem[A] ]

{{o, 0, % (sfm), % 5+@)}, {{o, 0,0, 1}, {1, 0, 1, 0},

(-2 5 (-2+v83). 3,0} {-2. § (-2-v33) 1. 0}}]
00 0 0
00 0 0
A=100 75"2‘@ 0
0 0 5+2\/§

[40]

A= {{-2, -10, 0}, {2, 7, 0}, {-3, -6, 1}};

Eigensystem[A]
({1, 2, 3}, {{0, 0, 1}, {-5, 2, 3}, {-2,1,0}}}
1 00 0 -5 -2
A=(02 0]|,B={0 2 1
0 0 3 1 3 0
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[41]

A= {{-10, -14, 0}, (6, 9, 0}, {-9, -18, -1}};

Eigensystem[A]

{{-3, -1, 2}, {{-2, 1, 0}, {O, O, 1}, {7, -6, 15}}}
-3 0 O -2 0 -7

A= 0 -1 01|,B=] 1 0 6
0 0 2 0 1 -15

[42]

A={{1,0,0, 0} {k2-1, 1,0, 0},
(k"30-2k"5+3k™3, 0, 1, 0}, {5k+5, kK'2+k, K3k, 1}};

Solve[Det[A] == 0]
{}

Eigensystem[A]
{{1, 1, 1, 13, {{0, 0,0, 1}, {O,1-k, 1, O}, {O, O, 0, O}, {O,0,0,0}}}

k=1;

Eigensystem[A]
{{1, 1, 1, 13, {{0, 0,0, 13, {0, 0,1, O}, {O,0,0,0}, {O,0,0,0}}}

k=-1;

Eigensystem[A]
({1, 1, 1, 13, {{0, 0,0, 1y, {O,0,1, 0}, {O,12,0,0}, {1,0,0,0}}}

i) A é invertibile Yk e R. ii) A é diagonalizzabile se k = -1.

[43]

A={{0, 1, 1, h}, {1, -1, O, -1}, {1, 0, 1, 0}};
X = {x1, x2, x3, x4}; B= {0, 0, 0};

Reduce[A. X == B, X]

h == 188x1 == -X38&8X2 == -X3 - X4 |
X1 == -X38&8X2 == -X3&8x4 == 0&&-1+h 0

h=1;

B = A. Transpose[A] ;

MatrixForm[B]
3 -2 1
=2 3 1
1 1 2

b = Eigensystem[B]
{{0, 3, 5}, {{-1, -1, 1}, (1,1, 2}, {-1,1, 0}}}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization®

MatrixForm[Transpose [GramSchmidt[b[[2]]11]1]
1

.
V3 VB 2

1 2 0
V3 3

i)Seh=1:ilrangodi Aé2,se h+ 1:ilrangodi Ae 3.
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3 21
i)B=| -2 3 1|
1 1 2

autovaloridi B: A, =0, 2, =3, A3 =5;
autospazi di B: V), = £((-1,-1,1)), Vi, = £((1,1,2)), Vo, = £L((1,-1,0));

BET S
Ve 2
ol oL 1 1
VG Ve V2
12
NI

[44]

A={{-1, O, 4, 0}, {O, 1, O, -1}, {1, O, 2, 0}, {O, h, O, 1}};

Solve[Det[A] == 0]
{{h>-1}}

b = Eigenvalues[A]

{-2,3, i (-i+vh), -1 (i)}

Flatten[Table[b[[i]] ==b[[J11, {i, 4}, {J, 4}11:

Map[Solve, %]

({3}, O3, {{h>-93), {3 {3 ({3 (3, {({h>-4}}
{{h>-93}, {}, {{}}, {{h=>03}}, {}, {{h>-4}}, {({h->0}}, {{}}}

h=-9;
Eigensystem[A]

{{-2, -2, 3, 4},
{{0, 1, 0, 3}, {-4,0, 1, 0}, {1, 0, 1, O}, {0, -1, 0, 3}}}

h=-4;
Eigensystem[A]

{{-2, -1, 3, 3},
{{-4,0, 1, 0}, (O, 1, 0, 2}, {O, -1, 0, 2}, {1,0, 1, 0}}}

h=0;

Eigensystem[A]

{{-2,1, 1, 33}, {{-4, 0,1, 03}, {0, 1,0, 0}, {O,0,0,0}, {1,0, 1, 0}}}
i)h+-1;, ii)h<0.

[45]

A={{2, -3, 0, 3}, {3, -4, 0, 3}, {0, 3, 2, -3}, {3, -3, 0, 2}};

Eigensystem[A]
=1 =122

{{0,1, 0, 13, (-1, -1, 1, 0}, {1, 1,0, 1}, {0,0, 1, 0}}}
Eigensystem[Transpose[A]]

{{-1, -1, 2, 2},
{{-1, 0,0, 1}, (-1, 1, 0, O}, {1, -1, 0, 1}, {1,0, 1, 0}}}
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i) A e 'A hanno gli stessi autovalori in quanto hanno lo stesso polinomio caratteristico.

ii) Gli autovalori di A sono A; = -1, A, = 2 entrambi con molteplicita 2, gli autospazi ad essi relativi sono
rispettivamente generati da ((0, 1,0, 1),(-1,-1,1,0)) e da ((1,1,0, 1), (0,0, 1,0)); gli autovalori di ‘A coincidono
con gli autovalori di A ma i rispettivi autospazi sono diversi, infatti sono generati da ((-1,0,0,1),(-1,1,0,0)) e
da ((1,-1,0,1),(1,0,1,0)), rispettivamente.

[46]

A={{2, 3, 1}, {-2, -3, h}, {4, 6, 2}};

b = Eigenvalues[A]

{0, % (1—\/25+24h), % 1+\/25+24h)}

Flatten[Table[b[[§]1]1 ==b[[J1], {i, 3}, {J, 3}11;:

Map[Solve, %]

Solve ::” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone sol utions may not be
f ound
Solve ::” ifun”: lInverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not be
f ound

{ton tth> -1, 0, tth> -1,
3. {{r--21. 0. {p--2} )

h=-1;

Eigensystem[A]
{{0, 0, 13, {{-1, 0, 2}, {-3, 2,0}, {1, -1, 2}}}

h = -25/ 24;
Eigensystem[A]
{fo.3 50 (-3 1.0 {3 -5 1} 0. 0. 01})

25
h> -—.
24

[47] Seb=1,alloraa=0,A=1eA =1;
seb+lalloraa=Ab-1), 2AeR,

1 00 1 00
A=/010], B=|01 2
0 0 b 0 01

(48]

A={{1, O, 0}, {1, -1, 0}, {2, 3, 2}};

Eigensystem[A]
{{-1, 1, 23, {{0, -1, 1}, (-2, -1, 7}, {0, 0, 1}}}

i) A e B sono simili perché hanno gli stessi autovalori con la stessa molteplicita.

2 0 0
iP=| 1 1 o0
7 -1 1
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[49]

203

A= {{1, O, h}, {0, 2, 0}, {h, 1, 1}};

b = Eigenvalues[A]
{(2,1-h,1+h}

Flatten[Table[b[[i]1] ==b[[§11, {i, 3}, {j, 3}11;

Map[Solve, %]

{({{}}, {{h>-1}}, {{h>1}}, {{h>-1}}
{{}}, {{th=>0}}, {{h>1}}, {{h>0}}, {{}}}

h=-1;

Eigensystem[A]
{{0, 2, 23}, {{1,0, 1}, {-1,0, 1}, {0,0,0}}}

h=1;

Eigensystem[A]
{{0, 2, 23}, {{-1,0, 1}, {1,0, 1}, {0,0,0}}}

h=0;

Eigensystem[A]
{{1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {1, 0, O}, {0, 1, 1}}}

h++1.
[50]

A={{2,0, 0}, {2-h, -1+h, -1}, {-2+h, O, h}};

b = Eigenvalues[A]
{2, -1 +h, h}

Flatten[Table[b[[i]1] ==b[[§11, {i, 3}, {j, 3}11;

Map[Solve, %]
{({{3}, {({h>33}, {{h->2}}, {({h->3}}, {{3}, {}, {{h>2}}, {3}, {{}}}

h=3;

Eigensystem[A]
{{2, 2, 3}, {{-1, 0,13}, {O, 1, O}, (O, -1, 1}}}

h=2;

Eigensystem[A]
{{1, 2, 23, {{0, 1, 0}, {0, -1, 1}, {1, 0,0}}}

La matrice A é diagonalizzabile per ogni h € R.

[51] i) V*+ = £(2,-1,1,0),(-1,0,0,1)), quindi una base di autovettori é:
B=(1,2,0,1),(0,1,1,0),(2,-1,1,0),(-1,0,0,1)).

ii) La matrice D simile ad A e relativa alla base 8 é:

2 00 0
0200
D=0 00 0
0000
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1 1 1 1
52] i) Per esempio: 8 =110, —,0, — ,(1,0,0,0),(0,—,O,——),(0,0,l,O)).
529 porssompos 8 =0, .0, TV
1 000
. ... |03 00
ii) Per esempio: D = 00 3 0
0 0 0 3

(53]

A= {{0, 2h, 2h}, {2, 2, O}, {2, K, 2}}; X = {x1, X2, X3} ;
k=0;

Reduce[A. X == 2 X, X]
X1 ==

h=1;

Eigensystem[A]
{{-2, 2, 43, {{-2,1, 1}, {O, -1, 1}, {1, 1, 1}}}

Clear[h, k]
h=0;

Eigenvalues[A]
{0, 2, 2}

Reduce[A. X == 2X, k]
k == 08&x1 == 0| | X1 == 08&&X2 ==

i) A ammette I’autovalore 2, per ogni h e R.

2 00 2 0 1
iD= 0 2 0|, P=|1 -1 1]
0 0 4 1 1 1

iii) A & simmetrica pertanto si pud ottenere una base ortonormale di autovettori.

iv) A é diagonalizzabile per k = 0.
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(54]
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A= {{0, 2, 2a}, {2, 2, 0}, {2, O, 2}};
a:—l,'

Eigensystem[A]
{{0, 2, 23}, {{-1,1, 1}, {0,1,1}, {0O,0,0}}}

a=0;

Det[A]
-8

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

GramSchmidt[A]
({0, 1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}}

GramSchmidt[Transpose[A] ]

o5 b /2 5o 5 G5 &)

i) A non é diagonalizzabile.
ii) Per esempio:

8=((0,1,0),(1,0,0),(1,0,1)), C=((°’i i)(

V2' V2
4 1 _1
V2 V6 V3
eus _ \/_E i BN -
iii)P=| O Vs 7 € una matrice ortogonale.
i _1 1
2 V6 V3

[55]

A={{1, -3, 1, 2}, {h, O, O, O}, {1, -1, O, 0}, {0, O, O, h}};

Solve[Det[A] == 0]
{{h>0}, {h->01}}

MatrixForm[Inverse[A]]

0 i 0 0
0 g -1 0
1z 2 1%
0O 0 O "
h=0;

Eigensystem[A]

{{o. 0, % (1-+5). % 1+v5)}, {11, 1,0 1y,
.1, 0},

{1, 1, 2, 03, {%(1—@), o} {% (1+V5), 0,1, 0}}}
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i) Se h # 0, la matrice A é invertibile e:

1
oﬁo 0
o%—lo

Al =
2 2
15_3_5

1
00 O -

.. 1 1
i) =0,m, =2, 4= E(1—x/§), my, =1; A3 = 5(1+\/§), my, = 1.

Vi, = £((1,1,0,1),(1,1,2,0)), V), = L((%(l -+/5),0, 1,0)); Vy, = L((%(l ++/5),0, 1,0)).

iii) La matrice A é diagonalizzabile perche la dimensione degli autospazi coincide con la molteplicita dei relativi
autovalori.

(56] i)

A={{2, 0, 0}, {0, 2, 0}, {-1, O, 3}};
B={{1, O, 0}, {-2, 3, 0}, {-2, 0, 3}};

A.B-B. A
{{0, 0, 0}, {0, 0, O}, {0, 0, 0}}

Eigensystem[A]
{{2, 2, 3}, {{1,0, 1}, {0,1,0}, {O,0,1}}}

Eigensystem[B]
{{1, 38, 3}, {{1,1, 1}, {0,0,1}, {0,121, 0}}}

$=(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)).

i)

A= {{3, -2, -2}, {0, 2, 0}, {0, -1, 1}};
B={{-2, 1, 1}, {0, O, 0}, {O, -1, -1}};
A

B-B. A
{{0, 0, 0}, {0, 0, O}, {0, 0, 0}}

Eigensystem[A]
{{1, 2, 3}, {{1,0, 1}, {0, -1, 1}, {1,0,0}}}

Eigensystem[B]
{{-2, -1, 03}, {{1, 0, O}, {1, 0, 13}, (O, -1, 1}}}

$B=(1,0,1),(0,-1,1),(1,0,0)).
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i)
A= ({-66, 190, 68}, {-4, 13, 4}, {-53, 148, 55}};
B = {{-30, 96, 32}, {-2, 8, 2}, {-25, 75, 27}};

A.B-B. A

{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0O,0,0}}

Eigensystem[A]

{{-1, 1, 23, {{32, 2, 25}, {14, 1, 11}, {1, 0, 1}}}
Eigensystem[B]

{{1, 2, 2}, {{32, 2,25}, {1, 0, 1}, {3, 1,0}}}

B. (14, 1, 11}
(28, 2, 22}

B =1((32,2,25),(14,1,11),(-1,0,-1)).

iv)

A={{1, 0, 2, 0}, {-24, 1, 48, 6}, {0, O, 2, 0}, {8, 0, -16, -1}};
B={{-2, 0, 8 0}, {-12, 3, 24, 3}, {0, O, 2, 0}, {-16, O, 32, 2}};

A.B-B. A

{{o, 0, 0, 03, {0, O, O, 0}, {0, 0, O, O}, {0, 0,0, 0}}

Eigensystem[A]

{{-1, 1, 1, 23, {{0, -3,0, 1}, {1,0,0, 4}, {0,1,0,0}, {2,0,1,0}}}
Eigensystem[B]

{{-2, 2, 2,3}, {{2,0,0, 4}, {O, -3,0,1}, {2,0,1, 0}, {0,1,0,0}}}

$=((1,0,0,4),(0,1,0,0),(2,0,1,0),(0,-3,0,1)).

v)

A= {{16, -16, 4, 16}, {0, O, O, O}, {-48, 48, -12, -48}, {0, 0, 0, 0}};
B={{-9, 12, -3, -12}, {3, -3, 1, 3}, {12, -12, 4, 12}, {9, -12, 3, 12}};
A.B-B. A

({0, 0, 0, 03, {0, O, O, 0}, {0, 0, O, 0}, {O,0,0,0}}

Eigensystem[A]

{{0, 0,0, 4}, {{-1,0,0, 1}, {-1,0, 4,0}, {1,1,0,0}, {-1,0, 3,0}}}
Eigensystem[B]

{{0, 0,1, 3}, {{0,1,0,1}, {-1,0, 3,0}, {0,1, 4,0}, {-1,0,0, 1}}}
A. {0, 1, 4, 0}

{0, 0, 0, 0}

A. {0, 1, 0, 1}
{0, 0, 0, 0}

$=((0,1,4,0),(1,0,0,-1),(0,1,0,1),(1,0,-3,0)).
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vi)

A={{1, 0, 2, 0}, {-2, -1, -2, 2}, {O, O, -1, O}, {0, O, O, 1}};

B={{1, O, O, 0}, {-1, O, -1, 1}, {O, O, 1, O}, {0, O, O, 1}};
A.B-B. A
{{o, o, 0, 0}, {0, O, 0, O}, {0, O, O, O}, {0, 0,0, 0}}

Eigensystem[A]

{{-1, -1, 1, 1}
{{-1, o, 1, 03, {O, 1, O, O}, {1,0,0, 1}, {-1,1,0,0}}}

Eigensystem[B]
({0, 1, 1, 13, {{0, 1, 0, 0}, {1, 0,0, 1}, {-1,0, 1, 0}, {-1,1,0,0}}}

8=(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,0)).

vii)

A= {{3, 3, 0}, {-2, -2, 0}, {1, 1, 0}};
B ={{6, 4, -4}, {-4, -2, 4}, {2, 2, 0}};

A.B-B.A
{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

Eigensystem[A]

{{0, 0, 1}, {{0,0, 13}, {-1,1, 03, {3, -2,1}}}
Eigensystem[B]

{{0, 2, 2}, {{2, -2, 1}, {1,0, 1}, {-1,1,0}}}
B. {3, -2, 1}

{6, -4, 2}

A {2, -2, 1}
{0, 0, 0}

B=(1,-1,0),(2,-2,1),(3,-2,1)).
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Soluzioni - Coniche nél piano

(* NOTES

The program uses the eigenvector av2 of A of greatest numerical
value and uses this to constructarotation sosl. The choice of
av2 depends on the overall
sign of the quadratic polynomial g that
isdefinedso that in the final plot
(1) ellipses “lie’ horizontally,

(11) hyperbolas cut the x - axis,

(i) parabolasare “vertical’.

The transformation sos2 places the centre or vertex of the conic
at theorigin. ImplicitPlotfailstoploty 2 =

O or equations involvingonly x.

*)

<< Graphics“ImplicitPlot*
Co[X., y-1 := Coefficient[X, y]
FS[x.] := FullSimplify[x]

Mat[f.] :=Do[e := Expand[f] ;
all :=Co[e, X 2]; al2 :=Co[e, xyl/ 2; a22 :=Co[e, Yy 2];
al3 :=Cof[e/ . {y -0}, x1/2;
a23 :=Cof[e/ . {x->0}, y1/2; a33:=¢e/. {X->0, y->0};
A := {{all, al2}, {al2, a22}};
B := {{all, al2, al3}, {al2, a22, a23}, {al3, a23, a33}}1]

Conic[f.] :=Do[Mat[f];
g := If[Det[A] == 0, IF[Tr[A] <O, -f, f],
If[Det[A] >0 || a33>0, -f, f11; Mat[g];
Print[A =, MatrixForm[A], , detA =, Det[A]];
Print[B =, MatrixForm[B], , detB =, Det[B]1];
Print[Autovalori di A =, Eigenvalues[A]];
av2 := Eigenvectors[A]l [[2]];
P := RootReduce[av2/ Sqrt[av2. av2]];
sosl := {X->P[[1]11X-P[[2]1]y, Y->P[[2]11X+P[[111y};
Print[Primasostituzione : , FS[sos1]];
h=FS[g/.sosl]; Mat[h];
SOS2 : =
{x- 1f[all==0, If[al3==0, X, x-a33/ (2al3)], x-al3/ all],
y - If[a22 == 0, If[a23 == 0, X, y -a33/ (2a23) 1,
y - a23/ a22]1};
Print[Secondasostituzione :, FS[s0s2]];
k = FS[h/ . s0s2]; Print[Equazione finale :, k, = 0];
ImplicitPlot[{g==0, h==0, k==0}, {x, -10, 10},
PlotStyle » {{Thickness[0. 005], Hue[O. 3]},
{Thickness[0. 005], Hue[O. 71}, {Thickness[0.01], Hue[0]}},
PlotPoints - 200]

Questo programma (scritto dal Prof. S.M. Salamon) consente, data I’equazione di una conica in generale, di ridurla
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a forma canonica evidenziando i passaggi algebrici necessari.

(1]
Conic[2X 2 -y 2-4x+2y - 3]
2 0
A=(g ] detAa-=-2
2 0 -2
B=|0 -1 1 , det B = 8
-2 1 -3

Autoval ori di A ={-1, 2}
Primasostituzione: (X >X, y->y}
Secondasostituzione : (x->1+X,y->1+y}
Equazi onefinale: -4+2x?>-y? = 0

15
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(2]

Conic[3X 2+y 2-6x+1]

3 0
A=[y -, ) detA-3

3 0 3
B-|{0 -1 0 |, detB=256

3 0 -1

Aut oval ori di A = {-3, -1}

Pri masostituzione: {x > -y, y->X}
Secondasostituzione : {(Xx->X,y->-1+Yy}
Equazi onefinale : 2-x?>-3y? = 0

[3] Non si tratta di una conica reale.
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(4
Conic[2X"2-2Xy +2y 2 +2x - 1]
-2 1
A= ) detA-3
-2 1 -1
B=|1 -2 0 , det B =15
-1 0 1

Aut oval ori di A = {-3, -1}

. . . X -y X+y
Primasostituzione : { x> —, y -
O A
1
Secondasostituzione : {X > -—— +X, Yy >
{ 2 Y

. E 5
Equazionefinale : 5 -x2-3y%2 =0

J

=)
sz

2

X\ |3
+

Y 1

3
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(5]
Conic[X 2+y 2-2x+4y-2]
Ay %) deta-1
o -1/
-1 0 1
B=/0 -1 -2 |, detB=7
1 -2 2

Autoval ori di A = {-1, -1}
Primasostituzione : (X >X, y->Yy}
Secondasostituzione : {(x->1+X,y~>-2+Yy}
Equazionefinale : 7-x2-y2 = 0

E la circonferenza di centro C = (1,-2) e raggio V7.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



214 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

(6]

Conic[x 2-y 2]
1 0

A=[y O, ) detA=-1
1 0 0

B=|/0 -1 0 |, detB=20
0 0 0

Autoval ori di A = {-1, 1}
Primasostituzione: (X >X, y->y}
Secondasostituzione : {(X->X,y->VY}
Equazi onefinale : (x-y) (x+y) =0

E la conica degenere data dal prodotto delle rette x—y =0 e x+y = 0.
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[7]
Conic[X 2+4Xy -2y 2 -2x+4y + 1]

-1 -2
A=, 5 | detA--6

-1 -2 1
B=|-2 2 -2 |, detB =16

1 -2 -1
Aut oval ori di A = {-2, 3} ) )

. . . ) X+2Yy X -y

Prlnasostltuzmne.{x»f N LY - NG }
Secondasostituzi one : {x - ? + X, y—>y}

Equazi onefi nal e :gf3x2+2y2 =0

20
10
-10 - 5—1
-10
-20
(25 5 ) (2
X 5 5 X 3
2X2—3Y2=— . [ ]: [ J+
y) a5 25 (LY )| L
5 5 3

[8] L unico punto reale di tale conica € I’origine O = (0, 0).
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(9]
Conic[X 2+3y 2-4x+6y +1]
-1 0
A=[y 5 ) detA-3
-1 0 2
B=|0 -3 -3 |, det B =18
2 -3 -1

Aut oval ori di A = {-3, -1}
Primasostituzione: (X >X, y->Yy}

Secondasostituzione : {(x->2+X,y—>-1+Yy}

Equazi onefinale : 6 -x>-3y? = 0
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Conic[X 2 + 2XY +X-Y]

A:(i %) ) det A = -1

11 %1
B-[1 o0 -+ | detB--3
2 4
11
)

AutovaloridiA:{% (1—\/5),%(1”/3)}

Pri masostituzione :

i J5+Bx-~[5-By \/S—x/—x+\/5+\/§y}
Vi0 e Vio

Secondasostituzi one :

X 11 ” 5 }
»— + »—7 7+7+
y 2725

Equamoneflnale:%(3+2(1+\@) = (71+ﬁ)y2):

15;

10}
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( \/5+\/§ _\/5+\/§ )

2
20+8), 2A-1+V5) , [X]_ V10 V10 [XJ+ V5
3 3 T N
y V5+v5  y5+v5 |\ %
V10 V10
[11]
Conic[y 2- xy +1]
o 1 1
A - 1 ?1 , det A= -2
2 1
(1) 2 1
B=E 1 0 ,detB:Z
0 0 -1
AutovaloridiA:{%(—l—\E),%(—1+\5)}
Pri masostituzione :
{xe%(\/2+\EX—\/2—\E)’),Y%%(JZ—\/EX+\/2+\EY)}
Secondasostituzione : {(Xx->X,y->VY}
Equazionefinale:%(2+x2+y2—\/§(x—y) (X+Y)) =0
10}
5,
-10 5 5 10
-5
- 10!
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Conic[X 2-3Xy +y 2-4Sqrt[2] (X-Y) + 6]
4 3
2
34
2
1 2+/2
g 1 242
22 -2+2 6

Aut oval ori di A ={_

5
A = A= 2
, det 2

N | w

1
B = B- _=
, det 5

Pri masostituzione :

—N]o

Equazi onefinal e : % (-4-5x?+25y%) =0

20

10
11 8
x V2o V2 (X 5v2

——X2+§Y2=g; = +
200 y) | 1 {{v)|_8
V2 2 5v2

[13] Si tratta della circonferenza di centro O = (0,0) e raggio 1.

[14] Non e una circonferenza reale.
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[15]

Conic[X 2 + 6XYy -7y 2 -2x -6y -19]

1 3

A:(3 > ),detAzflﬁ
1 3 1

B-|3 -7 -3 |, detB =320
1 -3 19

Aut oval ori di A = {-8, 2}
Prinasostituzione:{x+

3X-y y x+3y}
) =
/10 /10
Secondasostituzione : 3

.{X%7+X,ye—i+y}
\/10 10

Equazi onefinale : 2 (-10 +x2 -4y?) = 0

-10¢t

3 1
L, 2 x) | Vo Voo |(x) [°
R y) | L 8 \v) |z
Vo V1o >
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[16]
Conic[3X 2 +4Xy +3y 2+ 2x -2y -3]
-3 -2
A=, 5 ) detAa-=5
-3 -2 -1
B=-|-2 -3 1 , det B = 25
-1 1 8

Aut oval ori di A = {-5, -1}

. . . X
Primasostituzione : {x+— -y

X-y
7' )
Secondasostituzi one : {X% 2 +X, y—>y}
Equazi onefinale : 5-x2-5y2 = 0
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[17]
Conic[3X 2+ 4Xy + 3y 2 -2X +2y -3]
-3 -2
A=, 5 ) detAa-=5
-3 -2 1
B-={-2 -3 -1 |, detB =25
1 -1 8

Aut oval ori di A = {-5, -1}
Prinasostituzione:{Xe—

I

\2 2
Secondasost i t uzi one : {x S -\24x,y —>y}
Equazi onefinale : 5-x2-5y2 = 0

XYy XY

11
R WL NN
—4vei=1, = + :
> y 211ty 1
V2 2

Universita di Torino




Capitolo 17 — Soluzioni - Coniche nel piano

223

(18]
Conic[3X 2+2XYy +3y 2+6X +2y+1]
-3 -1
A=[] 5 ) detAa-8
-3 -1 -3
B={-1 -3 -1 |, detB =16
-3 -1 -1

Autoval ori di A = {-4, -2}

. . . ) X +y X-y
PI’IITB.SOSIIIUZIOI’]E.{X%—\E y- \5}

. . 1 1
Secondasostituzione : {x»ﬁd, y - 7 +Y}

Equazi onefinale : -2 (-1+x?+2y?) =0

-1.5
1 1
X V2o W2 X -1
X2+2Y2=1; = +
y _1 1 Ny 0
V2 2
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[19]
Conic[X 2-2Xy+y 2 -2Xx -2y]
1 -1
A= 7§ ) detAa-o0
1 -1 -1
B=(-1 1 -1 |, detB= -4
-1 -1 0

Aut oval ori di A = {0, 2}

. . . X
Primasostituzione : {x+— -y

y%u}
V2 V2
Secondasostituzione : {X->X,y->VY}
Equazi onefinale : 2 (x2+\/§y) =0
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[20]

Conic[X 2 - 2Xy -y 2 +2y +1]
-1 1

A:(l 1),detA:72
-1 1 0

B=|1 1 -1 |, det B =3
0 -1 -1

Aut oval ori di A :{7\/5, \/5}

Pri masostituzione :

(x> 1 (Va-v2x-V2ov2y), y- L (V2 v2x\z2-v2y))
Secondasostituzione:{x»%\/4+2\/§+x,y%,% ll,%ﬂ/}

3

Equazi onefinal e : E—\/E (X-y) (x+y) =0
20
10
-10 -5 5 10
-10
-20
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V2, 2v2,
oy2_TiTx?o,
3 3
[21]
Conic[X"2 - 2xy - 2y 2+1]
A-(] 3 ) deta- -3

1 2 )

-1 1 0
B=|1 2 0 , det B = 3

0 0o -1

. 1 1
AutovalorldlA:{E (17 )'5 1
Prinasostituzione:{x» 3
2 r

“Jl 213 J zr}

Secondasosti t uzi oge (X=X, y->Y}
Equazi onefinal e : > (2 -

I\)ll—\

1+\/ﬁ)x +( 1+\/E)y2) =0

a

1+x/§x2_ 1_\@\(2:1.
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[22]
Conic[X 2-Xxy -1/4y"2 -2X + 6y + 6]
o 2 .
A = 1 i , det A = -5
21
-1 = 1 -
B=-|1 i 3 det B = —=
2 4
1 -3 -6

Autoval ori di A={% (_3_JT),

1
Pri masostituzione : x—> 5"

Jirm
vz 2 v

Secondasostituzi one :
149 815
— +

Equazionefinale:%(140— (-3+\/H) X2 4 (3+\/ﬂ)y2) -0

10

-20

(=3 + V41)X? — (3 + V41)Y2 = 140.
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Conic[7X 2+8XYy + Y 2+ 9x-1]
7 4
A:(4 1),detA:J.a

7 4 2
2 45
B-|4 1 0 | detB= -2
9 4
> 0o -1
Autoval ori di A = {-1, 9}
Prinasostituzione~{x+2x7y y—>X+2y}
' N V5
9

Secondasostituzi one : {x»f% X, Y - -

. E 5
Equazi onefinale : +9x2-y%2 =0

2+/5

+y}
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60

40

20

- 40

- 60

2 1
= = 1
X X 2
5 5 ’
y 1 2 Y —2
V5 5
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[24]

Conic[X 2+4y 2-4x -8y + 7]
-1 0

A=[y 4 ) detA-4
-1 0 2

B=|0 -4 4 , det B = 4
2 4 7

Autoval ori di A = {-4, -1}
Primasostituzione: (X >X, y->y}
Secondasostituzione : (Xx->2+X,y->1+y}
Equazionefinale : 1 -x?>-4y? = 0

1.5¢

N
_
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[29]

Conic[4X 2+y 2-8x-4y + 7]
-4 0

A=[y ) detA-4
-4 0 4

B=(0 -1 2 |, detB=4
4 2 7

Autoval ori di A = {-4, -1}
Primasostituzione: {x->-y, y->X}
Secondasostituzione : {(x->2+X,y—>-1+Yy}
Equazi onefinale : 1-x2-4y? = 0

\ 2 3
)

[26]
Conic[X 2 -4xy +4y 2 + 5y -9]
1 -2
A=[, T, ) deta-o0
1 -2 0
5
B-|2 4 3 , detB - -2
5 4
0 2 -9
Aut oval ori di A ={0, 5} ) )

. . . ) X+2y X -y
PI’IrTB.SOStItUZIOhe.{X%— 75 LY > 75 }
Secondasostituzi one : {x»fi +X ye—i +y}

' Y V5
Equazi onefinale: -1+5x%-+/5y = 0
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TOO

150

100

50
- HB/ 510

2 1 21

) 1 X V5 5 X 5

Yo=-—=X; = +

V5 y) | L 2 ({v)|s

V5 5 5
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Conic[7X 2+ 8XYy +Yy 2+ 9x+6y-1]
7 4
A=(, 7] detA=-9

[ g 135
B=-{4 1 3 |, detB=——

9 4

> 3 -1
Autoval ori di A = {-1, 9}
Prinasostituzione~{x+2x7y y—>X+2y}

' V5 V5
. . 3

Secondasostltuzmne:{x»f \/g+x,y92\/§+y}
Equazionefinale:—E+9x2—y2:0
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60
40
20
20
- 40
- 60
2 1 26
X X 1c
2, 4, _ V5 5 RIBE
> B y) | L 2 [vy)|_28
NS 15
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[28]
Conic[2X 2 +4Xxy -y 2 + 6y - 8]
2 2
A=[5 5 ) detA--6
2 2 0
B=-(2 -1 3 |, det B=30
0o 3 -8
Aut oval ori di A = {-2, 3} > 5
. . . X -y X+2y
Primasostituzione: {X - , Y >
{ B Y \5}
Secondasostituzione-{x»fi +X yai+y}
' VB T 4B

Equazi onefinale: -5+3x2-2y2 = 0

40

20

-20

-40

2z 1
LHE S
3X2-2Y2 = 5; = + .
y 1 2 Y -1

V5 5
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[29]
Conic[3X 2+2xy +3y 2+10x -2y +9]
-3 -1
A=[] 5 ) detAa-8
-3 -1 -5
B=|-1 -3 1 , det B = 16
-5 1 -9

Aut oval ori di A = {-4, -2}

A A A X+y X
PI’IITB.SOSIIIUZIOI’]E:{X%— y > ——

2"

-

y
1

Equazi onefinale : -2 (-1+x?+2y?) =0

72
. . 3
Secondasostituzi one : {x - ﬁ +X, Y > 5 +y}

x

X2 +2Y2 =1,

—_—
<
| ——
1]
e sl
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[30]
Conic[X"2- xy +4y"2-1]

1 1
A=1|4 2 , det A = E

- 4 4

2 1

Tz ° 15
B = % _4 0 detB—T

0 0 1

- 1 1
Autovalor|dlA:{E(_5_x/1o),E( 4/*)}
i : f 3 1 3
Pri masostituzione : {x - ’
= 2 0. 2 2vio’

1
“J? 210 J =

Secondasostituzione : {X->X,y->VY}

Equazi onefinal e : % (2+ (75+\/E) x? - (5+\/ﬁ) yz) =0

Y2 =1,

5+\/l—OX2+ 5-+10
2
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[31]
Conic[2X 2 -3xy -2y 2-5x+10y - 5]
8
2 _=
A = 2 det A - -2
3, 4
2 3 5
23 2 2 125
B=|-- -2 5 det B = ——
g 4
z ’ b 5 5
AutovalorldlA:{fi, 5}3 ;
Pri masostituzione : {x» x+y N y
/10

Equa2|onef|nale:§( 2+x%-y?) =

Secondasostltu2|one: x» lf+x y - - /7+y

-10
1 3
L S|
X2-Y2=2; =
y 3 1 Y
VIO V10
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[32]
Conic[2x"2-5xy -3y "2 +7y -2]
5
2 _Z
A=| 5 2 ,detA:-ﬂ
_— -3 4
2 5
2 -— 0
5 2 7
B=|-- -3 - |, detB=0
2 7 2
0 2 =2 X .
AutovalorldlA:{E(flfsx/E),5(71+5\/§)}

Pri masostituzione :

(x> 3 (V2r2x 2 V2y).y -} (V2 v2x -2+ 2y)]

Secondasostituzi one :

{x»—%\/82—31\/§+x, y»—%\/82+31x/§+y}

1+52 y2) -0

Equazionefinale:%((71+5\/§) x? -

20

Si tratta della conica degenere: (2x+y—2)(x—3y+1) =0.
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[33]
Conic[3X 2 + 2XYy +3y 2 - 4X +4y +2]
-3 -1
A=[] 5 ) detAa-8
-3 -1 2
B=|-1 -3 -2 , det B = 16
2 -2 -2

Aut oval ori di A = {-4, -2}
Prinasostituzione:{Xe—

I

\2 2
Secondasost i t uzi one : {x S -\24x,y —>y}
Equazi onefinale : -2 (-1 +x?+2y?) = 0

XYy XY

0.5

-1.5¢

1 1
2 (x) | v2 2 |(X) (1)
T+Y2:l’ = + :
> y 11 Y -1
V2 2
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[34]
Conic[2X 2+4Xy +5y"2 - 4x -2y +2]

-2 -2
A=[5 5 ) detAa-6

-2 -2 2
B=-|-2 -5 1 , det B = 2

2 1 -2
Aut oval ori di A = {-6, -1}
PI’iITB.SOStiIUZiOI’IE'{X%—2X+y y—>X*2y}

' V5 V5
Secondasostituzione-{x»fi +X, Y i+y}
' YCE 35

Equazionefinale:%—xz—ﬁy2 0

1.
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[35]
Conic[5X™2 + 4Xy + 2y 2 - 2X - 4y +2]
A:(:g ‘é |, detA-6

-5 -2 1
B=|-2 -2 2 , det B = 2

1 2 2
Aut oval ori di A = {-6, -1} > >

. . . X+2Yy X-y

PI’IITB.SOSIIIUZIOI’]E:{X%— NG , Y - NG }

. . 3 2
Secondasostltu2|one.{x»\/_+x y 73\/5 y}
Equazionefinale:%—xz—ﬁy2 0

1.5+
1,
0.5¢
0 7 1
-0.5¢
(1 2 (1)
X2 Y2 X V5 5 X 3
T+71T =L = *
Z - y 2 1 Y 4
3 18 Y= = 2
V5 5 3
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[36]
Conic[ (2x + 3y) X + 4X + 6y]
3
2 3 9
A=|g 2 | detA= =
2 9 4
2 3
2 > 2
B=|3 0o 3 , det B=0
2
2 3 0

Autoval ori di A={% (2-\/ﬁ), % (2+\/ﬁ)}

Primasostit uzi one :

[x- o 2w e —y])
\ﬁ 2 13 2 13
Secondasostltuzmne:{x»f§ 26 -4+V13 + X,y % 26+4\/13+y}

Equazi onefinale:
1 1
1014 (J338 52 V13x - /338 - 52 /13 3y) |77 R e

4
9 |2+ T3x+4+/26 +4/13 (3x-2y)+

1 1 /
9 /2- 77 o 12+/26 -4 /13
\/ \/—y+ \/ﬁy+ y

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

=0

20

10

-10 -5 5 10

-10
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Si tratta della conica degenere: (2x + 3y)(X+ 2) = 0.

[37]

Conic[X 2-4y 2 -4x+8y-1]
1 0

A=(g o, ) detAa=-a
1 0 -2

B=|0 -4 4 | detB=4
-2 4 -1

Autoval ori di A ={-4, 1}
Primasostituzione: (X >X, y->y}

Secondasostituzione : (Xx>2+X,y->1+y}
Equazi onefinale: -1+x?>-4y? = 0
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[38]

Conic[2X"2-2Xy +7X-Yy + 3]
-2 1

A:(l 0),detA:71
2 1 1;

B=|1 0 = , det B=0

2

o,
2 2

Aut oval ori di A:{flfx/i, 71+\/§}

Pri masostituzione :

{x»f(J—x—Jb— y»fwz Vax2- Iy}

Secondasostituzione : x - 13 13
M’

Equazi onefinal e : x? +y - - (x+y) =0

Solve ::”” svar s’” : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

10;

Si tratta della conica degenere: (1 + V2)Y2 - (v2-12@ =0
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[39]
Conic[X 2 -4Xy +Yy 2+ 2X]
1 -2
A=[, 7, ) detA--3
1 -2 1
B=|-2 1 0 |, detB=-1
1 0 O

Autoval ori di A = {-1, 3}

. . . X
Primasostituzione : {x+— -y

y%u}
V2 V2
Secondasostituzione : {x»i+x ya—i +y}
' 3v2 7 2

. . 1
Equazionefinale : 2 +3x2-y%2 =0

11 1
X V2o V2 | X 3
= —X%2+3Y%2=0; = +
y I | 2
V2 V2 3
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[40]
Conic[2x"2+8y"2-8xy -8Sqrt[5] X +Sqrt[5]y-5]
A:(724 '84 |, detA=0
2 -4 -4+/5
B=| 4 & ? ,detB:—llzﬁ
-4+/5 ? -5

Aut oval ori di A ={0, 10}

. . . X+2y 2X -y
Pri masostituzione: {x - - VA
{ N J
Secondasostituzione-{x»fE +X »1+ }
: 2 Y 3 y

Equazi onefinal e : g (-1+4x%2+6y) =0

2t Lt
y 1 2 Y 3
NERRE 2v5
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[41]

B={{a™2-1, a+1, 1}, {a+1, 0, 0}, {1, O, 1}};

Solve[Det[%] == 0, a]
{{a>-1}, {a>-1}}

Conic[2Xy + 2X + 2Xy -1]

0 2
A=(2 O),detA=-4
0 2 1
B-|2 0 0 |, detB=4
1 0 -1

Autoval ori di A ={-2, 2}

. . . X-y X+y
Pr|nasost|tu2|one:{x+ﬁ,y—>\E}

. . 1 1
Secondasostltu2|one.{x»fzﬁer,yafzﬁer}
Equazi onefinale: -1+2x%2-2y? = 0

10}
5t
- 10 5 5 10
-5
-10¢
i)a=-1. ii)2x2-2y2=1.
ENS
X NN T 0
= =+ 1
y) L L y) (-5
V2 V2 ?
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[42]

B={{h-1, -Sqrt[3], 1},
{-Sqrt[3], h+1, -Sqrt[3] (h-2)/12}, {1, -Sqrt[3] (h-2)/12, 0}};

Solve[Det[B] == 0, h]

{tho -2y, {he% (7-31v15)}, {he% (7+3iv15)}}
A=BL[{L, 2}, {1, 2}1]

{{-1+n 3} {3 14n}}

Solve[Det[A] == 0, h]
{{h>-2}, {h>2}}

Conic[xX 2+3y 2 - 2Sgrt[3] Xy +2X ]

1 -3
A = , det A=0
-3 3
1 /3 1
B=|-43 3 0 |, detB = -3
1 0 0

Aut oval ori di A = {0, 4}
Prinasostituzione:{Xe% (—x—x/§y), y—>% (\/§x—y)}

. . 1
Secondasostituzi one : {x 25 +X, Y ey}

Equazi onefinal e : 7%+4x27\/§y =0
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200

100

- 105| 510

h=2. 4Y2++/3X=0.
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V3 1 1
X 2 2 | X 16
[y]_ 1 3 [Y] 7V3
2 2 96
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[43]

Eigensystem[{{2, 2}, {2, -1}}]
{{72! 3}! {{71! 2}! {2! 1}}}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*
GramSchmidt[{{-1, 2}, {2, 1}}]
l-—= =k i= =l

V&' V&1 B B

Conic[2X 2+4Xxy -y 2-1]
2 2

A=(5 5 ) detAa=-6
2 2 0
B=|2 -1 O , det B = 6
0 0 -1
Aut oval ori di A ={-2, 3} . >
. o ] X -y X+2y
PI’In’B.SOStItUZIOﬂe.{X% R A }

Secondasostituzione : (X >X,y->Yy}
Equazi onefinale: -1+3x2-2y? = 0

40

20

- 20

- 40
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2 1
NG
)P=
1 2
NENE
2 Y2 X X
g (1))
3 2
[44]
Conic[5X"2+ 24Xy -5y 2-6X -4y + 2]
A - (_‘152 _1.:,2 |, det A= -169
=5 -12 3
B=|-12 5 2 , det B = 169
3 2 =2

Aut oval ori di A = {-13, 13}

Primasostituzione {x 2x+3y y 3x72y}
g - - , Y >
/13 V13
1
Secondasostituzione : {X>X, Yy - +
{ y /13 y}

Equazi onefinale : 1 -13x%2+13y% = 0

30

20

10

-10

-20

- 30

13X%2-13Y%2 =1,
32 3
X Vi3 V13 | X 13
= +
y) | 2 32 Y 2
V13 13 13

2

Centro: ( 13

&l e
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[45]
Conic[4X 2-4Xxy +y 2-y]
A:(4 2 |, detA=o0
-2 1 /)
4 -2 0
1
B-2 1 -3 | detB--1
0 —i 0

Aut oval ori di A ={0, 5}

. . . 2X+y X-2y
PI’IITB.SOSIIIUZIOI’]E:{X%— NG , Y~ NG }
. . 1
Secondasostituzi one : {x» m + X, yay}
. . . 1 2 2y
Equazi onefinale : —100+5x +\/§ =0
. 9 1
Vertice: V = [——, —
ertice ( 100,100),
X= 1t J
J ~ 5 100
asse:
—it L te
y_\/g 1001 D)
(1 2 (9 )
X V5 V5 | X 100
5Y2=&§X, = +
> y 2 1 |y L
V5 5 100
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[46]
Conic[5X 2 +4 Xy +2y 2 -6x+1]

-5 -2
A=, 5 ) detAa-6

-5 -2 3
B=-(-2 -2 0 |, detB =12

3 0 -1
Aut oval ori di A = {-6, -1}
PI’iITB.SOStiIUZiOI’IE'{X%—XJrzy y_>2x—y}

' V5 ' 5
. . 3 1

Secondasostituzi one : {x»fﬁ +X, yafﬁ +y}

Equazi onefinale : 2-x?>-6y? = 0

D
%

P
N

+

()]

=<

N

1]

N
—_———
< x
———————

1]

TSN

V5

Assi: x—2y-3=0, 2x+y-1=0;
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[47]

Conic[7X 2 - 8XYy +y 2-6X+6y+1]
-7 4

A=(, ) detA-=-9
-7 4 3

B=|4 -1 -3 |, detB=9
8 -3 -1

Autoval ori di A = {-9, 1}

Pri masostit uzi one : {X%xfzy, y > 2x+y}
5 \/5
. . 3
Secondasostituzione : {x»—5+x, ya—ﬁ +y}

Equazionefinale : 1 -x?>+9y? = 0

X2-9Y2=1;assi: 2x—y—-1=0, x+2y-3=0.
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[48]

a={{1+t, 0}, {0, -1+t}};
b:={{1+t O, -1-t}, {0, -1+¢, 1-t}, {-1-¢, 1-¢, 1}};

Solve[Det[b] ==10]
{{t - -1}, {t %E}, {t —>1}}
Eigensystem[a]

{{-1+t, 1+t}, {{O, 1}, {1, 0}}}

Conic[3X 2+y 2-6Xx -2y +1]

A=(‘03 ?1 |, detA-3
3 0 3

B=|0 -1 1 | detB=29
3 1 -1

Aut oval ori di A = {-3, -1}

Pri masostituzione: {x > -y, y>X}
Secondasostituzione : {(x->1+X,y—>-1+Yy}
Equazi onefinale : 3-x>-3y? = 0

. 1 . L, Y2
|)t=1,t=—1,t=§. i)C=(,1). iii)X +§=1.
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[49]

B={{3, a, 1}, {a, 3, -1}, {1, -1, -3}};
Solve[Det[B] ==1£) al
{{ae—3}, {a»?}}

A=B[[{1, 2}, {1, 2}]1]
{{3, a}, {a, 3}}

Solve[Det[A] == 0, a]
{{a—> -3}, {a—>3}}

Conic[3X 2+2XYy +3y 2+2x -2y -3]
-3 -1

A=(] 3] detAa-s
RS |

B-|-1 -3 1 |, detB-32
11 3

Autoval ori di A = {-4, -2}

. . . X+y X-y
Pri masostituzione: {x - - LY o —
{ \/5 y q/z}
. . 1
Secondasostituzi one : {x» ﬁ + X, yay}

Equazi onefinale : -2 (-2+x?+2y?) =0

i) a< -3, a> 3:iperboli; -3 < a< 3: ellissi;

11 .
a = —3: parabola degenere; a = 3: parabola; a= 3 . iperbole degenere.

XZ
i) 2 1v2=1 -
) 2 1

Sl Sl
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B={{t, t/2, 0}, {t/2, -1, -1}, {0, -1, -t}};

Solve[Det[B] == 0, t]

{{t 503, {t 52 (717ﬁ)}, {t 52 (71+ﬁ)}}
A=B[t[{1, t2}, {1, 2311

{. 3z} {z 1}

Solve[Det[A] == 0, t]
{{t - -4}, {t -0}}

Conic[-4X"2-4Xy -y 2-y+4]

A:(‘z1 i),detA:O
4 2 0
1
B=12 1 5 | detB=-1
1
o > -4

Aut oval ori di A ={0, 5}

. . . 2
Primasostituzione : {x»

x
|
<

X+2Yy

Y )

. . 1
Secondasostltu2|one:{x»floﬁ+x,y92\/§+y}
. . 1 2y
E nefinale: — -5x?- =L =
quazi onefinal e 100 5x = 0

i)Set < —4,t>0: iperboli; se -4 <t < 0: ellissi;
t = —4: parabola, t = 0: parabola degenere, t = —2 + +/5: iperboli degeneri.
i) Y2 = iX' iii) coincide con ii)

5vV5 '

(51]

B={{1, -t/ 2, 1/ 2}, {-t/ 2, -t, 0}, {1/ 2, O, 2t}};
Solve[Det[B] == 0, t]

(0200, ft 5 (~4-2v2)}. [} (-4-2v)]]
A=BIL[{1, 2}, {1, 2}]1]

{2 {5 1)

Solve[Det[A] == 0, t]
{{t - -4}, {t -0}}

Conic[X 2+4Xy +4y 2+ X - 8]

A:(é i),detA:O
1
1 2 =
2
B={2 4 0 |, detB=- -1
1
> 0 -8

2
Aut oval ori di A ={0, 5}
Pri masostituzione : {x -

X-2y 2x+y}
B -
N

. . 1
Secondasost i t uzi one : {x TR +X, y—>-4\/§+y}
. . 1 s 2y
Equa2|onef|nale.floo+5x 7\/570

i) Se A < -4, A > 0: iperboli; se —4 < A < 0: ellissi;
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A = —4: parabola, A = 0: parabola degenere,

A= _4%3\/5: iperboli degeneri.

i) Y2 = - iX iii) coincide con ii)
B .

(52]

A={{1, h}, {h, 1}}; B={{1, h, 1}, {h, 1, 0}, {1, O, h}};

Solve[Det[B] == 0]
(3 (o- ve9))™"

2
Hh**W b
pes () 4
{% 2732/3 + 1/3}'

@l
B () i
& 225 (s o)

75}

Eigensystem[A]
{{17h1 l+h}! {{71! 1}! {1! 1}}}

i) =1 < h< 1: ellissi; h = +1: parabole; h< —1,h > 1: iperboli; ii) h = +/2.
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(53]
Conic[X 2-Xy +1/ 4y"2 - 2X + 6y + 6]
T
A=| 4 £ |, detA=0
= 41
1 —» 25
B=| 1 f 3 ,detB:-T
2 4
-1 3 6
- 5
Aut oval ori di A ={0, Z} , ,
A A A X X+Yy X-2Y
PI’IITB.SOSIIIUZIOI’]E.{X%— NG , Y - NG }

1 X,y 3 Y}
— + X, = = =
V5 V5

. : 5x?
Equazi onefinale : -4+ 7 72\Ey:0

Secondasostituzi one : {x - -

40

20

-10 - 10

- 20

- 40
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1 2 9
x VB VB | X 5
5
~Y2 = —24/5X; = + ;
4 y 2 1 Ny 5
V5 5
asse: 10x — 5y — 24 = 0, tangente nel vertice: 5x + 10y + 3 = 0.
[54]
Conic[X 2-2y 2 +4x -4y - 2]
A:((l) ?2 ) det A = -2
1 0 2
B=(0 -2 -2 |, detB=38
2 2 -2

Autoval ori di A ={-2, 1}
Primasostituzione: (X >X, y >y}
Secondasostituzione : {(X>-2+X,y—>-1+Vy}
Equazi onefinale : x> -2 (2+y?) = 0

7.5

: p \0

-2.5

_5,

-7.5
X_2_Y_2_1 x\_( X\, (-2
4 2 ’ y ] LY -1)
C=(-2,-1);assi: x=-2,y=-1; asintoti:y+1=i§(x+2).
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(59]

Conic[3X™2-2Xy+3y 2+ 2X +2y]
-3 1

A=(] 3 ) detA-s
-3 1 -1

B=(1 -3 -1 |, detB=238
-1 -1 0

Aut oval ori di A = {-4, -2}
Pri masostituzione : {x»u %x+y}

N AR

. . 1
Secondasostituzi one : {x %—ﬁ + X, y—>y}

Equazionefinale : 1-2x2-4y? = 0

i) Si. i) No. iii)Si. iv) Eun’ellisse. V) 2x%+4y? =1,

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



264 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[56]
Conic[2Xy -xX-y+1]
0 -1
A= o ) detA=-1
o 1 1
1 1
B-=|-1 0 = , det B = =
2 2
s L
2

2
Autoval ori di A ={-1, 1}

. . . X+y X-Yy
Primasostituzione : (X - - Y > —
{ \2 y 2}
. . 1
Secondasostituzi one : {x»x, yefﬁ +y}

Equazi onefinal e :%7x2+y2 =0

10+

1
X 2 V2

ii) 2X2 — 2Y2 = 1, [ ]: V2
1

V2

N -
<

1l

|

1 1y . s
iii) centro: (5, E); iv) asintoti: x =

NI NI

1
> ; V)tangente: x—y+1=0.

Universita di Torino



Capitolo 17 — Soluzioni - Coniche nel piano

265

[57]
Conic[4xy -3y 2-8]

0o 2
A:(z 5 ),detA:74

0o 2 0
B=(2 -3 0 |, det B =32

0O 0 -8
Autoval ori di A = {-4, 1} > 5

. . . ) X -y X+2y

Prlnasostltuzmne.{x» NG , Y- 75 }

Secondasostituzione : {(X->X,y->VY}
Equazi onefinale : x> -4 (2+y?) =0

10

-10

X2 v?
e 1;assi: 2x+y =0, x— 2y = 0; asintoti: 4x-3y =0, y=0.
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(58]
Conic[X 2 - 2XYy + Yy 2 + 10X + 2y + 7]
1 -1
A= 7§ ) detAa-o0
1 -1 5
B=|-1 1 1 |, det B = -36
5 1 7

Aut oval ori di A = {0, 2}
. . . X+y
Primasostituzi one : {x > -—,y

%u}
V2 V2

Secondasostituzi one : {x»\/Eer, y > GZ/E +y}
Equazionefinale :2 (-2+x?-3v2y) = 0

30

20

10

-i0 -5 S 5 10

-10

- 20
Y2 = —3+/2X, vertice: V = _5126\/5,_Szfﬁ),asse:x—y+\/§=0.
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[59]
Conic[7X"2 - 2XYy + 7y"2 +34Xx +2y +31]
-7 1
A=(7] ) detA-as
-7 1 -17
B=| 1 -7 -1 , det B = 576
-17 -1 -31

Aut oval ori di A = {-8, -6}

. . . i X-Yy X+y
Pnnasosutuzmne.{Xe—ﬁ Y - 72 }
Secondasostituzi one : {x»f% +X, ye\/Eer}

Equazi onefinale: -2 (-6 +3x?+4y?) = 0

X2 Y2
vz b
2
vertici: Aj_:[_]-;\/i, _1;\/5],,0\2:[_5;‘/5, _5;\/5),

BF[_B_\?—\E,_3“/25“/5],32:(‘3“/25‘\5,‘3‘\/25“5)_
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(60]

A= {{1, h}, {h, 4}}; B={{1, h, 4}, {h, 4, -3}, {4, -3, 0}};

Solve[Det[B] == 0]

{{n--51)

e = Eigenvalues[A]

G

Solve[e[[1l]] == 0]
{{h> -2}, {h>2})

5+V9+4h2)}

Solve[e[[2]] == 0]
{}

Conic[X 2 + 4y"2 +8x -6Yy]

10

A=(o 4 ) detA=2
1 0 -4

B-|0 -4 3 | detB-=73
4 3 0

Autoval ori di A = {-4, -1}
Primasostituzione : (X >X, y->Yy}
Secondasostituzione : {x»74+x, y > 1 +y}

Equazi onefinal e : 74—3 -x2-4y% =0

73 L . .
Seh=- 24 la conica é degenere; altrimenti &€ non degenere.

Se -2 < h < 2 la conica é un’ellisse, se h < =2 e h > 2 la conica € un’iperbole, se h = +2 la conica é una
parabola.

X2 Y2 X X —4
Seh=0.7—_3+7_—3=1, = y + 3
4 16 4
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A= {{8! h}! {h! 2}};

Solve[Det[A] == 0]
{{h> -4}, {h>4})

Conic[8X 2+ 8XYy +2y 2-2x-4y +1]
8 4

A:(4 2),detA:0
8 4 -1

B=|4 2 -2 | detB-=-18
A |

Aut oval ori di A ={0, 10}
2X -y X+2Yy
y J

Primasostituzione : {x ,
R
o 2 \5
Secondasostituzi one : {x - ?@ +X, Y > 5 +y}
. . 8 2 6y
Equazi onefinal e : 7E+10x 7% =0
Conic[8X"2-8Xxy +2y 2-2x-4y+1]
8 -4
A=[5 5 ) detAa-o0
8 -4 -1
B=|-4 2 -2 |, detB = -50
-1 -2 1
Aut oval ori di A ={0, 10} ) )
. . . ) X +Yy X-2Yy
PI’IrTB.SOStItUZIOhe.{X%— NG LY > 75 }

. . 1
Secondasostituzi one : {x > X, y—>-2\/g +y}

Equazi onefinale : 2 (5x2+\@y) =0

i) h = +4.

i _ . 2, 6y _Q-
ii) Se h =4, allora C : 10Y +‘/§X_O,

se h=—4, allora C : 10Y2 - 2+/5X = 0.
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Soluzioni - Geometria analitica nello
spazio

(1]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[ParametricPlot3D[{t, t, 2t + 5}, {t, -30, 20}], Graphics3D[Text[r, {17, 15, 35}11,
ParametricPlot3D[{t + 6, t, t}, {t, -40, 20}], Graphics3D[Text[s, {23, 15, 15}11,
ParametricPlot3D[{-2t + 2, t, -3t + 4, Hue[0]}, {t, -15, 15}], Graphics3D[Text[t, {-20, 10, -22}]1,
ParametricPlot3D[{2/3t+1, -1/ 3 t-20, t, Hue[. 6]}, {t, -50, 50}], Graphics3D[Text[l, {20, -30, 25}11]
ViewPoint » {1.5, 4, -4}, Boxed -» False, BoxRatios -» {1, 1, 1}]
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1k 5X+y-3z+15=0
" | 4x-y-3z-24=0.
i) 2: x=12%+(y—-3%+(@2z-1?=5.

[ X=12+(y-3)2+(z-1?%=5 X-12+(y-32%+(@z-1)%=5
i) X+y-z+2=0, 21x—-3y—-15z+18 = 0.

(2]

271

<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[ParametricPlot3D[ {2t, 3t, -t}, {t, -0.5, 0.5}1,
ParametricPlot3D[{u+V, u, v}, {u, -1, 1}, {v, -1, 1}],
ParametricPlot3D[ {4/ 9 + Sqrt[42]/ 9Sin[u] Cos[V],

-1/ 9+Sqrt[42]1/9Sin[u] Sin[v], 5/ 9+Sqrt[42]/ 9 Cos[u]},
{u, 0, xr}, {v, O, 2x}], ViewPoint - {0, 1, 0}]

1 0
-1
0.5¢
ol
-0.5¢
-1t ‘
1 0 -1

- G aphi cs3D

8 2 10
2, \2 R
Jx+y+z2 5XT Y~ 92 0

L X—-y-z=0.

(3]

A:= ({1, 1, 1}, {1, k, 0}, {1, 1, -1}}; B:={h, O, 1}; X := {X, Y, Z};

Reduce[A. X == B, X]

== 188K == 188X == -y&&Z == -1/ |
k+hk “1-h 1
X == o & =g 8= (L& 1k +0

i) Se k + 1,¥h € R: i tre piani si intersecano in un punto;
se k=1,h = -1:itre piani appartengono allo stesso fascio proprio;
se k=1,h# —1: un piano é parallelo alla retta intersezione degli altri due.
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ii) s: m:Xx-y=0;

i) 2 +y?+ 22 -4x-4y+5=0.

[4 )21 : X +y?+22-X+y-3z+1=0. ii)a:x+2y-z+1=0.

i) o : X +y?+22-3x-3y-z-1=0.

[5] )m:2x+y+z-4=0. ii) x=1)?+(y+4)?+2 =6.

[6] d(r,s = 1—9

&)

O

X+y-z+2=0.

(8 i)a)h#0, k#-4; byh=0ek=—4; C)hzo,kz_g

. . 2 1 2
d)yh==+ /§,k=§. iiydet] 1 -1 1 [#0.
1 -3 1

[9] X +y? +22-22+1-2ax=0
y=0, a €R.

[10] 2x+y=0
2X— 4y +5z- 10+ 124/5 = 0.

[11] J( (X_ %)Z+(y_ %)Z+(Z_ g)z - (15_2

2x-y=0.

[12] iy 7:2x-2z-18=0. i) Z:X°+y>+Z -6x—-2y+4z-6=0.

ii) 2x-z-18=0
X—7=0.
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[13] i) x-y—-2z=0. ii) X =ZX.

[14] Se a= 1, b = 2: le due rette sono parallele non coincidenti; se 2ab— 3b+ 2 = 0: le due rette sono incidenti,
altrimenti sono sghembe.

5+ 103
11

[15] iy x-y—-5=0; i) Xx=12+(y+1?+(@2zZ-2)2+ 73(x+y+ z-2)=0.

[16] i) x = (~20, 40, —20).

ii)a:{ 2Xx-y+1=0 b.{ 9x - 12y +5z+17 =0

xX-z-1=0; X+2z-1=0.
3v3 . 27
iii)d0,a) = —. V) Z:(X+3)°3+y?+(z-2°%=—.
) T ) y 7

[17] X +y? + 22 —4x—6y+4z+13=0, X2 +y°+Z2—-4x-6y+9=0.

) Sx-2y+6z-15=0
[18] S'{ X+2z=0.

n ] 3x+y=0 ) T %2 42 120 iii) x2 +\2 _ 3.
[19] I){y+22=0' i) :x%+y?+22-1=0. iii) ¥ +y?>+72 4_O.

20] i) y-z+2=0 i) X2 +y?+ 2 +10x+ 16y -8z+7=0
4x+7y+z-5=0. y+z-1=0.

N 8x-y=0 J y+3=0 . _ 195

[21] ')a'{z+2=0; b'{8x—y—195=0; ||)d(a,b)_\/ﬁ.

N | 8x+5y-2z-20=0
[22] I)C'{x+3y—7:0.

i) Z: X% +y?+22-2x-2y—-2z-2=0.
[23] a:y-2-4=0, B:4x-y-z+6=0.

[24] iy d = = .

V10

i) X2+ Y2+ 22+ 2(=3t + x+ 23t — 2)y — 2tz + (-3t + 1) + (3t = 2)2 = 0, @ € R, non & un fascio di sfere.
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. X-y+3=0 X-y+3=0
[25] ) { X—z=0, {

X—2+3=0.
ii)cz(—§,§,o), oo Va6
2 2 2
[26] X2 +y?+Z2-9=0, x2+y2+22—§x—§y—§z—£=0.

4 2 2 8

[27] X2 +y? + 22 +2Xx+4y+42-18=0, X>+y>+2Z —4x—-8y—8z+9=0.
[28] 2v/2.

X+2y-z=0
[29] { X+y=0.

[30] (1,1,-2).
[B1] Z1:X%+y?+22+4y-22+2=0, % : X +y?> +27 - 8x—4y—10z+ 18 = 0.

Ix+y+z=0 Ix+y+z=0

2++/10 2-+/10
3 0 (=3

[32]

-

[33] [x- @4+ V2)P+[y- @4+ V2P +2 =422

[34] ii){ 2X+5y+6z=0

(61 + 5v65)x — 2(5 + V65)y — 12z — 195 — 15+/65 = 0,

2X+5y+62=0
(61 — 5v65)x — 2(5 — V65)y — 12z — 195 + 15/65 = 0.

+v5

[35] 0@ +Yy2+Z—2x+1)+ ¥(x—y+22—1)=0,

C+y?+22-2x+ 1)+

X-y+2z-1)=0.

-1-+/5
2

[36] Se k = _ii_Zh

o h # —1 le rette sono incidenti, altrimenti sono sghembe; non sono mai parallele.

[37] X2 +y?+Z2-2x+y-2z-4=0.
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[38] P"=(5,2,-4).

[39] *+y?+22-2y—4z—-4=0, X>+y*+22-8x—-6y+4z+20=0.

[40] Perogni h,k € R 1,72, 3 Si intersecano in un punto.

[41] i) X2 +y? + 22 — 24x — 24y — 132 = 0;

o) 8X+5y-2z-20=0 ... _
")t’{x+3y—7=0; iii) A = 2+/93.
Ix=2+4t Ix:—Z—?t’
[42] ) PH : { y=t P :{ y=1+4t
| z=-7t, teR, | z=1+t, t' eR,

le due rette sono sghembe.

b o B e

X+y+3z-2=0.

s mn:{ 95150 wei= (-2 ) -

iv) (x+ g)z+(y+ %)2+(z— %)2 = %

2X-y-z+1=0
[44] { X-2y—-z+1=0.

x—1+t x—l+lt’
J ) J 22

[45] i) ry: y=-1 233 y=—1+6t’
z=-2-2t, teR, {z=—2+5t’, t' € R;

2
i) (x— %) +(y+ 1%+ (@zZ+2)2%= %

. 145 14
[46] ')C—(gyg,g), r= 3
i) X+y-z=0

X+2y+z=0. '
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[47] i)y:Z:O; ||)2y+Z=O,

Ix=5t Ix:t’

iii)s y=t y= -t/
z=-2t, teR, | z=2t", teR;

o33 8B 33 o 2
5) "V 5 5) = 25 3) V3 3) T3

[48] i) Ay = (1,0, -1), A2=(0 1

AT IRy 45
,5,5), i) X2 +y?2+ 22— 24x - 152+ 2 =0.

[49]

A:= {{1, -2, h}, {2, -4, -k}, {h-k, k-4, -h-2K}};
B:={1, 2, 4-h}; X:={X, Y, 2};

Reduce[A. X == B, X]

h==18&8k == —2&&y::% (-1+X+2) ||
2h == -k&8& ::% (-4 -kz)&8y ::%(—8—3kz)&&2+k¢0\\
1

== -4+2h&8&y == 5 (-1+X)882 ==0&&-1+h + 0] |
X == 188y == 1887 == 0&& -4 +2h -k +0&8&2h +k # 0

i) Per k # —2h si ottiene un punto di intersezione;

per k = —2h esistono infinite soluzioni: se h = —1 dipendono da un parametro, se h # —1 dipendono da due
parametri.

(@ —2B - 1)

i) X—a)?+(y-p>2+27 = 5

, @,B €R, P(a,B) descrive un’ellisse su z= 0.
Jx+2y+z+2:0 Ix+2y+z+2:0
(50]

z=-

13 N EE
4" l T\ 4

[51] i) Se h+ -3 Vk € R: la retta e il piano sono incidenti;
se h= -3, k= -5: laretta giace sul piano;
se h= -3, k+# -5: laretta é parallela al piano.

i) y - 4x+3y-5z+7=0
V'Y ®+y2+ 2 —4x-62+4=0.

i) Ix+3y-5z+7=0
X+7y+5z-17+15V3=0.

X=t Xx=t

t y="—3
t z=1-t, t eR.

y:
t z=1-t, teR,
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[53] i) Se a = 0: le due rette sono parallele ma non coincidenti;
se a e {-2,3}: le rette sono incidenti; in tutti gli altri casi le due rette sono sghembe.

i) 2x—-y+7=0. iii)xX*+y*+22-3x-5y+82+20=0.

[54] i)a) h+ -4, Yk e R: r e x sono incidenti; b) h= -4, k£ 0: r e 7 sono paralleli;

c)h=-4,k=0:r écontenutain r.

[ x+z-1=0
Il){ 5x+4y—-z-11=0. |II)C:(1'1,_2),r:ml

[55] i) x+3y—2z+2=0. ii)r:{ X—y-—
z+1
i) 21 (X— 22+ Y2+ (z-22=2, % : X%+ (Y-22+ (z—4)% = 2.

[56] i) 2x+2y+2z=0. ii) d(r,s) = 3.

i) 21:(x—%)2+(y+ g)
[57]

A:={{1, -h, 1}, {2, 1, 1-h}, {h-1, 3, -2}};
B:={1, -1+h, 0}; X:={X, Y, Z};

Reduce[A. X == B, X]

2

2
+(Z‘ g) 9, 5 (x+2%+(y-22+2=09.

3+z 1 2 (-2+h)
h == 2&&x __2 5 &&y __Sg (h—21+3z)||x__—W&&
y::_m ::m&&—2+h#0&&—1+h¢0&&1+h#0

i) Se h & {1, 2}: I’intersezione di 71, 2, 3 € UN punto;
se h = x1: un piano é parallelo alla retta intersezione degli altri due;
se h = 2: i tre piani appartengono allo stesso fascio proprio.

I X=—4+ 5t
i){ y=2+3t i) X2 +y? + 22 + 10x — 10y — 6z + 45 = 0.
| z=5+2t, teR.

X+2y+1=0

[58] i)r:{ yozo0.

. (3 3 __§§_§_... __z
[59] i) 2x+ 2y +3z=0; ||)P1_(§, = —),Pz_( 55 2), iii) h= g

[60] i) X-2z-3=0 Xx-2z-3=0
2y—2z-3++2=0, 2y—2z-3-+/2=0.

y-z-1=0

ii) B esternoa y. iii){ 2X—y-7z+3+2y3=0
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[61] ) P=(1,-1,-1), X+y-z-1=0. i)®+y’+Z+4y+62z-5=0.

X +y?+2+4y+62-5=0

iii) x+z-3=0. |v){ y+z+2=0.

[62] i) 2x—-y-5=0, 18x+1ly+20z-45=0.
i)Y x+y2+2+2x-y=0.

i) X+y?+22-2x+y=0 X+y+22-2x+y=0
X+2y—2z+3=0, X+2y—2z-3=0.

(63]

A:= ({1, k, 1}, {k, 1, 1}, {1, 1, k}}; B:=(k, 1, k¥2}; X:={X, VY, Z};

Reduce[A. X == B, X]

k==1& X ==1-y-2]|

~1 - 2
" e 1 k&&y:_ 1 &&Z=_1+2k+k

27K * 5k = >k & -1 +k +08&82 +k +0

i) Se k & {—2,1}: i tre piani si incontrano in un punto;
se k = 1: i tre piani sono paralleli ma non coincidenti;
se k= —2: due piani si incontrano in una retta e il terzo piano € parallelo a tale retta.

i) X—-z+1=0
X+z-3=0.
o [+ +Z2+22-1=0 2 =
I||)7‘{X+y—z—1:0; X+y2+22_x_y+32_0.
[64] i) 3x—2y-10=0, d(r,2= =
y 1 \/1_3'
- . 2_1:0
")C—(Oyoao)v r_l’ {X_y:O

C RS
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(66]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[ParametricPlot3D[ {0, t, t72}, {t, -5, 5}1, ParametricPlot3D[
{u, t+u, t°2}, {t, -5, 5}, {u, -5, 5}, PlotPoints - 50]]

- Graphi cs3D

z=(y-X7>.

[67] xy+(X+Yy)z-1)=0.
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(68]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

iperboloide[a.,, b_, c_]1[u, Vv_] := {a Cosh[v] Cos[u], b Cosh[v] Sin[u]l, c Sinh[Vv]}
Show[ParametricPlot3D[Evaluate[iperboloide[2, 3, 1] [u, V], {u, O, 2x}, {v, -1, 1}11,
Plot3D[1/2x + 1/ 3y +1, {X, -5, 5}, {y, -5, 5}1, ViewPoint - {1, 0, 1}]

i) 3x+2y—-6z-6=0. iii)P1,2=[ 5 2

51—\/§'3,5i—\/§].
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<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[ParametricPlot3D[{-2+2/3t, t, 1/2 -1/ 3t}, {t, -15, 15}1,
Plot3D[x"2/ 8-y~2/ 18, {x, -15, 15}, {y, -15, 15}11

- G aphi cs3D

i) Paraboloide iperbolico.

I X=-2+ =t
ii)r:{ y=t verifica I’equazione del paraboloide.

[70] i)Si. i)y :x2—2xy+Y2+2x+4y+2=0, 2Y2+3v/2X =0, parabola;

o | X=2y-z+4=0
(710 { 5x+2y—-2z-4=0.
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3
X=z+t
y=-+2t
Z= 7 + 3t, t (S R

X+y+z-2=0.

2 2 _ _ —
iii)y:{ XR+yY2+ 2 -2x—4y+2z+4=0

V) (X+ 1?2 +y? + (z— 3)? =6(

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

)
x+;/ z) iy

X=t
)2z-1)2?-[X*+(y-22%+(@z-1?=0. ii)! y=2+t
Lz:li\@t,te[R.

X—y+22% -6 +y>+722-2x-2y-2)=0.

X+y?+22 - (X+y+2?=0.

2% 2 2y 2 2x+y)  \? 4x A(X +Y)
( )+ )+ J - )-( =0
X+y—2+2 X+y—-2z+2 X+y—2z+2 X+y—2+2 X+y—2+2

2 4 \2 2 _
i){;x—_zzioﬂl +(z-1)=9 i) (x=2)2+y2 + (x—1)2 = 9.

X +y?+22-7(y-2-52%-13(y-2z-5)-26 =0.
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(78]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[ParametricPlot3D[{2 + 2Cos[t], 2Sin[t], 4}, {t, O, 2x}],
ParametricPlot3D[{(2+2Cos[t])u, 2Sin[t] u, 4u},
{t, 0, 2x}, {u, -5, 5}11

- G aphi cs3D

2
(4—)(—2) + Y 4o,
Z V4

[79] % +y?+7+3)2-16(x%+y?) =0.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



284 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

(8]

<< Graphics“ParametricPlot3D"

ParametricPlot3D[
{1+uv, U 2v +u, (U2+1)v}, {u, -2, 2}, {v, -2, 2}]

10

-10
- G aphi cs3D
i) S & una superficie rigata.
IX:O Ix=l+2t
iiyrp:q y=0 ro:q y=2+4t
| z=t, teR, | z=5t, teR.

iii) y = (x—1)? + x— 1: parabola X2 =Y.

Universita di Torino



Capitolo 18 — Soluzioni - Geometria analitica nello spazio 285

(81]

<< Graphics“ParametricPlot3D*
ParametricPlot3D[{u”"3+uV + Vv, Cos[u] +u+vu~2, u(v+1)}, {u, -x x}, {v, -5, 5},
ViewPoint » {1, 1, 1}, Boxed » False]

- G aphi cs3D

i) (t+1,t2,1).

N, | x=-y+1=0
[82] i) r { X—-2y+z=0.

ii) r ed ssi incontrano nel punto P(1,1,1).

2

{ LX:_O(_X_ZH 27— g)]2+ [y—(x—2y+ 27— g)r+ [z—(x—2y+ 27— g)r_g _0

iii)Cy=(%,—1,1), [, = 23

1

2 _ _t_

83 i) X+ + 22 - 2x+4z 2_O
X-y+3z+5=0
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ii)A=(§,—§,—3), B:(—?)\/HilZ ol —3\/H112’_
2" 2 2y/11 2v/11

i) X2 = (y+4)? + (z+3)?> =0.

N x=1
[84] I)r'{z=1.
o (X+2+2) ,  (X+z-2)?
i) f+(—x+y+z+2) +f—(x+z+2)=0.
[85] i) 7: x+2=0. iii)r;{’z‘:g .

[86] i) C=(1,2,2), r=+/6.

o) 2X=y-22-2=0
||)r.{ X+y—-z-1=0.

i) 2 +V?+ 22 —Xy+Xx2+yz—2Xx-5y—7z+4 =0.

[87] i) B1:x-2y—22-13=0, B2:Xx-2y—-2z+5=0.

i) (X—2y—22-42 -90% +y? + 2 —4x -2y + 4z—-16) = 0.

[88] i) A= g iii)y1:x2+y2+22+§(y+2x):0, y2:x2+y2+22—§(y+2x):0.
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[89]
Conic[X 2-2Xxy -2y 2 +1]

-1 1
A=[7 5 ] deta=-3

-1 1 0
B=|1 2 0 , det B = 3

0 0o -1

- 1 1
Autovalor|d|A:{§ (1_ )’5 1 )
Primasostituzione‘{x—> = E l
: ' \F 5

“Jl 213 J zr}

Secondasosti t uzi one : (XX, Y-y}
Equazi onefinale : 5 (2—(1 V1 )x +(—1+\/13)y2) =0

)C=(1,1,1), r=+v3. i) (x-y)2+ (z-1)2 = 3y2.

X2 Y2
i)y :x2-2y2—2xy+1=0, > - 5 =1.

—l+\/1_3 1+\/l—3

[90] i) A = =1, u = -2: rette parallele coincidenti; A = —1,u # —2: rette parallele; A # -1, u = -2: rette

incidenti; A # -1, u + —2: rette sghembe.

i) X-2y-z+1=0
Xx—-z-1=0.

2 2

iii) X2 — 2y? + 2 — 2x + 4y — 3 = 0: iperboloide di rotazione ad una falda; X + Z? -Y? =

2

[91] i) C=(1,0,1), r=2, CP=(0,2,0).
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i) 71 :3Xx+6y+z-4++138=0, mp:3x+6y+z-4-+138=0.

i) 2(y — 3)% — 6x2 — 62° — 6X(y — 3) — 62y — 3) + 2xz = 0.
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[92]

289

<< Graphics“ParametricPlot3D*

ParametricPlot3D[{-u+1, (-t/ (1+t) +1)u-1, (t+1)u-1},
{u, -2, 23}, {t, 0, 3}, PlotPoints -» 40]

P

- G aphi cs3D

) (y+1(z+1) =@1-x2 i) (x—1)?+ 2 = 1 +y: paraboloide di rotazione.
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(93]

<< Graphics“ParametricPlot3D"

ParametricPlot3D[{t, t°2+u, €2+ t-u}, {t, -5, 5},

{u, -5, 5}, ViewPoint - {0, 1, 0}, PlotPoints - 40]

- G aphi cs3D

-2.5 -5
130
120
110
0
10
20| o
30
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. 2X-y—-z=1
) { x=0.

i) 22 + x-y-2z=0.

. 6x—16y+14z—-7=0
[94] 1) { 5x-7y—-z+6=0.

2x+2y—4z+7)2+(—1—x—y+ 22)2+(4x+4y—82—9)2

ii) (x+l)2+y2+(z—1)2=( = z 0

. 2x-3y=0
[99] '){ 2Xx-y+3z=0.
ii)C=(2,0,0, r=2.

i) (2X—y+32-7)%2 - 14(x* + y* + 22 — 4x + 6y) = 0.

[96] i) m:x~y+z=1; iii) 3x - 3)% + 3y* + 3(z— 2)* = 16.
iv) 3x—1+2?-2[(x—1)?+y*+ 2] =0.
[97] ) PL=(5,2,-3), P,=(8,2,-6).

ii)j (x—2)2+y2+(z+1)2=g
| 2x-y+2z-2=0.

[98] i) P=(0,0,0); ii) A= @
iii){x2+y2+22=6
Xx—3y—-5z=0.

iv) (y—%)2+22—;=0.

N | x+y=0
[99] |)r.{ Z-3-0;

ii)m:2-3=0, 12:2Xx+2y-2z+3=0;

o [ x=12+(y-1)2+(@2z-1?%=6
i) X+y+z-3=0;

iV) (4x+ 3y —22%-25(x* +y?* + %) = 0.

2 \2 o 2 \2 o
[100] x+){+22 z=0 X+y2+22-2=0
y:09 X=0.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



292 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[101] { ;X_—Zlf J Y2 +(@z-1?2=0

. X-z+2=0
[102] ii) { y=0;
iii) 2x% + 2y? — 22 = 1: iperboloide di rotazione ad una falda.

iv) C = (0,0,3), r = V5.

W[ x-y-z+1=0 o [ RV + P -2x=2y-2z+1=0
[103] 1) { Ax+5y+32-14=0; M { x—y-z+1=0.

[104] ii)g:(g,g,—g), f, = V2, X+2y—2z-6=0.

i) 20,5 : X2+ Y2+ 22 -6+ (2x+4y—4z-12)=0.

-6++/6
5
i) (x—3)2 + 4y? + 6(x— 3)(z+3) + (z+ 3)2 = 0.

o X+1 y 3 1 .
[105] ”)T_§_Z+1’X_0'y_z_2_0’P_(O’E’_E)’

i) *+y>+722-8z-10=0.

y+6z-1=0

[106] i) 9x+ 5y +3z—14 =0; iii) { X—32-1=0:

iv) V10; V) x2+y?+Z2-2y-6z-36=0; vi)O=(0,0,0)internoa .

[107] i) P éinternoa X; i) il piano interseca la sfera;

iii) la retta interseca la sfera; iv) le due sfere non hanno punti in comuni.

X+y+z=0

y 42 4 8
Cyiese mes(333) oy

i) 2x2 + 2y? + (z— 1)? + 2xy = 0.

[108] i) {

[109] i) t : { )S(X_—ZS_yl—:z(_) 5_p 1) essonosghembe.

X+y+z-2=0

X_y_z=0. iii) d(P,r) = V6.

[110] i) s: {
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X+y+z2=2 4

[111] ii)s:{ 3y zs4—0, TAPB=——.

R

[112] i) r ed s sono sghembe.

4
i) X +y? +2 = %(x+2y+3z+3)2— §(x+2y+ 3z+3)+1.

[113] A=1,p=2+2+2.

[114] i) Se k = —1: laretta e il piano sono paralleli, ma non hanno punti in comune.
Se k# —1: laretta e il piano sono incidenti.

!x:Z
ii)s:{ y=-2+t
| z=2+t, teR.
i) Z:(x=12+@y+12+(@z-1?%=3.

iV) (Y +22—20@ +y2 + 2 — 2x+ 2y — 22) = 0.

[115] ii) 24x -y +22=0. iii))x*+y>+ 7 =6.

iv) (12x+ 32— (y- 12— (z—=22+9=0, r = 15V2.

[116] i) @; ii)(

1§§)
777

iii) 9%% + y? + 972 — 6xy + 2xz+ 6yz = 0.

[117] i) P = (-1,-4,3); ii) P”=(—%, ); iii) d(P,7) = —;

N
Wl ~
i

iv){ X +y2+22-2Xx-4y—-2z+5=0

x—27=0; V) bx -2y -z=0.

2 2 _
[118] )V =9. ii) { x+12)2+(y-32+2 =6

1 SXx-y+z-9=0.

293

iii) [10(5X—y+Z+9)+18(X+2)]°+[-2(5X—y+2+9)+18(y—1)1?+[2(5Xx—y+2z+9) + 18(z— 2)]°—6(5x—y+2+9)? = 0.

[119] i) r e s sono sghembe.

3X+y—-z-6

ii)(x+5)2+y2+(z—4)2=65+4(3x+y—z—6)+2( 5

iii) y+z=0; X intersecar.
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[120] 5y° + (X=2y+ 2%+ (2y-z-1)(Xx=2y - 1)+ (x— 2y — 1)2=0.

[121]

m:= {{5, 2, -2}, {2, 5, -2}, {-2, -2, 5}}

es = Eigensystem[m]
({3, 3,9}, {{1,0, 1}, {-1,1, 0}, {-1, -1, 1}}}

<< LinearAlgebra“Orthogonalization*

MatrixForm[Transpose[GramSchmidt[es[[2]]11]1]

B
V2 6 3
2 1
0 Z _—
3 3 ]
PO
V2 V6 3
<< Graphics“ParametricPlot3D*

ellissoide[a,, b_, c_][u,, Vv.] :=
{a Cos[v]Cos[u], b Cos[v] Sin [u], c Sin [V]}

ParametricPlot3D[Evaluate[ellissoide[l/ 3, 1/ 3, 1/ 9] [u, V11,
{u, -2.8, 2.8}, {v, -2.8, 2.8}, Boxed - False,
ViewPoint- {1, 1, 1}, PlotPoints - 20]

- G aphi cs3D

3 00

hD=[0 3 0|, Q

ii) Dalla matrice D é chiaro che si tratta di un ellissoide di rotazione di equazione:

3X2+3Y2+972 =1,

nel riferimento:
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R I
( X 2 6 3 (X))
y=o@§ Y
3 3
S IV AR
2 6 3
[122]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

ellissoidela, b, c_][u, v.] :=
{a Cos[v] Cos[u] +1, b Cos[v] Sin [u] +2, c Sin [V] +3}

ParametricPlot3D[Evaluate[ellissoide[2, 3, 7] [u, V1],
{u, -2.8, 2.8}, {v, -2.8, 2.8}, Boxed - False,
ViewPoint » {-2, 2, -2}, PlotPoints - 20]

- G aphi cs3D

(x—1)? . (y-2)? . (z-3)??
4 9 49

1.

[123] 4(x—2)?+4(y—-1)?+4(z-1)?-(2x+y-5)2=0.

2

[124] [x+ %(x—z—l)]2+ [y+ %(x—z—l)] +[z+ g(x—z—l)]2

—2[x+ %(x—z—l)]—3[y+ %(x—z—l)]+l =0.

0

X
[125] Mediante Iatraslazione[ y J:
z

X 1
Y J+[ 0 J,si ottiene la quadrica ridotta a forma canonica di equazione:
z
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X2+Y2+kzZ? =1, ke R. Pertanto:

per k = 1 si ha la sfera di centro I’origine (del nuovo sistema di riferimento ) e raggio 1;
per k = 0 si ha un cilindro rotondo con asse parallelo all’asse Z;

per k> 0,k # 1 si ha un’ellissoide di rotazione;

per k < 0 si ha un’iperboloide, di rotazione, ad una falda.
[126] i) Le rette AB ed s sono sghembe.

o, (9 1 33
")C_(Z'_l'Z)' V5"
iii) si tratta di un iperboloide, di rotazione, ad una falda la cui equazione é:

2
2x+3y+62+4) +4(2x+3y+62+4)+2-

2 2 2 _
X+ y+1)+(@z+1) _3( 1 1

iv) Si tratta di un cilindro rotondo di asse AB e di equazione (P — A) A (P - B)Il = 2+/3, ossia:

Y-2z-1?+(x-2-2%+(x-y-1? = 12,
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[127]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[
ParametricPlot3D[ {1 + 10Sin[u] Cos[Vv], 10Sin[u] Sin[v], 10Cos[u]},
{U, 01 7['}, {V, 0, 7"]']:
ParametricPlot3D[ {2 + Sqrt[3] Sin[u] Cos[V],
Sqrt[3]1Sin[u] Sin[v], Sqgrt[3] Cos[ul}, {u, O, n}, {v, O, 2x}11]

Wi

- Graphi cs3D

%, ha centro nel punto C; = (1,0, 0) e raggio ry = 10; X, ha centro in C; = (2,0, 0) e raggio

r, =3, quindi X ¢ all’interno di %; senza punti in comune.

[128] i) k=0; ii) non esiste alcun k che verifica la condizione richiesta;

i) k= —4; iv) k#0.
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i) [X—y—4(z-2)]°-8[x*+y>+ (z—2)?] = 0.
[130]

<< Graphics“ParametricPlot3D*

Show[ParametricPlot3D[

ViewPoint » {2, 1, 0}]

{2 +Sqrt[27] Sin[u] Cos[V], -4 + SqQrt[27] Sin[u] Sin[V],
-3+Sgrt[27] Cos[u]}, {u, O, 2x}, {v, O, 7}],
ParametricPlot3D[{t, s, 1}, {t, -10, 10}, {s, -10, 10}1],
ParametricPlot3D[{t, s, -3-3Sqrt[3]}, {t, -10, 10}, {s, -10, 10}1,
ParametricPlot3D[{t, s, -3 +3Sqrt[3]}, {t, -10, 10}, {s, -10, 10}1,

- G aphi cs3D

)C=2,-4,1), r=v11. i) @1:2+3+3V3=0, ax:z+3-3v/3=0.

iii) X2 +y? + 922 — 4xz+ 8yz = 0.

[131] i) ¥ +y? + 2+ 2(X+Yy+2) = 0.

i) Xx+y+z+6=0.

i) [X+2(y-1) +2z-D?-6[x°+(y-1)°+(z- 1) =0.

[132] Si tratta dell’iperboloide ad una falda la cui forma canonica é:

2 _
X +T_22_l'

Le due schiere di rette hanno equazioni:

{ X+ 201y + 2= A1

/llx—Zy—/llzz 1, A1 eR;

X+ 20y —Z= Ay
AzX—2y+/\22= 1, 1, eR;
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quindi hanno parametri direttori: (1 — /\f, A, —1-— /\f) e(l1- /15, Ao, 1+ )L%), rispettivamente.

[133] i) Le rette r e s sono parallele, la loro distanza & /19.
ii) | piani richiesti hanno equazioni: x+y+z—-3+ v15=0.
iii) 7 N £ non é una circonferenza reale.

iv) I cilindro ha equazione: (2x—y — 4)2 + (2z- 3y - 2)? = 16.

[134] )t:x=y=0;
i) Z:x°+y?+22-12x-9y=0;
iii) C=(6,3,2); r = 2v14;

iv) 4y? + 422 — (3x— 1)2— 4 = 0, iperboloide ad una falda.
1, 1 ,
[135] EX - Eyz = 2z, paraboloide a sella.

[136] i) 2x+z-3 =0;
ii)t:x-2z2-4=y+1=0;

i) 7(x—4)? —y> = 22 - 6(x— 4)y — 6(x— 4)z+ 2yz=0.
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[137] 1)

<< Graphics*“ParametricPlot3D*

ParametricPlot3D[{u, u"2+Vv"2, v},
{u, -4, 4}, {v, -4, 4}, PlotPoints - 40]

- G aphi cs3D-

Paraboloide di rotazione di asse I’asse y.
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2)

{y, -4, 4}, PlotPoints -» 80, ViewPoint - {1, 1, 0}1],
PIOt3D[-SArt[x~2+ (y-1)"21, {X, -4, 4}, {y, -4, 4},
PlotPoints - 80, ViewPoint - {1, 1, 0}]]

Show[Plot3D[Sqrt[x~2+ (y-1)"2], {X, -4, 4},

Q0

>>>>>>0>>>

%04040404040%4

0404040404
AN
R
e
4 ) o:o

o
0

- G aphi cs3D

asse z.

(0,1,0) e con asse I’

Cono rotondo di vertice V
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3)

Plot3D[4 -X"2-y 2, {X, -5, 5}, {y, -5, 5}, PlotPoints - 40]

- Sur f aceG aphi cs-

Paraboloide di rotazione, con concavita verso il basso, di vertice V = (0,0, 4) e asse I’asse z.
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4)

<< Graphics*“ParametricPlot3D*

ParametricPlot3D[ {u, v, Sin[ul},
{u, -2x, 37}, {v, -10, 10}, PlotPoints - 40]

- G aphi cs3D

Cilindro di direttrice la curva z = sin x del piano coordinato xz e con generatrici parallele all’asse y.
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5)

Plot3D[SQrt[X~2 +y~21, {X, -4, 4}, {y, -4, 4},
BoxRatios » {1, 1, 1}, PlotRange -» {0, 3}, PlotPoints - 80]

- Sur f aceG aphi cs-

Si tratta della meta (rivolta verso I’alto) di un cono rotondo di vertice I’origine e asse I’asse z.
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6)

305

<< Graphics“ParametricPlot3D*

ParametricPlot3D[{Cos[t], 1+ Sin[t], u}, {u, -4, 4}, {t, O, 2x}]

- G aphi cs3D

Cilindro rotondo di direttrice la circonferenza del piano xy di equazione x? + (y — 1)> = 1 e generatrici parallele

all’asse z.

7)

Plot3D[-1+X"2+Yy 2, {X, -4, 4}, {y, -4, 4}, PlotPoints - 40]

R

SRR

30 e

R EETERNRNNRR
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- Sur f aceG aphi cs-

Paraboloide di rotazione, rivolto verso I’alto, di vertice V = (0,0, 1).
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8)

Plot3D[x"2/4+y~2/9, {X, -2, 2}, {y, -2, 2}, PlotPoints - 40]

- Sur f aceG aphi cs-

Paraboloide ellittico, con vertice nell’origine.
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9)

Capitolo 18 — Soluzioni - Geometria analitica nello spazio

Plot3D[X"2-y 2+ 2, {X, -10, 10}, {y, -10, 10}, PlotPoints - 40]
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- Sur f aceG aphi cs-
Plot3D[X 2 -y 2+ 2, {X, -10, 10},

{y, -10, 10}, ViewPoint - {0, 1, 0}, PlotPoints - 40]
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0
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-196° 5 0 -5
- Sur f aceG aphi cs-
Plot3D[X 2 -y"2 +2, {x, -10, 10},

-10
{y, -10, 103}, ViewPoint -» {1, 1, 0}, PlotPoints - 40]
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- Sur f aceG aphi cs-
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Paraboloide iperbolico.

10)

<< Graphics“SurfaceOfRevolution*

Show[SurfaceOfRevolution[Sqrt[x], {x, O, 2}1,
SurfaceOfRevolution[-Sgrt[x], {x, 0, 2}1, BoxRatios- {1, 1, 1}]

- Graphi cs3D

Superficie ottenuta dalla rotazione della parabola z> = x del piano xz intorno all’asse z.
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Show[ParametricPlot3D[

{2 Cos[t] Sin[u], 2 Sin[t] Sin[u], 2 Cos[ul}, {u, O, =}, {t, O, 2x}],

ParametricPlot3D[{Cos[t] Sin[u] -2, Sin[t] Sin[u], Cos[u] +1},
{u, 0, xr}, {t, O, 2x}],

ParametricPlot3D[{Cos[t] Sin[u] +2, Sin[t] Sin[u], Cos[u] + 1},
{u, 0, x}, {t, O, 2x}1],

ParametricPlot3D[{2. 5 Cos[t] Sin[u], 2. 5Sin[t] Sin[u], 3Cos[u] - 3},
{u, 0, nr}, {t, 0, 2x}],

ParametricPlot3D[{Cos[t] Sin[u] +2, Sin[t] Sin[u], 2 Cos[u] -6},
{u, 0, nr}, {t, 0, 2x}],

ParametricPlot3D[{Cos[t] Sin[u] -2, Sin[t] Sin[u], 2 Cos[u] -6},
{u, 0, nr}, {t, 0, 2x}],

ParametricPlot3D[{2 Cos[t] Sin[u] -1.5, Sin[t] Sin[u], Cos[u] - 2},
{u, 0, nr}, {t, 0, 2x}],

ParametricPlot3D[{2 Cos[t] Sin[u] +1.5, Sin[t] Sin[u], Cos[u] - 2},
{u, 0, xr}, {t, 0, 2x}], Axes » False, Boxed -» False]

Programma per realizzare il disegno presentato a pag. iv.
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