Algebra e Logica 2015.  Esercizi 2. Cardinalita, induzione.

1. Sia A ={n € Z|n # 1,2,3,4,5}. Dimostrare che A ¢ numerabile (suggerimento: imitare la di-
mostrazione del fatto che Z & numerabile).

2. Siano A e B insiemi con la stessa cardinalita. Verificare che se A & numerabile, anche B ¢ numerabile.

3. Determinare quali dei seguenti insiemi hanno la stessa cardinalita:
N, A={neN|n>10}, NUN, B={ne€Z|n=3k keZ}, PI).

(Giustificare bene le risposte).

4. Determinare quali dei seguenti insiemi hanno la stessa cardinalita:
R, PR), P(PR)), PPPR)).

(Giustificare bene le risposte).

5. Sia A un insieme con n elementi e sia P(A) 'insieme delle parti di A.
(a) Determinare esplicitamente P(A) e |P(A)| quando |A| =0,1,2,3.
(a) Dimostrare che |P(A)| = 2".
(Suggerimento: osservare che i sottoinsiemi di A con k elementi sono (Z) e applicare la formula del
binomio di Newton a (1 4+ 1)" =?77?. Alternativamente, usare il principio di induzione).

6. Siano dati A = {x,y,z,u} e B={1,2,3,4}. Determinare la cardinalita dei seguenti insiemi:
X={f:A=B)Y, Y={f:A—>B|[@2)# [}
Z={f:A— B|iniettive}, W={f:A— B| f(z)=f(y) =1}.
7. Siano dati A = {a,b,c,d,e, f} e B=1{1,2,3,4}. Determinare la cardinalita dei seguenti insiemi:

U={f:A=B}, V=Af:A=B[[f(b)=1, flc)=2}, T={f:A=B][[f(b)=[f()}

8. Calcolare il coefficiente di z?y? e di 23y* in (z + y)S.
9. Usando il principio di induzione, dimostrare le seguenti identita:
2 2 2 _ 2n°+43n°4n.
(@) 1+ 2%+ B)* +...+ (n)* = ==
(b) per ogni n € N, il numero n? + 5n + 6 & pari;
(c) 2™ > n?, per ogni intero n > 5;
(d) n! >2""! per ogni n € N.

10. Sia0 < a < 1.
(a) Usando il principio di induzione, dimostrare che
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(b) Dedurre da (a) che Y2, aF
(sugg. osservare che se 1 < a < 1, allora a* — 0, per k — 0.)

(c) Calcolare
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per a = %, a= 15 epera= Op, dove p € un numero naturale fissato.



(d) Sia xz =0, X; ... X, un numero reale la cui espansione decimale & periodica di periodo Xj ... X,:
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Sfruttando (c), scrivere z in forma di frazione.

(e) Stax =Y7...Y,Z1...Z, X ... X, un numero reale la cui espansione decimale & periodica di
periodo X ...X,. Generalizzando (d), scrivere x in forma di frazione.

(f) Scrivere 0,9 in forma di frazione.

erificare che ogni numero razionale ha un’espansione decimale periodica della forma
Verifi h le h ‘esp d le p dica della f
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11. Sia A = {z,y, z}. Calcolare la cardinalita dei seguenti insiemi:

AN(A\A), AU(ANA), P(A), AUP(A), P(A) xP(A), P(AxA).

12. Siano A;, Az e Aj tre insiemi di cardinalita |A;| = 100, |As] = 1000, |As| = 10000. Calcolare la
cardinalita di A; U Ao U A3 nei seguenti casi:
(a) sono contenuti uno nell’altro A; C Ay C As;
(b) sono disgiunti A; N A; =0, per ¢ # j;
(C) si ha |A1ﬂA2| =10e AiNA3=AsN A3 = 0.

13. Qual ¢ la cardinalita dell’insieme X = {a, b, {b}, {b, c},{{c}}}?



