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INTRODUCTION

The content of this Ph. D. thesis can be found, in English, also in the journal article:

F. Gavarini, “Quantization of Poisson groups”,
Pacific Journal of Mathematics 186 (1998), no. 2, 217-266.

In short, the content of the latter is the following.

Let G™ be a connected simply connected semisimple algebraic group, endowed with
generalized Sklyanin-Drinfel’d structure of Poisson group; let H™ be its dual Poisson group.
By means of quantum double construction and dualization via formal Hopf algebras, we
construct new quantum groups Ué‘ip(h) — dual of the multiparameter quantum group
Ué"{;(g) built upon g”, with g = Lie(G) — which yield infinitesimal quantization of H”
and G™. We study their specializations at roots of 1 (in particular, their classical limits),
thus discovering new quantum Frobenius morphisms. The whole description dualize for
H7 what was known for G, completing the quantization of the pair (G™, H").

The present thesis is (obviously) more detailed than the article version. In particular,
the thesis first develops the cases 7 = 0, which means simply that one drops the multipa-
rameter ¢ and works with the more familiar (one-parameter) quantum groups U,(g) and
their duals Uy(h). The second step then is to move to the multiparameter case, making
the necessary improvements to the argument used in the previous, simpler case.

INTRODUZIONE

“Dualitas dualitatum
et omnia dualitas”
N. Barbecue, “Scholia”

Il presente lavoro tratta il problema della quantizzazione dei gruppi di Poisson, presen-
tando una costruzione esplicita di una quantizzazione infinitesimale per una vasta classe di
gruppi di Poisson algebrici affini; tale costruzione e i risultati ottenuti gettano nuova luce
sulla relazione tra dualita di Hopf e dualita di Poisson, e forniscono nuove dimostrazioni
di alcuni risultati gia noti.

Nel seguito per dualita di Hopf intendiamo la dualita che intercorre tra le due algebre di
Hopf (quella delle funzioni regolari F'[G] e quella inviluppante universale U(g)) associate
ad un gruppo algebrico (eventualmente di Poisson) G, mentre per dualita di Poisson in-
tendiamo la dualita che intercorre tra un gruppo (algebrico) di Poisson G e il suo gruppo
di Poisson duale G*.
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Ricordiamo che, dato un gruppo algebrico G, esistono due oggetti algebrici associati ad
esso, cioe la sua algebra delle funzioni regolari F'[G] e la sua algebra inviluppante universale
U(g), quando la caratteristica del campo base k sia zero (che ¢ il caso che considereremo)
e g := Lie(G) e l'algebra di Lie tangente a GG, o la sua iperalgebra Hy(G), quando la
caratteristica del campo base k sia positiva: queste sono entrambe algebre di Hopf su &, con
un accoppiamento di Hopf naturale non degenere F[G]®U(g) — k tra loro, cosi che F'[G]
e U(g) possono essere pensate come algebre di Hopf duali 'una dell’altra. Inoltre, invece
di F[G] si puo considerare 1’algebra delle funzioni F><[G] del germe di gruppo associato a
G (o, in breve, “il gruppo formale F>~[G]”), che & un’algebra di Hopf formale (cfr. §1.1
per la definizione) che estende F[G], e 'accoppiamento F>~[G] ® U(g) — k di algebre di
Hopf formali che estende F[G]®@ U(g) — k (in effetti F>[G] =U(g)*).

Quando G & un gruppo algebrico di Poisson, l'algebra di Lie g := Lie(G) ha una
struttura di bialgebra di Lie: inoltre esiste un altro gruppo algebrico di Poisson H, detto
“(il) gruppo di Poisson duale di G”, con b := Lie(H) = g* come spazi vettoriali su k;
in aggiunta si ha un accoppiamento non degenere di bialgebre di Lie h ® g — £, cosi che
g e b possono essere viste come bialgebre di Lie duali 'una dell’altra. Infine, la struttura
di Poisson di G, risp. H, si riflette in una struttura di algebra di Hopf Poisson su F[G],
risp. F'[H], e in una struttura di coalgebra di Hopf Poisson su U(g), risp. U(h) (e in effetti &
equivalente al dato di una di queste ulteriori strutture algebriche): allora ’accoppiamento
di Hopf F|G|®U(g) — k, risp. F[H|®U(h) — k, & anche compatibile con queste ulteriori
strutture di Poisson e co-Poisson; una situazione analoga si verifica anche quando si ha a
che fare con F>[G], risp. F*>°[H|, invece di F[G], risp. F[H]|. Cosi piuttosto che col singolo
gruppo di Poisson G si ha a che fare con la coppia (G, H) di gruppi di Poisson duali I'uno
dell’altro, descritta in termini algebrici dalla quaterna (F[G],U(g), F[H],U(h)); percio in
un certo senso i tre accoppiamenti F[G] @ U(g) — k, FHl @ U((h) -k e heg— k
descrivono completamente la “configurazione di Poisson”, perché codificano interamente
le relazioni di dualita — di Hopf o di Poisson — tra gli oggetti algebrici associati alla
quaterna (F[G],U(g), F[H],U(h)).

Per quantizzazione di G si intende una deformazione ad un parametro (anche quando
parleremo di “gruppi quantici multiparametrici”) di una delle suddette strutture algebriche
associate a G, cioe o di U(g) (come coalgebra di Hopf Poisson) oppure di F[G] (come
algebra di Hopf Poisson).

Per quanto riguarda il problema generale di costruire una quantizzazione di un qualun-
que gruppo di Poisson G, esistono due approcci, quello locale e quello globale.

Il primo approccio consiste nel cercare di quantizzare soltanto il dato locale di G, cioe la
sua bialgebra di Lie tangente g; in tal caso il problema generale e stato risolto recentemente
— nel Luglio 1995, quando la presente tesi era gia compiuta — da Etingof e Kazhdan in
[E-K1J; tuttavia la costruzione che essi sviluppano ¢ del tutto formale e pertanto non aiuta
a risolvere ulteriori problemi: in particolare non consente di operare specializzazioni alle
radici dell’unita, che sono invece particolarmente interessanti perche legano la teoria dei
gruppi quantici alla teoria dei gruppi algebrici in caratteristica positiva.

Una soluzione esplicita e stata ottenuta per le algebre di Lie semisemplici, dotate di
una ben nota struttura di bialgebra di Lie (detta “di Sklyanin-Drinfel’d”), mediante una
costruzione ad hoc introdotta da Drinfel’d, cfr. [Dr3], e — separatamente — da Jimbo,
cfr. [Ji], prendendo spunto dalla presentazione di Serre di U(g); in pratica si definisce



un’algebra di Hopf Ug(g) su k(q) (dove g ¢ una incognita) per generatori e relazioni, poi
si introduce una opportuna k[q,q_l}—forma (cioe “forma intera su k[q,q_l}”) Uo(g) di
Ug(g), e infine si dimostra che questa ¢ una deformazione di U(g) come coalgebra di Hopf
Poisson. Tale costruzione ¢ stata poi estesa da Reshetikin (cfr. [R]) e da Costantini e
Varagnolo (cfr. [C-V1]) fino ad includere una vasta famiglia di strutture di bialgebra di
Lie (sulle stesse algebre di Lie semisemplici), ottenendo gruppi quantici multiparametrici
Ugyo(9)-

In altre direzioni, sono state trovate soluzioni specifiche per vari altri casi particolari —
in particolare per le bialgebre di Lie di vari gruppi di Poisson di simmetrie particolarmente
interessanti in fisica, quali il gruppo di Lorentz, il gruppo di Galilei, il gruppo euclideo, il
gruppo di Heisenberg, il gruppo di Newton-Hooke, il gruppo di De Sitter e anti-De Sitter,
ecc. — con diversi metodi: o come casi limite della situazione delle algebre di Lie semisem-
plici (con tecniche di contrazione, cfr. ad esempio [C-G-S-T]) oppure con presentazioni per
generatori e relazioni, imitando il caso semisemplice.

Il secondo approccio consiste nel cercare di quantizzare il dato globale di G, cioe la sua
algebra di Hopf Poisson F[G]; tale problema e risolto in [E-K2] utilizzando i risultati e le
tecniche in [E-K1], pertanto pero si ritrovano tutti gli svantaggi di quel primo lavoro, in
particolare la scarsa “concretezza” di una tale soluzione e 'impossibilita di trattare altre
questioni, come la specializzazione dei gruppi quantici alle radici dell’unita; il vantaggio
della massima generalita si paga dunque con la perdita di praticita.

Al contrario, una soluzione esplicita si puo ottenere nel caso dei gruppi connessi sem-
plicemente connessi e semisemplici (con la struttura di Poisson indotta da quella di bial-
gebra di Lie di g di cui sopra): il problema infatti & risolto con un trucco che utilizza la
dualita di Hopf tra F[G] e U(g), sia nel caso uniparametrico che in quello multiparame-
trico (cfr. tra gli altri [Dr3], [So|, [Lu3|, [A-P-W], [Jo], [H-L], [D-L], [C-V2], [H-L-T], etc.),
dunque basandosi sulla quantizzazione infinitesimale di cui sopra; in effetti si costruisce,
tramite un “trucco assiomatico” alla Peter-Weyl, un’algebra di Hopf F/[G] (su k(q)) di
coefficienti matriciali di U, qQ(g), insieme con un accoppiamento di Hopf naturale non de-
genere F7[G] ® U2(g) — k(q); poi si definisce una opportuna k:[q, q_l]fforma 5G] di
F[[G], che in effetti risulta essere nient’altro che la sottoalgebra di Hopf in F’[G] delle
“funzioni” che assumono valori in k[q7q_1} quando “valutate” su (cioé accoppiate con)
i, (g): in una parola, queste sono le funzioni k[q, qil}—intere su 4, (g); infine si dimostra
che §,[G] € una deformazione di F[G] come algebra di Hopf Poisson sfruttando il fatto che
i, (g) sia una deformazione di U(g) come coalgebra di Hopf Poisson. Questo procedimento
si estende poi (cfr. [C-V2]) ai gruppi quantici multiparametrici.

Per i gruppi classici lo stesso risultato e stato ottenuto anche con un altro metodo ad hoc,
indipendente dall’esistenza di una quantizzazione infinitesimale, e precisamente tramite
una presentazione esplicita per generatori e relazioni (cfr. [F-R-T] ed altri) che sfrutta la
realizzazione di tali gruppi come gruppi di matrici. Un altro approccio e stato sviluppato
per i gruppi classici e altri gruppi di simmetrie particolarmente interessanti in fisica da
Woronowicz e altri, cfr. ad esempio [Po-Wo|, mentre [Pa-Wa| affronta la quantizzazione
dei gruppi lineari.

D’altra parte, nel caso gia citato di un gruppo G semisemplice De Concini, Kac e Procesi
(cfr. [D-K-P], [D-P]) hanno dimostrato che la soluzione del problema locale per G fornisce



anche una soluzione del problema globale per il gruppo di Poisson H duale di G (cfr. [D-P],
ch. 4), dunque (al variare di G') per una vasta classe di gruppi, sottoclasse della classe dei
gruppi risolubili: in effetti si comincia col definire una versione “semplicemente connessa”
di UZ?(g) — che qui indichiamo con U (g) — e se ne costruisce una opportuna klg,q ]~
forma U, (g), per poi dimostrare che U, (g) ¢ una deformazione di F[H| come algebra di
Hopf Poisson. Anche tale risultato si estende al caso dei gruppi quantici multiparametrici.

A questo punto dobbiamo sottolineare I'insorgenza di un nuovo fenomeno, e cioe un “in-
treccio di dualita” (la dualita di Hopf e la dualita di Poisson): un oggetto quantico del tipo
dell’algebra inviluppante associata ad un gruppo di Poisson fornisce una quantizzazione
dell’algebra delle funzioni del gruppo di Poisson duale: cio fa balenare 'esistenza, a livello
quantistico, di una interrelazione tra dualita di Hopf e dualita di Poisson che “codifichi”
in qualche modo la stretta dipendenza che intercorre tra due gruppi di Poisson duali I’'uno
dell’altro: tale legame di interdipendenza e stato osservato anche, in una certa misura,
da Drinfel’d (cfr. [Dr3], §7) e da Majid (cfr. [Ma2], [Ma3]); in effetti poiché un gruppo di
Poisson non “vive” da solo ma “in coppia” con il suo duale appare ragionevole pensare che
non si debba quantizzare un gruppo di Poisson isolatamente ma piuttosto una coppia di
gruppi di Poisson duali, e che dalla quantizzazione ci si possa aspettare una piu profonda
comprensione della dualita di Poisson.

Alla luce delle osservazioni precedenti ¢ immediato congetturare un risultato duale a
quello di [D-P], e cioeé che una certa algebra quantica di funzioni F,?[G] associata a G
fornisca una quantizzazione (come coalgebra di Hopf Poisson) dell’algebra inviluppante
U(h) associata ad H ; un risultato di questo tipo completerebbe la quantizzazione della
coppia di gruppi di Poisson duali (G, H), perché avremmo quantizzato tutte e quattro le
algebre di Hopf (F[G],U(g), F[H],U(h)) associate a questa coppia. Rifacendoci al risultato
di [D-P], consideriamo l'algebra quantica di funzioni F;?[G] duale di U; (g) (secondo la
dualita di Hopf), e prendiamo in esame il “duale” di U»(g) dentro F,?[G], che chiamiamo
Fol|G], definito come ’algebra di Hopf delle funzioni k [q, q_l}fintere sulUp(g): la corretta
formulazione della congettura allora & che F,[G] sia una quantizzazione della coalgebra
di Hopf Poisson U(h), e un analogo enunciato per il caso multiparametrico. Osserviamo
anche che un risultato pitt debole collegabile a questa congettura ¢ dimostrato in [F-G],
ma soltanto per il caso G = SL(2,k).

L’obiettivo iniziale del presente lavoro era ottenere lo scopo ora espresso, cioe costruire
FR2[G] e la sua k[q, q_l]—forma Fo|G] e dimostrare la precedente congettura: tale scopo
e raggiunto con successo (cfr. Teorema 9.5) sviluppando una opportuna dualizzazione del
cosiddetto “quantum double” di Drinfel’d. Ma oltre alla congettura gia formulata il metodo
sviluppato ci da vari altri risultati, primo fra tutti la costruzione di nuovi gruppi quantici,
che chiamiamo U, (), che stanno ad U(h) come U’ (g) sta ad U(g); in particolare abbiamo
una forma intera (su k[q, ¢~ ']) £ (h) che & una quantizzazione di U () (cfr. Teorema 9.2), e
una forma intera Uy (h) che € una quantizzazione di F>°[G] (cfr. Teorema 9.7). Inoltre esiste
un accoppiamento di Hopf tra Uy (h) e Ué”/(g), che chiamiamo accoppiamento di Poisson
quantico, che & un analogo quantico degli accoppiamenti di Hopf F[H] @ U(h) — k e
FIGI®U(g) —» k, F*[G]®U(g) — k e dell’accoppiamento di bialgebre di Lie h®g — k,
e che estende I'accoppiamento (di Hopf) quantico gia noto F[G] ® U?(g) — k(q); in
aggiunta, a livello classico esso fornisce per specializzazione dei nuovi interessanti accop-



piamenti F[G] x F[H| — k, F>[G] x F[H] — k che rispettano le strutture di Pois-
son. Come corollario otteniamo una nuova dimostrazione, molto semplice, del risultato di
[D-K-P], [D-P], gia citato, la cui dimostrazione originale invece ¢ estremamente lunga e
complicata (cfr. Teorema 9.3). Infine siamo in grado di estendere tutto questo al contesto
generale dei gruppi quantici multiparametrici.

Cambiando punto di vista, ricordiamo che la teoria dei gruppi quantici alle radici
dell’'unita e strettamente legata a quella dei gruppi algebrici in caratteristica positiva as-
sociati a G'; questo fatto e una delle cause di maggior interesse per i gruppi quantici, ed
e stato osservato inizialmente da Lusztig (cfr. [Lul] e [Lu2]), ma emerge anche da [D-K],
[D-K-P], [D-P]. Cosi Lusztig ha introdotto tra I’altro un analogo quantico del morfismo di
Frobenius; una costruzione parallela viene fatta anche in [D-P] per il gruppo di Poisson
duale H . Nel presente lavoro ci occupiamo anche di questi aspetti, e costruiamo esplici-
tamente nuovi morfismi di Frobenius quantici che sono “in dualita” con quelli gia noti
rispetto all’accoppiamento di Poisson quantico.

Come abbiamo gia detto, i metodi che utilizziamo sono ugualmente efficaci nel caso
dei gruppi quantici uniparametrici e di quelli multiparametrici: pertanto i risultati che
otteniamo sono validi per tutta la famiglia di coppie di gruppi di Poisson (G7, H") che si
ottengono modificando la struttura di Sklyanin-Drinfel’d con I'introduzione del parametro
7 (cfr. [Re], [C-V1], [C-V2], e [D-K-P], §7.7(c)); in particolare quindi diamo una soluzione
del “problema locale” per una vasta classe di gruppi di Poisson risolubili (i gruppi H”
appunto). Per una maggior chiarezza di esposizione sviluppiamo prima il caso unipara-
metrico, per il quale il macchinario tecnico da utilizzare € un po’ meno pesante; in seguito
estendiamo tutto al caso multiparametrico, indicando brevementee le modifiche da ap-
portare al procedimento gia visto, che sono poche e non sostanziali.

Spieghiamo ora brevemente la strategia seguita in questo lavoro. L’idea fondamentale
¢ studiare il duale lineare U ()" di U}’ (g); poiché U)’ (g) & quoziente del Drinfel’d’s

double D (UZ(b_),U} (by),7,) , il suo duale & immerso in D (U2, (b_), U} (b+),7rg,)* ;

P P
dato che D (Ulﬁp(b,), Ué‘ip(bg,mp) ¢ isomorfo ad un prodotto tensoriale di algebre di
Borel quantiche, D (U2, (b_), U (b1),m,) = UM (b)) @ U2, (b_), per il duale si ha

D (U8, (b_),UM (by), 7T<p)* = UM (by)" ® UZ,(b_)"; ora, lesistenza di accoppiamenti di
Hopf perfetti tra algebre di Borel quantiche di segno opposto consente di identificare i
duali lineari di tali algebre con opportuni completamenti delle algebre con segno opposto:
questo ci consente di trovare una presentazione di U}%, (g)" per generatori e relazioni —
analoga a quella esistente per U}’ (g) — che ci induce a definire Uy’ () := Ué‘i’o(g)*
(dove M’ dipende da M ) e ci consente di ottenere tutti i risultati annunciati; in ragione
della loro costruzione chiamiamo i nuovi oggetti — gli Uql‘ﬂp(b) — gruppi formali quantici
(multiparametrici).

In alternativa alla strategia ora delineata presentiamo anche un altro approccio, in ter-
mini di altri nuovi oggetti — indicati con F};*[G] — che chiamiamo gruppi quantici (mul-
tiparametrici) formali; la terminologia simile ma differente manifesta il fatto che U, é‘fw(h)
e F}.>[G] forniscono due quantizzazioni diverse dei medesimi oggetti classici U(h") e
F*>[GT], le quali prendono spunto da due diversi modi di realizzare F'> [G"]. In effetti an-
che questo secondo approccio da risultati interessanti: precisamente sviluppiamo un modo
alternativo di costruire quantizzazioni di F>~ [G"] e U(h7), diverse da quelle ottenute per



mezzo dei gruppi formali quantici (multiparametrici). Questo risultato e la sua intrinseca
“naturalezza” rendono interessante anche il metodo dei gruppi quantici (multiparametrici)
formali, sebbene sia piu debole — per varie ragioni — di quello dei gruppi formali quantici
(multiparametrici); cosi presentiamo tale metodo alternativo sia per maggior completezza
sia anche per favorire, per contrasto, una piu profonda comprensione del metodo principale,
quello dei gruppi formali quantici (multiparametrici).

Diamo infine una breve “guida alla lettura”.

Il Capitolo I e dedicato a introdurre le nozioni classiche: nel §1 definiamo le strutture
algebriche e geometriche di cui parliamo in generale, mentre nel §2 definiamo i gruppi di
Poisson particolari che vogliamo quantizzare.

Il Capitolo II tratta la quantizzazione uniparametrica. I paragrafi da 3 a 6 sono una
raccolta di risultati noti, principalmente tratti da [D-L] (non di meno, intervengono alcune
modifiche — lievi nella sostanza, ma significative dal punto di vista tecnico — necessarie
per presentare in forma coerente risultati tratti da fonti diverse). Nel §3 definiamo le
sottoalgebre di Borel quantiche, le loro forme intere, e i ben noti accoppiamenti tra di esse
(che qui chiamiamo accoppiamenti DRT); il §4 & dedicato al “quantum double” di Drinfel’d,
la cui costruzione & presa da [D-L], §4; nel §5 introduciamo le algebre inviluppanti universali
quantiche (o quantizzate) U,"(g), seguendo [D-L] e [D-P], e richiamiamo i risultati sulla
specializzazione delle loro forme intere e ’esistenza di morfismi di Frobenius quantici; nel
§6 trattiamo le algebre quantiche di funzioni, traendo definizioni e risultati su F*[B+] e
F}'[G] da [D-L)].

I paragrafi da 7-10 (insieme ai §§12—-15 che li estendono al caso multiparametrico) cos-
tituiscono la parte originale della presente tesi. Il §7 & il ndcciolo del lavoro: usando
il linguaggio dei gruppi formali quantici (che introduciamo appositamente), studiamo il
duale di U," '(g), immerso nel duale di un quantum double, e miglioriamo vari risultati di
[D-L], preparando cosi il terreno per la parte sostanziale della tesi. Nel §8 assiomatizziamo
i risultati del §7 introducendo le algebre inviluppanti universali quantiche (o quantizzate)
U, (h) e le loro forme intere. Il §9 & dedicato alla specializzazione alle radici dell’unita:
in particolare per ¢ — 1 dimostriamo che i nuovi gruppi quantici U," (h) forniscono una
quantizzazione di U(h) e di F>[G], dimostriamo che F,[G] ¢ una deformazione quantica
di U(h), come congetturato, e proviamo anche che I'accoppiamento di Poisson quantico
“quantizza” gli accoppiamenti classici (di Hopf e di Poisson) che caratterizzano una coppia
di gruppi di Poisson (o gruppi di Poisson formali) duali 'uno dell’altro, e ne fornisce di
nuovi; quando poi ¢ — € (dove € & una radice f—esima primitiva dell’unita, con ¢ dis-
pari) costruiamo morfismi di Frobenius quantici U2(h) —» U (), UT(h) — UL (H),
F2[G] — FP|G] analoghi a quelli gia noti introdotti in [Lu3], [D-L], [D-P], e di essi “du-
ali” rispetto agli accoppiamenti di Poisson quantici. Infine nel §10 introduciamo i gruppi
quantici formali: di essi diamo una presentazione per generatori e relazioni, li confrontiamo
con i gruppi formali quantici, e infine dimostriamo vari risultati di specializzazione.

Aggiungiamo inoltre una Appendice che descrive in dettaglio il caso di G = SL(2,k)
come esempio illuminante.

Il Capitolo III infine tratta la quantizzazione multiparametrica, imitando procedure
e dimostrazioni del Capitolo II: cosi richiamiamo rapidamente il materiale necessario sui
gruppi quantici multiparametrici (tratto principalmente da [C-V1], [C-V2]) e poi adattiamo
al caso generale le argomentazioni usate nel Capitolo 1I, estendendo cosi i risultati la
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esposti. Dunque nel §11 richiamiamo i risultati noti, e nei §§12-15 generalizziamo passo
per passo le costruzioni e i risultati dei §§7-10.
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