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Svolgimento completo

N.B.: lo svolgimento qui presentato ¢ molto lungo... Questo non significa che lo svolgimento
ordinario di tale compito (nel corso di un esame scritto) debba essere altrettanto lungo. Semplice-
mente, questo lo é perché si approfitta per spiegare — anche in diversi modi, con lunghe digressioni,
ecc. ecc. — in dettaglio e con dovizia di particolari tutti gli aspetti della teoria toccati in misura
maggiore o minore dal testo in questione.

[1] Nello spazio vettoriale V := R* dotato del prodotto scalare canonico, si consideri il sot-
tospazio W := Span(w;, w2, ws) generato dai tre vettori

wy = (1,1,0,0), wy := (1,0,0,—1), ws := (0,1,0,3) € R*

(a) Determinare una base ortonormale By di W .

(b) Completare la base By del sottospazio W determinata al punto (a) ad una base ortonormale
By dell’intero spazio V :=R*%.

Soluzione : (a) Dalla teoria generale, sappiamo che si puo ottenere una base ortonormale di
W con un procedimento in due passi, come segue:

— (1) a partire da una base qualsiasi B di W, costruiamo una base ortogonale B’ (di W)
tramite il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt;

— (2) a partire dalla base ortogonale B’, ne otteniamo una ortonormale B’ tramite il pro-
cedimento di ortonormalizzazione, cioé moltiplicando ogni vettore di B’ per I'inverso della sua
norma.

Cominciamo allora col fissare una base B di W . Per far cio, basta osservare che l’insieme
B := {wy,ws, w3} dei generatori di W é una base, perché tali vettori sono tra loro linearmente
indipendenti. Per verificarlo, possiamo procedere cosi: formiamo la matrice

w1

— 1 1 0 0
A = Wo = 1 0 0 -1

— 0O 1 0 3

ws

che ha per righe i vettori wy, wy e ws (nell’ordine); ci interessa allora calcolare il rango di A in
due modi, e possiamo farlo in due modi.
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Nel primo modo, riduciamo A in forma a scala (superiore) cosi:

1 1 0 O 1 1 0 0
A:=11 0 0 -1 0 -1 0 -1
01 0 3 I O+ (—1)-1 o 1 0 3 I+ T4 1.1
1 1 0 0
0 -1 0 —-1]| =:84
I — M4 1.1 O 0 0 2

dove S4 € appunto una matrice a scala (superiore) con esattamente tre pivot: 1, —1 e 2, rispettiva-
mente nelle colonne 1, 2 ¢ 4. Pertanto si ha r9(A) = rg(Sa) =3.

Nel secondo modo, osserviamo che nella matrice iniziale A la sottomatrice A}gg, di forma
quadrata 3 x 3, formata dai coefficienti nelle righe 1, 2, 3 e dalle colonne 1, 2, 4, ha determinante

11 0
det(A}ﬁﬁ) =det[1 0 -1 =101 4+1-(=1)-041-1-0—0-0-0 — 1-(~1)-1 —1-1-3 =
01 3
— 04+040-0—(-1)—3 = -2 # 0

(calcolato usando la regola di Sarrus): in particolare esso ¢ diverso da zero. Pertanto A ha un
minore di ordine 3 (cio¢ appunto il determinante di una sottomatrice quadrata di ordine 3 in A)
diverso da zero: quindi — per il Teorema degli Orlati — possiamo dedurne che rg(A) = 3.

In ogni caso abbiamo trovato che rg(A) =3, e questo significa appunto che i tre vettori wy ,
wsy € ws — che costituiscono le righe di A — sono tra loro linearmente indipendenti, e dunque —
come gia affermato — l'insieme B := {w,ws, w3} ¢ effettivamente una base di W' .

Attenzione, 'osservazione precedente ¢ cruciale! Infatti, il procedimento di ortogonalizzazione
di Gram-Schmidt per ottenere una base ortogonale di un certo (sotto)spazio W deve essere applicato
ad un insieme di vettori in W che sia una base di W , non ad un insieme di vettori qualsiasi.

Piu avanti vedremo un esempio di come I’'inosservanza di questa condizione porti ad errori.

Possiamo dunque procedere con il passo (). Il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-

Schmidt consiste in questo: a partire dalla base B := {w;,ws,ws} di W, si ottiene una base
B’ :={uy,us,us} di W che & ortogonale, definita per mezzo delle seguenti formule (ricorsive):
_ - (w2, u1) o (w3, uy) (w3, ug)
up = Wi, Ug 1= Wp — ———— Ul , Ug 1= W3 — ——— U] — 57—
(w1, u1) (w1, u1) (u2,uz)

Procedendo a calcolare, si ottiene
up = (1,1,0,0) , (ui,u1) = {(1,1,0,0),(1,1,0,0)) = 1> + 1>+ 0% + 0% = 2

(we,u1) = ((1,0,0,-1),(1,1,0,0)) = 1-140-140-04+(=1)-0 =1
(w2, u1)
(ur,ur)
(ug,us) = ((1/2,-1/2,0,-1),(1/2,-1/2,0,-1)) = (1/2)° + (=1/2)* + 0% + (—1)? = 3/2
(ws,u2) = ((0,1,0,3),(1/2,-1/2,0,-1)) = 0-1/2+1-(=1/2) +0-0+3-(-1) = —7/2

(wg,w1) = ((0,2,3,4),(1,1,0,0)) = 0-1+2-1+3-04+4-0 = 2
<w3,U1> <w37U2>

us = Wz — Uy — Uy =
<u17u1> <u2au2>

= (0,1,0,3) — 1/2(1,1,0,0) — (—7/2)/(3/2) (1/2,-1/2,0,-1) = (2/3,-2/3,0, 2/3)

Ug = Wy —

u; = (1,0,0,—-1) = 1/2 (1,1,0,0) = (1/2,-1/2,0,-1)




dunque la base ortogonale che otteniamo con il passo (1) &
!
= {ur,us,u3} = {(1,1,0,0),(1/2,-1/2,0,-1),(2/3,-2/3,0, 2/3)}

VERIFICA: Arrivati a questo punto, prima di proseguire & sempre bene fare una verifica:
precisamente, verificare che i vettori uy , us, uz che abbiamo calcolato siano effettivamente a due
a due ortogonali, cioe i loro prodotti scalari (a due a due) siano tutti nulli. Se per caso cid non
fosse, vorrebbe dire — visto che il procedimento seguito era corretto — che nei calcoli precedenti
¢ stato commesso qualche errore (rischio sempre presente!). Ora, calcolando otteniamo

(ui,ug) = ((1,1,0,0),(1/2,-1/2,0,-1)) = 1-1/2+1-(=1/2) +0-0+0-0 = 0
(ur,uz) = ((1,1,0,0),(2/3,-2/3,0,2/3)) = 1-2/3+1-(-2/3) +0-0+0-0 =0
(ug,uz) = ((1/2,-1/2,0,-1),(2/3,-2/3,0,2/3)) =

1/2-2/3 + (=1/2)-(—=2/3) 4+ 0-0+ (-1)-2/3 = 1/3 +1/3 — 2/3 =
e quindi i vettori che abbiamo trovato sono effettivamente a due a due ortogonali, come richiesto.

Adesso proseguiamo con il passo (2), cioeé sostituiamo alla base ortogonale B’ = {uj,us,us}
Vinsieme B” = {v1,v2,v3} definito da v; := [[u;|| " u; per ogni i = 1,2,3 . Siccome B’ & una
base di W, ne seguira automaticamente che anche B” sara una base di W ; in pit, dato che B’ ¢
ortogonale, sara ortogonale anche B” . Infine, i vettori di B” hanno norma 1, perché le definizioni
e le proprieta della norma danno |jv;|| = H||ul||_1 uil| = g " [Jug]] =1 per ogni i =1,2,3 .
Concludendo — in una parola — By, := B” sara una base ortonormale di W, come richiesto.

Passando ora ai calcoli (e sfruttando quelli gia fatti in precedenza...), troviamo

lua ]| = <u1’“1>1/2 = vz, l[uzl| = <U2,U2>1/2 = V3/2
lusl| = (us,us)’? = ((2/3,-2/3,0,2/3),(2/3,-2/3,0,2/3)) =
= \/(2/3)2+(—2/3)2+02+(2/3)2 — /43 = 2/\@

Percio la base ortonormale By := B” = {v1,v9,v3} & data da

v o= ] e = 1/v2(1,1,0,0) = (1/\/5,1/\/5,0,0)
vy = fual tus = V273 (1/2,-1/2,0,-1) = (1/\/6,—1/\/6,0,—\@/\/5)
vs = |lugl| Fus = \/5/2 (2/3,-2/3,0,2/3) = <1/\/§,—1/\/§,0,1/\/§>

(b) Per completare la base By (ortonormale) di W ad una base ortonormale By di V := R*
occorre (ed e sufficiente) trovare un vettore vy € V' che sia ortogonale ai vettori in By, — il che
equivale a dire che sia ortogonale a tutto il sottospazio W — e che abbia norma 1. A tal fine,
possiamo seguire due metodi diversi, ma ovviamente equivalenti.

1° metodo : Applichiamo il metodo standard per costruire una base ortonormale di V := R*,
partendo perd da una base BY — non necessariamente ortonormale — che comunque estenda la
base B := {wy,ws, w3} di W, dunque della forma BY = B U {w,} dove il vettore w, dev’essere
scelto in modo che l'insieme B U {wy4} sia appunto una base di V.



Come prima scelta, possiamo considerare il vettore wy := e = (0,0,1,0). In altre parole,
consideriamo I'insieme BY := {w; ,ws, w3, wy := €5} .

Andiamo allora a verificare che BV ¢ una base di V := R*. Questo ¢ immediato, in quanto i
suoi vettori sono tra loro linearmente indipendenti: infatti, procedendo come in (a) possiamo, ad
esempio, considerare la matrice

w1
o 110 0
A7f7%7100—1
Vo= - “lo 10 3
Wa w3 001 0

Wy

che ha per righe i vettori wy , wa, w3 e wy (in quest’ordine). Tali vettori sono linearmente indipen-
denti se e soltanto se la matrice Ay ha rango 4, e quindi (essendo una matrice quadrata, di ordine
4) se e soltanto se tale matrice ha determinante diverso da zero. Il calcolo diretto ci da

Lo o
det(Av) = det| | o 5 | = (D-detf 1 0 -1] =
001 0 03

= (1) det(AL38) = (-1 (-2) =2 £ 0

dove abbiamo effettuato lo sviluppo di Laplace lungo la quarta riga e abbiamo sfruttato il calcolo
gia effettuato in precedenza del determinante della sottomatrice A}gg .

In conclusione troviamo det (AV) # 0, e quindi rg (AV) =4, cosl che wy, wy, wg e wy sono
linearmente indipendenti, g.e.d.

Adesso, sapendo che BY := {wi,wy,ws,ws} & una base di V := R*, possiamo applicare
ad essa il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt per ottenere una base ortogonale.
Osserviamo subito che tale base sara del tipo B{, = B’ U{u4} = {ui,uz,us,us}, dove B' =
{u1,us,us} & la base ortogonale di W calcolata in precedenza nel trattare il punto (a). Inoltre,
per costruzione — cioe essenzialmente per il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt
— il vettore uy sara ortogonale ai tre vettori w;, us e ug: siccome questi ultimi formano una
base di W (sempre per costruzione!), ne segue che uy4 € ortogonale a tutto il sottospazio W ; infine,
essendo elemento di una base il vettore u4 sara certamente non nullo. Quindi, in conclusione, il
vettore v := uy sara un vettore del tipo richiesto.

Volendo calcolare il vettore uy, la formula generale del procedimento di ortogonalizzazione di
Gram-Schmidt ci da

(wa, ur) (wa, usz) (wa, ug)
Uy — Ug — us
<U1,U1> <UQ,?,L2> <U3,U3>

Ugqg = Wyq —

Dato che
(wg,ur) = ((0,0,1,0),(1,1,0,0)) = 0-1+0-1+1-04+0-0 = 0
(wg,u2) = {(0,0,1,0),(1/2,-1/2,0,—-1)) = 0-1/2+1-(—1/2)+1-0+0-(=1) = 0
(wg,uz) = ((0,0,1,0),(2/3,-2/3,0,2/3)) = 0-2/3+1-(—2/3)+1-0+0-2/3 = 0



abbiamo allora semplicemente

L <’LU4,U1> <’w4,U2> <U)4,U3> _
Ug = Wyp— ——— U] — ——————— Uy — ——————— U3 = Wy
(u1,u1) (ug, us2) (us, us)

In effetti, cid accade proprio perché, come mostrano i calcoli qui sopra, si ha (w4, u;) = 0 per
i1 =1,2,3, cioe il vettore w,4 € gia ortogonale ai vettori uy , us, us .

Infine, il vettore w4 cercato lo otteniamo moltiplicando u4 per 'inverso della sua norma, cioe
vy = ||U4||_1 ug . Osserviamo tra l'altro che questo ha certamente senso, perché w4 # Oy per
costruzione, e quindi anche |luy| # 0, per cui effettivamente vy := |Jug|| ' us & ben definito!
All’atto pratico poi abbiamo

luall = Jlwall = llesll = (/{es, es5) = VO2+02+12+02 = 1

e quindi vy := ||u4H_1 Ug = Uy =Wy = €5 .
Pertanto, in conclusione, la base ortonormale By di V' che estende la base (ortonormale) By,
di W ottenuta in questo modo &

By = {v1,va,v3,v4 :=(0,0,1,0) }

Controesempio : Se il vettore wy da aggiungere a B := {wj,wy, w3} € scelto male — cioe &

scelto appartenente a W — linsieme B’ := B U {w4} non sara una base di V', e allora anche
il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt a sua volta non dara una base di V'!
Ad esempio, se si sceglie di prendere wy := e, = (0,0,0,1) e si considera l'insieme By :=

{wy ,wy, w3 ,wy := e}, allora proviamo ad applicare ad esso il procedimento di ortogonalizzazione
di Gram-Schmidt. Con i primi tre passi si ottengono gli stessi vettori uy, us e ug ottenuti in
precedenza; ma quando si calcola il vettore u4, la formula ci da

Ug = Wy — <w4’UI> Uy — <w47UQ> Uy — <w47u3> us
. <U17U1> <U27U2> <U3,U3>
= (0,0,0,1) — %(1,1,0,0) - 3_/12 (1/2,-1/2,0,-1) — Z; (2/3,-2/3,0,2/3) =

= (0,0,0,1) — (0,0,0,0) + (1/3,—1/3,0,—2/3) — (1/3,—1/3,0,1/3) = (0,0,0,0)
perché

(wg,ur) = {(0,0,0,1),(1,1,0,0)) = 0-140-1+0-04+1-0 =0
(wg,uz) = ((0,0,0,1),(1/2,-1/2,0,-1)) = 0-1/2+1-(—=1/2)+0-0+1-(-1) = —1
(wg,uz) = {(0,0,0,1),(2/3,-2/3,0,2/3)) = 0-2/3+1-(—2/3)+0-0+1-2/3 = 2/3

cioe ugy = (0,0,0,0), che non & certo un vettore che possa far parte di una base!!l! In effetti,
ogni volta che si parta da un vettore wy appartenente a W questo stesso calcolo ci dara sempre il
risultato banale (e inutile, ai nostri fini) gia visto, cioe us = (0,0,0,0) . O

Il controesempio ora esposto ci mostra come un’errata scelta del vettore wy da cui partire porti
ad errore. Ora, in precedenza abbiamo visto che una volta scelto un “candidato” w, bisogna
verificare che esso sia linearmente indipendente dagli altri vettori gia fissati wy , wo, w3 . Adesso,
invece di “andare per tentativi e verifiche”, possiamo procedere metodicamente, come segue.



Quel che ci occorre & una base di V :=R?* che contenga B := {wy,ws, w3}, e per trovarla c’@
un metodo standard. Precisamente, consideriamo la matrice

1 1 0100 0
1 0 10100
MV:<w1T“’§w§§Tlgggggﬁ>: 00 0001 0
0 =1 300 0 1

che ha per colonne (in quest’ordine) i vettori wy, wa, ws e poi i vettori e, €4, €5, €, della
base canonica di V := R*. Operiamo su tale matrice un procedimento di eliminazione di Gauss
all’ingiu, che ci da

1101000y
My o= (uf[uf[uf[<t]ed|5)<5) = | 5 0 0002 o
0 -1 3 0 0 0 1
T 1 1.0 1 00 0 N i
0O -1 1 -1 1 0 0
0O 0 0 O 0 1 0
0 -1 3 0 0 01
IV — IV + (—1)-I 1 1 0 1 0 00 scambio Il e IV riga
0O -1 1 -1 1 0 0
0 0 0 O 0 1 0
o o0 2 1 -1 01
. , 1 1.0 1 0 00
scambio Il e IV riga 0 -1 1 -1 1 0 0 g
o0 2 1 —-10 1) °M
0O 0 0 O 0 1 0

Ora, la matrice finale Sj; € in forma a scala (superiore), e i suoi pivot stanno nelle colonne 1, 2, 3 e
6. Siccome le colonne della matrice di partenza M formano un insieme {wl, W2 ,W3,€1,€9,€3,€ 4}
di generatori di V', adesso possiamo concludere che le colonne di M nelle posizioni corrispondenti
al pivot di Sp; — dunque la prima, seconda, terza e sesta colonna — formano una base di V': in
altre parole, BY = {w; ,ws, w3, ws := e} ¢ una base di V :=R?.

N.B. : Si noti che la base BY ottenuta contiene i vettori w;, ws e ws non per caso, ma per
costruzione, perché essi sono linearmente indipendenti, e la costruzione “se ne accorge”; anzi,
il procedimento seguito dimostra appunto — tra l’altro — che questi vettori sono linearmente
indipendenti, e quindi formano una base di W . In tal senso, quest’ultimo approccio risulta certa-
mente il pitt completo e “omogeneo”, perché permette di affrontare, gestire e risolvere con un unico
procedimento diversi aspetti del problema in esame. Infine, la base trovata ¢ la stessa di prima,
ma stavolta ottenuta con un procedimento metodico, non a tentativi.

2° metodo : Poiché B := {wi,ws, w3} ¢ una base di W, un vettore qualsiasi v € V sara
ortogonale a W se e soltanto se sara ortogonale ai vettori in B . In formule, cio si esprime con

. <w7;,v>:O
vl W — vlw (i=1,2,3) — ® ,
Vi=1,2,3;

Ora, il sistema ® qui sopra ¢ un sistema di tre equazioni lineari omogenee nelle quattro incognite
X1, Ta, T3, T4 che costituiscono le quattro componenti del vettore v = (x1, za, x3,24) . Visto che il
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prodotto scalare canonico € dato da <wi ,v> :=w;-v" (prodotto righe per colonne tra una matrice
riga e una matrice colonnal), il sistema ® in forma compatta si scrive ® : Av"= 0" con

w1

— 1 1 0 O
0:=(0,0,0,0) =0y €V , A= w [ =1 0 0 -1

— 01 0 3

w3

che ha per righe i vettori wy , ws e ws (in quest’ordine).

Passando a risolvere il sistema lineare omogeneo ® , sappiamo gia che la sua matrice dei coeffi-
cienti A ha rango 3: percio il sottospazio di V := R* di tutte le soluzioni di ® — in altre parole, il
nucleo della matrice A — ha dimensione dim (V) —rg(A) =4—-3 =1, per il Teorema del Rango (o
“della Dimensione”). Quindi gli elementi di tale nucleo formano una famiglia {v(t)} rer di vettori
dipendenti (linearmente) da uno e un solo parametro ¢ € R, che ci da tutti i vettori in V' che
siano ortogonali a W . Infine, se imponiamo a uno di tali vettori v(t) = (21(t), z2(t), z3(t), z4(t))
di avere norma 1 otteniamo le condizioni equivalenti

[v@)]| =1 <= /(v(@®),v(t) =1 <= (v(t),v(t)) =1

Pultima delle quali esplicitamente &
21 (t)? + 22(t)® + 23() + 24(t)® = 1

che & un’equazione di secondo grado in ¢ (perché le z;(¢) sono polinomi di primo grado — omogenei
— in t). Tale equazione avra due soluzioni (distinte) ¢1,t2 € R, che corrisponderanno a due
possibili scelte — precisamente, v(t1) e v(tz) — del vettore vy che andiamo cercando.

Detto questo, nel caso in esame non serve fare molti calcolil... Infatti, osservando che i tre
vettori wy, we e wsg hanno tutti la terza componente uguale a zero, riconosciamo subito che tutti
e tre sono ortogonali al vettore w4 := e5 = (0,0,1,0). Quindi, una possibile base By, del tipo che
stiamo cercando ¢ data da By, = {u1,u2,us,us := €3 }. Inoltre, il vettore us4 := e; ha norma
|lual|] = H(0,0,l,O)H = 02402+ 12+02 = 1, come gia osservato, e quindi possiamo anche
concludere che con w4 := uy = e5 otteniamo la base ortonormale By := {v1,va,v3,v4 := €3} di
V' che estende la base By gia considerata, come richiesto.

Se invece procediamo ordinatamente a svolgere i calcoli, I’eliminazione di Gauss all’ingiu ci da

1 1 0 O I T4 (—1)1 1 1 0 0
A=11 00 -1]———1[0 -1 0 —1| —7
0O 1 0 3 o 1 0 3 I — I0+ 1.1
1 1 0 0
= |0 -1 0 —-1] =: 84
I — I+ 1-II 0O 0 0 2

Ora, la matrice finale S4 ¢ a scala (superiore), e il sistema originale ® : Av"= 07 ¢ equivalente
a ®g : SqvT=07. Per risolvere quest’ultimo, effettuiamo ancora un’eliminazione di Gauss, ma
stavolta all’insu

1 1 0 0 IO+ I+1/2I0 1 1 0 0 I—I+1I 1 0 0 0
0o 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2



Adesso la matrice finale € a scala superiore e “quasi diagonale”, nel senso che gli unici suoi coeffi-
cienti non nulli sono i pivot: 1 sulla prima riga, —1 sulla seconda, e 2 sulla terza. Dividendo infine
ciascuna riga per il suo pivot si ottiene la matrice

Dy =

S O =
S~ O
o O O
_ o O

che ci da il sistema lineare omogeneo (ancora equivalente al sistema originale ®)

Ir, =
®p @ Dav'=0" cio¢ o =0
Ty4 = 0

il cui insieme di soluzioni ¢ Ker(A) = Ker (15,4) ={(0,0,¢,0) ‘t eR}.
Naturalmente, lo stesso risultato si poteva ottenere risolvendo all’indietro il sistema

1 + 10 = 0
®g : Sav"=0" , cioe —29 — x4 = 0
2.%'4 =0

In ogni caso, abbiamo trovato che il sottospazio W+ di tutti i vettori di V := R* ortogonali a
W & appunto { (0,0,t,0) } te R} . Imponendo ad uno di questi vettori v(t) = (0,0,¢,0) € W+
di avere norma 1, si ottiene

Jo@®)] =1 <= [v@®] = [](0,0,£,0)|| = 0*+0°+#*+0* = * =1 <= t=+I

quindi per la scelta del quarto vettore v4 in una base ortonormale By che estenda By, si hanno
due possibilita:

ve = v(t1) = v(1) = (0,0,1,0) = e3 vy = v(ta) = v(—1) = (0,0,—1,0) = —eq

di cui la prima e quella che avevamo gia considerato. ]

(continua...)



[2] Si consideri la matrice

8 0 9
M:=1|9 -1 9 | € Matsy3(R)
—4 0 -4

(a) Calcolare gli autovalori della matrice M .
(b) Calcolare gli autospazi della matrice M .

(¢) Determinare, giustificando la risposta, se M sia diagonalizzabile oppure no.

Soluzione : (a) Dalla teoria generale sappiamo che I'insieme Spec (M) di tutti gli autovalori
di M coincide con I'insieme delle radici del polinomio caratteristico di M , che & il polinomio

88—z 0 9
pu(z) == det (M —xl3) = det 9 —1—x 9
—4 0 —4—z

Calcolando il determinante qui sopra mediante la regola di Sarrus, si ottiene

88—z 0 9
pu(z) == det (M —xI3) := det 9 —1—-z 9 =
—4 0 —4 -z
= 8—z)-(-1—x)-(-4—2)+0-9-(—4) +9:009-9-(-1—=x)-(—4) = 0-9-(—4—x) — 0-9-(8—x) =
= (1+z) (8—z) - (4+2)—9-4) = ~(1+2) (2 -4z +4) = —~(1+2)(z—2)
cosi che pa(z) = —(1+1)-(x —2)° . Le radici di tale polinomio, ciot — per quanto gia osservato

— gli autovalori di M, sono chiaramente —1 e 2, cio¢ Spec(M)={-1,2}.

(b) Per ogni autovalore \ € Spec(M) = {—1,2} di M, il corrispondente autospazio — sot-
tospazio vettoriale di V :=R3? — & dato da

Vii={veV|M-v=Av} = Ker(M —\I3)

Pertanto calcolare V) significa esattamente calcolare il nucleo Ker (M — Al 3) della matrice M) :=

(M — )\Ig) , che ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo ®) : Myx = 0, in cui
T T

x = (x,y,2z)" mentre 0:=(0,0,0)" .

NOTA: il fatto che A € R sia un autovalore di M significa esattamente che

il sistema ®) ha certamente soluzioni non banali,

o in altre parole che dim (K er(M A)) > 0. Infatti, A € autovalore di M se e soltanto se e radice del
polinomio caratteristico di M, cioé se e soltanto se det(M)y) # 0, e questo significa esattamente
che la matrice quadrata M) ha rango minore del suo ordine (che & 3), cioe rg(M)y) < 3. Ma allora
il Teorema della Dimensione (o “del Rango”) ci assicura che

dim (Ker (My)) = dim (R®) — rg(M,) = 3 — rg(M,) > 0

come appunto gia affermato. La conseguenza di tutto cio € che noi sappiamo a priori che dobbiamo
trovare delle soluzioni non banali del sistema ®) ! Percio se per caso non le troveremo saremo sicuri
di aver sbagliato qualcosa — o nel risolvere il sistema ®) , oppure in precedenza nel calcolare gli
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autovalori A — e quindi faremo le verifiche e le controprove del caso per scoprire e correggere
Perrore, o gli errori, commesso/i...

Ora, per risolvere il sistema ®) riduciamo a scala la sua matrice dei coefficienti M) , dis-
tinguendo i vari casi come segue:

8+1 0 9 9 0 9
A=—-1 = My=M_ = 9 —-1+1 9 = 9 0 9 = M
—4 0 —4+1 -4 0 -3

Senza fare molte altre manipolazioni, possiamo ora dedurre che ’autospazio V_; non ¢ altro che
I'insieme delle soluzioni del sistema ®’ ; : M'x = 0 (equivalente al sistema iniziale ®_; ), che si
risolve cosi:

92 + 92z = 0 z = —x r =0

®, Mx=0—<92+92 =0 — < y=a«a —<y=a (YaeR)
—4xr -3z =0 4z +3x =0 z =0

In conclusione, 'autospazio associato all’autovalore \y = —1 &€ V_1 = { (0,«,0) ‘ a € R} .

In particolare, da questo possiamo anche osservare che V_; ha base {(0, 1,0)}, e quindi la
molteplicita geometrica dell’autovalore A\ = —1 & mgy(—1) :=dim(V_1) = 1.

VERIFICA: prima di proseguire, la verifica che possiamo fare a questo punto ¢ che i vettori che
abbiamo trovato siano effettivamente autovalori di M associati all’autovalore A\; = —1: in altre
parole, dobbiamo verificare che sia davvero

Muv, = (—1)v, per ogni vettore v, :=(0,a,0), con a€R. (1)

Ora, il calcolo diretto ci da

8 0 9 0 8:04+0-a+9-0 0
My, = 9 -1 9 |- [a] = 9:-0+(—-1)-a+9-0 = | —a] = (1w,
4 0 -4 0 4040 a+(—4)-0 0

per ogni a € R, e quindi la (1) ¢ effettivamente verificata.

Si noti che questa € una verifica soltanto parziale! Infatti, quanto appena visto ci garantisce
che effettivamente i vettori della forma v, := (0,a,0) sono appunto autovettori di autovalore
—1, e quindi I'autospazio V_; effettivamente contiene il sottospazio {(O ,a,0) | a € ]R} , ma non
ci assicura che coincida con tale sottospazio, come abbiamo trovato in precedenza.

8§—2 0 9 6 0 9 I— I143/2.10
A=2 = M= My = 9 —1-2 9 = 9 -3 9 —_—
—4 0 —4 -2 -4 0 -6 T+ I+ 3/2-10
I— 1+43/2.10 0 0 0
—_— 3 -3 0 =: Sy
I +— I+ 3/2-I0 -4 0 -6

Ora, la matrice finale Sy € a scala (inferiore), e ci dice che I'autospazio V5 ¢ I'insieme delle soluzioni
del sistema ®3 : Sox = 0 (equivalente al sistema ®, iniziale), che risolviamo cosi:
®§:ng:0 — 3z —3y =0 — y =0 (VBER)
—4xr — 62 =0 z = —20/3
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Pertanto, I'autospazio associato all’autovalore o =2 & Vo = { (ﬁ,ﬁ, -2 5/3) ‘B € R} , che
per nostra comodita possiamo anche riscrivere come Vy = { (3’}/,37,—27) |7 € R} oppure
come Vo = { (—35,—35,25) |5€]R} .

In particolare, da questo possiamo anche osservare che V5 ha base {(3,3, —2)}, e quindi la
molteplicita geometrica dell’autovalore Ay =2 & my(2) := dim (V) =1.

VERIFICA: di nuovo, prima di andare oltre possiamo (dobbiamo...) verificare che i vettori che
abbiamo trovato siano effettivamente autovalori di M associati all’autovalore Ay = 2: dobbiamo
cioe verificare che sia davvero

Muvy, = 2v, per ogni vettore v, :=(37,3v,-27), con vyeR. (2)

Calcolando esplicitamente si ottiene

8 0 9 3y 8:3v4+0:-37v+9-(-2)y 6y
Moy =( 9 -1 9 |- 3y |=| 9:37+(-D-(=2)7+9:37 | =| 67 | =20,
-4 0 -4 -2 —4-37+0-37+(—4) - (-2)v —4y

per ogni v € R, e quindi la (2) ¢ effettivamente verificata.

Come prima, anche questa & una verifica soltanto parziale! Infatti, essa ci garantisce che i vettori
della forma v, := (0,a,0) sono effettivamente autovettori di autovalore 2, per cui "autospazio
V5 certamente contiene il sottospazio {(37 .37, —27) ‘ v E ]R} , € perd questo non ci assicura che
V5 coincida con tale sottospazio, che ¢ quanto abbiamo trovato in precedenza.

(c) Dalla teoria generale, sappiamo che una matrice quadrata di ordine n ¢ diagonalizzabile se
e soltanto se la somma delle molteplicita geometriche di tutti i suoi autovalori e pari all’ordine
n. Ora, nel caso in esame 'ordine di M & 3, e nel risolvere il punto (b) abbiamo trovato che le
molteplicita geometriche dei due autovalori di M sono mgy(—1) =1 e mgy(2) = 1. Pertanto, la
somma delle molteplicita di tutti gli autovalori di M & my(—1)+my(2)=1+1=2, e 25 3.

Si conclude allora che la matrice M non é diagonalizzabile. O

(continua...)
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[3] Si consideri la matrice
0 1 -1

A = 1 1 —2 S Matgxg(R)
-1 -2 4

(a) Determinare se la matrice A sia invertibile oppure no; in caso affermativo, calcolare esplici-
tamente la matrice inversa A~!, in caso negativo calcolare un vettore non nullo appartenente al
nucleo di A.

(b) Determinare se il sistema Ax =b; con by := (3,—1,1)" sia compatibile; in caso afferma-
tivo, calcolarne esplicitamente una soluzione.

. . . T . o1 e .
(c) Determinare se il sistema Ax = by con by :=(—2,0,1)" sia compatibile; in caso afferma-
tivo, calcolarne esplicitamente una soluzione.

Soluzione : Presentiamo due diversi metodi, ugualmente validi.

1° metodo : Per ottimizzare il lavoro, seguiamo un approccio uniforme alle richieste in (a), ()

e (c). Infatti, ci si chiede di discutere e (eventualmente) risolvere due sistemi — in (b) e (¢) — che
sono simultanei, cio¢ hanno la stessa matrice dei coefficienti, in questo caso A. Ma anche discutere
I'invertibilita e (eventualmente) calcolare I'inversa di A corrisponde esattamente a discutere e, se
possibile, risolvere altri tre sistemi lineari simultanei, precisamente quelli in cui la matrice dei coeffi-
cienti (comune) & di nuovo A, mentre le colonne dei termini noti sono precisamente e; := (1,0,0)",
e := (0,1,0)" ed ez := (0,0,1)" . Pertanto, complessivamente dobbiamo discutere e — se pos-
sibile — risolvere cinque sistemi simultanei. Per far questo, possiamo operare simultaneamente
con tutti i sistemi considerando un’unica “matrice completa complessiva”, di forma 3 x 8, per i
cinque sistemi, che indichiamo con C ed ¢ fatta cosi: a sinistra, a “riempire” le prime tre colonne,
mettiamo la matrice dei coefficienti (comune) A, e alla sua destra accostiamo, nell’ordine, i cinque

vettori colonna dei termini noti, ponendo prima e;, e;, e3 — che complessivamente formano la
matrice identita I3 — e poi by e by . Dunque abbiamo
0 1 -1 1 0 0 3 =2
C:=(A|L]|bi|by) =1 1 -2 0 1 0 -1 0
-1 -2 4 0 0 1 1 1
———— —— N—\—
4 I (ba|by)

e operando su quest’unica matrice, possiamo simultaneamente:
— studiare l'invertibilita di A, e in caso affermativo calcolarne l'inversa (problema (a)),

— studiare la compatibilita del sistema Ax = b; , e in caso affermativo calcolarne una
soluzione (problema (b)),

— studiare la compatibilita del sistema Ax = by , e in caso affermativo calcolarne una
soluzione (problema (c)).

A questo punto, il procedimento da seguire si svolge secondo i passi qui elencati:

— passo 1: Operiamo sulla matrice C' un procedimento di eliminazione di Gauss in modo
da ridurre la sottomatrice (quadrata di ordine 3) costituita dalle prime tre colonne di C', cioe
011’,22,53 = A, a forma triangolare superiore (oppure inferiore, a scelta): indichiamo con E la
matrice ottenuta da C in questo modo, e con 7' la matrice triangolare ottenuta da 0117’227’;’ =A
con le stesse operazioni — N.B.: si noti che T' & proprio (di nuovo) la sottomatrice di E costituita
dalle (prime tre righe e dalle) prime tre colonne di E': in simboli, 7' = E11”22’53 .
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— passo 2: il numero r dei pivot (= elementi non nulli sulla diagonale) della matrice T' & pari
al rango di A, e quindi ne deduciamo che A & invertibile se e soltanto se r = 3.

— passo 3: indichiamo con E7 la settima colonna della matrice E: allora il sistema Ax = b,
¢ compatibile se e soltanto rg(T ‘ E7) =19 (T) , cioe se e soltanto se la colonna E7 ha tutti
elementi pari a zero nelle righe al di sotto (se I’eliminazione di Gauss era all’ingiu, altrimenti al di
sopra) della r—esima. In particolare, se r = 3 allora il sistema Ax = by ¢é certamente compatibile,
con soluzione unica data da x; = A~ 'b; .

— passo 4: indichiamo con E8 'ottava colonna della matrice E: allora il sistema Ax = by
& compatibile se e soltanto rg(T ‘ ES) = rg(T) , cioe se e soltanto se la colonna E8 ha tutti
elementi pari a zero nelle righe al di sotto (se I’eliminazione di Gauss era all’ingiu, altrimenti al di
sopra) della r—esima. In particolare, se r = 3 allora il sistema Ax = bs ¢é certamente compatibile,
con soluzione unica data da xo = A~ ' by .

— passo 5: se A ¢ invertibile, procediamo a calcolarne I'inversa A~! effettuando una elminazione
di Gauss nel senso inverso a prima (dunque, all’insi se prima I’abbiamo fatta all’ingit, e viceversa
nel caso opposto), e poi dividendo ciascuna riga per il pivot corrispondente: nella matrice 3 x 8
cosi ottenuta, che chiamiamo F', le colonne F'4, F'® e F % formeranno allora la matrice A~! cercata.

— passo 6: se il sistema Ax =Db; (con j =1 oppure j = 2) e compatibile, allora procediamo
a calcolarne una soluzione (che sara unica se e soltanto se rg(A) = 3) in modo analogo a quanto
fatto al passo 5 per calcolare A~ (ci sara pero qualche differenza nel caso in cui sia rg(A4) < 3). Se
entrambi i sistemi sono compatibili, allora le operazioni da fare sono esattamente le stesse. Inoltre,
se A ¢ invertibile, allora rg(A) = 3 e entrambi i sistemi suddetti sono compatibili, con soluzione
unica: in entrambi i casi, tale soluzione si ricava esattamente con le stesse operazioni effettuate al
passo 5 per calcolare A™1, e sara data dalla colonna F” per il sistema Ax = by e dalla colonna
F8 per il sistema Ax =b,.

N.B. : Iordine in cui devono essere svolti i passi su menzionati non ¢ completamente prefissato.
Ad esempio, i passi 2, 3 e 4 si possono svolgere in un ordine qualsiasi (anche se conviene svolgere
prima il passo 2) e analogamente i passi 5 e 6 si possono svolgere in un ordine qualsiasi (e pero
conviene svolgere prima il passo 5).

A questo punto passiamo finalmente ai calcoli. Cominciamo con un procedimento di eliminazione
di Gauss all’ingiu, che ci da

0 1 -1 1 0 0 3 —2 scambio I e II riga
C:=(A|Iz|bi|by) =1 1 -2 0 1 0 -1 0
-1 -2 4 0 0 1 1 1
scambio I e II riga 1 1 —2 0 1 0 -1 0 I—1I
0 1 -1 1 0 0 3 -2 _
-1 -2 4 0 0 1 1 1 I — I+ 1-1
0— I 1 1 -2 0 1 0 -1 O
e o 1 -1 1 0 0 3 =2 e
I — I+ 1.1 0o -1 2 0 1 1 0 1 M — I+ 1.1
11 -2 0 1 0 -1 0
— (01 -1 1 0 0 3 -2 | = (T|E*|E°|E°|ET|E®) = E
I +— 00+ 1-10 0 0 1 1 1 1 3 -
~———
T

Abbiamo svolto cosi il passo 1. Ora procediamo con i successivi passi 2, 3 e 4.
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Guardando la sottomatrice (triangolare) T := El{’;’}f in E troviamo che essa ha tre pivot, tutti
uguali a 1. Percio rg(A) = rg(T') =3, quindi, per 'analisi fatta in precedenza, deduciamo che

A ¢ invertibile, e entrambi i sistemi Ax = by e Ax = by sono compatibili, con soluzione
unica data rispettivamente da x, = A='by (per il primo) e xo = A1 by (per il secondo).

Proseguiamo ora con i passi finali 5, 6 e 7, con un unico calcolo simultaneo.

Operiamo dunque un procedimento di eliminazione di Gauss all’inst sulla matrice £ — “tarata”
pero sulle sue prime tre colonne — il che da

11 -2 01 0 -1 0 I T4 200
E := (T|E*|E°|E°|ET|E®) =0 1 -1 1 0 0 3 -2 | ———
0 0 1 1 1 1 3 -1 I+ O+1.10
I— [4+2.10 11 0 2 3 2 5 =2 I—I+(—1)1I
—— |01 0 2 1 1 6 -3 | —72—=
I I+ 110 o001 1 1 1 3 -1
I 1+ (—1)0 100 02 1 -1 1
-~ |o10 211 6 -3]|= (Ig‘Afl‘xlle _F
001 111 3 -1

C/‘:N{
>{
7
B

Il risultato finale & la matrice F' (di forma 3 x 8) che cercavamo: in essa, le colonne 4, 5 e 6 ci
danno la matrice A~! richiesta, mentre le colonne 7 e 8 ci danno le soluzioni (uniche!) x; e xo
rispettivamente del sistema Ax = by e del sistema Ax = b, . Dunque

0 2 1 -1 1
At =121 1 , x| = 6 , x9 = | —3
1 11 3 -1

VERIFICA: Arrivati a questo punto, prima di proseguire possiamo, e moralmente dobbiamo,
fare una verifica: precisamente, verificare che il prodotto di matrici A - A~ oppure A71- A (&
sufficiente verificare uno dei due) dia come risultato I3, la matrice identita di ordine 3, e che i
prodotti A-x; e A-xo diano come risultato rispettivamente by e by . Ora, il calcolo esplicito da

0o 1 -1 0 2 1
A-At=11 1 =221 1] =
-1 -2 4 1 1 1
0-0+1-2+(-1)-1 0-2+1-1+(=1)-1 0-14+1-1+(=1)-1
= 1:0+1-24+(-2)-1 1-241-1+(-2)-1 1-141-14+(-2)-1 =
(=1)-0+(=2)-2+4-1 (=1)-2+(=2)-14+4-1 (=1)-1+(-2)-1+4-1
1 00
=101 0] = I3
0 0 1
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e analogamente

0 2 1 0 1 -1
At Aa=21 1)1 1 =2]|-=
1 1 1 -1 -2 4
0-0+2-1+1-(-1) 0-142-1+1-(-2) 0-(-1)+2-(-2)+1-4
= 2:0+1-14+1-(-1) 2-1+1-141-(=2) 2-(-1)+1-(-2)+1-4 =
1-04+41-14+1-(-1) 1-141-141-(-2) 1-(-1)+1-(-2)+1-4
1 0 0
0 0 1
e cosl anche
0 1 -1 —1 0-(-1)+1-64+(-1)-3 3
A-x; = 1 1 -2 ]- 6 = 1-(-1)+1-6+(-2)-3 = -1 = by
-1 -2 4 3 (-=1)-(-1)+(-2)-6+4-3 1
0 1 -1 1 0-14+1-(=3)+(-1)-(-1) -2
A-x9 = 1 1 -2 -3 = 1-14+1-(=3)+(=2)-(-1) = 0 = by
-1 -2 4 -1 (=1)-14+(=2)-(=3)+4-(-1) 1

e dunque le soluzioni calcolate sono effettivamente corrette!

2° metodo: Procediamo affrontando i problemi in (a), (b) e (¢) separatamente — salvo che,
come vedremo, saranno in parte collegati...

(a) Per questo primo punto possiamo seguire due diversi approcci:

1° approccio : La matrice A ¢ invertibile se e soltanto se € non singolare, cioe in una qualsiasi

sua riduzione a forma triangolare — tramite eliminazione di Gauss — i suoi pivot (= coefficienti
sulla diagonale) sono tutti non nulli. Per procedere su questa strada, e simultaneamente impostare
il calcolo della matrice inversa A~!, operiamo un procedimento di eliminazione di Gauss all’ingit
(con calcoli analoghi a prima) sulla matrice (A ‘ I3) , ottenendo

0 1 -1 ’ 1 0 0 scambio I e II riga
(AlIs) = (1 1 =2 | 0 1 0
-1 -2 4 | 00 1
scambio I e II riga 1 1 -2 | 01 0 m—m+1-I
0 1 -1 | 100 ]| —m—m
~1 -2 4 | 00 1
I~ I+ 1.1 1 1 -2 | 001 I~ I+ 110 11 -2 | 001
_— 0 1 -1 | 1 00 _— 01 -1 | 1 00
0 -1 2 | 0 1 1 0 0 1 | 1 1 1
———
Ta

dove nell’'ultima matrice la sottomatrice formata dalle prime tre colonne, che indichiamo con T4,
¢ in forma triangolare (superiore), dunque ¢ una riduzione di A a forma triangolare (superiore).
Dato che i pivot di A sono tutti diversi da 0, si conclude che A € non singolare, e quindi, per quanto
gia osservato, A e invertibile.
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Di passaggio, osserviamo anche che questi calcoli ¢i permettono di calcolare il valore del deter-
minante di A, che sara dato dal prodotto dei pivot di T4 per (—1)° dove o & il numero di scambi
di righe effettuati nel processo di eliminazione di Gauss che porta da A a T4 . In questo caso i
pivot sono p; =pys =p3 =1 e o =1, quindi

det(A) = (1) -pr-py-p3 = (-1)'-1-1-1 =1

A questo punto dobbiamo operare sull’ultima matrice con un’eliminazione di Gauss all’insu,
“tarata” sulla sottomatrice T4 ; sara invece superfluo I'ultimo passaggio — la divisione di ciascuna
riga per il pivot corrispondente — perché tali pivot sono appunto tutti pari a 1. Dunque per il
secondo passo abbiamo

11 -2 ] 0 1 0 I I+ 210 110 | 2 3 2 01
01 -1 | 1 0 0] —7 010 | 2 1 1 _—
00 1 | 1 11 I 04110 001 | 1 11 I IO+ 1.1
I I 1 00 | 0 21
——~ (010 | 211 :(Ig‘A_1>
e 4 11 001 | 111
—— ~——
I3 At

Nel risultato, le ultime tre colonne della matrice ottenuta ci danno appunto la matrice A~! cercata.

2° approccio : La matrice A ¢ invertibile se e soltanto se il suo determinante ¢ diverso da zero.
Ora, il calcolo diretto — tramite la regola di Sarrus — ci da

0 1 -1
det(A) = det| 1 1 =2\ =
-1 -2 4
=0-144+1-(-2)-(-1)+1-(-2)-(-1) = (-1)-1-(-1) = 1-1-4—-0-(—-2)-(-2) =
=0424+42-1-4-0=-1#0
(in particolare ritroviamo det(A) = —1 come gia osservato in precedenzal), cosi possiamo con-
cludere che A ¢é invertibile.
Ora per calcolare la matrice inversa A~! possiamo usare la formula esplicita, che ci dice che

ATl = (041-73-)]::1""’”; con ;= (=1)"" det(A;;) - det(A)™" Vij=1,....n (3)

i=1,...,n;

dove A;; indica la sottomatrice di A ottenuta cancellando (da M) la j-esima riga e la i-esima
colonna (in campana, attenti allo scambio di indici!!!).
Nel caso in esame abbiamo det(A) = —1, quindi det(A)™' = (=1)"' = —1, e inoltre

1 -2 1 -2 1 1
Al,l = <_2 4 ) ) A172 = (_1 4 > ) A173 = <_1 _2)

1 -1 0 -1 0 1
A2,1 = <_2 4 ) ) A2,2 = (_1 4 > ; A2,3 = <_1 _2>

1 -1 0 —1 0 1
A3,1 = <1 _2> ) A3,2 = (1 _2> 3 A3,3 = (1 1>
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Percio, visto che il determinante di una matrice 2 x 2 e dato da det (g 3) =ad—"bc, siha
a1 = det(ALl) =0 5 x12 = det (Ag,l) =2 5 13 = det (A371) = -1
Qg1 = det(Alyg) =2 y Q29 = det (Agg) = —1 s Q23 = det (A372) =1
Q31 = det (A1’3) = —1 s Q32 = det (Agyg) =1 y Q33 = det (A373) = -1

Pertanto, da questi calcoli e da (3) otteniamo infine

‘a1 —a12 Faigs -1 taip —oq3 0 2 1
A7 = 1. —ag1 taze —agg | = | faen —ogp tags | = | 2 11
+taz1 —az2 +ass —Qa31 tazz —Qs3 I 11

che ¢ lo stesso risultato gia ottenuto in precedenza (e anche verificato!...).

(b)—(c) 1l secondo e terzo punto possono essere trattati in parallelo, di nuovo seguendo due
diversi approcci:

1° approccio : Poiché la matrice A & invertibile, per (a), essa & anche non singolare, e quindi

1 sistemi lineari Ax =by e Ax = by sono entrambi compatibili, con una e una sola soluzione

perché entrambi sono sistemi (lineari) con matrice dei coefficienti quadrata non-singolare. Tale
soluzione (unical) puo essere calcolata tramite la formula data dal Teorema di Cramer, cioe

det (B(ll)> - det(A)7 B(ll) = (by | A%| A3)
X|] = det (B(Ql)> . det(A)f1 con B(21) = (A1 |b1 ‘A:”) per Ax=Dby
det (B, ) - det(4)”! B}, = (A'|A2| b))

— dove come sempre A', A% e A3 sono rispettivamente la prima, la seconda e la terza colonna
della matrice A — e analogamente

det (Bl ) - det(4)”! Bly = (by | A?| 4%)
Xy = det (B(QQ)) . dezf(A)_1 con B(22) = (A1 |b2 | A3) per Ax = by
det (B, ) - det(4)™ BY, = (A'] 4% |by)
Passando ai calcoli, abbiamo (usando ad esempio la regola di Sarrus)
3 1 -1
det (B(ll)) = det(by [ A2[A3) = det[ =1 1 =2 | = 124(=2)+(-2)—(—1)—12—(-4) = 1
1 -2 4
0 3 -1
det(B(Ql)) — det(A'|by |A®) = det| 1 -1 —2|=046+(-1)—(-1)—12-0 = —6

(114
(013
1
1

1 1 —1|=0+1+(—6)—(=3)—1-0= —3

-2 |1=04+242-1-4-0= -1



18

-2 1 -1

det(B(lg)> = det(by |A*|A®) =det| 0 1 -2 |=-8+(-2)40—(-1)—0—(-8) = —1
1 -2 4
0 -2 -1
det(Bé)) — det(A'|by|A3) = det[ 1 0 —2|=04(-4)+(-1)—0—-0—(=8) = 3
-1 1 4
0o 1 =2
det (Bly)) = det(A[A%[by) —det| 1 1 0 | =0+044-2-1-0=1
-1 -2 1
e quindi in conclusione troviamo
1 . -1
det <B(1)> det (A) 1 () B
x1 = | det (B%1)> cdet(A)H | = | —-6-(-1) | = 6 soluzione di Ax = b,
_ —-3-(—1 3
det (B?1)> - det(A)~" (=1)
1 . -1
det <B(2)> det (A) 1) )
xo = | det (B(22)> cdet(A)TH | = 3-(—1) = | -3 soluzione di Ax = by
_ 1-(-1) -1
det (B(32)) - det(A)7
che sono giusto le soluzioni gia trovate — e verificate! — in precedenza.

2° approccio : Poiché la matrice A ¢ invertibile, esiste la sua matrice inversa A~!, e quindi

i sistemi lineart Ax =by e Ax = Dby sono entrambi compatibili, con una e una sola soluzione
che ¢ data rispettivamente da x; = A"'b; per Ax=b; e xo=A"1by per Ax=Db,y.

Infatti, in entrambi i casi tale risultato segue facilmente dal fatto che (per i =1,2)
AXi = bl <~ A_IAXi = A_l bz <~ Ig X; = A_l bl — X; = A_l bz

Allora, grazie alla forma esplicita di A~! calcolata al punto A abbiamo le soluzioni

0 2 1 3 0-3+2-(-1)+1-1 -1
x; =A'b; =2 1 1|l -1]=23+1-(-1)+1-1] =] 6 per Ax=b;
111 1 1-34+1-(-1)+1-1 3
0 2 1 -2 0-(=2)+2-0+1-1 1
xg = A'by = [ 2 1 1 0 |=(2-(-2)+1-0+1-1 | =1 -3 per Ax = by
111 1 1-(=2)+1-0+1-1 -1
e cosi ritroviamo ancora una volta le soluzioni (corrette) gia trovate in precedenza. O

(continua...)
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[4] Nello spazio vettoriale V := R* si considerino i quattro vettori
wy = (-2,0,5,5), wo:=(1,2,0,3), wy:=(-3,-2,5,2), wy:=(3,0,4,4)
e il sottospazio vettoriale W := Span (w1, ws, w3, wy) generato da tali vettori.

(a) Determinare la dimensione di W .

(b) Determinare una base di W .

(¢) Determinare tutti gli eventuali valori di ¢ € R per i quali il vettore
v(t) = (4t, —t+5,2t—7,3t—2)

appartenga al sottospazio W .

Soluzione : Risolviamo i problemi proposti seguendo due diversi metodi:

1°metodo : Per ottimizzare il lavoro, e affrontare con un approccio uniforme le richieste in (a),
(b) e (c¢), conviene procedere come segue. Consideriamo la matrice

-2 1 -3 3 4t
2 -2 0 —t+5
0 5 4 2t-7

T T T T T 0
c(t) = (wl‘w2|w3’w4‘v(t)): 5
5 3 2 4 3t-2
(t

dipendente da t € R, che ha i vettori wy , we, w3, wy € v(t) — in quest’ordine — come colonne.
Riduciamo ora tale matrice in forma a scala (superiore), e analizziamo in quali posizioni si trovano
i suoi pivot. Il calcolo esplicito ci da

9 1 -3 3 4t I —9
0 2 -2 0 —t+45)| memis2r [ g
5 0 5 4 20—-7| nvewaser | 0 5 923 24t-14
5 3 2 4 3t-2 0 11 —11 23 26¢—4
2 1 -3 3 At 2 1 -3 3 At

M — I — 5/2.1 0 2 -2 0 —t+5 0 2 -2 0 —t+5
Nonv_tar | 0 0 0 46 53t—-53 ] Nvow_m | O O 0 46 53t—53

0 0 0 46 63— 63 0 0 0 0 10¢—10

-3 3 4t

1
2 =2 0 —t+5
5

Ora, la matrice finale — in fondo a destra — che indichiamo con S(t) per comodita, ¢ in forma
a scala (superiore): i suoi pivot sono p; := —2, py := 2 e p3g := 46, nelle colonne 1, 2 e 4
rispettivamente, e eventualmente anche p4(t) := 10t — 10 allorché questo ¢ diverso da zero, cioe
precisamente per ogni t # 1. Come conseguenza, abbiamo che:

— (a): Poiché nelle prime quattro colonne di S(t) — cioé quelle che corrispondono alle prime
quattro colonne di C(t), formate dai quattro vettori wi, ws, w3 e wy generatori di W :=
Span (w1, wa, ws, wy) — Vi sono esattamente tre pivot, il sottospazio W ha dimensione 3.

— (b): Poiché i tre pivot che si trovano nelle prime quattro colonne di S(¢) — corrispondenti
alle colonne di C'(t) formate dai vettori wy, wa, w3 € wy generatori di W := Span (w1, wa, ws, wy)
— stanno nelle colonne 1, 2 e 4, l'insieme By := {w1,w2,ws} € una base del sottospazio W .

— (¢): Poiché py(t) :=10t—10=0 se e soltantose t =1, siha rg(C(t)) =rg(S(t)) =3
se e soltanto se ¢t = 1. Quindi la quinta colonna di C(t), cioeé v(t), & linearmente dipendente dalle
prime quattro, cioe dai vettori wi, wo, w3 € wy, Se e soltanto se t = 1. Percio, in conclusione,
abbiamo che v(t) e W <= t=1.
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2°metodo : Affrontiamo prima i punti (a) e (b) — congiuntamente — e a seguire il punto (c).

(a)-(b)  Consideriamo la matrice

-2 1 -3 3
G = (wllwg‘w3}w4): 5 0 5 4
5 3 2 4

che ha i vettori wy, we, ws e wy (nell’ordine) come colonne. Riduciamo tale matrice in forma
a scala (superiore), e analizziamo in quali posizioni si trovano i suoi pivot. Il calcolo esplicito —

ripreso da quanto fatto nel primo metodo: basta ignorare 'ultima colonna! — ci da
-2 1 -3 3 e -2 1 -3 3
a 0 2 -2 0 Il — I+ 5/2-1 0o 2 -2 0
’ 5 0 5 4 IV — IV +5/2.1 0 5 =5 23
5 3 2 4 0 11 —-11 23
-2 1 -3 3 -2 1 -3 3
Il — I - 5/2-11 0 2 -2 0 0 2 -2 0 _. g
N oagzr | 00 0 46) nvowom |0 0 0 46] ¢
0 0 0 46 0 0 0 0
Ora, la matrice finale S ¢ in forma a scala (superiore), con pivot py := —2, py :=2 e p3 := 46

nelle colonne 1, 2 e 4 rispettivamente. Pertanto possiamo dedurne che:

— (a): siccome nelle prime quattro colonne di S — quelle corrispondenti alle prime quattro
colonne di G, formate dai quattro vettori wy, we, w3 e wy generatori di W := Span (w1, we, w3, wy)
— vi sono esattamente tre pivot, la dimensione del sottospazio W é esattamente 3;

— (b): siccome i tre pivot che si trovano nelle prime quattro colonne di S — che corrispondono
alle colonne di G formate dai vettori wq, wa, w3 e wy generatori di W := Span (wy, wa, w3, wy)
— stanno nelle colonne 1, 2 e 4, l'insieme By := {wi, w2, w4} € una base del sottospazio W .

(¢) Consideriamo la nuova matrice (dipendente da t € R)

-2 1 3 4t

0 2 0 —-t+5
5 0 4 2t-—-7
5 3 4 3t-2

M) = (w]|w)|wf|v®)") =

che ha i vettori wy , we , wy e v(t) — in quest’ordine — come colonne.

In forza del punto (b) abbiamo che By := {wy,ws, w4} € una base del sottospazio W . Percio
il vettore v(t) apparterra a W se e soltanto se v(t) sara combinazione lineare dei vettori wy, we, wy,
quindi se e soltanto se la matrice M (t) avra rango minore del numero di colonne, che in questo caso
¢ quattro. Ora, dato che M (t) & una matrice quadrata il suo rango € minore del numero di colonne
se e soltanto se il determinante di M (t) & uguale a zero, cioe g (M(t)) <4 < det (M(t)) =0;
quindi abbiamo

v(t) EW <= det(M(t)) =0 (4)
Procediamo allora a calcolare il determinante di M(¢). Lo facciamo operando lo sviluppo di
Laplace lungo la seconda riga — perché ¢ dove c’¢ il massimo numero di zeril — ottenendo cosi
-2 1 3 4t
L 0 2 0 —t+5| _
det(M(t)) = det| ., o - | =
5 3 4 3t-2
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1 3 4t -2 3 4t
= (=1)*"*.0-det| 0 4 2t—7| + (=1)*"*-2-det| 5 4 2t-7| +
3 4 3t—2 5 4 3t—2
-2 1 4t -2 1 3
+ (=123 0-det| 5 0 2t—T7 | + (=1)** (=t+5)-det| 5 0 4] =
5 3 3t—2 5 3 4

=0+2 (—83Bt—2)+15(2t—7)+80t—80t+8(2t—7)—15(3t—2)) +
+0 + (—t+5)- (04+20+45—0+24 —20) =
=2-(=23)(t+5) + (—t+5)-69 = 115(1 —¢)

dove i determinanti delle sottomatrici di ordine tre sono stati calcolati usando la regola di Sarrus.
Dunque abbiamo det (M (t)) = 115(1 —t), e quindi det(M(t)) =0 <= t=1. Allaluce
della (4), possiamo allora concludere che

v(it)eW = t=1

che ¢ appunto il risultato che avevamo gia ottenuto con il primo metodo. ([l




