CAPITOLO V

SPAZI AFFINI

§1 SOTTOSPAZI DI UNO SPAZIO AFFINE Klg

Esercizio 1.1 In R si considerino i punti A = (1,1,0,1), B = (0,2,1,1), C =
(0,0,3,—2). Si determini la dimensione del piti piccolo sottospazio affine S che i
contiene e se ne determini I’equazione in forma implicita.

Lo spazio tangente T'(S) & generato dai vettori B = (-1,1,1,0), zﬁ =
—-1-1
1-1
T(S) ha dimensione due e quindi S ¢ un piano affine in Rig.
I punti di S sono tutti e soli i punti P = (z,y,2,t) € Ri; per cui il vettore

t(—1,-1,3,—3). Poiché il determinante

‘ = —2 e # 0, lo spazio tangente

ﬁ = 'z — 1,y — 1,2,t — 1) appartiene al piano lineare T'(S): essi sono quindi
caratterizzati da:
r—1 -1 -1

y—1 1 -1]
rank ; 1 3 = 2.
t—1 0 -3

Poiché il detererminante del minore formato dalle ultime due righe e colonne e
—3 # 0, questa condizione equivale all’annullarsi dei determinanti dei due minori
formati dalla prima e dalla seconda riga con le ultime due:

(|lz—1 -1 -1

z 1 3|=-[B3x+32+2t—-5]=0,
t—1 0 -3
y—1 1 -1

z 1 3| =-3y+3z2+3t—-1=0.
L |t—1 0 =3

EsErcizio 1.2 Si descriva in forma parametrica I'equazione della retta affine r di
R34 che passa per il punto A = (—1,0,2) e il cui tangente & definito da

T(r) = {"(z,y,2) ER® |z +y+2=0, 2z—3y=0}.
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Dobbiamo trovare un generatore v dello spazio vettoriale T'(r): 1’equazione
parametrica della retta sard allora: (z,y,2) = A + tv. Osserviamo che T'(r) =
R - (3,2, —5); quindi possiamo scrivere 'equazione parametrica di r nella forma:

r=3t—-1,
y=2t,
z=—0t+2,
t e R.

EsErcizio 1.3 In Riff consideriamo la retta r di equazione parametrica
(x,y,2,t) = (1 — A\, 2X,3 — 2\, A)

eipunti A= (-1,-1,2,3), B = (0,2,-2,1). Si determinino, in forma implicita,

le equazioni del piu piccolo sottospazio affine S che contenga {A, B} Ur.

S e il piu piccolo sottospazio affine che contenga A, B e due qualsiasi punti
distinti di r. Dando al parametro X il valore 0 troviamo il punto C' = (1,0, 3,0),
con A = 1 otteniamo D = (0,2,1,1). Il sottospazio vettoriale T'(S) & generato dai
vettori CA = 1(—2,-1,-1,3), CB = *(—1,2,-5,1), CD = (~1,2,-2,1), cio
dalle colonne della matrice:

-2 -1 -1
-1 2 2
M = -1 -5 =2
3 1 1
La matrice
1 0 0
/ _ _2 5 0
M= 2 —6 3
-1 -1 0

e ottenuta dalla M mediante operazioni elementari tra le colonne: le sue colonne
sono quindi ancora generatori del sottospazio vettoriale T'(S). Poiché il deter-
minante del minore delle prime tre righe ¢ 15 # 0, il rango di M, e quindi la
dimensione di S, e uguale a 3. Quindi S e l'iperpiano formato da tutti i punti

P = (z,y,2,t) € Rig per cui C’*}% =tz —1,y,2—3,t) € T(S), tali cioe che

1 0 0 z—1

—2 5 0 Y o e
9 _6 1 43 =T7r+y+5t—-7=0.
-1 -1 0 t

Osserviamo che T'(S) contiene il vettore e = #(0,0,1,0) e quindi I'iperpiano S &
parallelo all’asse z: la sua equazione implicita si scrive quindi mediante un polinomio
di primo grado indipendente dalla variabile z.

§2 TRASFORMAZIONI AFFINI

Esercizio 2.1 Si determini il gruppo G delle trasformazioni affini di R che

trasformano in sé la retta r = {(1 +t,1 —t,2t) |t € R} e lasciano fisso il punto
A=(=1,0,1).
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Una f € G si scrivera nella forma: f(P) = A+ Qﬁ(ﬁ) per una ¢ € GL(3,R).
Osserviamo che T'(r) ¢ la retta lineare generata dal vettore u = ¥(1,—1,2) e B =
(2,0,2) € r (corrispondente al valore ¢ = 1 del parametro). Dalla condizione che
f(r) = r ricaviamo che ¢(u) = Au per un numero reale A # 0. Posto v = AB =
£(3,0,1), abbiamo, per un numero t € R: r > f(B) = A+ ¢(v) = B+tu= A+
v 4+ ku. Osserviamo che u, v sono linearmente indipendenti. Possiamo completarli
quindi ad una base di R?® aggiungendo un vettore w. Sard ad esempio sufficiente
scegliere u = (0,0,1). Allora I'’endomorfismo ¢ si rappresenta nella base u, v, w
nella forma di una matrice triangolare superiore:

[¢]u,v,w -

e e
S = o
o o e

con a,b,c,k,A € Re k-\X# 0. La matrice M di ¢ nella base canonica si ottiene
risolvendo:

Ak oa 1 3 0 1 3 0
0 1 b -1 0 0)=|-1 0 0] M.
0 0 ¢ 2 1 1 2 1 1
Abbiamo quindi
0 -1 0 Ak oa 1
1 1
M = 3 3 0 1 b -1
1 5

EsSERCIZIO 2.2 Si determini il sottogruppo G del gruppo delle affinita f di R2g
tali che f(r;) C r; peri=1,2,3, ove le r; sono le rette:

r1:={(¢,0,0) |t € R}
ro :={(1,¢,0) |t € R}
r3:={(-1,1,t) |t € R}

Osserviamo che df (e;) = \;e; e quindi dobbiamo cercare la f nella forma:

=Mz + z0
y' =Xy + %o
2= M3z + 2.

Poiché f(r1) = r1, abbiamo y' = 2’ =0 se y = z = 0 e quindi yp = 2o = 0. Poi, da
f(re) =19 e f(rg) = r3 otteniamo le

{1:)\1+$0
—1=-X\ + 9

che hanno come conseguenza zo = 0 e Ay = 1. Poiché f(r3) = r3 otteniamo poi

1= X
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e quindi troviamo che f deve essere della forma:

. 8
I

SRS
I
> <y

~

al variare di A in R\ {0}.

EsErcizio 2.3 Si dimostri che 'unica trasformazione affine di Rgff che trasformi
in sé tre rette due a due sghembe e I'identita.

Siano 71, 72, r3 le tre rette sghembe e siano vy, va, vs, vettori tali che T'(r;) =
L(v;) per i = 1,2,3. Allora vy, vy, v3 formano una base di R®. Fissiamo un punto
A; su ciascuna retta ;. La condizione che le tre rette siano due a due sghembe si puo
esprimere mediante: A;A; ¢ L(v;,v;) se 1 <14 # j < 3. Possiamo allora supporre,
fissando i punti A; e As sulla parallela ad r3 che interseca le due rette sghembe 7
ed ro, che Ay = Ay + k3vs e possiamo poi scegliere A3 come punto d’intersezione
di r3 e del piano per r; parallelo ad 7y, in modo che A3 = Ay + h1vy + hovs,
per opportuni numeri reali kg, h1,ha. Se f & una trasformazione affine di R3; con
f(ri) = r;, avremo df (T'(r;)) = T'(r;) e quindi df (v;) = A\;v; per i = 1,2,3, per
opportuni A; € R\ {0}. Inoltre f(A;) = A; + ¢vy per un ¢ € R. Otteniamo allora:

f(AQ) = f(Al —I— k3V3) = A1 —I— CV1 —I— kg)\3V3 c A2 —I— L(Vg) = A1 —I— kng —I— L(Vg)
e quindi ¢ = 0 e A3 = 1. Abbiamo poi:

f(As) = F(A1 + hivi + hava) = Ay + hidivi + hodavs € Az + L(vs)
= Al —+ h1V1 + h2V2 + L(V3) 3

da cui si ricava che anche Ay = Ay = 1. Quindi:
f(A1+crviteavetesvs) = f(Ar)+df (c1vi+eave+esvy) = Aj+e1vi+eave+esvs

dimostra che f e I'identita.

§3  SOTTOSPAZI SGHEMBI

EsERrcizio 3.1 Si verifichi che le due rette di ]Rgﬁ:

ri:={(t—-1,1—2t,5+3t)|t € R}
ro:={(1—3¢t,2+3t,0)|t € R}

sono sghembe e si determini una retta r, con T(r) = L(*(0,1,0)) che intersechi
entrambe.

Abbiamo: A = (0,—1,8) € r; (corrisponde a t = 1) e T(r1) = Rvy con v; =
t(1,-2,3); B = (0,3,0) € r1 (corrisponde a t = 1/3) e T(ry) = Rvy con vy =
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t(—1,1,0). La condizione che le due rette siano sghembe equivale al fatto che i
vettori vi, va, 1@ siano linearmente indipendenti, cioe che

1 -1 0 1 -1 0 1 0 0
—2 1 4| =4-|-2 1 1| =4-|-2 -1 0| =4-(-1)=—-44£0.
3 0 -8 30 —2 3 3 1

La retta r cercata e 'intersezione del piano m; passante per la retta r; e parallelo
alla direzione ey = (0, 1,0) e del piano m passante per la retta ry e parallelo alla
direzione e2 = (0, 1,0). Poiché T'(m1) = L(v1,e3) e T(me) = L(va,e3), le equazioni
dei due piani sono rispettivamente:

1 0 T
T = |—2 1 y+1| =2-3x—-8=0
3 0 z—8
-1 0 T
mo:=| 1 1 y—3| =—-2=0
0 0 z

La retta cercata e quindi:

8
r =1 N7 ::{(x,y,z)eR?’m:—g, z=0}.

EsERrcIZIO 3.2 Si considerino le due rette di Rgff:

{x+y—2z:1
r1 =
3r—y+4z=3

ed
ro:={(t—1,1-3t,2t+5)|t € R}.

Si verifichi che sono sghembe e se ne determini la relativa distanza. E B =
(0,—2,7) € rq (corrisponde al valore del parametro ¢t = 1) e T'(r2) = R - vy con
ve = t(1,-3,2). I vettori di T'(r1) sono le soluzioni del sistema omogeneo:

{;U+y—2z:0 {5m+y:0
<~
3r—y+4z2=0 204+ 2=0

e quindi T'(r1) = R- vy con vi = ¥(1,—5,-2). Si verifica poi facilmente che ry
interseca il piano z = 0 nel punto A = (1,0,0).

La distanza tra le rette e la lunghezza del segmento perpendicolare sia ad 7
che ad ry che ha estremi nei punti di intersezione con le due rette. Determiniamo
la direzione del segmento: essa sard data dal prodotto vettore! u = v; x vy =
t(—16,—4,2).

!Dati due vettori u = (ul,...,u") e v = (v!,...,v") di R" denotiamo con u-v = Y1 u'v?
il loro prodotto scalare. Se n = 3, possiamo definire anche il loro prodotto vettore w = u X v come

il vettore u = *(u2v3 — u3v?, udv! — ulv3 ulv? — uol).



6 CAPITOLO V. SPAZI AFFINI

Non e necessario calcolare esplicitamente il segmento di perpendicolare tra rq
ed ro. Infatti la distanza tra le due rette si ottiene misurando la lunghezza della
proiezione di un qualsiasi segmento che unisce le due rette sulla direzione perpen-
dicolare alle due rette, ed € quindi uguale al valore assoluto del prodotto scalare di
AB =t(—1,-2,7) con il versore u/||ul| di u e quindi &:

u-ﬁ B 19
[ul| V69

distanza tra r1 ed ro —

Le due rette 71 ed r2 sono sghembe perché v; e v, sono linearmente indipendenti
e la loro distanza e # 0.

EsERrcizio 3.3 Si considerino in ]Riff le due rette:

ry:={(2—-3t,5+6t,3t —9) |t € R}
._{3x—6y+7z:5
Eh 20 +y+2=10

e si determini una retta r per 'origine O = (0,0,0) che intersechi entrambe.

Ricaviamo le equazioni implicite della retta r; eliminando il parametro dalle

coppie di equazioni:
{a::2—3t {$:2—3t
e
y=>5+ 6t z=3t—-9.

{2x+y:9
r =
r+z=-7.

Otteniamo:

La retta cercata ¢ I'intersezione dei piani w1 := Ory e my := Ory. Le equazioni si
determinano determinando per ciascuno dei fasci di piani passanti per la retta r;
quella che passa per il punto 0: essa si ottiene eliminando i termini noti tra le due
equazioni dei sistemi che definiscono le rette.

Abbiamo quindi:

m:=T72x+y)+9(x+2)=23z+ Ty + 92 =0
me:=2B8r—6y+72) —2x+y+z2) =4 — 13y + 132 =0

e dunque la retta cercata e

2x+T7y+92 =0

r:7r1ﬂ7r2::{
4dr — 13y + 132 = 0.



