Esercizi di

ALGEBRA COMMUTATIVA

prof. Fabio Gavarini

Moduli liberi, Torsione, Successioni esatte

N.B.: (1) nel seguito A indica un anello commutativo unitario privo di divisori di zero.

(2) il simbolo @ contrassegna gli esercizi — forse — un po’ pit complessi.

[1] Sia A’ un anello commutativo unitario, e sia M un A’-modulo libero. Dimostrare che

ac A\ Diw(A'), me M\{0,,} = am#0,

[2] Per ogni A-modulo M, sia T(M) := {m € M|3a € A\{0a} : am = 0y } il
sottoinsieme degli elementi di torsione di M . Dimostrare che:

(a) T(M) & un A-sottomodulo di M ;

) T(M/TON) =0 |

(¢) per ogni morfismo di A-moduli M LN siha f(T(M)) CT(N) ;

(d) se M #0 e T(M)=A{0,,}, allora Anna(M)=1{0,} ;

(e) se M & libero, allora T(M) ={0,,} ;

(f) T(M)={0,} < Am=A perogni me M .

[8] Per ogni n € N, sia Z, :=Z/nZ , pensato come Z-modulo. Siano poi @,,cyZn €
HneN Z,, la somma e il prodotto diretto di tutti i moduli Z,, . Dimostrare che:

(o) T(®,enZn) =0, cioe¢ @, cnZn ¢ modulo di torsione;

neN ~n

(b)) T(BnenZn) S T(Il,enZn) S [lhenZn (N.B.: la parte non banale & “# 7).

[4] Supponiamo che A — che ¢ dominio di integrita — abbia caratteristica zero, e si
consideri I'anello di serie formali A[[ty,...,%,]] come modulo su D := A[d,,,...,d,,].

(a) Dimostrare che Tp(A[[t1,...,tn]]) 2 Alt1,...,tn] .
(b) Dimostrare che se A ha caratteristica zero allora Tp (A[[t1, ..., tn]]) = Alt1,...,t) .

[5] - @ — Dimostrare che il gruppo additivo (Q ; —1-) , pensato come Z-modulo, non e libero.

[6] Sia Q(A) il campo dei quozienti di A (che esiste, dato che A & dominio di integrita).
Dimostrare che il gruppo additivo (Q(A) ; +) , pensato come A-modulo, non ¢ libero.

Suggerimento: procedere come per l’esercizio 5 qui sopra.



2

[7] Sia Q* :=Q)\ {0} linsieme dei razionali non nulli.

Dimostrare che il gruppo abeliano (Q* ; ) , pensato come Z-modulo, non & libero.
Suggerimento: si dimostri che T (Q*) # {1}, cioé il modulo Q* non é privo di torsione, e
si applichi la parte (e) dell’esercizio 2 qui sopra.

[8] — @— Sia Q4 :={¢qecQ ‘ g >0} Uinsieme dei razionali positivi.
Dimostrare che il gruppo abeliano (Q+ ; ) , pensato come Z—modulo, ¢ libero, e deter-
minarne esplicitamente una base.

Suggerimento: si consideri la relazione tra (Q+ ; ) e (NJr ; ~), e si consideri quel che
sappiamo sulla struttura moltiplicativa di N .

[9] Sia Q* := Q\ {0} il gruppo moltiplicativo dei razionali non nulli, pensato come
Z—modulo. Dimostrare che Q* & prodotto diretto dei suoi sottomoduli {+1,—1} e Q4 ;
in altre parole, esiste un isomorfismo di Z-moduli {+1,—1} x Q4 = Q* .

Suggerimento: sfruttare 1’esercizio 8 qui sopra.

[10] - @ — Sia D un dominio a fattorizzazione unica, sia U(D) il suo gruppo degli elementi
invertibili, sia Q(D) il suo campo dei quozienti, e sia Q(D)* := Q(D) \ {0} il gruppo
moltiplicativo del campo Q (D), pensato come Z-modulo.

Dimostrare che Q(D)” & prodotto diretto del suo sottomodulo U(D) e di un altro suo
sottomodulo libero Q(D)". In altre parole, esiste un sottomodulo Q(D)" di Q(D)* che &
libero e tale che si abbia un isomorfismo di Z-moduli U(D) x Q(D)" = Q(D)* — dato
dalla restrizione, da Q(D)* x Q(D)* a U(D) x Q(D)’, della moltiplicazione di Q(D)*.

Suggerimento: procedere come per gli esercizi 8 e 9 qui sopra.

[11] Sia 0 — M’ — M — M" una successione esatta di A-moduli. Dimostrare che
la successione 0 — T'(M') — T(M) — T(M") & a sua volta esatta.

[12] - @f Sia ®:0 — N N-"> N” una successione di A-moduli. Dimostrare che

® ¢ esatta = per ogni A-modulo M , & esatta la successione
®M : 0 — Homu (M, N') == Homa (M, N) — Homu (M, N")

[13] - @7 Sia ® : M'-“s M—"5M" —0 una successione di A-moduli. Dimostrare che

® ¢ esatta = per ogni A—modulo N, € esatta la successione
®n 1 0 — Homa(M",N) == Homa (M, N) — Homa(M',N)




