
Cor so di  Laur ea Speci al i st i ca i n Matematica - a. a.  2005/ 6 
 

pr ogr amma del  cor so di  
 

���������	

�������
 

pr of .  Fabio Gavarini 
 

 
 

1 - ANELLI, IDEALI, MORFISMI 
 

  1.1: anel l i  -  mor f i smi  t r a anel l i ;  i somor f i smi ,  endomor f i smi ,  aut omor f i smi  -  
i deal i ,  anel l i  quozi ent e -  Teor ema Fondament al e di  Omomor f i smo ( per  anel l i )  -  
oper azi oni  sui  sot t oanel l i ,  Teor emi  di  I somor f i smo ( per  anel l i )  -  di v i sor i  di  
zer o,  el ement i  ni l pot ent i ,  el ement i  i nver t i bi l i  -  domi ni ,  campi .  
 

  1.2: Lemma di  Zor n,  ed esempi  di  sue appl i cazi oni .  
 

  1.3: i deal i  pr i mi ,  i deal i  massi mal i ;  r el azi oni  t r a essi ,  esi st enza,  esempi  -  
anel l i  l ocal i ,  anel l i  semi l ocal i ;  esempi ,  cr i t er i  di  l ocal i t a` .  
 

  1.4: r adi cal e ni l pot ent e,  r adi cal e di  Jacobson;  def i ni z i one come i nt er sezi one 
di  i deal i  e car at t er i zzazi one " punt ual e" .  
 

  1.5: oper azi oni  sugl i  i deal i :  somma,  pr odot t o,  i nt er sezi one,  di v i s i one -  
i deal i  copr i mi  -  pr odot t o di r et t o di  anel l i  -  Teor ema Ci nese dei  Rest i  
( gener al i zzat o)  -  i del i  pr i mi  e uni oni / i nt er sezi oni  di  i deal i  -  annul l at or e e 
r adi cal e di  un i deal e -  copr i mal i t a`  e r adi cal i .  
 

  1.6: est ensi one e cont r azi one di  i deal i  r i spet t o ai  mor f i smi .  
 

 Riferimenti: 1.1 [ AM]  Cap.  1;  [ La]  Ch.  I I . 1- 2, 4;  [ MB]  Ch.  I I I  -  1.2 [ La]  
App.  2. 2 -  1.3 [ AM]  Cap.  1 -  1.4 [ AM]  Cap.  1 -  1.5 [ AM]  Cap.  1 -  1.6 [ AM]  Cap.  1 
 
 

2 - MODULI, PRODOTTO TENSORIALE, ALGEBRE 
 

  2.1: modul i  su anel l i ,  r appr esent azi oni  di  anel l i :  def i ni z i oni ,  esempi  -  
mor f i smi  t r a modul i ,  pr opr i et a`  ( bi f unt or i al i t a` )  di  Hom( - , - )  -  modul o dual e,  
modul o bi dual e;  mor f i smo canoni co da un modul o al  suo bi dual e -  i somor f i smi ,  
endomor f i smi ,  aut omor f i smi  -  sot t omodul i ,  modul i  quozi ent e -  Teor ema Fondamen-
t al e di  Omomor f i smo ( per  modul i )  -  oper azi oni  sui  sot t omodul i ,  Teor emi  di  
I somor f i smo ( per  modul i )  -  oper azi oni  sui  sot t omodul i :  somma,  i nt er sezi one,  
di v i s i one -  annul l at or e di  un modul o -  modul i  c i c l i c i ,  modul i  f i ni t ament e 
gener at i  -  pr odot t o di r et t o e somma di r et t a di  modul i  -  Teor ema Ci nese dei  Rest i  
( gener al i zzat o)  i n t er mi ni  di  modul i  e sot t omodul i .  
 

  2.2: modul i  l i ber i ,  basi  -  ogni  spazi o vet t or i al e ( =modul o su un campo)  ha una 
base,  qui ndi  e`  l i ber o ( caso f i ni t o e i nf i ni t o)  -  t ut t e l e basi  di  uno spazi o 
vet t or i al e hanno l a st essa car di nal i t a` ,  det t a di mensi one del l o spazi o ( caso f i -
ni t o e i nf i ni t o)  -  t ut t e l e basi  di  un modul o l i ber o hanno l a st essa car di nal i -
t a` ,  det t a r ango del  modul o -  dual e e bi dual e di  un modul o l i ber o;  i l  mor f i smo 
canoni co da un modul o l i ber o al  suo bi dual e e`  i ni et t i vo -  el ement i  di  t or s i one,  
sot t omodul o di  t or s i one,  modul i  senza t or s i one;  esempi  e cont r oesempi .  
 

  2.3: Lemma di  Nakayama ( gener al e)  -  Lemma di  Nakayama per  anel l i  l ocal i .  
 

  2.4: successi oni  di  mor f i smi :  successi oni  esat t e,  compl essi ,  cocompl essi  -  
( co) c i c l i ,  ( co) bor di ,  e ( co) omol ogi a di  un ( co) compl esso -  cr i t er i  di  esat t ezza 
vi a mor f i smi  e Hom( - , - )  -  di agr ammi  commut at i v i  ( o " eul er i ani " ) .  
 

  2.5: pr odot t o t ensor i al e di  modul i :  def i ni z i one/ cost r uzi one,  pr opr i et a`  uni -
ver sal e,  uni c i t a`  -  pr odot t i  mul t i t ensor i al i  -  pr opr i et a`  el ement ar i  del  pr odot -
t o t ensor i al e e dei  pr odot t i  mul t i t ensor i al i  ( associ at i v i t a` ,  commut at i v i t a` ,  
di st r i but i v i t a`  r i spet t o al l a somma di r et t a,  ecc. )  -  pr odot t o t ensor i al e di  mo-
dul i  l i ber i ,  mol t i pl i cat i v i t a`  del  r ango -  pr odot t o t ensor i al e e dual i t a`  -  pr o-
dot t o t ensor i al e e mor f i smi  ( bi f unt or i al i t a` )  -  pr odot t o t ensor i al e ed esat t ezza 



di  successi oni  -  cambi ament i  di  anel l o di  base per  un modul o:  r est r i z i one ed es-
t ensi one di  scal ar i  -  r est r i z i one ed est ensi one di  scal ar i  sono t r ansi t i ve.  
 

  2.6: al gebr e,  al gebr e associ at i ve,  al gebr e associ at i ve commut at i ve -  mor f i smi  
t r a al gebr e -  car at t er i  di  f i ni t ezza per  al gebr e ( associ at i ve)  commut at i ve -  
pr odot t o t ensor i al e di  al gebr e ( associ at i ve)  commut at i ve.  
 

 Riferimenti: 2.1 [ AM]  Cap.  2;  [ La]  Ch.  I I I . 1- 3;  [ MB]  Ch.  V. 1- 4, 6- 7 -  2.2 
[ AM]  Cap.  2;  [ La]  Ch.  I I I . 4- 6;  [ MB]  Ch.  V. 5, 7,  VI . 1- 3 -  2.3 [ AM]  Cap.  2;  [ La]  
Ch.  VI . 6 -  2.4 [ AM]  Cap.  2;  [ La]  Ch. 1- 2;  [ MB]  Ch.  I X. 9 -  2.5 [ AM]  Cap.  2;  [ La]  
Ch.  XVI . 1- 2, 4- 5;  [ MB]  Ch.  I X. 8, 10- 11,  XVI . 1- 2 -  2.6 [ AM]  Cap.  2;  [ La]  Ch.  XVI . 6;  
[ MB]  Ch.  I X. 12 
 
 

3 - ANELLI E MODULI DI FRAZIONI 
 

  3.1: anel l i  di  f r azi oni :  cost r uzi one,  esempi ;  l ocal i zzazi one ad un i deal e 
pr i mo -  pr opr i et a`  uni ver sal e degl i  anel l i  di  f r azi oni  -  car at t er i zzazi one degl i  
anel l i  di  f r azi oni  t r ami t e l a pr opr i et a`  uni ver sal e.  
 

  3.2: modul i  di  f r azi oni :  cost r uzi one -  i somor f i smo con l ' est ensi one del l a base 
al l ' anel l o del l e f r azi oni  cor r i spondent e -  modul i  di  f r azi oni  e pr odot t o 
t ensor i al e -  modul i  di  f r azi oni  e mor f i smi :  f unt or i al i t a`  ed esat t ezza del l a 
f or mazi one di  modul i  di  f r azi oni  -  modul i  di  f r azi oni  r i spet t o al l e oper azi oni  
sui  sot t omodul i  ( somma,  i nt er sezi one,  quozi ent e) .  
 

  3.3: est ensi one e cont r azi one di  i deal i  r i spet t o al l a f or mazi one di  anel l i  di  
f r azi oni ;  i deal i  pr i mi  i n un anel l o di  f r azi oni  -  i l  ni l r adi cal e di  un anel l o di  
f r azi oni  -  i deal i  pr i mi  i n un anel l o l ocal i zzat o -  l ocal i zzazi one e quozi ent a-
z i one;  commut abi l i t a`  del l e due oper azi oni .  
 

 Riferimenti: 3.1 [ AM]  Cap.  3;  [ La]  Ch.  I I . 3 -  3.2 [ AM]  Cap.  3 -  3.3 [ AM]  
Cap.  3 
 
 

4 - DECOMPOSIZIONIE PRIMARIA (di ideali) 
 

  4.1: pr obl emi  di  " scomposi z i one" :  f at t or i zzar e el ement i ,  spezzar e una var i et a`  
( af f i ne)  i n uni one di  sot t ovar i et a` ,  ecc.  -  i deal i  pr i mar i  -  decomposi z i oni  
pr i mar i e ( =d. p. )  e decomposi z i oni  pr i mar i e mi ni mal i  ( =d. p. m. )  di  un i deal e -  i l  
r adi cal e di  un i deal e pr i mar i o e`  pr i mo -  un i deal e con r adi cal e massi mal e e`  
sempr e pr i mar i o -  l ' i nt er sezi one di  i deal i  p- pr i mar i  e`  un i deal e p- pr i mar i o -  
di v i s i one di  un i deal e pr i mar i o per  un i deal e pr i nci pal e.  
 

  4.2: i l  I  Teor ema di  Uni c i t a`  per  l e d. p. m.  di  un i deal e:  uni c i t a`  e car at t e-
r i zzazi one ( i n t er mi ni  del l ' i deal e)  dei  pr i mi  associ at i  ad una d. p. m.  -  " pr i mi  
associ at i "  ad un i deal e,  " pr i mi  mi ni mal i "  e " pr i mi  i mmer si " .  
 

  4.3: i deal i  pr i mar i  e f or mazi one di  f r azi oni  -  d. p. m.  di  un i deal e e f or mazi o-
ne di  f r azi oni  -  i l  I I  Teor ema di  Uni c i t a`  per  l e d. p. m.  di  un i deal e:  uni c i t a`  
del l e component i  pr i mar i e i sol at e.  
 

 Riferimenti: 4.1 [ AM]  Cap.  4 -  4.2 [ AM]  Cap.  4 -  4.3 [ AM]  Cap.  4 
 
 

5 - MODULI E ANELLI NOETHERIANI E ARTINIANI 
 

  5.1: condi z i oni  sul l e cat ene ( ascendent i / di scendent i / f i ni t e)  i n un i nsi eme 
or di nat o -  modul i  noet her i ani  e modul i  ar t i ni ani ,  anel l i  noet her i ani  e anel l i  
ar t i ni ani ;  esempi  e cont r oesempi  -  noet her i ani t a` / ar t i ni ani t a`  e successi oni  
esat t e -  cat ene,  ser i e di  composi z i one -  t ut t e l e ser i e di  composi z i one di  un 
modul o hanno l a st essa l unghezza,  det t a l unghezza del  modul o -  addi t i v i t a`  del l a 
f unzi one " l unghezza"  -  " l unghezza f i ni t a = noet her i ani t a`  + ar t i ni ani t a` "  -  
r appor t o t r a di mensi one,  l unghezza,  noet her i ani t a` ,  e ar t i ni ani t a`  di  uno spazi o 
vet t or i al e -  " noet her i ani t a`  = f i ni t ezza dei  sot t omodul i " .  
 

  5.2: anel l i  e al gebr e noet her i ani  e ar t i ni ani :  pr opr i et a`  el ement ar i  -  
condi z i one necessar i a per  " noet her i ano <=> ar t i ni nano"  ( per  anel l i ) :  es i st e un 



numer o f i ni t o di  i deal i  massi mal i  i l  cui  pr odot t o e`  zer o -  i n un anel l o 
noet her i ano,  ogni  i deal e cont i ene una pot enza del  suo r adi cal e;  i n par t i col ar e,  
i l  ni l r adi cal e di  un anel l o noet her i ano e`  ni l pot ent e.  
 

  5.3: Teor ema del l a Base di  Hi l ber t  ( per  pol i nomi  e per  ser i e f or mal i )  -  
Teor ema di  Zar i sky ( sul l e est ensi oni  di  campi )  -  Teor ema degl i  Zer i  di  Hi l ber t  
( f or ma debol e)  -  var i et a`  af f i ni  -  Teor ema degl i  Zer i  di  Hi l ber t  ( f or ma f or t e) .  
 

  5.4: i deal i  i r r i duci bi l i  -  decomposi z i one i n i r r i duci bi l i  negl i  anel l i  
noet her i ani  -  " i r r i duci bi l e => pr i mar i o"  negl i  anel l i  noet her i ani  -  esi st enza di  
d. p. m.  negl i  anel l i  noet her i ani  -  esempi  e cont r oesempi  di  i deal i  pr i mar i  e 
d. p. m.  i n anel l i  noet her i ani .  
 

  5.5: di mensi one di  Kr ul l  di  un anel l o:  def i ni z i one,  esempi  -  ogni  anel l o ar t i -
ni ano ha di mensi one zer o -  ogni  anel l o ar t i ni ano e`  semi l ocal e -  car at t er i zza-
z i one degl i  anel l i  ar t i ni ani :  " A ar t i ni ano = A noet her i ano + ( K- di m( A)  = 0) "  -  
cr i t er i o di  ar t i ni ani t a`  per  anel l i  l ocal i  noet her i ani  -  t eor ema di  st r ut t ur a 
per  gl i  anel l i  ar t i ni ani :  ogni  anel l o ar t i ni ano e`  pr odot t o di r et t o f i ni t o ( i n 
modo uni co)  di  anel l i  ar t i ni ani  l ocal i .  
 

 Riferimenti: 5.1 [ AM]  Cap.  6;  [ La]  Ch.  I . 11,  VI . 1;  [ MB]  Ch.  XI . 1 -  5.2 [ AM]  
Cap.  6- 7 -  5.3 [ AM]  Cap.  7;  [ La]  Ch.  VI . 2- 3 -  5.4 [ AM]  Cap.  7 -  5.5 [ AM]  Cap.  8 
 
 

6 - MODULI SUI DOMINI A IDEALI PRINCIPALI 
 

  6.1: dat o un modul o ( su un PI D)  l i ber o,  ogni  suo sot t omodul o e`  l i ber o,  con 
r ango mi nor e o ugual e ( caso f i ni t o e i nf i ni t o)  -  i n un modul o k- gener at o,  ogni  
sot t omodul o e`  h- gener at o,  con h mi nor e o ugual e a k -  " f i ni t ament e gener at o + 
senza t or s i one => l i ber o"  ( di most r azi one & cont r esempi o)  -  se un modul o ha un 
quozi ent e l i ber o,  ne cont i ene anche una copi a i somor f a,  come addendo di r et t o ( l a 
successi one esat t a associ at a al l a pr oi ezi one quozi ent e spacca)  -  ogni  modul o 
f i ni t ament e gener at o ( =modul o f . g. )  s i  spezza i n somma di r et t a di  par t e l i ber a e 
sot t omodul o di  t or s i one.  
 

  6.2: modul i  di  t or s i one f i ni t ament e gener at i  ( =modul i  t . f . g. ) :  decomposi z i one 
i n p- sot t omodul i  massi mal i  -  esi st enza di  el ement i  di  or di ne massi mo i n un p-
modul o,  e sol l evabi l i t a`  di  el ement i  i ndi pendent i  -  decomposi z i one c i c l i ca di  un 
p- modul o f . g.  t r ami t e di v i sor i  el ement ar i :  esi st enza e uni c i t a`  -  decomposi z i one 
c i c l i ca di  un modul o t . f . g.  t r ami t e di v i sor i  el ement ar i :  esi st enza e uni c i t a`  -  
decomposi z i one c i c l i ca di  un modul o f . g.  t r ami t e par t e l i ber a e di v i sor i  el emen-
t ar i :  es i st enza e uni c i t a` .  
 

  6.3: es i st enza di  un addendo di r et t o c i c l i co di  or di ne massi mo i n un modul o 
f . g.  -  decomposi z i one c i c l i ca di  un modul o t . f . g.  t r ami t e i nvar i ant i :  es i st enza 
e uni c i t a`  -  decomposi z i one c i c l i ca di  un modul o f . g.  t r ami t e par t e l i ber a e 
i nvar i ant i :  es i st enza e uni c i t a` .  
 

  6.4: r el azi one t r a l e due decomposi z i oni  c i c l i che ( t r ami t e di v i sor i  el ement ar i  
e t r ami t e i nvar i ant i )  di  un modul o t . f . g. :  der i vabi l i t a`  del l ' una dal l ' al t r a -  
esempi  di  decomposi z i oni  c i c l i che -  i l  caso del l ' anel l o ZZZZ    :  gr uppi  abel i ani  
f i ni t i ,  e gr uppi  abel i ani  f i ni t ament e gener at i .  
 

  6.5: appl i cazi one al  caso dei  modul i  V sul l ' anel l o k[x] ( con k un campo) :  
" f or me canoni che"  di  mat r i c i  -  pol i nomi o mi ni mo del l ' endomor f i smo ( o del l a ma-
t r i ce)  associ at o a x su V – “ mat r i ce compagna”  di  un pol i nomi o,  e " f or ma compa-
gna"  del l a mat r i ce di  x su V nel  caso ci c l i co -  " f or ma canoni ca r azi onal e"  del -
l a mat r i ce di  x su V nel  caso gener al e,  t r ami t e decomposi z i one c i c l i ca i n t er mi -
ni  di  i nvar i ant i  -  " f or ma canoni ca di  Jor dan"  del l a mat r i ce di  x su V quando k 
cont i ene l e r adi c i  del  pol i nomi o mi ni mo di  x su V -  decomposi z i one ( addi t i va)  di  
Jor dan- Cheval l ey di  un endomor f i smo di  V per  cui  k cont enga t ut t e l e r adi c i  del  
suo pol i nomi o mi ni mo:  esi st enza,  espr essi one pol i nomi al e i n x,  uni c i t a` .  
 

 Riferimenti: 6.1 [ La]  Ch.  I . 10,  XV. 1- 2,  App.  2. 2;  [ MB]  Ch.  XI . 6 -  6.2 [ La]  
Ch.  I . 10,  XV. 2;  [ MB]  Ch.  XI . 2- 3, 5 -  6.3 [ La]  XV. 2;  [ MB]  Ch.  XI . 2- 3, 6 -  6.4 [ La]  
Ch.  I . 10,  XV. 2 -  6.5 [ H]  Ch.  6. 1- 7;  [ La]  Ch.  XV. 3;  [ MB]  Ch.  XI . 5, 8 
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