
ESERCIZI DI ALGEBRA 2

31-10-2007

N.B.: il simbolo � contrassegna gli esercizi più complessi.
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[1] — Dato un gruppo G e un campo K , si consideri l’insieme

K[G] :=
{∑

g∈G cg g
∣∣∣ cg ∈ K ∀ g ∈ G ,

{
g ∈ G

∣∣ cg 6= 0
}

è finito
}

(in breve, K[G] è lo spazio vettoriale su K con base G ), e si definisca:(∑
g∈G ag g

)
⊕

(∑
g∈G bg g

)
:=

∑
g∈G (ag + bg) g(∑

g∈G ag g
)
�

(∑
g∈G bg g

)
:=

∑
g∈G

(∑
h,k∈G
h k=g

ah bk

)
g

per ogni
∑

g∈G ag g ∈ K[G] ,
∑

g∈G ag g ∈ K[G] .
(a) Dimostrare che le suddette formule definiscono due operazioni binarie in K[G] .

(b) Dimostrare che
(
K[G] ; ⊕ , �

)
è un anello unitario.

(c) Dimostrare che l’anello
(
K[G] ; ⊕ , �

)
è commutativo se e soltanto se il gruppo G

è commutativo.

[2] — Sia R un anello, n ∈ N+ , e sia AR := Mat
(
n × n , R

)
l’anello delle matrici

n × n a coefficienti in R . Per ogni sottoinsieme T ⊆ R , si consideri il sottoinsieme
IT := Mat

(
n× n , T

)
di AR composto da tutte le matrici a coefficienti in T .

Dimostrare che:

(a) Se T è un sottoanello di R , allora IT è un sottoanello di AR .
(b) Se T è un ideale sinistro di R , allora IT è un ideale sinistro di AR .
(c) Se T è un ideale destro di R , allora IT è un ideale destro di AR .
(d) Se T è un ideale (bilatero) di R , allora IT è un ideale (bilatero) di AR .
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[3] — Si consideri il gruppo dei quaternioni

H8 :=
{

1 , −1 , i , −i , j , −j , k , −k
}

con l’operazione data da

i j = k , j k = i , k i = j , j i = −k , k j = −i , i k = −j , i2 = j2 = k2 = −1 , (−1)2 = 1

1 x = x = x 1 , (−1) x = −x = x (−1) ∀ x ∈
{

i , −i , j , −j , k , −k
}

, con −(−x) := x

(a) Si dimostri che
{

1 ,−1
}

è un sottogruppo normale e caratteristico di H8 .

(b) Si determinino tutti i sottogruppi del gruppo quoziente H8

/{
1 ,−1

}
, precisando

quali tra essi siano normali.

[4] — Sia Γ un gruppo abeliano finito, e siano γ1 , . . . , γk ∈ Γ , con k >
∣∣Γ ∣∣ .

Dimostrare che esistono indici (1 ≤ ) i1 < · · · < ih (≤ k) tali che

γi1 + · · ·+ γih
= 0Γ

dove 0Γ è l’elemento neutro del gruppo Γ .

[5] — Determinare tutti gli ideali degli anelli

Z165 e Q[x]
/(

2 x3 + 5 x2 − 28 x− 15
)

precisando quali tra essi siano primi e quali siano massimali.

[6] — Dimostrare che l’ideale I :=
(
3 , x− 5

)
dell’anello Z12[x] è massimale.

[7] — Dimostrare che l’anello quoziente

A := Q[x, y, z]
/(

x− 2 y + 3 , y + 5 , z2 − 3 yz + 6
)

è un campo.

[8] — Sia G un gruppo. Dimostrare che se il gruppo Int (G) degli automorfismi interni
di G è ciclico, allora il gruppo G è abeliano.

[9] - � — Dimostrare che il gruppo Aut
(
Q[x]

)
degli automorfismi dell’anello dei poli-

nomi Q[x] è isomorfo al gruppo AffQ delle affinità del campo Q .
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[10] - � — Sia K un campo. Dimostrare che il gruppo AutA
(
K[x]

)
degli automor-

fismi (di anello) dell’anello dei polinomi K[x] è isomorfo al prodotto semidiretto di gruppi
AutA(K)nΦAffK , dove AffQ è il gruppo delle affinità del campo K , e Φ è il morfismo di
gruppi

Φ : AutA(K) −→ AutG
(
AffK

)
, τ 7→ Φ(τ)

(
AffK −−→ AffK
σa,b 7→ στ(a),τ(b)

)
.

[11] - � — Studiare il gruppo AutG
(
H8

)
degli automorfismi (di gruppo) del gruppo

dei quaternioni H8 =
{

1 , −1 , i , −i , j , −j , k , −k
}

.

[12] - � — Dato un gruppo G , siano

λ : G ↪−→ S(G) , g 7→ λg

(
G ↪−−−−−−−� G
x 7→ λg(x) := g x

)
ρ : G ↪−→ S(G) , g 7→ ρg

(
G ↪−−−−−−−� G

x 7→ ρg(x) := x g−1

)
i monomorfismi di gruppi dati dal Teorema di Cayley (per gruppi), e si ponga

λ(G) := Im (λ) , ρ(G) := Im (ρ) .
Si considerino poi

C
(
λ(G)

)
:=

{
σ ∈ S(G)

∣∣ σ ◦ λg = λg ◦ σ , ∀ g ∈ G
}

C
(
ρ(G)

)
:=

{
τ ∈ S(G)

∣∣ τ ◦ ρg = ρg ◦ τ , ∀ g ∈ G
}

.

Dimostrare che
C

(
λ(G)

)
= ρ(G) , C

(
ρ(G)

)
= λ(G) .

[13] - � — Dato un anello commutativo e unitario A , siano

λ : A ↪−→ EndG

(
(A ; +)

)
, a 7→ λa

(
A ↪−−−−−−−� A
x 7→ λa(x) := a x

)
ρ : A ↪−→ EndG

(
(A ; +)

)
, a 7→ ρa

(
A ↪−−−−−−−� A
x 7→ ρa(x) := x a

)
i monomorfismi di anelli dati dal Teorema di Cayley (per anelli), e si ponga

λ(A) := Im (λ) , ρ(A) := Im (ρ) .
Si considerino poi

C
(
λ(A)

)
:=

{
σ ∈ EndG

(
(A ; +)

) ∣∣ σ ◦ λa = λa ◦ σ , ∀ a ∈ A
}

C
(
ρ(A)

)
:=

{
τ ∈ EndG

(
(A ; +)

) ∣∣ τ ◦ ρa = ρa ◦ τ , ∀ a ∈ A
}

.

Dimostrare che
C

(
λ(A)

)
= ρ(A) , C

(
ρ(A)

)
= λ(A) .


