ESERCIZI DI ALGEBRA
GRUPPI E ANELLI (3)

N.B.: il simbolo g% contrassegna gli esercizi (relativamente) pit complessi.

1 — Dato un anello A e il corrispondente (per n € N fissato) anello di matrici quadrate
Mat,,(A), consideriamo — per ogni k € {0,...,n} — i sottoinsiemi di Mat,,(A)

wh(A4) = { M = (may) 2 € Mat,(A) |miy =0 V5 <i+k}

)
W (A4) = { M = (miy)) ) ’n’eMat ))mm:o ik}

7‘17 -1

wll(4) == AL+ i, (A) = {aIn-I-M ‘ ac A, MEu:;k(A)}
u;;‘kl(A) = Al + u,,(A4) = {a[n—I—M ’ a€ A, MEu;k(A)}
dn(4) = { M = (mi;)] € Mata( )]mi,jzo Vi) = { matrici diagonali

e poniamo tF(A) := uio(A) . Dimostrare che (per ogni k& ):
(0)  up(A) Cupy(A) Cuf(A)  perogni K >Fk;
(b) uik(A) ¢ ideale (bilatero) di t(A), ma non di Mat, (A) ;

(c) se k > 0, I'anello quoziente uik(A)/uikH(A) ¢ isomorfo all’anello (A" %;®,®)

in cui la somma @ & la normale somma del prodotto diretto di (n — k) copie del gruppo
additivo (A;+) e ® ¢ il prodotto banale (cioe il prodotto di due fattori ¢ sempre zero);

(d) per k = 0 esistono isomorfismi di anelli tff(A)/ui. (A) = dn(A) = (A";+,-)

n;l

in cui 'ultimo anello ha la struttura di anello prodotto diretto (di A con sé stesso n volte).

(e) ui|k (A) & sottoanello unitario di t=(A), cio¢ & un sottoanello che contiene anche
I'unita dell’anello t(A) .

2 @ — Dato un anello unitario A e un n € Ny, consideriamo i gruppi GL,(A) :=
U(Mat,(A)) , TE(A) == U(t5(A)) , UZ,(A) == U(u ) (4)) . Da(4) == U(d,(4))
degli elementi invertibili rispettivamente negli anelli unitari Mat, (A4), tF(A), ill(A)
d,(A) — con notazione come nell’esercizio 1 qui sopra. Dimostrare che:

(a) Uf;k,(A) - U;t;k(A) C TF(A) perogni k' >k;

(b) Uff;k(A) & sottogruppo normale di 7T:¥(A), ma non di GL,(A) .

(c) @ il gruppo quoziente Uik(A)/UfokH(A) ¢ isomorfo al gruppo (A”_k;@),
prodotto diretto di (n — k) copie del gruppo additivo (A;+) ;
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(d) TE(A), U;—L;k(A) e D, (A) sono descritti esplicitamente da
TH(A) = {M — (ma;)) € tE(A) ‘ mes € U(A), V(= 1n}

UE(A) = {M = (may)) € (4 ‘ mes € U(A),Vl=1,... n}
Do(A) = {M — (mai;)’ € du(A) ] mee € U(A), V€= 1n}

(e) esistono isomorfismi di gruppi 7.F (A)/U;L—L;l(A) =~ D,(A) = (UA)";+,-), dove

I'ultimo gruppo non ¢ altro che il prodotto diretto di U(A) con sé stesso n volte.

3 — Dato un campo k e uno spazio vettoriale V' su k, consideriamo 'insieme Endy (V)
“endomorfismi di V' come spazio vettoriale” e I'insieme Auty (V) “automorfismi di V' come

spazio vettoriale”, cioe rispettivamente
Endy(V) = {¢ € VY |p(crvi+ cava) = c1d(v1) + c2d(v2), Ver,c2 €k, v,v0 €V }
Auty(V) == {p € S(V) | dlcrvi+ cav2) = c1 ¢(v1) + c2 p(v2), V1,02 €k, vy, €V }
Dimostrare che:
(a) Endy(V') & sottoanello unitario (cioeé contenente anche 'unita id, ) dell’anello uni-
tario Endg(V;+) degli endomorfismi del gruppo abeliano (V;+) ;
(b) Auty (V) e sottogruppo del gruppo S(V) delle permutazioni di V' in sé stesso;

(c) se V ha dimensione finita, indicata con n, esistono isomorfismi
Auty(V) = GL,(k)  (come gruppi), Endy(V) = Mat, (k) (come anelli).

4 — Dato un gruppo G, sia H < Z(G) un sottogruppo del centro Z(G) di G. Di-
mostrare che:

(a) H <G, cioe H & sottogruppo normale di G ;

(b) se il gruppo quoziente G / H e ciclico, allora G & abeliano.

5 — Per ogni n € N, sia Z, l'anello delle classi resto modulo n, e sia Enda(Z,,)
I'insieme degli endomorfismi di anello di Z,, , che & un gruppoide (associativo unitario) per
I'operazione di composizione. Analogamente, sia End4(Q) l'insieme degli endomorfismi
di anello del campo Q dei razionali, anch’esso un gruppoide (associativo unitario) per
I'operazione di composizione. Sia Aut4(Z,) il gruppo degli automorfismi di anello di Z,, ,
e analogamente Aut4(Q) il gruppo degli automorfismi di anello di Q. Dimostrare che:

(a) Endy(Zy,) €isomorfo al gruppoide <{ CELn | ¢? = E} ;- ) — che e sottogruppoide
di (Zy;-); in particolare, se n & primo allora End4(Z,) = {0, ,id, };

(b) Enda(Q) = {0,,id,} .
(c) Autua(Zn) = {id, } e Aut4(Q) = {id,}, ciot tali gruppi sono banali.
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6 @ — Sia A un anello unitario, e siano A[[z]] e A((z)) rispettivamente 1’anello delle
serie (formali) e 'anello delle serie (formali) di Laurent in = a coefficienti in A. Dimostrare
che il gruppo degli elementi invertibili in ognuno di questi anelli ¢ dato rispettivamente da

(a) U(Allzll) = {ZiZana" € Alle]] | a0 € U(4)]

(b) U(A((@) = {XiZana" € A(@) | a: € U(4)}

7 — Sia A un anello unitario, presi A[[z]] e A((z)) come nell’esercizio 6 qui sopra siano
D)) = 14z Allz]] = {1+af(z)| f(z) € All]] } | o? = {a7|z€2)}

Dimostrare che si hanno le seguenti relazioni tra gruppi (moltiplicativi):

(a) Ty < U(Al)) < U(A() . o* < Z(U(A(@)) < U(A(()))
U

e quindi in particolare 2% <

(b) U(Alz]]) = i xU(A) (prodotto semidiretto interno di gruppi)
©

per un opportuno morfismo di gruppi ¢ : U(A) —— Aut(Lay) ;

(c) U(A((2))) = U(A[[z]]) X 2” (prodotto diretto interno di gruppi).

8 — Sia A un anello unitario, e siano Az] e A[z,z™!] rispettivamente I'anello dei
polinomi e l'anello dei polinomi di Laurent in = a coefficienti in A. Dimostrare che il
gruppo degli elementi invertibili in ciascuno di questi anelli ¢ descritto come segue:

(a) U(A[z,z7"]) = U(Afz]) 2" = {p(m) 2® | p(z) e U(Az]), z € Z}
ed esistono isomorfismi di gruppi U(A [m,x_l]) = U(A[gc]) Xzl = 22X U(A[x]) ;

(b) se A & privo di divisori di zero, allora

U(Alz]) = {Ziv:oanmneA[x]’aer(A), ap, =0 Vn>0}

(c) g% se A & commutativo e N'(A) ¢ il suo radicale nilpotente, allora

U(Alz]) = {25}20 an 2" € Alz] ‘ ao € U(A), an € N(A) ¥Vn > o}

(ricordando che N(A) :={a € A|a® =0V s> 0}, ed ¢ un ideale — bilatero — di A4).
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9 — Sia A un anello. Consideriamo 'insieme delle matrici “triangolari superiori infinite”
a coefficienti in A, cioe l'insieme

tjo_o(A) = {M = (m173)3:1172277 ) m; j € AVije N, , mg; = 0Vi> j}

e ’analogo insieme delle matrici “triangolari inferiori infinite” a coefficienti in A, cioe

i=1,2,...

to(4) = { M = (miy) 5 )mm €AV EN,, mi;=0VYi<j}

Dimostrare che:

(a) entrambi t1 (A) e to (A) sono anelli rispetto alle operazioni di somma “compo-
nente per componente” e di prodotto “righe per colonne” date dalle formule usuali;

(b) per ogni n € N esistono monomorfismi canonici di anelli ¢ : tF(A4) — t£ (A) ;

(c) se A & unitario, allora gli anelli tZ (A) sono unitari, e i monomorfismi ¢ di cui
al punto (b) qui sopra mandano I'unita dell’anello t(A) nell'unita dell’anello tX (A) .

10 — Sia A un anello. Con le notazioni dell’esercizio 9 qui sopra, consideriamo il
sottoinsieme tX"(A) di tZ (A) definito cosi:

) = (M = () () | mig =0 v >0

) = LM = (e ) | mag =0 vis o)

1=1,2,..;

Dimostrare che tZ:/"(A) & sottoanello di tZ (A) .

11 — Sia A un anello, e siano Afz] e A[[z]] i corrispondenti anelli di polinomi e di
serie formali nella variabile x a coefficienti in A. Con le notazioni degli esercizi 9 e 10 qui
sopra, consideriamo la funzione u* : A[[z]] —— t1 (A) definita da

0 Vi>g
aj—; Vi<j

L[t " j=1,2,...;
1 Zoanx = (mi7j)i:1,2,..: con mi i =
n—=

cioe esplicitamente da

ap a1 Qa -+ Gp  Gpy1 e 0 0 0 0
0 ap a1 as --- an  Qpt1 - 0 0 0
“+oo
ut < S ay, x") — 0 0 a a1 as - an  Qpg1 - 0 0
n=0 0O 0 0 a9 a1 as e An  Qpy1 - - 0
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Dimostrare che:

(a) la funzione p™ & un monomorfismo di anelli;

(b) pt(Alz]) C tLifi"(A), ciot 'immagine — tramite il monomorfismo di anelli p"
— del sottoanello A[z] di A[[x]] & contenuta nel sottoanello t}/"(A) di tX (A).

(c) esiste un’analoga funzione p~ : A[[z]] —— t_(A) — descriverla esplicitamente!
— che ha analoghe proprieta — precisarle esplicitamente!

12 @ — Sia A un anello unitario. Con le notazioni dell’esercizio 9 qui sopra, consideri-
amo 'insieme delle matrici “triangolari superiori infinite invertibili” (a coefficienti in A)
e l'insieme delle matrici “triangolari inferiori infinite invertibili” (a coefficienti in A ), cioe
i due gruppi TE(A) := U(t5(A)) degli elementi invertibili nei due anelli tZ (A) .

Dimostrare che:

(a) per ogni n €N esistono monomorfismi canonici di gruppi @} : TF(A) — TL(A) ;

(b) i gruppi T£(A) sono descritti esplicitamente da
TE(A) = {M = (mi;)’ =12 etE(A) | moy € U(A) VEEN, }

1=1,2,..;

13 g% — Sia A un anello unitario. Con le notazioni dell’esercizio 10 qui sopra, conside-
riamo il sottoinsieme TE"(A) di TE(A) dato da

1=1,2,...;

TERA) = {M = (mig) 2 € TEA) ‘ mi;=0¥j>0}
TnA) = { M = (g2 € T () ’ mig =0 Vi>0}

i=1,2,...;

Dimostrare che T /"(A) & sottogruppo di TE(A) .

14 — Sia A un anello unitario. Sfruttando gli esercizi 11 e 12, dimostrare (di nuovo...)
che il gruppo U (A[[z]]) delle serie formali in z (a coefficienti in A) invertibili ¢ dato da

U(Allal) = { % ana" € Alla]] | a0 € U(4) |




